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Dualit?it bei Steuerungsproblemen mehrfacher Integrale

S. PICKENHAIN

~ N
'

Es werden Dualititsbeziehungen zu Ste'ueru/ngsproblemen mehrfacher Integrale untersucht.
*Im Mittelpunkt steht die Frage nach starker Dualitit. Durch nochmalige Dualisierung der
dualen Aufgabe gelingt es, Beziehungen zwischen Steuerungsproblemen und FluBproblemen
im Sinne von You~xag und KL6TzLER herzuleiten und einen méglichen neuen Zugang zu Aussagen

tiber starke Duilitit bei mehrdimensionalen Problemen zu finden.

' NccnenyloTcs ~COOTHOIGHHA RBONMCTBEHHOCTH JUIA 3aAa¥ ONTHMALHOTO YNpPaBieHUuA C
* KPAaTHBEIMH WHTErpajlamn. B HeHTpe HHTepeca CTOMT BONPOC.O CHIABHOMN nsofictsennoctu. C
MOMOLIBI0 PACCMOTPEHUS Gunyaannoil 3agauu ynaeTCH HalTH COOTHOIIEHUA Mexny npobGuae-
MaMHU ONMTHMAJILHOFO YNPABICHNA M MOTOKOBHIMH NpobiemaMn B cMmuiciae fIura v Kasmmepra
M BO3MOMHBIT HOBHI{ MOAXOI K CHJIbHOIT ABOICTBEHHOCTH AJ1A 3anay ONTIMAMIBHOIO YAPAaB- .
- JICHHA C KPATHRIMH HHTErpanamy. 4 ’ - : .

~ (Y
A duality is presented for problems of optimal control with multiple integrals. In the centie
of interest the question on strong duality stands. The mean idea is to study the bi-dual problem’
to the given optimal control problem. Tt succeeds to get relations between flow probléms in,
. the sense of Youne andKrLéTzLER and to find a new possible approach to assertions on strong
- duality for control problems with multiple integrals. ' o

, -

~ L. Einleitung
" Fiir die theoretische und numeérische Behandlung von Optimierungsproblemen spielt
die Dualitit eine bedeutende Rolle. Ist ein reelles Funktional f iiber einer Menge X

und das primale Problem

fl) —~inf, =2€X, ' | - -
gegeben, dann ist , o - .
o gy sup,  ye¥, e
fiir ein reelles Funktional g iiber einer Menge Y eine zu ihm duale Aufgabe, wenn
sup {g(y) | y € ¥} S inf {f(z) | = € X) - B

gilt. Insbesondere sprechen wir von starker Dualitiit zwischen (1) und (2), wenn in (3)
die Gleichheit gilt. Bekanntlich kann man mittels der Dualitit einerseits Fehler-
abschitzungen, andererseits hinreichende Optimalititsbedingungen fiir die Aufgabe
(1) gewinnen. Dazu ist von besonderem Interesse zu kliren, wann zwischen (1) und
(2) starke Dualitit vorliegt. . : . .
Wir untersuchen Steuerungsprobleme und deren entsprechende Dualprobleme im
Sinne von R. KLOTZLER [7] auf starke Dualitit. Fiir Steuerungsprobleme einfacher
Integrale und deren zugeordnete Dualprobleme ist diese Frage weitgehend geklart
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[8, 11, 13]. Dabei spielt im eindimensionalen Falle das Studium' der Bellmanschen
Funktion eine entscheidénde Rolle. Eine solche Funktion steht aber bei mehr-
-dimensionalen Problemen nicht mehr zur Verfiigung. In dieser Arbeit wird ein
méglicher neuer Zugang zu starken Dualititsaussagen angegeben. Die grundlegende
Tdee besteht darin, die duale Aufgabe erneut zu dualisieren. Die gewonnene biduale
Aufgabe ist ein Flulproblem im Sinne von L. C. Youne [14]. Es gelingt nun, einer-
seits Beziehungen zwischen diesem sehr abstrakten FluBproblem und einem an-
schaulich interpretierbaren und relevanten FluBproblem im Sinne von R. KLOTZLER
_[9, 10] herzustellen und andererseits im eindimensionalen Falle auch den Zusammen-
" hang von FluBproblemen und entsprechenden Steuerproblemen herzustellen. Es ist
zu vermuten, daB die hier verwendeten Methoden im wesentlichen auf mehrdimen-
sionale Probleme iibertragbar sind. Gelingt dies, so kann die Frage nach starker
Dualitdt im mehrdimensionalen’ Fall ohne die bisher allzu einschrinkenden Kon-
vexitatsforderungen [3] positiv beantwortet werden.

P

2. Problemstellung '

Es sci das folgende Steuerpi;oblenl (P,) in Dieudonné-Rashevskyscher Form gegeben:
)

J(x, u) = fr(t, z(t), u(t)) dt — Min!
9

bel a]ler z € Wi(Q) und u € LL (), die den

Zustandsglezckungen z21,(t) = ga(t x(¢ )\ u(t )) f. . auf 2,
N " Phasenbeschrankungen x(t) € G = R* auf Q, .
’ Steuerbeschrankungen w(t) € U € R* f.u. auf Q '
Randbedingungen x(s) € M,— G auf 90 -

(8.(2 sei der Rand- von Q) geniigen. Wir treffen folgende Grundvoraussetzungen:

1. 7 sei stetig und .gréBer Null auf QO xG x U. _
2. i selstetlgauf.QXGXUundga (Gras -+ Gna)E G =1,..,n; = 1,...,m).\
3. U € R’ sei kompakt und nicht leer. | :
4. M, sei abgeschlossen und nicht leer fiir alle s € 6Q.
5. 2 R™ und G — R" seien Lipschitzgebiete im Sinne von C B. MOoRREY und
S. HILDEBRANDT [5]. ° / :
6. Die ‘Menge X, aller zuldssigen Prozesse (z, u) zu (Po) sei mcht leer.

Bezelchneb n(s) den duBeren Normalen-Einheitsvektor zu s € 29, s0 erhalten wir als
" duale Aufgabe zu (Po) nach R. KLoTzLER [7] die folgende Aufgabe (DO)

L(8S) = f o(s) n(s) do — Max!"

202

bez. aller S € &, o
€o = {S € & | ViTST(t, &) + [VeS(t, )T galt, &, v) S 7((, &, v) auf

Q XG X U} (iber doppelte Indizes wird summiert)
mit o
' 8 ={§= (S - 8™) € C™(2xG) | S(s, E)eem, = 6( s) auf 00}.

A Dle zwischen (Dg) und (P,) ausgedriickte ‘Dualitit nst nicht involutorisch, wie man
schon an der unterschiedlichen Struktur der beiden Probleme erkennen kann.
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. . ' ’,
~ ~ S

er konnen (D) als Aufgabe der linearén Optimierung in Banachra,umcn X, Y
auffassen, die gemiB [4 S. 123] fiir ein lmeares Zielfunktional (c*, -y auf X lautet:

(e, z)x — Max!

bez. aller z € X, die den Nebehbedjngﬁhgen . A O
. Az £ b und xZO . . ) ’ )
KY) K(X) ' . .

}

genugen Dabei ist A: X - Y ein lmearer stetiger Operator, K(X)— X und K (Y)
= Y sind Ordnungskegel. "In unseler Aufgabe ist X = & und als [‘ellraum von

. o "0 X G) mit der Norm ||S|| = ):,’ 18, - ' ) 4

I

TS = Max |30, ) + 2 Max IS &)+ ZMax S8 )
i=1 X

" wieder cin Banachraum Y= C(Q) in der Maximumnorm mit @ = 2 xXGx U,

K(C(Q) = {f € C(Q) | f(x) = O'fiir alle z € @} und K(€) = €. Fiir fl,fzeCQ soll.

/, < f, bez. K(C(Q)) bedeuben fo —fi € K( (Q)) und analog fiir 8", 8 € & (also ist

8 = 0 bez. K(C) fiir alle S € ©). Der Operator 4 ist folgendermaBen definiert:
AS = V,T8T 4 [V5S=]T . '
! Offens1chtllch ist er lincar, und da Q kompakt ist, folgt - :
T ASly S max (L0} ISy mit © O = max {lga(t, & o)l [alle (4, £, v), 4, o).
Damlt ist A stetig. Das Zielfunktional ¢* auf & laBt sich durch - : :
- {c*, S) —_—f o(s) n(s) do
) )

definieren. Weiter ist b = 7. “

o

- 3. Eme zu (Do) duale Autgabe

Dem’ Problem (Do) ordnen wir na,ch Fenchel-Rockafellarscher Duahtatstheone, an-
. gewandt auf lineare Programme [4: S. 108], das duale Programm

- (y*, b)y — Min!~
“bez. aller y* € Y* zu, die den Nébenbedingungen
_Ary* 2 ¢c und"y* = 0

K*(X)* K*Y*)

geniigen. Hier bezeichnen X* und Y* die zu X bzw. Y topologisch dualen Ba.ume,
K*(X*) und K*(Y*) die zu K(X) und K(Y) dualen T\egel und 4*: Y — X den zu
4 adjungxelten Operator. Fiir unser Problem ergibt sich speziell:

= C*(Q), und y* = 0 bedeutet f/x) du(z) = 0 (f € K(C(Q)))"). Ferner ist, da
mit @ auch- —@ in € liegt, .

¢

K*(C*) (0% € &* | (0%, ¢> = Ofiralle ® € &}.

-
N ou bczelchnet das durch y* emdehtng bestimmte mchtnegntnve reguliire Borelsche MaB.

l] Annl)sls Bd. 6; Heft 2 (108:) ' '
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4
[

Folglich heifit A*y* = c*, daB (A* * @) = (c*, (D) fiir. &lle dee ist, hzw. nach
. Definition von 4*, daB {c*, &) = (y*, A(D) d.h.\

[ (vrorg, f+ [Ve®(t, £)]7 g.(t, &, v) dﬂ(t é, f ¢(s) n(s) do

Q .
firalle ® = (¥, .. ) €6, <p( ) = D(s, E)eem,, ist. SchheBllch gilt die Darstellung
w* b> f r(t, & v) d/i(t £ ).
Q

Damlt lantet die zu (Dy) gemdB Fenchel Rockafel]arscher Theorie dualnsnerte Auf-
gabe (D,)D: :

) y*(r) = [ r(t, & ) du(t, & v) - Min!

qQ
bez. aller y* € K*(C’*(Q)) die fiir alle @ € & der Bedingung v
[ vrone, &) + (Ver(t, &) gt £, 0) dutly £, 2) = - Ao (@)
Q : :
gcnugen : : . _ N

© Ausgehend von der Aufgabe (Po) fur-den Fall m = 1 also fir emdlmcnsmnale Steuerungs-

" probleme, wird bei L. C. Youxe [14: Kap. 6] und bei R. B. VixTer und R. M. LEwIs [13]
durch Einbcttung der zu (P,) zulissigen Prozesse in einc Menge linearer stetiger Funktionale .
iitber C(Q) ein dahnliches Problem gewonnen.. . Wir kénnten deshalb in Anlehnung an die zitierten
Arbeiten (Dy)P als Flufproblem im Sinne von L. C. Young bezelchnen

/

Im Smne der Rockafellarschen Dualitéitstheorie zeigen wir nun die Stabllxtat von -
(Do)-

Satz 1: Es existiere ein S ¢ & mit AS <7, d.h. mit o .
VASI, &) + [V O b 8 0) <16 69) (L& 0) €Q)

~ d. k. G besitze einen inneren Punkt). Dann st (D,) stabil.

Beweis: Nach [4: Satz 6] ist (D) stabil, wenn f: C(Q) — R mit

/(y):{ 0 fir y<r ' S j

—oo sonst
an der Stelle 48 s%ct-_ig ist. Diese Forderung ist erfiillt, wenn AS éin innerer Punkt
von &, ist und die Stetigkeit von f aus der Konvexitit von —f folgt. Das wiederum.
ist erfiillt nach [4: Satz 24], da -—/ ein konvexes unterhalbstetlges Funktional
auf einem Banachraume ist I .

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit werden wir (D) stets als stabil voraus-
setzen. Die damit gewonnene Aussage iiber starke Dualitiat zwischen (1) und (Do)D
erlaubt_uns, die Aufgabe (Po) in die sehr abstraktc Aufga,benstellung (Dg)*? ein-
“zubetten: ,

sup (Do) min (D,)? < inf (Py), -

und wie man leicht zeigen kann, wird durch jedes (z ) € Xo ein zulissiges Flc-
ment §* zu (D,)P deflmert

) = [ fit, & v) ) dagh, & 0) fftx(t t)) (€@
Q
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Tm emdlmensnonalen Falle gilt bei Konvexitit von (¢, &, -), g(¢, &, - ) und U zwischen (Py)
und (Dy) starke Dualitit, weshalb dann min (Dg)? = inf (P,) ist. Unser Ziel ist es,
unter ahnllchcn Vora.ussetzungen solch ein Resultat auch im mehrdxmensxonulen Falle nach-
zuweisen. :

. 4. Fliisse

va eine anschauliche’ \'orstellung von ,,Flissen im Sl'hne von L C. YounG zu
gewmnen filhren' wir nun in Anlehnung an [9, 10] FluBprobleme im Sinne von
R. KLOTZLER ein. Dabe1 sei zunédchst folgende Begriffsbildung vorgenommen.

] Defimtlon 1: Es heifit m = v, (w"') = (10, ...; 1V,), mit

"

o =(0,..,1,...,,0, Wy, ..., Wpa)T € CLm+(Q X G)

fir o« = 1, ...,[m ‘Fluﬂ tiber U, wenn v, = 0 auf\.@ x @ und fi;r j=1...,n

_ w,,(z £) = [ gialt, & ) die(v) f. 1. auf DxG o
i ﬂ _ o ' ‘ o

‘gilt. Dabei ist {ugs | (¢, &) €2X G} cine Familie. von Wahrsch_ein]ichkéitsmaBeh
mit den folgenden: F‘lgenschaften ' ‘ )
(A ) Fur Jedes feCRx G x U) ist nachfolgende Funktlon L—meBbar

h] !)XG—‘I{ n]lt/h/t E f/t f,v)d,,u“;,( )

(’B) Auf {5 €G ]-po(t,f) > 0} ist nachfogende Funktion stetig; .
' rm'(t, -) mit ry(t; &) = f (¢, &, v) dpy s)(v) (€ Q).

U

Die Menge aller Flusse iiber U bezelchnen wir mit ERU und formulieren fo]gendes ‘
FlufBproblem (F) (in {9] als Flufproblem 1. Art bezeichnet):

. A F(m), fff (¢, &, v) dpye(v) vo(t &) d& dt — Min!

26U

bez. aller v € Ry, die den Nebenbedingungen 4 L P
%Tﬁ,qm\a = 02) auf 0Qx G’(g = ..., m), - T ' , (5)
[ (s, §)dé =1 auf 892 o : (6)
0”, \

und ) ' _ L §
T dogxg = 0%) auf 9(QxG) \ U ' (7).

mit . ' . : o .

={s,é € R*"XR*|s€cdQund £ M} - (8)

~geniigen. Die?Menge der .zul'a:ssigen Fliisse zu EF) bezeichnen wir mit Y,

;_,' T d 9 a P}

) Vie = (a: ' 3, asn)

3) dogxe bezenchnet do.s im E™+% nach auBen orientierte vektorielle Oberflachenelement Zu

A2 xG). |

11% ; . N
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Die durch Fliisse v € Y° er7.eugtan linearen stetigen Funktionale y* auf C(Q) mit -

y*(h = f (6.8, 0) dolt, &, 0) o= JJ e £0) di.(0) ool €) d ;

.QGU»

erfiillen die Bedingung (4), de}nn nach GauBschem Intcgralsat-z folgt wcgen (5), (7) und (8)

f f (ot £))T rou(t, &) dt dt = f f Dot &) w,(t, S)df( )

mit 1 als auBcrcn 'Normalen-Einhcitsvektor zu ag und o,, als n- dlmensxonalcn \ullvektor
Schhethh gilt nach (6) und Definition von @ , : ‘ ©

ff (Viey@o(t;, £) Wy (t, £) dE dt =f @(8) n(s) do.

2¢ o0

Durch Fliisse w € Y, werden also zulissige Elemente zu (Dg)? erzeugt, deshalb gilt di¢ Relation
min (D,)P < inf (F). Ist umgekehrt to E ‘Ry-und gilt (4), so faigt, daB tv die Nebenbedingungen
(5) —(8) erfullt [9].
"+ Die Interpretation des Flusses nehmcn wir dcr hmfachhelt halber fiir den Fall eindimen- *
sionaler Probleme (m = 1) vor. Ein FluB .1 €. ‘}iu ist zuldssig bczughch (F), wenn er’in
{to} % 9]2,. mit einer bestimmten Intensnmtf ‘oltey £) d& (= 1) startet; m (to, 1) X G quellfrei
M,
- verlduft und dabei gewisse Rlchtungsbcschran]\ungen und 7ustdndsnlmchungen einhilt und
mit der gleichen Intensitdt in {f,} X ‘JJZ,l ankommt. Ein Flulproblem dieser Gestalt entsteht -
aus einem Steuerproblem (Po) bei konvexem U und fir alle (2, &) € [£, ¢,] X G konvexen
g;(t, & ) (i\= 1,...,n) und r(, &, ), wenn anstelle der zulidssigen 'l‘m]ektorlcn zu ' (P,), die -
. *wir als”,,fadenformig diinne* Flusse -auffassen kénnen, ,,breitere’* Flisse w € Y, zugelassen
werden. : ' )

Wir wollen nun den Ausammenhang zwlschen dem Problem (D,)° una dem FluB-
problem (F) niher charakterisieren. :

Definition 2: Eine Folge von Fliissen {1w"} C\?}?U.heiBt asymptotisch zuldssig
. bez Yo, wenn fiir alle @ € @ gilt '

lim [ [{ VTqDTt &) + [V.De(t, s]wa (t, 5)} vo™(t, £) dEdt = jq;(s

n—o00 2 G

\

Satz 2: Zu jedem zuldssigen Element y* € C*(Q) zum Problem (DO)D existiert eine
Folge {1w"} < Ry asymplotisch zulasszger Fliisse bez Yo, so daf gilt :

Clim [ [ [ ot & v) d,;(,,f,(v) vty §) dEdt = [ r(t, &, 0 it ).

a0 G U Q

Bewc1s \‘a,ch [4: 8. 661f.] ist C*(Q) mit der schwachen* Topologic o* ein lokal-.
konvexer Hausdorffscher Raum. Wir zeigen, daB die Menge ¥* aller durch Fliisse
W € Ry erzeugten linearen stetigen Funktionale y*, mit

)= [ ] [1t &) dpwa) wlt, §) dedt ([ € CQ),

QG U

\ . - .
'in C*(Q) bez. dieser Topologie dicht liegt.
1. Y* ist konvex: Sind it yo* € ¥*, 50 gilt

= [ [ ] 1060) dplo) ot ) dEQ

QG6vU

.

o
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., ,
mit ' ) . o - '
1 1 v t t En
'€ Ry, =1, ot ] o §) = fg,.,(t £, v) d/‘ue)(”)
(=1, 2"7"= l,n a=1,...,m). Dannist fir0 <2 <1
- TAn* + (1 —7)?/2*] /) = [ [ ] ft, & v) Apee(v) ”o(t §)déde,
: : 26U

- wobei gy fiir Jedes-/ € C(U) folgendermaBen erklirt sei:

s

f [(v) dulygy(v) fiir Augl(t, &) + (1 — ) ve2(¢, £) = O-

'

AN

B Mol(t, &) pilre)(v) + (1 — 4) v, &) #(m(”))
. J’()dﬂ-(!{) ff( )d( T Iwg(t, 5)_*_(.1_))1)0(‘ B '

- _ . . fiir Jogl(t, §) + (1 — 2) wil(t, &) > 0..
_ Es gilt: ’ :

.a) vy = vy + (1 — ))voz € C‘(QXG) und v,(t, £) = O fiir alle ¢, &) € QXG’ A
_b) ,u(,é)EO supp uesy E.U und fdp“:, (v) = 1 fir f{. a. (t & eRxaq, da. Bie

und Ul fur . a. (t &) 6 .Qx (& Wa.hrschemhchkextsmaﬁe sind.
c) Fur jede Funktion f € C(Q) ist 2

X ' hy: .QXG >R . mit AL, &) = fft & v)duy, o)

L-meBbar, da dxe den Familien {ud} und {uf )} cntsprechcnden Funkt,lonen b
_diese Elgenschaft (A) haben. Ebenso ist . -

r,,,(t,'-) mit 7, §) = [ 7(t, &, v) dpg(v) :

’ U . , -
Cin{ée ¢ [ 2moX(t, £) + (1 — 2) we2(t, £) > 0} stetig (Eigenschaft (B)).
Also ist W = (0, ..., 0,) ein FluB iiber U, der das Funktional Ay,* + (1 — )) Yo *
enveugt Folglich ist letzteres ein Element von G* und diese Menge konvex.

. Wir wenden nun folgenden Tr ennungssat/ [4: S. 71} an:!X sei ein lokal- -
konvexcr Hausdorffscher Raum und M — X eine dessen Nullelement enthaltende
konvexe abgeschlossene Teilmerige, 2° € X \ M. Dann existiert ein z* € X* mit
‘(z¥,2% > 1 und (z*,2) < 1 fiir alle z € M. Wir wenden dies auf C*Q) mit der
schwachen* Topologie o* und M gleich dem Abschlu8 von P* in o* an. Wiirde ein

* € K*(C*(Q)) \\ M existieren, 80 giibe es ein f € [C*(Q), o*]* mit

=..ffz, £,v) dd(t, & v) > 1 ' ‘ (9a) |
o . - : .
(9 ist das durch 7* eindeutig bestimmte nichtnegative Borelsche MaB) und
L S R £ v) Ay (v) volt, &) dE dt S 1 fiir alle g, v, . (9b)
Y Q¢ '

mit

E,
m =1 ( )’ wln t 5) fg]a(t E: 'I)) d/"(‘ 5)(’0), o€ mu-

I3
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Wire f <0, dann ist wegen u* € K*(C* ) auch ff(t &, v) do(t, &, v) < 0. Also

N

cxnstlert ein (¢, &, v') € supp % mit f(t', &, ") > 0. Es sei
fee, &, v°) = max {}(t, £, v) | (¢ &, v) E supp 9}.

Da f st,etlg und 2 X G ein Llpschltageblet ist, existiert eine Tellmenge QX6
S QX G mit mes(2' X G') >0, so daB f(¢, &, 4% > 0 fiir alle (t £ e X lst
Wiihlt man nun

st oy — | 1T (t,g)'e(?'xé' - )
( )_ 0 fiir (4,8 € QxG\ (2XGEG) .- .

und p e = 6,- (dies ist das in v° € U konzentrierté DiracmaB) fiir alle (t,%) e 2XG,
s0 erhilt man : ‘

S L7 & o) duato) St §) dE di = [ [ ], & ) dgdt = 2 > 0.
26 N R .

QG U

Da C,T(2 X G) in "L,,(.Qx Gy, 1'1)5 1, dicht liegt, existiert zu %, cine Folge- {v,!}
= Cy®(2 X G, die 1. 1. gegen konverglerb und fiir die 0 St s vo fiir alle £ gilt.

- . Fiir diese Folge ist dann .

A

H

lim [ [ [ ], & v) doyve( tE)

k—o0 2 G U

und fiir beliebiges & > 0'gilt, o A
- lim ffff(t &, v) diyo( 1// + ¢) 1/;» )7 > 1.
" ko002 G 'U- }

Somit existiert ein natiirliches % mit

ffff(t,,,v) dow(1/4 + ) vof(t e) dedt > 1,

26 U
N

und 1o = vok(l/). + é) (Eu;") mit;. w,:,(t, & = g(t, & v°) ist ein FluB, der (9'b‘) verletzt.

3. Es liegt also ¥'* dicht in K*(C*(Q)). Zu Jedem J* € K*(C’*(Q)) existiert deshalb
eine Folge {m* = Ry mit (fir alle f € C(Q)) -

y* f);f/t,E,v ) dw(t, &, v) = lim, fffft §,v)dy“,,(v)v0"(t,;)d*dl
Q .

n—soo 2 G U
. k4 Em -
. m"=vo”(w) und  wi(t, §) = jg,,(t £0)d (,5,(1;)

"Erfiillt y* zusidtzlich (4), dann gilt fur [f= V,TPT + [VE(ﬁ“]T

f (VDT §) + [Vedo (8, 5)]Tga(c, £, v)) dv(t £ v) = f <P(8)'n(8) do
Q . .

=lim [ [ (V71 &) + [VeD(t, & )T w8, €) ve™(t, £) d€ dt,

n—»ooI)G

d. h. {ro"} ist asymptotlsch zuldssig. Spcue]l fiir { = r ist die Behauptung des Satzes .
erfullt |
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Die Auséage von Satz 2 kann auch a]s Dualititsaussage aufgefaBt werden: !
sup (D) = lim {F(m")/{m"} asymptotlsch zuldssig zu f}.
Es gnbt Bexspnele in denen sup (D) < inf (F) ist (vgl. [10]).

'
'

5. Zusammenhang zwischen zulissigen Fliissen zum FluBproblem
und zulissigen Prozessen zum Steuerungsproblem im eindimensionalen Fall

- Die Grundgedanken' des folgenden Satzes stiitzen sich wesentlich auf die anschau-
liche Interpretation eines zulissigen Flusses: Aus-jedem FluB w.€ Y,, der mit vor-
gegebener Intensitdt in {f} X My, startet, in (&, £,) X G quellfre1 verlauft und in
{t,} X My, mit der gleichen Intensitdt- ankommt, kann man einen ,;Stromfaden®
auswihlen, der, wenn man die Fliissigkeit mit der gleichen Gesamtintensitit durch
diesen einen ,,Stromfaden‘ flieBen 14B8t, dem entsprechenden Zielfunktional eirien
Wert erteilt, der kleiner oder gleich dem Wert des Zielfunktionals des FluBproblems
fiir den vorgegebenen FluB ist. Vorbercitend formulieren wir

L1 . . N 5
Hilfssatz 1: Es sei w = 9, ( ) € Ry ein zuldssiger Fluf zu (F). Dann hat das
; w .

nachfolgend de}inieﬂe 0 = 3, ( ‘_) die Eigenschafl '
fvo(t &) dé = fvo(to, &) dé (t€ to,t,)).'

: @, o, . ‘ -

Dabei ist ' '

_ (t E ) fiir (¢, &) € G

Bolt §) = {0. S far (8, &) € {[t, l] x G} \. 6

My, = cl {£ € G | volto, £) > 0}, W, S My, mes Ty, >0,

I S5 f’l)o(to E) ds, | ' ¥ ‘ -
&y, . " )
G = {(t, &), € [to, 1] X G | es existiert ein x mit (1) = w(z, 2(r)) -
- ' f. i auf (to, by), 2(t) = &, z(te) € My},

R, = (€ G ) € G).

Beweis: Da mw zulissig ist, so gilt, Vi yw = 0 und v, ist folglich bei festem w
Losung der leferentlalglcnchung 0

- . (”o)tv‘f‘ wT Vevy = —,[VTw], . s , (10) ‘
deren Charakteristiken dem folgenden System geniigen :
Eo(t) = 1 \
() = wlz(t), z(t))
4t) = () [vgw(xo (t), 2(t) ] auf (ty,2;)
bzw. mit z,(t) = ' '
#(t) w(t x(t))
i) = —a(t [V{lw(t z(t))] auf (to, ;) |

I

(11)

~
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4

Zu b, konstruieren wir nun eine:Folge {vo } so daB bei festem ¢ € [tes 4] ~

lim (¢, 5) = By(t, &) fiir f.a’¢ € G,

n—o0 ‘ .
1 - P ,
0® = §," (w) € CY[te, t] X @) und Vyuyio" =0 auf, (£, &) X G,

gilt. Wir definieren zuniichst & nach
oln) = 1 fiir € My,
I 0 fiir e G\ My,
Dazu exnstxelt eine Folge {«"} = C'"+}(G) mit a® < o und A"(17) = 0 fiir alle n
und 7 € G\ 9)3:,, die f. .. (im Sinne des L-MalBes auf-() gegen « konvergiert. Die
Lésung v = (v, ..., p,) von (11) hangt bei stetig differenzierbarer rechter, Seite

stetig von den Anfangswext(,n n={( - M) € G ab und nach [6 S. l70ff] ‘exi-.
stieren dlC Ableitungen

K

Vho Vhoms =+ Yhnyy  UNA- Yt = Yy, (3, k.= L,2,...,n) - ,
und sind stetig. Fiir die Funktionaldeterminante gilt dabei

12Ges, -5 )
6(’71: . ’77:)
lnfolgedesscn 1Bt sich dic" Losung von- (11) nach den »\nfangswerten auflosen:
= y(t, &), und es gilt y € CV([ty, t,] ¥ G). Die Funktion #," mit §,"(¢, &) = a* (/(t &) )
X Bo(, £).ist dann Element von C'([t,, t,] X G) und in (4, ¢;) X G genau dann Lésung
von (10), wenn durch jeden Punkt (¢, &) € (&, t;) X G genau eine Charakteristik geht,
. die ganz der Fliche #,® angehért, d. h. lings jeder Cha.rakt(,nstlk z — B," konstant,
~ . ist (vgl. [6: Satz 1]). Da v, Losung von (10) ist,. gilt d(z () — wolt, (¢) ))/dt = 0 ent-
lang jeder Charakteristik (z, z). Mit (z, z) ist fiir beliebiges 2 > 0 auch (z, 2z) Charak-.
teristik, folglich gilt : : . o

'

+0 ‘in (zo,z)xm o o T 12)

N d . ) . : . ' o l ) ' *
gy (et 20 — e, 20)) = an(ato)) g (50) — (e 2(0) = O

_ . , S - A , ,

Damit ist §,* tatsachlich Losung von (10) und " = 3,* erfiillt die Gleichung
~ w

Voo =0 in (t, t,) X G (n = 1,2, ...). Auf die Funktionen " wenden wir den

‘GauBschen Integralsatz an: fiir alle ¢ € (4, ¢,) ist ’ :

PR § - .
f f [V(.,sm(t,.s)]'fﬁ"(c, £) dé dt

[ [0 Vo A d + [ 9, B, ) do

tt G At t)1XE) .
Langs 6([t0, t,) X G) \ [{to} X My, v { 3 X M,,) ist B do = D do = 0, demzufolge
N (23] m"(t §)dédt = [ D, &) 5,8, &) dE — [ Plto, &) B8, &) d&

3 te,t)XG) oy - My,

und

ff[vue@‘ «‘5)]T lU"(! &) d& dt

th G -
'f‘“ £) 56"(t, §) d& — [ Dt &) ", &) dé .

9)?[. : N

\ ) . .
‘l




1

Speziell fiir ® = 1 erhalten wir. R . - ‘ \

' struieren wir nun- 1ndukt,1v eine Bolgc {ro}$ _,OCL"_H((lO,t ) X G’) ,,fluBahnllchen
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\

-.o—jvo(zgdg—jvo(zs o (13)

(N i

D1e Folge {«" } kOnverglert fir f.a. n € G gegen «. Infolgedessen konvergiert auch

die, Folge {oc (t, £))} bei festem ¢ € (t, t,) fiir f.a. & € G gegen a(y(t, &)). In'der

Tat, sei a die Menge aller & € G, fiir die {oc (x(t, 5))} mcht gegen a( (¢, E)) konver-
giert, mesa > Ound € = 7(! a). Dann ist ‘

a(/’ »Xn) K " ’ “. 14

und nach (12) mes € > 0 im Widerspruch zur Voraussetzung, daBl «®fiir f. a.7 € G
gegen « konvergiert. Damit konvergiert {fy%(t, &)} bei festem ¢ € (t, ¢,). fiir f.a.
£ € G gegen a( (£, &) volt, &) = By(t, €) und nach dem Lebesgueschen 'Grenz.\xext-
satz [1: Satz’ 13.8.4/S. 138) erhdlt man auns (13) fir f.a. ¢ € [to, t,] durch Grenz-
iibergang n — oo .

= [ Bo(t, &) dE — ji;o(co, £)dé bzw. I = fizo(é, &)ds
wm, 0y, S . &, ..

Formel (14) gilt zunachst nach [12: S. 263 ff.] fir beheblge Intervallbereiche a und damit
auch fir jede Borelmenge Aus der Regularitit des Lebesgueschen MaBes kann man riun leicht
schluBfolgern duB sie dann auch fur jede L-mefB3bare Menge gilt.

Satz 3: Sind die Grundvomussetzungen 1—6 fiir das Problem ’;) é%/dlit U koh-
vex, r(t, & ) und g(t, &, ) konvex fir alle (1;&) € [4, L1x G und mes M, > 0, s0
existiert zu jedem zulasszgen Flu,B € Y, en zulusszqer Prozeﬁ (:e ) E Xo, mit F(mw)

'ZJ(:%u) o

Beweis: Wir wihlen a > 0 so, daB gilb x

My, S K:= (£ € R —a<5's'a(l—1 co m)}

Dle Zerlegung des Intervalls [—a, a] in.2¢ 4 =1, 2,...) Teilintervalle f (j=1,
., 2¢) gleicher Lange a/21,

\

I'—{0€R|—a+(y—1 a/2*‘SﬁS—a+ya/2“

nennen wir Zerlegung i-ter Ordnung. Das kartes:sche Produkt von: Interva]lcn Ii -
I' gleicher .Ordnung 7 bildet einen Wiirfel i-ter Ordnung mit der Kantenla.nge
a/2‘ Jeder Wiirfel (i — 1)-ter Ordnung K%' kann als Vereinigung von Wiirfeln

i-ter Ordnung dargestellt wexden Zu einem gegebenen FluB 1o = v, ( 1) € Y kon-+
Elemente.

1. ﬁ’f’ =1 (:}) = v° ( ) M, =cl{te G | vo(tos §) >0}, G = [‘m t,]X G-

2. Sei eine Zerlegung i-ter Ordnung gegeben, K° =K\tfu---u K und

oy

JE={je {1, ..., 2% 'mes M n Kjf) =0 - .
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Dann definieren wir

. v N, E)/IF fir (¢, €) € G, jedJi.

it &) = 1 0 fir (4,8 €GO\ Gy, jedJs
B K fir (¢, &) € @O, jéJt,
wobei - o :
Iit= f vt Mo, £)dE, T M ;= M, n Kb
. : 9J!:»i . .
und . .o .
‘ C,‘ = {'(t? &) € G171 | es existiert ein 2 mit &(r) = w(t, 2:(‘[))
‘ f. i. auf (&, t1), z(t) = &, 2(t) € Mi, ;) | .
sei. Ist7 € J durch , ‘

v

min { JJ f 7ty & v) dpe(v) v:;,,-(?, gdedt

T jedt

—fff (¢, &, v) dlluf)(v) '”o;(‘ &) d¢ d‘

Tl GOU

‘festgelggt,, dann_definieren, wir

vt =iy, W =uo (w) Wi =My, G =6, F=I
Es gelten nu;l folgende Eigenschaften: '
"a) Firalle: =0, 1,... ist ) ]
C [ uite ) dE = 1., ’ I . (1)

. g)z' ’
'Dies folgt mlttels vollst‘mdlger Induktion, denn fur 1=0 gnlt die Behauptung nach’

Voraussetzung, und ist sie fiir i — 1 richtig, so ist vy} = ve 7 fiir ein j € J* und folg-
- lich

. ’ U(;.Ai(t, &) = {voi_l(tm §)/1;i fiir. & 6.9‘3?:°‘? . »
ot 0 fiir & €My, \ Vs
sowie ' -
' fvo(to’f)df— 1/1’ fvo‘ 1t0’§)d§= 1.
‘JJ?‘° ‘ 4 SR' .

b) Es gilt

N

Mi, = UMi,; und mes (M, ; 0 wz;,, ) =0 fir § 4" S 16).
. ) jest 4
. nach Definition und folglich auch Gi-1 = u {Gji: j € J%. Es ist dann
mes (G' n G' ) =0 fiiralle 5" & j", ’ . (17)

denn wire mes (G} n G )> 0, dann betrachteten wir das Bild von G' n G‘ bei
der Abblldung

Wﬁ [tO: l] X (G;' ﬂ G;’") — R"*l’ . 12’(‘: 5) = (t: Z(t’ §))T’
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-

. mit der im Beweis des Hilfssatzes 1 definierten Funktion 7, und es gilte nach (15)
wegen |3x(¢, £)/9¢] > 0 auch

\\ mest'nG')—f flag,((:f) dédt > 0.

1 S t (‘ nG
Andererselﬁs ist aber fiir j* 4 7" im- Wlderspruch dazu
" mes w(G' n (" .) = mes ([lo, 41 % (E)R,,, n ‘JR,”")) =0.

\.\ c¢) Aus (16) und (17) ergibt sich wclter vt = X I} ;.
d) Firj e Jfist . jes!
i (¢ 5‘) _ {vo"-l(t,f)/l,-‘, fiir (4, ¢) € G .
KA 0 fiir (2, &) € G° G}t
> C {vo"(t, YL 1Y fir (4, &) € Gy ~.
. 0 oL fiir (4, 8) € GO\ Gy

Wir kénnen Hilfssatz 1 anwenden, wobei &, = v ;, I=18+1, 1‘ und G =G}
© ist und erhalten.

fvotEdS—I‘I"..I‘" )
sm' L o _ °
mit M= cl{&€G|vit, &) > 0) baw. fir ¢ € [to, t,Jund ¢ =0, 1, .
] 0, .
[ woilt, &) de = 1 (j € ), speziell [ o, £)de = 1.

.
e) Die Folge der Zielfunktionswerte
.h o
. f f f (¢, &, v) d#(t.:)(v) ”oi(t, &) déat
te G ’ !

. . . "A : A 1 ’
zZu 1ot =yt ( ) ist monoton fallend. Da vt = ZI vo; und
w t
. j€J g

. TIi=Xx f vt Nto ) dE = [ " Wby, &) dE = 1 ‘ ' N~

. jedt jeJt qpi i =1
, . bo.j
ist, erhdlt man fiir j =4 .

6 -
[ [ ] (e, & v) dpe(v) vi s, £) dE de

WG U |
t ‘ . ] . ’ . -~
_S._ f f f r(t’ 5: ?)) d,u'(‘.f)(v) vOl—l(‘, 5) d£ dt = ﬂ! . . (, 18)
L L GU .
denn anderénfal]s wire ﬁir a]le jeJt . S

f [ [ it & v) dpfv) vh (8, £) dEdt > B

e G U v



’

‘Wegen der Stetigkeit von 7 in z(t) nach Elgenschaft (B) ist nun sup r(t &) = 9(t x(t))

- bzw, zusammcngefaBt, .
. PZW. Z4
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ﬁnd s;:)mit h ' : .-
[ .
[ [f rt, & v) dpue, 5)(”) vt~ (t, §) dE dt
torG U .
=2 Iiif / ff(l: &, ?)) dueny(v) vh;(t, &) dE dt > B.
- Sjedt by G U . , -

f) SchlieBlich gllt

- lim fff t§,v) d,une,(v) voi(t, &) dsdi fff (c x(t), u(t))

n—mot,GU_ . G U

* fiir einen zulissigen PrOIeB (z, u) € Xy. Wir zelgen diese letzte 'Behauptung Aus

dem Konstruktionsprinzip ist klar, daB genau ein § € N “J?, (s ‘“?,o existiert. Folg-
lich enthalt N G*.genau ein x mit .

£(t).= w(t, x(t)):fg(t, 2(t), v) dp(.z0) (v) f ii. auf (os £1)'
v

~

-und da =z Charaktenstak von (10) und v, eindeutige Losung des Anfangswertpro-

blems x(to) € My; zu (10) 1sb folgt z(ty) € My, Es ist

lim jff r(t, & v dy(m( Y vi(t, &) d&dt lim ffr(t £) vo'(t, §)d§dt

1—00 100 g G
B Ve
Cmit F(¢, &) = fr(t, & v) d,u(,,;,(v) und wegen [ ¥, &) de =1 fo]gt )
’ . u ’ PLAN . L

-

. ) [ V :
lim_ jf t$ ) (e, s)dtdt im [ [7(t, &) v, &) dé dt

i—>00 lo 4 1—00 t, ¢
[N

slim | f [sg;;p (¢, 5)] v'(t, g) dg dtstup 7(t, §)

i—o00 &, M, t Mt

Wu' verwenden einen Lebesgueschen Grenzwertsatz [1: Satz 13.8. I/S 137]: {r;} mit
ri{t) = sup {r(¢, &) | 5 € 932,} ist wegen M,! S M, monoton fallend, und wegen

2(t) € n M, ist ri() ( ) fir alle 2. Also kann man den Grenvubergang T — 00
.unter dem Integral/elchcn ausfiihren und somit ist :

lim fsup F(t, & fllm (sup F(t, 5)) at. -

Vot ity MY . L ) (mz

und folglich

’
[

fhm (sup (¢, e_?)) dt = f (t xt)) dt = ff (t z(t), v) d,u(‘,m)(v)

to §—>00 t
" . ] ) 2

. U . .
lim f [ [ zg, ) dpre(v) 0o, &) dEde < [ [ (e, 2(t), v) dpgrz0)(v) dt.
te U : .

i—o0 {g C U .
(19)
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- . ! ' a e
Analog zeigt man. .
: S
“lim fffrt 5, ) Qe vt &) dé dt = lim f inf 7 (¢, &) dt ’
00 1y Todi—oo ty WM
und i T
4 4L i S .

" lim [ inf 7(t, &) dt = f [ 7{t, z(t)) dugzm)v) dt.

i—>00" g fm‘ e U
Also folgert man wiederum wegen der Stetigkeit von 7 in z(¢)

) 1)

lim f [ [t &) dﬂ(,e,(v) o (z &).dedt = f f r(t x c)) d,u(,zm)(v) dt.  (20)

i t, G U te U .
Es ist u'= {t(e.zw) = pe | £ € [to, 1]} eine verallgemeine_rte Steuerung zum Steuer-
problem (P;) im Sinne von L. C. Youne [14: Kap. 3], zu der bei konvexem U und .
bei fiir alle (¢, &) € [¢, ¢,] X G konvexen 7(¢, &, +) und gt &,-) (2 =1,. - m) eine
zulédssige Steuelung u zu (P,) existiert, so dall nach (19 und (20) gllt . ,

NN

llln f f f T(t) 5: U) d[.l(g'g)(?}) vo'(t: 5) d§ at

4 - e .G U
N 4o » A
= [ [ r(t ), ) dpgean(v) dt = [ #e, 2(0), 4(r)) d
o U X . to

£(t). =-g(¢, z(t), w(t)) 1. . auf (fo,t,), x(t)e_é; 2(to) € My,
x(t;) € My,

Mit anderen Worten, es ist (x, u) € X, und nach Eigenschaft e) folgt die Behauptung
des Satzes, F(iv) = J(z, u). § '
. -

Es ist zu vermuten, daBl sich die Hauptideen des Satzes 3 auch auf mehrdimensionale
Probleme iibertragen lassen. Damit kénnten auch in diesem Fall eine Beznehung zwischen dem
FluBproblem (F) und dem Steuerproblem (P,) hergestellt und Aussagen folgender Art gewon-
nen werden: Liegt zwischen (D,) und (F) starke Dualitit vor, so auch zwischen (D,) und (P,),
~ wobei starke Dualitiitsaussagen zwischen (D) und (F) einfacher zu gewinnen sind.
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