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Dualität bei Steuerungsproblemen mehrfacher Integrale 

S. PICKENHArN	 S 

Es werden Dualitätsbeziehungen zu Steuerucigsproblensen mehrfacher Integrale untersucht. 
'Tm Mittclpunkt steht die Frage nach starker Dualitat. Durch nochmalige Dualisierung der 

dualen Aufgabe gelingt es, Beziehungen zwischen Steuerungsproblemen und Flufiproblethen 
im Sinne VOfl YOUNG und KLöTZLER herzuleiten und einen moglichen neuen Zugang zu Aussagen 
fiber itarke Dualität bei mehrdimensjonalen Problemen zu finden. 
Hcc.lTegyioTcn -cooTHolLieHilfi JBollcTueH}locTH jJ1fl 3aa9 onTHMajIJ,Horo ynpaBJIeHHR C 
HpaTlIaIMH nHTerpa.IlaMu B IellTpe itiiepeca CTOHT uonpoc 0 CH.ilbHOft ABOi1CTBennoCTH. C 
flOMo[IbIo paccMoTpeHua 6uya.1h1I011 3aJa9H yaecn IlailTil COOTHOUICHHH tiemAy npo6ie- 
MaMFI onTilMajIhiloro ynpanilesiun II flOT0lOflNMH npo6J1eMarsn is cic.ne HHrA a HJIEuJIEPA 
H 803MO2+maifl 1-1013bIfi nogxojk . ic ciiiii,iioft aBoficTBelLllocTn rin 3aa4 on'rIlMaJlbHwo ynpan-. 

C HpaTi(hlMa HuTerpaJiaMB.  
A duality is presented for problems of optimal control with multiple integrals. In the centre 
of interest the question on strong duality stands. The mean idea is to study the bi-dual problem 
to the given optimal control problem. It succeeds to get relations between flow problms in, 
the sense of YOUNG and"Kx.öTZLER and to find a new pssible approach to assertions on strong 
duality for control problems with multiple integrals. 

1. Einleitung 

Für die theoçetische und numrische Behandlung von Optimierungsroblemen sJ)ielt 
die 1)ualität eine bedeutende Rolle. 1st ein rc1Ies Funktional / Uber einer Menge X 
und das primale Problem 

/(x) —>ilIf,	x  X,	 (1) 
gegeben, dann ist	 - 

g(y)—sup,	Y  Y,	 -	(2) 
für ein reelles Futiktional g Uber einer Menge Y eine zu ihni duale Au/gabe, well  

sup {g(y) I Y E Y}	in  /(x) I XE X}  
gilt.. Insbesondere sprechen wir von starker Dualitdt zwischen (1) und (2), wenn in (3) 
die Gleiehheit gilt. Bekanntlich kann man mittels dër Dualität einerseits Fehier- 
abschatzungen, andererseits hinreichende Optima1ititsbedingungen fur die Aufgabe - 
(1) gewinnen. Dazu ist von besonderem Interesse zu klären, wann zwischen (1) und 
(2)starke Dualität vorliegt.	 - 

• Wir untersuchen Steuerungsprobleine and deren entsprechende Dualprobl 
S 
eme im 

Sinne von R. KLOTZLER [7] auf starke Dualität. Für Steuerungsprobleme einfacher 
Integrale und deren zugeordnete Dualproblerne ist diese Frage weitgehend geklärt
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18, II, 13]. Dabei spielt un eindimensionalen Falle das Studi'um der Bellmanschen 
Fuiiktiori eine entscheidénde Rolle. Eine solehe Funktion steht, aber bei mehr-
dimensionalen Problemen nicht mehr zur Verfugung. In dieser Arbeit wird em 
moglicher neuer Zugang zu starken Dualitatsaussagen angegeben. Die grundlegende 
Tdee hesteht darin, die duale Aufgabe erneut zu dualisieren. Die gewonnene biduale 
Aufgabe ist ein FluBproblem im Sinne von L. C. YOUNG [14]. Es gelingt nun, einer-
seits Beziehungen zwisclien diesem sehr abstrakteu FluBprohlem und einem an-
schulich interpretierbaren und relevanten Flu Bproblem im Sinne von R. KLöTZLER 
[9, 10] hersustellen und andererseits im eindimensionalen Falle auch den Zusammen-
hang von Flu Bproblemen und entsprechenden Steuerproblemen herzustellen. Es ist 
zu vermuten, daB die hier verwendeten Methoden im vesentlichen auf mehrdimen-
sionale Probleme ubertragbar sind. Gelingt dies, so kann die Frage nach starker 
Dualität im mehrdimensionalen Fall ohne die bisher alizu einschránkenden Kon-
vexitätsforderungcn [3] posit•iv beantwortet werden. 

2. Problemstellung 

Es seidas folgende Steuerproblem (P0 ) in 1)ieudonn6-Rashevskyscher Form egeben: 

-	J(x, u) =f r(, x(t), u(t)) dt - Mm! 

bez. aller x E W"(Q) und u E L",(Q), die den 00

Zu9tand8gleichungen x(t) = g(t, x(t), u(t)) f. u. auf Q, 
Phasenbeschrankungen x(t) E	It" auf Q,	- 
Steuerbeschrankungen u(t) E U	Rr f ii. auf Q 

- Randbedingungen x(s) E M 3	auf aS2. 

(Q sei dër Rand von Q) genugei Wir treffen folgende Grundvoraussetzungen: 
1. r sei stetig und.grol3er Null auf Q X  x U. 
2. 
3.0 9 Rr sei kompakt und nicht leer. 
4. 9R ,, sei abgeschJossen und nicht leer für alle s E aS2. 
5. Q Ittm und G R" seien Lipschitzgebiete im Sinne von C. B. MORREY und 

S. HILDEBRANDT [5].  
•	- 6. Die Menge X0 aller zulassigen Prozesse (x, u) zu (F0 ) sei nicht leer. 

Bezeichnet n(s) den äuBeren Normalen-Einheitsvektor zu s E Q, so erhalten wir als 
duale Au/gabe zu ( P0 ) nach R. KLöTZLER [7] die folgende Aufgabe (D0) 

L(S) = f a(s) n(s) do -- Max! 

bez. aller S E 
•	

=	I V,T,ST(t, ) ± [V ES(t, )]T g(t, , v)	r(t, , v) auf 

Q x G x U}	(fiber doppelte Iñdizes wird suinmiert) 
mit

= {S = (8' ., 5m) E ç' m(QxG) I S(s,	= a(s) auf aQ}. 

" Die zwischen (Do) und (P0 ) ausgedruckte Dualität ist nicht involutdrisch, wie man 
schon an der unterschiedlichen Struktur der beiden Problerne erkennen kann.



	

Dualitat bei Steuerungsproblemen	161 

Wir können (D 0) als Aufgabe der linearén Optimierung in Banachräumen X, Y 
auffassen, die gemaB [4: S. 1231 für ein lineares Zielfunktion'al (c*, .)x aufX lautet: 

•	(c*, x) -- Max! 

bez. aller x EX,' die den Nebenbedingungen  

Ax <b" und x > 0 
K(Y)	 .	 .	- 

genügen. .Dabei ist A: X — 1' ein linearer stetiger Operator, K(X)	X und K( Y)€
Y sind Ordnungskegel. In unserer Aufgabe ist X = S und als Teilraum von 

O l . m (Q xG) mit der Norm II SII = 

•	= Max S(t,	+ Z . Max IS(t, )l + Z Max S(t, )j, 
QXG	 j1 DXG	 i=1 T)XG 

wieder . cin Baiachatim V = C(Q) in der Maxirnuninorm mit Q = x U, 
K(C(Q)) = (1 E C(Q) I /(x) ;j;0 für alle x € Q} und K(K) = . Für /1, /2 E C(Q) soil. 
/1 /2 bez. K(C(Q)) bedeuten /2 - / € K(C(Q)) und analog für S' 5" E e (also ist 
S	0 bez. K(s) für alle S E ). Der Operator A ist folgenderma8eii defiiiiert: 

AS = VTST ± [V(S]Tg. 

Offensichtlich ist èr linear, und da Q kompakt ist, folgt 

IIAS IIy :5: max{i, C} JjS	mit - C = max {g(t, , v)J I alle (t, , v), i, }. 

Damit ist A stetig. Das Zielfunktional r auf S lä8t sich durch 

(G*, S) =fa(s)n(s)do.  

definieren. Weiter ist b = r.  

3. EliIC zu (D0) duale Auabe 

Dern Problem (D0) ordnen wi r nach Fenchel-Rockafellarscher Dual itätstheorie, an-
gewandt duf lineare Programme [4: S. 108], das duale Programm	. 

(y*, b)y - Min!	 .	•	 - 

bez. aller y € Y' zu, die den Nebenbedingungen	.-	- 
A*y*	c und y*	0	 - 

K(Y) 

genugen. Flier bezeichner X und * die zu X hzw. V topologisch dualen Räume, 
K*(X*) ul)d K*( y*) die zu K(X) und K( Y) dualen Kegel und A*: V — X den zu 
A adjungierten Operator. Für unser Problem ergibt sich speziell:	- 

= C*(Q), und y :^! 0 bedeutet f/(x) d(x)	0 (I € K(C(Q)))'). Ferner ist, da 
mit 0 auch- -0 iii	liegt,	Q • 

= (* €	I (çji*, P) = 0 für alle (J € }. 

t bezeichnet das çlurch y* eindelitig bestimmte nichtnegative reguläre Borelsehe Ma13. 

11 Analysis 13d. 6; Heft 2 (1987)	I	 -	 -
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Foiglich heiBt A*y*	c, daB (A*y*, ) = (cC, b) fur.alle 0 E	ist, hw. nach
Definition von A*, daB (c*, ) = (y*, AO), d. h. \ 

f {VTT(t, ) + [V1 (t, )]T g(t, , v)} du(t,	v) = f q(s) n(s) do 
Q	 -	- 

für alle 0= (', . . ., J) E S, p(s) = (s, )Ji,' ist. Sehlie8lich gilt die Darstellung 

y* b) = f r(t, , v)d(t, ,v). 
Q 

Damit lantet die zu (D0 ) gernaB Fenchel-Rockafellarscher Theorie dualisierte Auf-
gabe (I))': 

y*(r) = f r(t, , v) d1u(t, , v) -> Mm! 
-	Q 

bez. aller y' E K*(C*(Q)), die für alle b € e der Bedingung 

f{VTT(t, ) -p [V(P(t, )]T q(t, , v) d(t, , v)	fq(s) n(s) do	(4) 
0 

genugen.	
0 

Ausgehend von der Aufgabe (P 0) für den Fall m = 1, also für eindimensionale Steuerungs-
probleme, wird bei L. C. YOUNG [14: Kap. 61 und bei R. B. VINTEE und R. M. LEWIS [13] 
durch Einbettung der zu (F0) zulassigen Prozesse in eine Menge linearer stetiger Funktionale 
uber C(Q) cin iihnliches Problem gewonnen. Wir könnten deshalb in Anlehnung an die zitierten 
Arbeiten (D0)' als Flu/3 problem im Sinne von L. C. Young bezeichnen.  

Tm Sinne der Rockafellarschen Dualitätstheorie zeigen wir nun die Stabilität von 

Satz 1: Es existiere ein , E	mit AS < r, d. h. mit	 - 

VtTT(t, ) ± [VS(t, )]T q(t, , v) < r(t, , z)	((t, , v) € Q) 
d. h. C—,. besitze einem irtneren Punkt). Damn ist (D0 ) stabil.	 -€

Besveis: Nach [4: Satz 6] ist (D 0 ) stabil, wenn /: C(Q) -- R mit 

-	 1	0	fiiryr 
1(a) = j -00 soiist - 

an der Stelle AS stetig 1st. i)iese Forderung ist erfüilt,- wen AS ein innererPunkt 
von	ist und die Sttigkeit von / aus der Konvexität von -/ folgt. Das wiederurm 
ist eifUllt iiach [4: Satz 24], da —/ ein konvexes unterhaibstetiges Funktional 
auf einem Banachraume ist I	 * 

Für den weiteren Verlauf der Arbeit werden wir (flu) stets als stabil voraus-
setzen. Die damit gewonnene Aussage über starke Dualitat zssischen (Do) und (B)° 
erlaubt_uns, die Aufgabe (P0 ) in die sehr abstrakte Aufgabenstellung.(Do)D em-
zubetten:	 0 

sup (D0) = mm ( D0) D	inf (P0),	 0 

und wie man leicht zeigen kann, wird durch jedes (, ) € X 0 ein zulassiges Ele-
ment	zu (B0 )° definiert: 

= f /(t, , v) dft(t,, v) = f /(t, (t), (t)) dt	(/ € Q).	-,
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'Tm eindimensionalen Falle gilt bei Konvexität von r(t, , .), g(t, , ) und U zwischen (P0) 
und (I)) starke Dualität, weshaib dann mm (D)' = inf (P0) ist. Unser Ziet ist e, 
unter ähnlichen Voraussetzungen soich em Resultat auch im mehrdimensionalen Falle nach- 
zuweiseI.	 S 

- 4. Flüsse	 - 

Urn eine anschauliche ' \Torstellung von ,,Fliissen" im Sinne von L. C. Youi'o zu 
gewinnen, fiihren' wir nun in Anlehnung an [9, 10] FluBproblerne im Sinne von 
R. KLöTZLER eir. Dabei sei zunachstfolgende Begriffsbildung vorgenommen.	S 

.1 Dofinition . 1: Es heiBt roV. (Em) 
= ( m 1 , ..., tam), mit 

	

-	tu = (0, ..., 1,..., 0, w1, ..., Wna 	E C1m+n(Q x 0) 

S	 fürc=l,...m,F1uPüberU,wennv0^Oaufxdundfur1,...,n, 

•	wj,(t, ) = f g(t, , v) dz(f)(v) f. u. auf Q x	-	'	 S 

9	 --
gilt. Dabei ist	(t, ) E, 	} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen 
mit den folgenden Eigenschaften:	 S	 -'	 S 

(A) Für jedes / E C(Q x 0 x U) ist nachfolgende Funktion L-meBbar: 
hl :- f2 x G	li mit h,(t, ) = f /(t, , v) d ( j E) (v).	 S 

(B) Auf { E G I v0(t, ) > 01 ist nachfogende Funktiori stetig: 

r(t,.) mit r(t; ) 
= .f r(t, ,v) (lL()(v) (tE Q).	 S 

Die Menge aller Flüsse über U bezeichnen wir mit JLT und formulieren folgendes 
FlufJ problem (F) (in [9] als Fluf3problem I. Art bezeichnet): 

F(w)	f f f r(, , v) d (tE)(v) v0(t, ) d dt	Mm! 
GU  

bez. aller tu E 91u, die den Nebenbedingungen 
0 2 )	auf Q X 0 (a = 1, ..., m),	 (5) 

f v0 (s, ) d	1 auf a.Q	 5	 (6) 

und	 S	 S	 S 

W T doj5x5 = 0)	auf e(Q x 0) \ 21	
5	

(7) 
mit	 S	 S 

= {(s, ) E Rm X R' 8 E Q und E 931 3 ) .	• •	 8)
genugen. Die'Menge der.zulassigen Fliisse zu (F) bezeichnen wir mit Y0. 

	

i.E	 3tm 3E1 
) do5x bezeichnet dasim E" nach aul3en orientiertc .vektorielle Oberfitchenelement zu 

a(Qx Th .	 • 

11*
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Die durch Flüsse it, E Y0 erzeugten linearen stetigen Funktionale y* auf C(Q) mit 

y*(/) = f /(t,., v) dv(t, , v)	f . f f f(t, , v) di() (v) v0(t, ) d dt 
Q	 Q.GU 

erfullen die Bedingung (4), denn nach Gaul3schem Integralsatz folgt wegen (5), (7) und (8) 

• f f (V,(t, ) )T
roa (t, ) d dt	ff (t, ) w(t, ) d (n) do 

S2  

mit n als äuBeren Normaen-Einheitsvektor zu eQ tind o, als m-dimensionalen Nullvektor. 
Schliel3lich gilt nuch (6) und Definition von cP 

f  (V1P(t, ))T m(t, ) d dt =f q(s) n(s) do. 

Durch Flüsse m E Y0 werden also zulassige Elomente zu (i)0)D erzeugt, deshalb gilt die Relation 
mm (D0)° ^ inf (F). Est umgekehrt tu E Tuund gilt (4), 50 folgt, daB to die Nebenbedingungen 
(5)—(8) erfüllt [9]. 

Die Interpretation dçs Fltisses nehmen wir der_Einfachheit halber für den Fall eindimen-
sionaler Probleme (m = 1) vor. Ein F1u13. rn E . 9u ist zulassig bezuglich (F), vënn or - in 
{t0} x Mt. mit einer best.immten Intensittt f v(t0 , ) dç (= 1) star,tet; in (t0 , t) x G quellfrei 

-	 . 
• verlauft und dabei gewisse Richtungsbeschrankungen und ustandsgleichungen einhält und 

mit der gleichen lntensität in {(} x 9J1 ankommt. Ein Flul3problem dieser Gestalt entsteht 
aus einem Steuerproblem (Ps) bei konvexem U und für nIle (t, ) E [t 0 , t 1 ] x G konvexen 
g(t, , .) (i = 1.... . n) und r(t, , •), wenn anstelle der zulássigen Trajektorien zu (P0 ), die 
wir als,fadenförmig duane" Flüsseauffassen können, ,,breitere" Flüssc Iv E Y 0 zugelassen 
werden. 

- 
•

	

	 Wir wollen nun den Zusammenhang wisehen dem Problem (D0)D und dem Flu B;. 
problem (F) näher charakterisieren. 

Definition 2: Eine Folge von Fliissen {tu'}	heil3t asymptotisch zul&sig 
bez. Y0, svenn für alle 0 E S gilt 

urn f f {VTT(t, ) + [V(t,)]T w(t, .)} v0 (t, ) d dt = f p(s) n(s) do. 
n—QG	 0 

Satz 2: Zu jedem zulãssigen Element y E c*(Q) zum Problem ( D0 )' existiert eine 
Folge {w"}	asymptotisch zuldssige Flü.sse bez. Y0 , so dap gilt 

urn f f f r(t, , v) dji 1 (v) v0 11(t, ) d dt = f r(t , v) dr(t, , s). 

•	 S	
•n— co 	 0 

• Beweis: Nach [4: S. 66ff.] ist C*(Q) mit deehwaehert* Topologic ein lokal-; 
konvexer llausdorffscher Raum. Wir' zeigen, daB die Menge P' aller dureh Flusse 
iu E Ru erzeugten linearen stetigen Funktionale y, mit 

•	,*(/) = f f f /(t, , v) djz11(v) v0(t, ) d dt	(f E 
Q G U	 .-	 - 

• in C*(Q) bez. dieser Topologie dicht liegt.	 •	 - 

1.	istkonvex: Sind y 1 * , y2r €	, so gilt 

y1*(f) = f f f /(t, , v) d,u 1 (v) v01(t, ) d.O dt 
QGC
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mit

1101 = v01 (Em),
	

wj(t, ) =f g1 (t, , v) dp4)(v) 

(l=l,2;j=l, ... ,n;x1,...,m).DannjstfurO<2<1 

FAyi + (1 -. A) y2*1 (/) = f f f /(t, , v) dL(t) (v) v0(t, ) d dt, 
QGU 

wobei t(t.) für jedes/ € C(U) folgenderma3en erklãrt sei: 
-	 f/(v) d,u ) (v) für Avô'(t, ) ± (1 - A) v0 2(t, ) = 0 

.f 1(v) d (g )(v) 
=	v) d (Avol(t, )	(v) + (1 - A) v0 2(t, ) (v) 

u	 J	 2v 0 1 (t, ) + (1 - 2v02(t, ) 
U	 -

für 2v0 1(t, ) + (1 - 2) v02(t, ) > 0.. 
• Esgil: 

a) v0	2v0 1 ± (1 - 2) v02 € C'(.x) und v0 (t,	0 für alle (t, ) € QXG. 
b) 0, SU P	.0 iind f d ) () = 1 für , f. a. (t, ) € Q x 0, da 14 

iind	für f. a. (t, ) E Qx 0 Wahrscheinlichkeitsmal3e sind. 
c) Für. jede Funktion I € C(Q) ist 

h1 : X 0 -> R. mit h1(t, ) =f /(t, , v) dfL(u)(v) 

L-meBbar,da die den Familien {} und {4} entsprechenden Funktionen h 
these Eigensehaft (A) haben. Ebenso ist	 - 

rm(t,.) mit rm(t, ) = f r(t, , v) dt>(v) 
U.	 S.	 - 

in {€, U I 2v0 1(, ) -- (1 - 2) v0 2(t, ) > O} stetig (Eigenschaft (B)). 
Also iSt w = ( m 1 , ..., W,,,) ein Flu 13 über U, der das Fiinktional A	+ (1 - 2) y2* 
erzeugt. }olglich ist letzteres ein Element von G und these Menge konvex. 

2. Wir wenden nun folgenden Trennungssatz . [4: S. 71] an:X sei ein lokal-
konvéxer Hausdorffscher Raum und ill X eine dessen Nullelement enthaltende 
konvexe abgeschlossene Teilmenge, x 0 € X \ M. Dann existiert em x € X'. mit 

.(x*, x°) > 1 urid (x*, x) ;5 1 für alle x € M. Wir wenden dies auf C*(Q) mit der 
schwachen* Topologie 1* und M gleich dem Abschlul3 von	in	 an. Würde em 
* € K(C'(Q)) \ M existieren, so gabe es em I € [C*(Q), a] mit 

-	
*(f) =f I(t, , v) d(t, , v)> 1	•	

S	 (9a) 
0 .	 -	S 

(1 ist das durch j' eindeutig bestimnite nichtnegative Borelsche Ma13) und 

-.	. f'f f ft, , v) du( ,E)(v) v0(t, ) d (i :!^ 1 f 6 alle p, v0	 (9 b) 
• DGU 

mit

=VO (Em)	
w(t, ) 

= J gt,	, v) d (j,) (v),	W €
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Ware I '0, dann ist wegen r € K*(C*(Q)).auch f f(t, , v) d(t, , J) ^ 0. Also 

existiert cm (t', V, v') E supp f mit ht', V, v') > 0. Es sei 
f(gO tO , ,O) = max {(t, , v) I (t, , v) € supp 

Da f stetig und Q X G ein Lipschitzgebiet ist, existiert eine Teilinenge Q' x G' 
Q  0 mit mes(Q' x 0') >0, so daB /(t, , v°) >0 für alle (t, ) € Q' x 0' 1st. 

Wãhlt man nun 

(t	
Ji für (t,)EQ'xG' 
10 für (t, ) € Q x G \ (' X 0') 

tind	= ô. (dies ist5 das in v0 € U konzent.rierté DiracmaB) fur alle (1, ) € Q X 0, 
so erhãlt man	 V 

f f f f(t, , v) d(1,)(v)'0(t,) d it = f  f(t, , v°) d d =2 > 0. 
Q G U	 DI G,	 V 

Da C0 (Q x G) in L(Q>< 0), p > 1, dicht liegt., existiert zu	cine Folge . {v0"} 
c CO (Q x 0), die f. ii. gegen 0 konvergiert und für die 0	v0k	3o für alle k gilt..
Für these Folge ist darin 

urn f 	f,f(t, , v) dôav0 '(e,) d de = 2	 V 

k—ooQG'U

	

	 V 

p 
und für beliebiges c > O'gilt 

urn ff .f f(t, , v) do(112 + e) ddt = (1/2 ± 42> 1. 
k—Q U 'U 

Somit existiert ein naturliches k mit	
V	 - 

•	

V	 f 	ff( t, , v) do i/2 + e) v0t(t, ) d (it> 1,	
V 

e2 G U 
V	

. und m = v	 E
0(1/2 + ) ( rn) mit w(t, ) = g(t, ,v°) ist em FluB, der (9b) verletzt. 

3.' Es liegt also * dicht in K*(C*(Q)). Zu jedemy* € K*(C*(Q)) existiett deshaib 
eine Folge m'}	91,J mit (für alle / E 0(Q))	 - 

= f /(t, , v) dv(t, , v) = lim, f f f /(t, , v) du nt 	v00(t, ) dP dl, 

	

Q	.	 n—cQGU 

	

= v01'	und w(t, ) = f g(t, , v) d)(v). 

Erfiillt y zusätzlich (4), dann gilt für / = VTcPT + [Vb]T g,, -	 V 

f (VTT(1, ) + [VP'(t, )]T g(t, , v)} dv(t, , v) = f q(s).n(s) do 
Q	 .	 0	

V 

-	

= urn f 	{V TT(t, ) + [V(t,)IT w"(t, ) v0t (t, ) d dl, 
n-.cQG 

d. h. {w'} ist asymptotisch zulassig. Speziell für / = r 1st die Behauptuiig des Satzés 
erfüllt •	 V

I	 V
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Die Aussage von Satz 2 kann auch als Du alit ttsaussage aufgefaBt werden: 

SUP (J))	Jim (F(ro°)/{m"} asymptotisch zulassig zu 

Es gibe Beispiele, in denen SUP (D0) < inf (F)ist (vgl. [10]). 

5. Zusamnienhang zwischen zulässigen Flüssen zum FluOproblem 
und zulässigen Prozessen zum Steuerungsproblem im cindimensionalen Fall 

Die Grundgedanken des folgerden Satzes stützen sich wesentlich auf die anschau-
liche Interpretation eines zulassigen Flusses: Aus'jedem FluB m€ 1'0, der mit vor 
gegebener Intensität in { t0 } x 9J, startet, in ( t0 , t 1 ) x G quellfrei verläuft und in. 
{t 1 } x lJl mit der gleichen Intensität. 'ankommt, kann man einen ,,Stromfaden" 
auswählen, der, wenn man die Fliissigkeit mit der gleichen Gesamtintensität durch 
diesen einen ,,Stromfaden" flie8en laBt, dem entsprechenden Zielfunktionai eiñen 
Wert erteilt, der kleiner oder gleich dern Wert des Zielfunktionals des Flul3iiroblems 
fur den vorgegebenen FluB 1st. Vorbercitend formulieren wir 

Hilfssatz 1: Es .sei w =	
(

i,) € J1j ein zulassiger Flu zu (F). Dann hat das€

nach/olgend de/inierte i = (I) die Eigenscha/t  

f 0(t, ) d$ = f v0 (t, ) d	g € to,t1)) 
Tit	 Tit. 

Dahei ist  
-	- 

10.	
4)/I fur •(t, ) € G v0(t,)—	-	für (t,)E{[t0,t1]XG}\O, 

= ci { € 0 I v(t0, ) > 01,	9TJ,	te'	mes 91t . > 0, 

I = f v0 ( t0 ) d, 

O = { ( t, ) € [to, t 1 ] x C ' es existiert ein x mit (r) = w(, x(r)) 

f . 'ii. 'ant ( t0 , t 1 ), x(t) = , x(t0 ) € iJ,} 

Beweis: Da w zulassig 1st, so giit,V ,)m = 0 und v0 1st foiglich bei festem w 
Losung der Differentialgleichung 

(v0)+ WT Vv0 = _ vo [V Tw],	 (10)

deren Charakteristiken dern folgenden System genugen:' 

= w(xo(t), x(t)) 

(t) =—z(t) t V Tw(xo (t), x(t))] auf (t0 , t1) 

bzw. mit x0 (t) = 

±(t) = w(t, x(t))	
(11) 

(t) = —z(t) [V Tw(t, x(t))} auf ( t0 , t 1 )	 .
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Zu i30 konstruieren wir nun eineFolge {i3}, so dB bei festern I € [1, hi 

urn i"(t, ) = 00(t, ) für f. a. E 0, 

ilin 
•	

o' () € C' ([to, t, ] X 0) und V(f)	= 0 ' auf,	t) x G', 

•	gilt. Wir definieren zunächst a nacli 
11 für ?7EMt, 

(,i)	 fur',1 € G\lT 
IJazu existiert eine Folge {x'°}	C 1 . 7 + 1 (0) mit "	'und "() = 0 für alle n - 
und 'Ti € 0	die f. ii. (irn Sinne cfrs L-MaBes auf-G) gegen a konvergiert. Die 
Losung = (fl,'..., ip,,) von (11) hangt b'ei stetig diffrenzierbarer rechter 5 Seite 
stetig von den Anfangswerten n= (, ..., n,,) € 0 ab und iiath [6: S. 175ff.] cxi-. 
stie'ren die Ableitungen

und. 1Pk'ht =	 ( i, k .= 1, 2, 

und sind stetig. Für die Fnnktionaldeterminthte gilt dahei 

0 in (to, t) X G.	'	 (12) 

Infolgedessen 1a13L sich die Losung von (11) nach den Anfangswerteii auflösen: 
= z(t, ), und es gilt y € C'([t0 , 11] x G). Die Funk'tion	mit	) = &'(y(t, M 

X ) ist dann Element von C'([10 , t] x 0) und in (to, t) x 0 genau dann Losung 
von (10), venn duizch jeden Piinkt (I, ) € ( t0, t) x 0 genau eine Charakteritik geht, 
die ganz der Flache ii'° angehort, d h. langs' jeder Charakterist.ik z - ii." konstant 
ist (vgL [6: Satz 1]). Da v0 Losung von (10) ist,.gilt d(z(t) - v0 (t, x(t)))fdt = 0 ent-
lang jeder Charakteristik (x, z). Mit (x, z) ist für beliebiges 2 > 0 auch (x, ).z) Charak-. 
teristik, foiglici) gilt 

—- ("(x(to) z(t) - "(t, x(t))))	"(x(t)) -- (z(t) — vo() X(t))) = 0
dt 

Darnit ist ii," tatsäehlich Losung von (10) und &= 00' (1) erfiillt die (ileichung 

= 0 in ( t0 , t 1 ) x 0 (, = 1, 2, ...). Auf die Funktionen jtl wendeti wir den 
'Gau8schen Integralsatz an: für alle I € ( to, t) ist 

f f [V(t,ø(t,)]Tff(t, ) d dt	 - 
too  

= f 	P(t, ) V ( , ) (t, )d dt + f	(t, ) &(t, ) do. 
£0 C	 •	 ((t0,tJXG) ,	 •	 • - 

FAngs a([t0 , t] x G) '\ [{ t0 } x 3)1i. u {t} x TI t ] ist fbn do = Ev do = 0, demzufolge 

f	(t, )	) d dt = f (t, ) 3'°(t, ) d - f TJ5(t0 , 0 i3(t, ) d 
O((e.,UxG)	 ' '	/	 - 

und	 • 
t	 I 

J J 
[Vt(t, )]T w(t, ) d dt 

£ 0 6	- 

= f (t, ) i3"(t, ) d - f 0(t0 , ) i5'(t, ) d. 

5'
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Spezieli fur b = I. erhalten wir	 - 

0 = f 0"(t, ) d - f '(t, ) dr	 (13)€
t. 

Die Folge {a} konvergiert für f. a. 77 € G gegen a. infolgedessen konvergiert auch 
die, Foige {a"(y(t, ))} bei festem t E ( t0 , t 1 ) für f. a. € G gegen a(y(t, a)) . In der 
Tat, sei a die Menge aller € G, für die {a'-((t, ))} nicht gegen a(Z(t, )) konver-
giert, mesa> 0 und 2 =	a). Dann ist 

mes 2	a(ZI,
	

(14)
a 

und nach (12) mes-2 > 0 mi Widerspruch zur \Toraussetzung, daB all fur f. a. 71 E G 
gegen a konvergiert. Damit konvergiert ( 0 t8(t, )) bei festeni t € ( t0 , t,) fiIr f. a. 

E G gegen a(y(t, )) v0(t, o = (t, ) und nach dem Lebesgueschen Grenzwert. 
satz 11: Satz13.8.4/. 1381 erhält man ails (13) für f. a. E [to, t,] durch Grenz-
tibergang n --o.o

bzw. i=fi50(t,)d I 

-	 -	-	- 

Formel (14) gilt zunchst nach [12: S. 263ff.] für beliebige Intervallbereiche a und damit 
auch für jede Borelmenge. Aus der Regularitiit des Lebesgueschen Mal3es kann man nun leicht 
schluBfolgern, daB sic' dunn audi für jede L-mefjbare Menge gilt. 

S	 - 

Satz 3: Sind die Orundvorau.ssetzungen 1-6 /fir da-s Problem ( P0 ) er/üllt, U koi-
vex, r(t, , .) und q(t, , .) konvex /ür alle (t ) € [1, t 1 1 x G und mes Tt t . > 0, so 
existiert zu jedem zulãssigen Flup to E Y0 em zuld8siqer Prozefi (, 'ti) €. X 0 , mit F( to) 

.Beweis ': Wir wahlen a > 0 so, daB gilt 

(E W' —a	(1= 1, ..., 

Die Zerlegung des Intervalls [—a, a] j11i (i = 1,2,...) Teilintervalle 1,' (j-	1 
:., 2) gleicher Lange a/2' 1 ,	- 

i,iennen wir Zerlegung i-ter Ordnung. Das kartesische Produkt von' Iiitervailen 
1 , gleicher.Ordnung i bildet einen WilT/el i-ter Ordnung mit der Kantenlange 

a/2i_1 . Jeder WUrfel (i — 1)-ter Ordnung K' kaun als \Tereinigung von Würfein 

FluB to = v0
( 1

) € 
struieren wir nun induktiv eine Foige {}	Ll1((t, t) x C) ,,fiuflähnii'cher"
Elemente.  

I. i° = v0
( 1  =v00 (1), 9RO	ci	E 0 1 v0 (t0 , )> 0),- C° = [ t 0 , t 1 ]x-

2. Sei eine Zerlegung i-ten Ordnung gegeben, K° = K,i u .. uK,,, und 

J = (j E {1, ..., 2"' 'mes (93?t' n K1') + 01.
11

P1

I'
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Dann definieren wir	 - 

v0 '(t, sviji für (1, fl E G t ,	j e J 
v 1(t, ) = 0	 für (t, ) E 00 \ G,	j E Jt 

•	0	 für (1, ) E 0°,	j J%, 
wobei

I,'= f v0'(4, ) d,	=	n K,' 

und
= {(, ) E G'' es existiert ein x mit ±(t) = w(T, X(T)) 

1. u. auf (to, t 1 ), x(t) = , x(t) E 
sd. 1st € J durch	 S 

• 
-mill 'fff r(t, , v) dz()(v) v(t, ) d dt 

)EJ'	C U	 - 

= f f f r(t, , v) d ( j E)(v) v(t, ) d dt, 

festgelegt, dan n definieren, wir 

v0' = v,	' = v0 
(1) ,

	 9R t i 	Ii-,	0'	G,	P = 

Es gelten nun folgende Eigenschaften: 
a) Für alle.i = 0, 1, ... ist. 

•	•	fvo(to,i= 1.	 •	 •..	(15) 
to 

Dies folgt mittels vollständiger Induktion, denn für i = 0 gilt die Behauptung nach' 
Voraussetzung, und ist sie fir i - 1 richtig, so 1st vo f = v ,1 für ein E Ji und big-

•lich
)/Ji für.	E 

voi(t, ) = s 
•	 10	-	fur	€ 

sowie	•	- 

•	 'f v'(t, ) d$ 	(1/J')f v0' 1(t0, ) d = 1. 
•	 •	 S 

b) Es gilt	•	 S	 S 

S	 =U J?	und • mes (9J1,, n	= 0 für j'	j"	•	(16)to -	,EJg 

nach Definition und foiglich auch G- = u {G,: j € J} Es ist dann 

mes (G. n G•.) = 0 für alle j' == j",	 •	( 17) 

denn ware mes (G'n	> 0, dann betrachteten wir das Bud von Gi, n Gi,, bei 
der Abbildung 

: [t, t 1 ] x (G. n	—> R"',	•	(t, )	(t, X(t, ))T,
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• mit der im Beweis des Hilfssatzes 1 definierten Funktion z ' und es galte nach (15) 
wegen Iez(t, )/	> 0 auch

tj 

mes(G•nG.)=f.f at,:jt>O. 
'	•nGS•	 • 

Aiidererseis ist aber für j' + j" imWiderspruch dazu 

	

• mes	n G••) = mes ([t0 , t] x n	= 0.	•to 

C) Aus •(16) und (17) ergibt sich weiter v' =O'j 

	

d) Für j E J-' ist	 jEJ	 S 

- f v0(t, :)/I	für (1., ) E G ji 

lo	für (t, ) € G° \ Gji 

- J v00(t, )/II'' ... I' für (t, ) € G' 
- 10	-	für (1, ) € GO \Gi • 

Wir können Hilfssatz 1 anwenden, w' obei i50 =	I = i,-i" 1 1 und O =.G,t 
ist und erhalten	•	 - 

fv00(t, ) d =	•.. P	 - 
t • )	 .	 - 

'S 

mit	ci	€ G v(t, ) > 0) bzw. für t € [to, t i l und i = 0, 1, •.. 
•	f v0 (t, ) d = I (j€Jt), spezieli f v'(t, ) d = 1. 

-	S 

• e) Die Foige der Zielfunktionswerte 

• f f f (t, , v) d j)(V) v'(t, ) d dt 

voi (	ist monoton failend. Pa v0	= , Ijv uiid	•	 • 

jEJ' 

	

Iii =	f v'(t0, ) d = f v0 (t, ) d = 1	 • 

	

• jJL	j(J'	i •	 1j__1 

LO S,	 L0 

ist) crhäit man für j = •	 - 

- 

f f f r(t, , v) di(1)(v) v(t, ) d dt 

^ff f r(t, , v) d ()(v) vol-'(t, ) d dt = ,	-	(18) 

derin andernfa11s ware für alle j E J'	 • 

t. 

f f f r(t, , v) d (tE)(v) v(t, ) d dt > 
-toG U
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und somit	 - 

fff r(t, , v) d ( g ) (v) v0-'(t, ) d d	- 
t0-GU 

=	I' fJf r(t, , ,v) d (t,e ) (v) v5(t, ) d dt> fi. -	j€J'	to G U	
S	 - S 

•	f) Schlielllich gilt	 S 

- 

Jim f ff r(t, , v) d ( ,E )(v) v(t, ) d dt = f f f r(t, x(t), ,u(t)) dl 
•fl t0GU	 S	 tOGU 

für einen zulassigen ProzeB (, u) E X0' Wir zeigen these Ietzte Behauptung. Aus 
• dem Koristruktionsprinzip ist kiar, daB genau em	€ fl  to existiert. Foig- 

lich enthalt fl Gt.genau ein x mit 
S	

t(l) .= w(l, x(t)) =f g(t, x(t), v) d1u(t(l))(v) f. ii. auf (la, t) 

• und da x Charakteristik von (10) und v0 eindeutige Losung des Anfangswertpro-
- blems x(t0 )	zu (10) ist, folgt x(t 1 ) E )J? Es ist 

	

S	

-	 urn f f fr(t, , v)d ) (v) v0'(t, ) ddt = Jim ff , ) v01(l, ) d dl 
-	i—.-oo t o C U	

/	
i—oo t0 C 

S	 -	 mit(t, ) 
= f r(t, , v) d1u(t , ) (v) urid wegerm f v0'(l, ) d$ 	1 folgt 

U	 S 

tj 

jim 
JOj 

F(t, ) v0 (t, ) d dt = jim f f F(t, ) v0 (l, ) d dl 
i—oo 1, C	 -	 i-00 t0 

- -	 lim f f [SUP (l, )] v(t, ) d dl :E^ f sup F(l,	dl. 

	

S	
i—oo t0	 m 

Wir verwenden einnLebeSgUschen Grenzwertsatz [1: Satz 13.8.1/S. 137]: (rj mit 
• r. i(t)	sup {r(l, ) I € )l t} istwegen 931,	JJ?' monoton fallend, und wegen 

X(t) € n 9Jl' ist r . ( . )	r( . , x(l)) für alle i. Also kann man den Grenziibergang i - 00 

•	uter dem Integralzeiehen ausfuhren und somit ist 

• S
	 lith f sup (l, ) dt =f urn (sup (l, )) l.	

•	 - 

-	
•	 to	9R,i	•	 •to	-O-	 •	 •	 S 

•Wegeii derStetigkeit von F in x(t) nach Eigenschaft (B) ist nun sup (l, ) = r(l, x(l)) 
und foiglich	 •	 - 

•	 f Jim (sup (t, )) dt	JO(g, x(t)) dt 
= JOf 

r(t, x(l), v) d( t. ; ) )(v) dl, 

	

-	•	
S 	

- 

to u 

bzw. zusammengefaBt	
5 

• urn J'f f r(t, , v) d(v) v0'(l, ) d dl :5- f 	r(l,x(l), v) dp(t,Z(j))(v) dl. 
•	i—ooI,GU	•

	

.	

-	 -	 •	 (9) 

/
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Analog zeigt man 

• 'tim f f f r(t, , v) d (ti) v0 (t, ) d dt L> Jim f ml F(t, ) dt 
i-oo t. C U	 i-*oo t, 

und	 - 
•	 .	 11,	 - 
• urn f inf (g ,-) dt 

= f f r(t, x()) d/i(t.X(t))(v) dt. 
i-+co't•	,' 

Also folgert man viederum wegen der Stetigkeit von F in x(t) 
-	11	 S	 - 

urn f f f r(, E, v) du (1) (v) v0 (t,).ddt ^ ff r(t, x(t)) dJu(:,X(,))(v) dt.	(20) 
i—ct,GU	 t,U	 0 

Es ist = {(tX(L)) = ut t € [t0 , t 1 } eine verallgemeinerte Steuerung zum Steuer- 
problem (F0 ) irn Sinne von L. C. YouNG [14: Kap. 31, zu der bei konvexem U und 
bei für alle (t, ) € [t0 , 1] x G konvexen r(t, , •) und g(t, , .) (i = 1, .., n) éiñe 
zulässige Steuerung u zu (P0 ) existiert, so daB nach (19) und (20) gilt	- 

urn 'fff r(t, , v) d ((E) (v) v0 (t, ) d dt 
• i—c'O1,.G U

tj ,	- 

=/1 
r(t, x(t), v) du(,() )(v) dt =fr(t, x(t), (t)) dt'; 
€  

-	' t(t) =='g(t; x(t), u(t)) 1. u. auf	ti), x(t) €	; x(t0 ) € 
x(t 1 ) € 

Mit anderen Worten, es ist (x, u) € X0 , und nach Eigenschaft e) folgt die Behauptung 
des Satzes, F(v)	J(x, u). I 

Es ist zu vermuten, daB sich die Hauptideen des Satzes 3 auch auf mehrdimensionalo 
Probleme übertragen lassen. Damit könnten auch in diesem Fall cine Beziehung zwischen dem 
FluBproblem (F) und dem Steuerproblem (110) hergestelit und Aussagen folg'nder Art gewon-
ilen werden: Liegt zwischen (O n) und (F) starke Dualität vor, so auch zwisehen (Do) and (F0), 
wobci starke Dualitiitsaussagen zwischen (J)) und (F) einfacher zu gewinnen sind. 
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