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Z usammenhang zwischen einer Integrodiferentiaigleichung 
und einer Funktionalgleichung	 - 

I.FENYO	- 

Durch Anwendung der Laplace-Transformation wird die Integrodifferentiálgleichung	 S - 

 

/(t) + / J5(2 ft-)-;.)n12

	

f(k)(x) dx = h(t)	- 

in eiiio Funktionalgleichung ubergefuhrt, weiche Ieicht zu losen ist. Dadnrch wird cin Alter-
- ntivsitz, bewiesen und die ailgemeine Lösung explizit angegeben. 

-. •' flpiiieneiiuert r!peo6pa3oBaHIIn Ilaniaca 11}1Terpo-)1I44epe114I1a.naHoe ypaniieue	- 

/(t) + fJn(2 i)  

	

Gix) n12 /(k)(x) dx = h(t)	 -	- 

nepeBoJu1Tcfl n (l)yHFcLI1oua.nbuoe ypaBHeHie, HOTOpoe nerxo pewae'rcn. 3rnM ycTaElanJnI-
BaeTc1 'reopeMa o6 aJIbTepHaTI1Be n gaCTCH o6iuee peuleHue.	 0 

By application of the Laplace-transformation, the integro .differëntial equation 

- -.	 /(t) ± .2f J5 (2	 /(k)(x) dx = h(t; €X) 

can be - reduced to a functional equation which can be solved in an easy way. By this idea, an 
alternative theorem concerning the investigated equation is proved and the general form of 
solutions is given. 

I. Wir ssollenzuerst die Funktionalgleichung	 - 

F(s) + _?.F(__) =H(s)')	 (1) 
SP	8 

- -. betrachten, wobei H eine gegebene Funktion,, .? und p gegeben'e Zahlen und F die 
unbekannte Funktion ist. Diese Gleichuiig soil auf einer Teilmenge D der reellen 

- (oder kornplexen) Zahien betrachtet werden, weiche mit s uch 1/8 enthält. Die 
Lösung der obigen Funktionalgieichung liefert clue Methode zur Auffindung der 
Lösungen einer geWisSeil Iutegrodiffereutialgieiehuug. Für die Fuuktionalgleichting 
(1) gilt der folgende Alter nativsatz.	 - 

Anm. d. 'Red.: Wi.r sveisen auf die Notiz des Verfassers Solution of an integral equation 
via funaional equation uber die entsprechende honiogene Funktionalgleichung hin in: Wiss. 

- Beitr. Ingenieurhochschule Wismar, Sonderheft 4 (1985), 18-20.
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Satz A: 1. 18t )2 + 1, so hat Gleichung (1) 

F(s)= 1 ± ) 2 [fl(s) - .?. H (-i-)]
	

(2)€

als einzige Lösung. 
2. 18t A2 '= 1, so hat die inhomogene Gleichung (1) genâu dann Losungen, falls H 

der Gleichung 

H(s) = 2 
H (--)	

(3)€sp 

genut. 1st these erfullt, so ist die allg'eñieine LOsung von (1) von der Gestalt	- 

- F(s) = - [H(s) - - G (1) - W(s)]	 (4) SP	8 

wobei G eine beliebige auf D de/inierte Funktion ist. 
3. 18t 22 = 1, so hat die zu (1) gehorige homogene Gleichung nichttriviale Losungen, 

deren aligemeine Gestalt 

F(s)= G(s)	G (-1-i-)	 (5) SP 

ist, wobei G eine beliebige auf D de/inierte Funktion ist. 
1. Aus der Behauptung 1 ergibt sich sofort, daB cm FaIle 22 # 1 die zu (1) gehorige homo-

gene Gleichung nur die triviale Losung hat. Dies ist ein Spezialfall aus [4: Thcbrem2]. 2. Satz A 
hat zum inhalt, daB A = ± 1 die Eigenwerte des Operators (4/) (s) = 1/sP/(1/s) sind. Dieser 
ist für alle auf D definierten Funktionen erklärt. 

Beweis: 1. Man set,ze in (1) anstatt s den Ausdruck 118 em: F(1/s) + )VF(s) 
= 1l(1/s). Eliminiert, man hieraus und aus (1) .F(l/s), so ergibt sich 

(1 - ) 2) F(s) = H(s) —	H(-i-),	 (6) SP  

woraus als einzige Losung (2) hervorgeht.	 -	 - 
Au der Beziehung (6) sieht man sofort, daB im Falle 2 2 = 1 für die Existenz 

der Losung die Beziehung (3) notwendig ist. Sic ist aber auch hinreichend. Urn das 
für den Fall A izu zeigen (fur den Fall 2 = —1 verläuft der Bewis ganz analog), 
bet.rachten wir die abgeariderte,'Funktionalgleichu ng

	

(sED),	 -.	(7) 

wobei a =rr 0, 2, sonstaber eine beliebige ZahI und G cine auf D definierte beliebige 
Funktion ist. (7) ist eine inhomogene Funktionalgleichuiig von der Gestalt (1), 
wobei für den Paranieterwert (1 + a)2— 1 ist. Somit hat (7)nach (2) die einzigo 
Laung	 S 

1	H(s) + 1 +a 
a(a+2)	a(a+2) sP \s 

1 + al .11 aG(s) + + --G
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Wir nehmen jetzt an, daB H der Bedingung (3) mit A	1 genügt. Unter Beriick.
sichtigung dieser Beziehung ergibt sich 

	

=a ± 2 [H(s). G(s) + 1	
a ()]• 

.Bei a - 0 geht (7)in(1) und Z0 in den Ausdruek (4) iiber. Dieser Schritt ist legal,. 
da Z0 für jedes festes s eine stetige Funktion liii Punkte a = 0 ist. Man siehtauch 
leieht em, daB (4) die ailgemeine Losung von (1) ist. J)azu sei F eine beliebige Losiing 
von (1). Mit dieser kann der Ausdruek (4) jetzt als eine Funk.tionalgleiehung bezug-
lich G betrachtet werdeii. 1)iese istgenau vom Typ (1). Für these 1st, wie man sofort 
sieht, die Existenzbedingurig (3) erfiillt, was besagt, daB zu jeder'Läsung F von 
(1) eine Funktion C derart bestimmt werden kann, daB die Beziehung (4) gilt: 

3..( 5) ergibtsich unmittelbar aus (4), wenn vir H = 0 setzen I 

2. Wir werden jetzt zur Betrachtung der Jntegrodifferentialgleichung 
00 

-	 g  
+2 f J.(2 ¼x) (_)

n/2 
/(k)(x)X = h(t) 	(8) 

iibergeheii. Hier bedeutet J. die Besselsehe Funktion erster Art, h einegegebeIie in 
(0, oo) definierte Funktion, 2 binen Parameter, n und k nichtnegative ganze Zahien.; 
Man bemerke, daB der zweite,Sumniand auf der linkeii Seite von (8) die (modifizierte) 
Hankel-Transformjerte von /(k) ist. Der Funktionenraum B,/', in weichem wir die' 
Losung von (8) suchen, bestehe genau aus denjenigen Funktionen t auf (0, oe, 
weiche mindestens k-mal differenzierbar sind (die (k 1)-ten Ableitungen seien 
absolut stetig), für weiche die Grnzwerte /(+0) (j = 0 1, ..., k - 1) existieren 
und (einfachheitshalber) gleich Null sind, fu weiche /(k) die Hall kel-Transformierte 
n-ter Ordnung für fast alle > 0 besitzt und t' 121(t) Laplace-transfornlierbar mit 
euler Korivergenzabszisse	0 ist.	 .	. 

Hineicbend, daB eine Funktidn / in B k sei, ist die Erfullung folgender Bedingungen: 
a) JE Ck(O, (i)(+0)= 0 (j=O, 1.... . k-1),	 0 

b)f e ött fl I2 /(t) dt < oo Mr alle 6> 0,	 .	. 

00 

c)
/ t

—n - 1 /2 /(k) 
(2 ) dt <	 - S 

Die Behauptungena) und b) sind evident. Wonn wir im integral von (8) für t die Variable 
'a = j'2t und für x die Vcriindcrliche v = C2xeinführen, so ergibt sich 

	

00	 00	 . 
-	t /2	 U '	v2 

	

f	x	 VJ,(2 fix) (_..) /(k)(x) dx = / J(UV) (__) /(u 
	
dv. 

Danr aber folgt nach einem wohlbekannten Satze (s. z. B. [2: p. 182]) aus c) die Existeiiz der 
Hankel-Transformierten für alle t > 0. 

Wir verden auch uber die willkürliche Funktion h in (8) voraussetzen, daB these 
aus Bk 18t. 

Wir benotigen einen veiteren ebenfalls bekannten ,Hilfssatz [3: Satz 52/p. 23'7]. 
Nach - diesenì. gilt: 1st elne Fdnktion T Laplace-.transformierbar, dann ist. ihre
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154	I. FENYö  

Hankel-Tra'nsformierte Laplace-transformierbar und es gilt (Re s> O) 

Vn

	
t) n/2 (x) dx} (s) =	 '	(9 

Satz B: 1. 1st Al	1, so hat Gleichung (8) 

	

- 2f J(2	
(2 h(

k)(x) dx]	 (10) 

als einzige Lösung im Raume B,,". 
2. 1st 22 = 1, so' hat die inhomogene Gleichung (8) genau dann turn Raum B,," ge-

horige Losungen, falls h der Oleichung 

h(t) = 2f J,,(23/tx) (t)n/2 h(k)(x)dx	
S	

(11) 

genügt. 1st these er/ullt, so-i.st die ailgemeine Losung von' (8) von 'der Gestalt 
CIR 

1(t) =	- g(t) +	 J. (2 ft—x)( t )n12 g(" ) (x) dx]	 (12) 

wobei g eine beliebige Funktion- am L' B,, ist. 

	

•	3. 1st 22 = 1, so hat die zu (8) g, hörige homoqene Gleichung nichttriviale Lösungen, 
deren, 'ailgemeine Gestalt  

1(t) '= fJ,,(2,fix) (t)/ g(k)(x) dx - )g( t )	 (13 

ist, wobei g eine beliebige Funk(ion am B,," ist.	- 

Beweis: Wir. setzen zuerst voraus, da8.(8) elne Losung-aus B.k besitzt. Unter 
Berueksichtigung der klassischen FQrmel	 - 

-	.°{,(fl) (s) = snJ{} ( 's ) --- c(+ O) s	- q'(Ø) r-2	... - 

	

•	(r'= 0, 1, ...) und der Regel (9) erhalten wir durch gliedweise Bildung der Laplace-
Transformierten von (8) -	 S	 •	

/ 

F(s) +'F () = H(s)	(Re s > 0),	 (14) 

wobei .'(/) '= F und .(h) = H ist. .Dabei wurde schon beriioksichtigt, daB / und h 
aus B,,k sind. (14) 1st eine Funktionalgleichung genau vom Typ (1), wobei jett - 
D = (0, oo) 1st. Wir körinen dernentsprechend den Satz A auf (14), anwenden. Die 
Aaflosung der Integrodifferentialgleichung (8) wurde somit auf die Auflosung der --

	

•	Furiktionalgleiehung (14) redüziert:i  

1. 1st 22	1, so ergibt sich laut Satz A/i, daB (14) genau eine Losung hat, und 
these ist nach (2)	 4	 ' S 

	

•	-	F(s)	
1 
±[H(sI_	H(I)].	-	 (15)



—.
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Da die rechte Seite diesèr Beziehung eine. inverse Laplace-Transformierte hat, 
werden wir, nochmals durch Berucksichtigung von (9), die Rucktransformation 
durchführen und erhalten 

1(t) = 1 ± 22	
- 2/ J(2 ì/) 

(t )fl/2 
h(k )(x) dx].	 (16) 

'Angenommen, daB (8) cine Losung aus Bk hat, ergab sich, daB these nur.von obiger 
Gestalt sein kánn. Es läBt sich sofort zeigen, daB die unter (16) angegebene Funk-
Lion die Gleichung (8) tatsächlich befriedigt. Denn tinter Berucksichtigung von (9) 
folgt aus (16) die Beziehung (15), svelehe wiederum mit (14) gleichbedeutend ist. 
Aus (14) ergibt sich wiederum nach (9) 

1(t) ±2/J +k (2 jfl (t)(n+/2 
1(x) dx = h(t).	S 

Man sieht sofor't aus (16), daB / beliebig oft differenzierbar ist, daher gilt nach einer 
bekannten Formél [1: Formel 11.71 

00

-	(tI+k)J2	 j ff	 - f Jfl^k(2 1/tx) (-.)
	

/(x) dx	J(2 j/ix) 
(-i-)

2 
/(k )(x) dx, 

x	f 
womit wir (8) erhalten haben. 

2. 1st 22	1, so hat die inhomogene Gleichung (14) nach Satz A/2 genau dann 
Losungen, falls 

H(s)	nk+L H (1)	(s > 0)	 (17) 

gilt. Daraus folgt unter Beachtung von (9) die Bedingung (11). 1st umgekehrt (11) 
erfüllt, so+ folgt daraiis (17) und nach Satz A/2, daB (14) Losungen besitzt. Diese 
habeii die Form 

F(s) =	+G ()
 

—'AG(S)]	S	 (18) - 

wobei jtzt G eine Funktion ist, deren inverse Laplace-Traisformierte existiért, die 
sonst aber beliehig ist. Bezeichnet nun g eine beliebige Funktion aus Bk iind setzt 
man'%{g} = 0, so ergibt sich (12). 

3. Sctzt man h = 0, so ergibt sich die Behauptung (13) I 
1. Aus der Behauptung 1 ergibt sich sofort, daB im Falle A	I die zu(8) gehorige homo.

gene Integrodifferentialgleiehung nur die triviale Losung hat. 
2: Wir konnen die Integrodifferentialgleichung (8) unter etwas ailgemeineren Voraussetzun. 

gen betrachten, indem wir von der Losung die Erfullung der Anfangsbedingungen /(!)(+0 )
= 0 (j = 0 1.... . k - 1) nicht unbedingt fordern. Mali ersett dann die Bedingung a) dureh 

a') / E C"(O, 00), / i (+0) (j = 0' 1.... . k - 1) existieren und sind endlich. 
Statt der Funktionalgleichung (14) erhhlt man die folgende: 

F(s)+AF 
(L)	11(8) +E 01 .	 (14')

-	/
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Wenn wir diesmal den Satz A auf (14') anwenden, darn zeigt ein leichtes Rechnen folgende: 
• - 1st ;.2	1, so muB die Losung die Gestalt	 - 

/(t) 
= 1 1
	

[h(t)	AfJn(2 x) (+1/2 h(k)(x) dx 

•	.	 k—i	 1n+k—j-1	 k—i	0 1 +'/Q(--O)	- A '/O(--O)--- I	 (1.6') 
± k  

haben. Die -k-te Ableitiing der Polynomterme auf der rechteiiSeite von (16') konnen 1-fankel-
Transformierte nur dunn besitzen, wenn entweder (i)n = 0 oder (ii) n > 0 urd /( k)(+O) 0 
(j = 0, 1..... m - 1) zutrifft, wolei m = mm (n, k) ist. Im Falle (I) ist also die Losung von 
(8) ncbst Anfangsbedingungen 1'(±0) = a. (j = 0, 1.....k - 1;.a sind beliebige Zahlen): 

r 
1	I	 1.	 k—i	gk—j-1	k-I 

/(t) =	I h(t) - A	J0 (21x) h(k)(x) dx + !'a,	 - A !a 
j	 (k—p —1)!	j=0	j! 

-Im Falle (ii) hat die Losung die Gestalt (1Y), in welcher jedoch /(+0) = /'(+ O) = 
= /( m )(±0) = 0 und /(ml-I)(+0) = a,+,, 	/(k_I)(±O) = 'k-i (Um+ i,..., a_ 1 be lie bige Za h len) 
gesetzt werden soil.	 . 

1st A2 = 1 und wenden wir Satz A/2 auf (14') an, so ei'gibt sch für die Auflösbarkeit von 
(14') die Bedingung 

If(s) + ' /(±0) =	2.	
'	± 2' fi(+0) 

jO 8kj1	''	\ &/	3n+2k+ 

Wean wir these als eine Funktionalgleichung bezuglich If betrachten, darn kann letztere, - 
wiederum nach Satz A/2, genau dunn befriedigt werden, wenn für s > 0

li-
k-i /'i(+O)	k—I 1(i)(±0) — kI 1 (j) ( _ 1 0)

	
k-i I ( j )(±0) 

j=0 5n 2k+j	j0 8k-j-1 — 1=o $k-j-I	jO 8fl '2k+j 

• gilt. . 1st 2. = 1; dann geht these Beziehung in eine Identitat fiber. Das bedeutet, falls h der 
Bedingung (11) (d. h. II der Bedingung'(17)) genügt, daB dunn die Integrodifferentialgleichung 
(8) mit beliebigen Anfangswërten befriedigt werden kañn. Wenn aber A = —1 ist, so ist 
(mitder Bezeichn,ung ! i (+ 0) = a,)

 a . aj 
-•	5n+2k+j =;: sk-1-1	

(s> 0). 

Auf der linken und rechten Seite gibt es keine zwei Exponenten von 1/s, welche untereinander 
gleich wären, deshaib kann obige Beziehung für alle positiven Wert,e von s nur dunn gelten, 
wenn alle a gleich Null sind. Das bedeutet, daB esfür den Eigenwert A = 1 keine anderen 
Losungen von (8) gibt, nur solche, welche dem Raum Bk angehoren. 

3. Wenn wir (8) für k = 0 betrachten, so bedeutet unser Ergebnis, daB die Eigenwerteder 
Bankel-Transformation I und —1 sind (was sehon aus der Tatsache hervorgeht, dal3 die 
Hankel-Transformation involutorisch ist). Die zu ihnen gehorigen Eigenfunktionen haben 
die Gestalt	 . 

1(t) = fJ(2	) (+) 2	dx T g(t)	(g E B°).
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4. Da die 1-fankel-Transformation involutorisch ist, folgt sofort aus (8) 

Af)(t)
 

+f J.(2 }) (L)/(x) dx = f J . (2 . i) L)12 h(x) dx = 

wobel jetzt g eine gegebene Funktion bedeutet, deren Hankel-Trans form ierte für alle t> 0 
existiert. Diese lntegrodifferentialgleichung ist mit (8) gleichwertig.2) 

2) Der Verfasser möchte auf these Weise seine Dankbarkeit an den Herrn Referenten, dem 
er viele wertvolle Hinweise verdankt, zum Ausdruck bringen. 
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