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Zusammenhang zwnschen einer Integrodlfferentlalglelchung
und einer Funktionalgleichung

I. FENYO

. Durc}l Anv‘Jendung der Laplace-Transformation wird die Integrodifferentialgleichung '

A+ )..‘['J,,(é Vt:c) (i)"/2 f0(z) dz = hit) - h
»' x
p . .

., . . . . N
* in eine Funktionalgleichung iibergefiihrt, welche leicht zu l6sen ist. Dadurch wird ein Alter- .

A n‘ativsaztz'bewiesen und die allgemeine Losung explizit angegeben.

By application of the Laplace-transformation, the mtegro-dnffere’ntial equation -
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16 + 2 f Tn(2 Via) (L)m fOz) dz = by '
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can be_reduced to a functional equation which can be solved in an easy way. By this idea, an
alternative theorem concerning the investigated equation.is proved and the general form of
solutions is given.

1. 'Wir'w?ollen zuerst die Funktion&lgleichung
A 1 .
Fo + 5 F(5) = B | ~ 1)

betrachten, wobei H eine gegebene Funktion, 2 und p’gegeben‘e Zahlen und F die
unbekannte Funktion ist. Diese Gleichung soll auf einer Teilmenge D der reellen
(oder komplexen) Zahlen betrachtet werden, welche mit.s auch 1/s enthilt. Diec
Losung der obigen Funktionalgleichung liefert eine Methode zur Auffindung der
Lésungen einer gewissen Integrodifferentialgleichung. Fiir die Funktloxmlglelchung
(1) gilt der folgende Alternativsatz.

1) 'Anm. d. ‘Red.: Wir weisen auf die Notiz des Verfassers Solution of an integral equation
via functional equation iber die entsprechende homogene Funktionalgleichung hin in: Wiss.
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152 ' 1. Fnkyﬁ

Satz A: 1. Ist 2 &= 1, so hat b’leickung (1)

1 \ . 1 ) . ’ ‘ .
F(s) = T [fIgs) - % H (%)} 2y

als einzige Losunq

2. Ist 2= 1, so hat die mhomogene Gleichung (1) genau dann Lésungen, falls H

) der Glezchung

i
ki

H(s) -L,,,H(i) . : ' | _ @)

geniigt. Ist diese erfillt, so ist die allgemeine Losung von (1) von der Gestalt

) 1S N SRS S S |
Feo=g [H(s) 5 6 (5) - 60, L @)
wobez G eine beliebige auf D definierte Funktion ist. A

" 3. Ist 22 = 1, so hat die zu (1) gehdrige homogene Gleichung nichitriviale Losungen,
deren allgemeine Gestalt

/

A » 1 ‘ ‘ ’
F(s) = G(S).—FG(?) . . . . (9

ist, wobei G eine beliebige auf D définierte Funktion ist.

" 1. Aus der Behauptung 1 ergibt sich sofort, daB im Falle 2% 1 die zu (1) gchorlge homo-
gene Gleichung nur die triviale Losung hat. Dies ist ein Spezialfall aus [4: Theorem:2]. 2. Satz A
hat zum Inhalt, daB 2 = 41 die Eigenwerte des Opera.tors (4f) (s) = 1/sPf(1/s) sind. Dieser
ist fir alle auf D definierten ¥unktionen ecrklirt. '

" Beweis: L Man setze in (1) anstatt s den Ausdruck 1/s ein: F(1/s) 4+ )s?F(s)
= H(1/s). Eliminiert man hieraus und aus (1) F(1/s), so erglbt, sich

<1—22>F<s>—H<s)——H(s) I ©) -

s !

" woraus als einzige Losung (2) hervorgeht. :

2. Aug der Beziehung (6) sieht man sofort, da im l<alle #2'= 1 fiir die Existenz
der Losung die Benehung (3) notwendig ist. Sie ist aber auch hinreichend. Um das
fiir den Fall 1 = 1zu zeigen (fur den Fall 2 = —1 verlduft der Beweis ganz analog),
betrachten wir die abgeandex te. Funktionalgleichung

+ a . ) .

Z4(s) + Za (s_) = H(s) + alG(s) (se D), . - (D
wobei a = 0, 2, sonst aber eine beheblge /ahl und ¢ eine auf D definierte belleblge
Funktion ist. (7) ist eine inhomogene Funktionalgleichung von der Gestalt (1),
wobei fiir den Parameterwert (1 + a)? # 1 ist. Somit hat (7) nach (2) die einzige

Losung .
.t 14a 1 (1
.a(s) = Taa 12 H(s) + ms_”H(s)

14+a 1 (1
‘ . —aG(8)+ -}-28” G (?).

'
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Wir nehmen jetzt an, da H der Bedingung (3) mit A = 1 geniigt. Unter Beriick~
sichtigung dieser Beziehung ergibt sich ‘

[H(s)M— () + L2 G(%)]

sP

<

1
Sl
Bei a —~ 0 geht (7)\in<(1) und Z, in den Ausdruck (4) iiber. Dieser Schritt ist legal, -
da Z, fiir jedes festes s eine stetige Funktion im Punkte ¢ = 0 ist. Man sieht auch
leicht ein, daB (4) die allgemeine Losung von (1) ist. Dazu sei F eine beliebige Lésung
von (1). Mit dieser kann der Ausdruck (4) jetzt als eine Funktionalgleichung beziig-
lich G betrachtet werden. Diese ist'genau vom Typ (1). Fiir diese ist, wie man sofort °
sicht, die Existenzbedingung (3) erfiillt, was besagt, daB zu jeder‘Lésung F von
(1) eine Funktion G derart bestimmt werden kann, daB die Beziehung (4) gilt.”

3. () ergibt sich unmittelbar aus (4), wenn wir H = 0 setzen B
!

2. Wir werden jetzt zur Betrachtung der Integrodifferentialgleichung

i 00

~ ’ — t. nf2 o . A ) .
0 +2 [ 12 Vi) (£)" ez = oy . ®
. e V e ' . ’ s
ibergehen: Hier bedeutet J, die Besselsche Funktion erster Art, k cine gegebene in
(0, 00) definierte Funktion, 2 éinen Parameter, » und k nichtnegative ganze Zahlen.."
Man bemerke, daB der zweite.Summand auf der linken Seite von (8) die (modifizierte)
Hankel-Transformierte von f® ist. Der Funktionenraum B,*, in welchem wir die'
Losung :von (8) suchen, bestehe genau aus denjenigen Funktionen f auf (0, co),
welche mindestens k-mal differenzierbar sind (die (k — 1)-ten Ableitungen seien
absolut stetig), fiir welche die Grenzwerte f)(+40) (j =0, 1, ..., k — 1) existieren

. und (einfachhcitshalber) gleich Null sind, fiir welche /® die Hankel-Transformierte .

n-ter Ordnung fiir fast alle ¢ > 0 besitzt und ¢"/2f(¢) Laplace-transformierbar mit -

einer Konvergenzabszisse < 0 ist.

Hin}efchcnd, daB eine Funktion f in B,* sei, ist die Erfﬁllﬁng folgénder Bedingungen:
a) f € CKO, o), fN(+0) =0 (j=0,1,..., k—1), = = K

oo -

.

b) [ e=¥n2 ()] dt < co fiir alle 6 > 0,
0

L e .
c) ft—nﬁ-ll'.! l‘(k) (.t2;) dt < oo
. 0 -

—

-Die Behauptungen a) und b) sind evident. Wenn wir im Integral von (8) fiir ¢ die Variable

u = }/55 und fiir z die Verdanderliche » = m einfuhren, so ergibt sich

f./,.(2 Viz) (i)"/2 () dz = f./,,(u;) (1—‘)"/(“ (i)dv. v
0 . . 0 .

Dann‘ aber folgt, nach einem wohlbekannten Satze (s. z. B. [2: p. 182]) aus c) die Existenz der
Hankel-Transformierten fiir alle ¢ > 0. .

Wir werden auch iiber die willkiirliche Funktion & in (8) vo:;é.ussetzen, dgtﬁ diese

- aus B,Xist.

Wir bendtigen einen weiteren ebenfalls bekannten Hilfssatz [3: Satz 52/p. 237).'
Nach diesem. gilt: Ist eine .Fdnktior] @ Laplace-transformierbar, dann ist ihre
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o v
‘Hankel-'.[‘ra.nsformierte Laplace-tra.nsformierbar und es gilt (Re s > 0).

% 1 ' ’ '
V Satz B: 1. Ist 22 &= 1, so hat Gleichung (8)

- . o)
t

N 1 . nf2 ’ . V
16 = 37— | #t) — 2 f J a2 Viz) (é-) r®)(x) dx o (10)
~ ’ ’ 0 : . . . .
als einzige Losung im Raume B k, .
2. Ist 22 = 1, so' hat die inhomogene Glewhung (8) genau dann zum Rawm B.* ge-
horige Losungen, falls h der Gleichung : ,

(¥~

k() =2 f 7.2 Ye) (é)nmh‘*’(x);dx ST

0

_A gem‘lgt.‘-] st digsé erfﬁllt‘ so-tst die allgemeine Losung von' (8) von der Geéstalt

/(t)=% W) — g0 + [J 2f( ) wwa|, o)

'wobez g eine beliebige Funktzon aus B k ist.

3. Ist 22 = 1, so hat die zu (8) gehorige homoqene Gleichung mchth Lmale Losungen,
deren allgememe Gestalt -

’
-

fity = f (2 Yiz) (é)"‘lzg‘*’(x) dz — 1) - (13)
. ’ 0 ) s ~ ) ’ , :

. ist, wobei g eine beliebige Funktion aus B.¥ ist. -

Beweis: Wir setzen zuerst voraus, daB- (8) eine Losung-aus B,* besitzt. Unter
Beriicksichtigung der klassischen Formel

Lp®} (s). = s"L{g} (s 4—<P(+0) st — @' (+0) 872 —~-0 — @ V(40)

(r‘— 0, 1, ...) und der Regel (9) erhalten wir durch gliedweise Blldung der Laplace-
Tlansformlerten von (8) P
A (1Y PR

wobei .if’(f) = F und .t’( ) = H ist. Dabei wurde schon beriicksichtigt, daB f und A
aus B,* sind. (14) ist eine Funktionalgleichung genau vom Typ (1), wobei jetzt

= (0, o0) ist, Wir konnen dementsprechend den Satz A auf (14). an“enden Die
Auflosung der Inbegrodlfferent,la]glelchung (8) w urde somit. auf d1e Auflosung der-l
Funktionalgleichung (14) reduziert:, . '

1. Ist 2% % 1, so elglbt sich laut Satz A/1, daB (14) genau eine Losung hat, und
diese ist nach (2)
1

. .. . . v , . ) !
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Da die rechte Seite diesér Béziehung eine. inverse Lapface Transformierte -hat,
‘werden wir, nochmals durch Beriicksichtigung von (9), die Ruckbransformatlon
durchfuhren und erhalten’ : .

. j

oo

. - 1 a ¢ \n2 e
C O == | M) =2 f Jn(thx)»(;) ho(z) dz |- . (16)

- ’

’Angenommen daB (8) eine Losung aus B,* hat, ergab sich, da8 diese nur.von oblger
- Gestalt sein kann. Es 148t sich sofort zeigen, daB die unter (16) angegebene Funk-

- tion die Gleichung (8) tatsichlich befriedigt. Denn unter Beriicksichtigung von (9)

+ folgt aus (16) die Bezichung (15), welche wiederum mit (14) gleichbedeutend ist.
‘Aus (14) ergibt sich wiederum nach (9) o

A . oo

. n+k)f/2
f(9+;.f M(zl/‘)( )( " 12) dz = h(0).
(]

~

Man sicht sofort aus (16), daB f beliebig oft differenzierbar ist, daher gilt nach einer
‘bekannten Formel [1 Formel 11. 7]

[ leva) () e a = [ i (5) o a,
0 , 0 .

- womit wir (8 ) erhalten haben.
v 2. Ist 22 = 1,50 hat die mhomogene Glenchung (14) nach Satz A/2 genau dann

. Losungen falls
\

2 1 . : .
H(s) :TIH-J.H(?) (s >0) 4 (17)

gllt Daraus folgt unter Beachtung von' (9) die Bedmgung (11) Ist umgekehrt (11)
erfiillt, so.folgt daraus (17) und nach Satz A/2, daB (14) Lésungen besitzt. Diese
haben die Form .

. 1 [, 1 {1\ o : .
wobei jetzt G eine Funktion ist, deren inverse Laplace-Transformierte existiert, die
sonst aber beliebig ist. Bezeichnet nun g eine beliebige Funktion aus B,* und setzt
man f{g} = G, so ergibt sich (12).

3. Setzt man b = 0, so ergibt sich die Behauptung (13) 8

1. Aus der Behauptung 1 ergibt sich sofort, daB im Falle 42 # 1 die zu. (8) gehorige homo-
gene Integrodifferentialgleichung nur die triviale Lésung hat.

2: Wir kénnen die Integrodifferentialgleichung (8) unter etwas allgememeren Voraussetzun.

=0(=0,1,...,k — 1) nicht unbedingt fordern. Man ersetzt dann die Bedingung a) durch

a’) f € Q¥0, o0), f9(40) (j = 0, 1, ..., k — 1) existieren und sind endlich.
Statt der Funktionulglcichung (14) erhiilt man die folgende:

b f9(+0).

gk—j+n ° (14)

1
FO) + HHF( ) H()\+’§0

<

~

" gen betrachten, indem wir von der Losung die Erfillung der Anfangsbedingungen f#(4-0) -
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g

Wenn wir diesmal den Satz A auf (14) anwenden, dann zeigt ein leichtes Rechnen folgendes:
. Ist 2% == 1, so muB die Lésung die Gestalt .

10 = = | Ho = 2 [ (27 (L) W) e
. — AT B X
. 0 '
+ Z/(”(" L ] ) /(;)(_..0)_ . (16%) .
R ©oj=0 +k—j—1)", j=1 )

haben. Die k-te Ableitung der Polynomtérme auf der rechten ‘Seite von (16’) kénnen Hankel-
Transformierte nur dann besitzen, wenn entweder (i) #n = 0 oder (ii) » > 0 und /%¥(+0) = 0
(G=0,1,..., m — 1) zutrifft, wobei m = min (n, k) ist. Im Falle (i) ist also die Losung von

(8) nebst -\nfangsbedmgung,,en f9(+0) =a; G=0,1,...k — 1.4 sind beliebige Zahlen):
o : ’
f(t) L k) = 7 [ gy mo(z) dz + 50y — 35 Y
= — 2 z) RN z)dxe + Y @y ————— — 1 Y a; —
-2 / ° ' j=o'(k—7—1)! i=o | 7!

0

Im Falle (ii) hat dic Losung die Gestalt (16 ), in welchcr ]Ldoch f(++0) = {(+0) =
= fimY(40) = 0 und [PHI(4+0) = @y, -- f“‘"”(TO) = ak_ (O bchcbxgcéahlen)
gesetzb werden soll.

Ist A* = 1 und wenden wir Satz A/2 auf (14’) an, so erglbt sich far die Auflésbarkeit von
(14’) die Bedmgung )

His) + z 10) 2y (L) + a5 20
8

gk—j—1 sn!-k+l ~

; n+2k+j
j=0 $ Y 1y

Wenn wir dlese als eine Funktionalgleichung bezuglich H betrachten, dann kann letztere,
wiederum nach Satz A/2 genau dann befriedigt werden, wenn fiir s > 0

, ESH0) kot [ o _,

K21 [0)(4 0) _ S [(0)
i sn ikt ”_-0 gk—j—1 j=o sk=i=1.

=

i=o gn i 2k+j

_gilt. Ist 2 = 1; dann geht diese Beziehung in eine Identitit iiber. Das bedeutet, falls & der
Bedingung (ll) (d. h. H der Bedingung'(17))-geniigt, dafl dann die Integrodifferentialgleichung
. (8) mit beliebigen Anfangswerten befriedigt werden kann. Wenn aber 2 = —1 ist, so ist
(mit.der Bezeichnung fD(+0) = q;)

' . ’
=1 g *=1 . _
;‘Eo ntek+] =i=2(‘> Sk—j—1 (s> 0).

Auf der linken und rechten Seite gibt es keine zwei Exponenten von '1/s, welche untereinander
gleich wiiren, deshalb kann obige Beziehung fir alle positiven Werte von s nur dann gelten,
wenn alle q; gleich Null sind. Das bedeutet, daB es fur den Elgenwert A =1 keine anderen
Lésungen von (8) gibt, nur solche, welche dem Raum B, angehéren. '

3. Wenn wir (8) fir k = 0 betrachten, so bedeutet unser Ergebnis, daB dic Eigenwerte der
Hankcl Transformation 1 und —1 sind (was. schon aus der Tatsache hervorgeht, daB die
"Hankel-Transformation mvolutonsch ist). Die zu ihnen gechorigen Eigenfunktionen haben
die Gestalt ’ :

oo -

) nf . .
0= [eva) (1) sz o0 weny.

(]
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4. Da die Hankel-Transformation involutorisch ist, folgt sofort aus (8)
) / oo g \/ . . .
2 — 2 N
20) + f J4(2 Viz) (L) fa) dz = f J,(2 Viz) (i) Mz) dz = g(2),
' z S z
. -0 0

wobei jetzt g eine gegebene Funktion bedcutet, deren Hankel-Transformierte fir alle ¢ > 0
existiert. Diese Integrodifferentialgleichung ist mit (8) gleichwertig.?)

\

%) Der Verfasser mochte auf diese Welse seine Dankbarkeit an' den Herrn Referentcn dem
er viele wertvolle Hinweise verdankt, zum Ausdruck brmgcn "y :
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