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Globale Existenz imd Eindeutigkeit starker Losungen für ein Gleichungssystem, 
das den Ladungstransport in einem flaibleiter beschreibt 

J. HErNRICR 

Es wird die globale Existenz starker Losuñgen für einDifferentialgleichungssystem gezeigt, das 
in der Haibleitertechnik eine wichtige Rolle spielt und für das bisher nur die Existenz schwacher 
Losungen bekannt war. Der Nachweis erfolgt unter Ausnutzung verschiedener .,Einbettungs-
sätze sowio des Banachschen Fixpunktatzes zunächs Mr em "kleines" Zeitintervall und wjrd 
dann auf ein beliebiges Zeitintervall-ubertragen. Schlief3lich worden weitere Glattheitseigen. 
schaf ten der Losung unter gecigneten Voraussetzungen bezuglich der Anfangs- und Raisdwertc 
diskutiert.	 . 

Losa3blBaeTcH rloüaJlb!loe cyluecTtsonaHMe C[lJlbllblX pe leHMü J(JIR cMcTeMu ul4M)epeHLLMaJlb-
ni,ix ypanHeHllfl, Ilrpalouefl BaRllylo POJlb B TexHMHO flOJ1flOBOJHH}{0B ii jin HOTOPOR go 
CLIX [lop Gu.no H3BecTII0 .aiiuib CYUeCTBOBaHH" c.na6hix peuiesuaft. £to}caaaTeJmcTBo npoBo-
JHTCH cliaqa3la JlJ1H MaJloro" IIHrepBaila BMOHH Ha ocHoBe TeopeM BJ1oxeHnH II TOMbl 
BaHaxa 0 HenoB}nRHo(l TOq Ke H flOTOM pacTlP0CTpailHCTCJl Ha aio6ofl MHTCHfi1 BpoMellM. 
HaKolleU JoHa3h1Hal0TcH A0II0JIbHHTeJlbHbie cBOfteTnars!aKOCTH pewea flH COOTBCTCT-
BYIOIUSIX npeuloJIo?celll4nx 0 na'ian,rniX H Kpaeaazx yc.nonllax. 

Global existence of strong solutions is shown for a system of differential equations describing 
carrier transport in semiconductors which up to now has only been known to have weak solu-
tions. At first the proof of existence is carried out for a "small" interval of the time-axis with 
the help of several imbedding theorems and Banach's fixed point theorem and then is extended 
to an arbitrary interval. At last further, smoothness properties of the solution are discussed 
under spezial conditions for initial and boundary values. 

Wir beschaftigen tins in dieser Arböit mit einem Differentialgleichungssystin, das die 
innere Elektronik von Haibleiterbauclementen beschreibt. A uf den physikalischen 
Hintergrund der un ersten Abschnitt form'ulierten Aufgabenste1ung sowie auf die 
physikalische Bedeutung der vorkommendon GröBen gehen wir bewu3t nicht ein, da 
dazu in der einschlagigen Literatur uinfangreiche Ausfuhrungen zu finden sind. Wir 
verweisen auf [2: Abschnitte I und 7.5] sowie auf die zitierte Literatur. 

Trotz der groBen praktischen Bedeutung der Aufgabenstellung hat eine intensive 
mathematisehe Untersuchung des hierzurDisk ussion stehenden Differentialgleichungs-
systems erst in jUngster Zeit eingesetit. Erste Ergebnisse staninien von MOCK [7, 81, 
der die Existenz lokaler Losungen unter sehr starken Voraussetzungen an die auf-
tretenden Nichtlinearitäten zeigte. NASS[F und MALLA [9] behandelten eine vèr-
wandte Aufgabenstellung. Einen Weg, die fur Gleichungen der hier betrachteten Art 
erheblich schsvierigere Frage nach der Existenz globaler Losungen zu beantworten, 
zeigte GAJEWSKI [3] auf. Mit Hilfe einer recht komplizierten, der Aufgabc angepaBten 
Ljapunow-Funktion konnte er, ausgehend von der ZUV6r gezeigten lokalen Lösbar-
keit, die globale Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen (u, n, p) nachweisen 
(d. h. die Funktionen n und p liegen mi Ratim L2 ((O, T); W I - 1(0)) n W1.2((O, T); 
W1.2(G))). 
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Unter stärkeren Vàraussetzungen an die Nichtlinearitäten als in [3], die in deiprak-
tisçh interessierenden Fallen aber als erfüllt angesehen werden können, zeigenwir in 
dieser Arbeit die globale Existénz starker Losungen, d. h. it und p liegen in dem z. B. 
auch in [5] verwendeten und für parabolische Gleichungen mit divergenzfreiem Haupt-
teil ,,natürlichen". Raurn W221(QT). Wir Ibsen die Aufgabe zunächst unter recht star- 
ken Voraussetzungen an die Rèkombinationsrate R. Mit Hilfe desdafur erzielten Er- 

•	gebnisses sowie einer in [3] bewiesenen Aussage schwächen wir dann die Vorausset-
zungenan R so ab, daB die irn praktischen Fall besonders interessierende Shockley/ 

• Read-Form für 1? (vgl. etwa [2: S. 13]) erfaBt wird. Die dazu von GAJEWSKI [3] durch- 

	

•	.gefii hrte tYberlegung wird als bekannt vorausgesetzt. Unser Existenznachweis erfolgt 
• zunächst für em ,,kleines" Zeitintervall, dessen Lange in hestimrnter Weise von den 

vorgegebenen Anfangs- undRand,werten abhangt. Mit Hilfe der von GAJEWSKI [3] 

	

•	gezeigten Existenz globaler schwacher Losungen gewinnen wirdaraus die Existenz 
• globaler starker Läsungn. Der Existenzbeweis (für ,,kleines" Zeitintervall) benutzt 

in wesentlichem MaBe den Banaehschen Fixpunktsatz und kann daher im weitesten 
Sinne alskonstruktiv angesehen wrden. Die sich aus dieser, für den Aufgabentyp 
durchaus naheliegenden Herangehensweise ableitende sukzessive Approximation ent-
spricht weitgehend dern in [2: S. 144 f.] beschriebenen Schema. Die Frage, inwieweit 
dieses Verfahren zur praktischen (d. h. numeriehen) Bestimmung der.Losung brauch-
bar ist, wird in dieser Arbeit nicht berührt und inuB weiteren Untersuchungen vorbe-
halten bleiben. Wir haben uns jedoch bemüht, die in den Abschatzungen auftretenden 
Konstanten moglichst'genau anzugeben, da dies für eine praktische Anwending des 
aus dern Banachschen Fixpunktsatz resultierenden Iterationsverfahrens, etwa für 
die Festlegung der Intervallange, wiehtig ist. 
Urn die Arbeitauch far den Nichtfachmann leicht verständlieh zu itiachen, hahen wir 
die verwendeten Einbcttungssatzç und Existenzaussagen für lineare elliptische und

	

•	parabolische 0 leichungen im zweiten Abchnitt zusammengestelit. 
• Da wir mit der vorliegenden Arbeit vor allem einen Beitrag zur iiiathematischen 

Untersuchung eincr ganz konkreten, aus der Physik stammenden Aufgabe leisten 
wollen, haben wir nicht die aligerneinste Situation betrachtet, die mit der verwendeten 
Technik noch hehandelt werderi kann. So ist es z. B. ohne groBere Schwierigkeiten 

• iiioglich, —u und eq/at -i- iq (q E {n, p}) durchaligemeinere Differentialausdrücke 
zu ersetzen und für it allgemeineie Randbedingungen zu stellen. Dagegen ist für die 
benutzte Beweistechnik wesentlich, daB Dirichlet-Randbedingungen für n und p vor-

1. Aufgahenstellung 

Sei G 9 RT die Abschlie3ung eines hçschränkten Gebietes. Wir sctzen r 3 und 
G E C2 voraus. Wir benutzen die Bezeichnungen QT = G x [0, T] und S = (bG) 

X [0, T]. Seien C(G),, L(G), W m P(G) und L(QT ) die wie üblich definierten Räunie mit 
den Normen I.IICC, 1.11'P und 'J•I'PQT• [st X ein Banach-Raum, so sei X der 
zugehörige duale Raum. Mit W'(QT) hefieichncn wir den Raum aller meBbaren 
Fünktionen n: Qr --- R, die die verallgen'ieinerten Ableitungen en/at, an/ex 1 und 
e2n/ax1 ax, (1	i, j ^ r) bcsitzen und für die 

a2i	 an,	 an 
•	

• I!n II	:= max ,	,	+ max --	+ llIIpQT + -•--	< Cc 
jj	UX	XJ p.Qr	i	 11 

at 
li p .QT, 

gilt (s. auch [6: S. 14]). Mit 1 . 1 bezeichnen wir 'die Euklidische Norm im Itt. Es sei 
stets	= (f', ...,) E 1t , x = (x 1 , ..., Xr) E G und t E. [0, T]. 1st y E R, so sei y 
= max {0, y} und y	inin {0, y}.

-'S
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Wir formulieren nun die betrachtete.Aufgabe: 
(LH)Gesucht sind Funktionen u € L((O, T); W2.2(G)) sowien, p E W'2, WT), so daB 

gilt: 
•	•(LH1) Für f.a. t € (0, T) ist —Au = £x 1 (N + p —n). 

(LH2) - n. - c 2 n = div (,(Vu, x) n Vu) - R(n, p). 

(LH3) e p -	p div ((Vu, x) p Vu)'- R(n, p). 

(.LH4) u 1 s, = 01sT 

(LH5) n IGUS, = 0IGUSD und PIGUST	Polcus,.. 
Wir nehmen dabei die Existenz einer Konstnten c 1 > 0 und iner Funktion q E-L4(G) 
an, so daB folgende Vora ussetz u ngen erfI1tsind: 
(Vi)	Für ,u E {, ,u} und 1	i, j	r besit,ze s1 eniäB .,s 1 (, x) := 1u(, x) die ver-

aligemeinerte Ableitung as 1/a =:	. Für alle i besitzey die verallgemei-
nrte Ableitung aplax i . Dabei gelte für alle'x € G und ,	Rr:	- 
(Vu)	x)	c 1 ,	 - 
(\T19)	x) -	x) :s; c1	-	 •••:.. 

(V13) x)— ,x)C_ 'PI ,
axi 

(V14) z(,x)j	ci,	 .	•• - 

(V15) —,x) ^ g(x). 

(V2)	Für alle n, p, 711, P, € R seien folgende Ungleichungen erfulit: 
• (1721) IR(n, )l	c i(In j + lvi + 1),	 • 

(\22) IR(n, p) - R(n, v)J	iv - pSI,	 • 

-	
(V23) jR(n, p) - R(n 1 , p )I 	c 1 In - 1I•	 • 

(73)	1, OC 2, a3 > 0 und N € L6 (G).	 .• 

(\74)	u0 € L((0, T); W2.6(G)) ,und n0 , Po € W221(QD). 

Die VoraUssetzung (\2) werden wir weiter unten durch folgende ersetzen: 
(172')	Die Funktion R(n, p) := R(n, pf) erfulle (V2). Weiter sei R(n, p) 

iind R(n, p') p-	0 für alle n, p € R. 
Uni mit (V2') arbeiten zu können, wird es' sich als notig erweisen, an Stelle von (\74) 
die \7oraussetzung 
(V4')	u € L((0, T);'W2'6(G)) undO	?o, Po € W2 2 .1 (QT )	• 

zu fordern. 1 Tm letzten Abschnitt der Arheit werden wir tinter noch etwas stärkeren 
Voraussetzungen an u0 , n0, P'o und N auch stärkere als die oben forniulierten Glatt-
heitseigensehaften der Lösung nachweisen.	- 

Bernerkung 1: Es liil3t sich ohne Schwierigkeit nachrechnen, daB für die im praktischen 
Fall auftretende Funktion i(E, z) = /(x) (1 + k1 2 ) 1j2 die Voraussetzung (Vi) erfüllt ist,wenn 
/€ W'(C) gilt.	•	 . 

14*	 S
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2. Einige Vorbemerkungen 

• Wir stellen in diesem Abschnitt die verwendeten Existenz- und Einbettungsaussagen 
sowie einige einfache Abschatzungen zusammen. Wir weisen darauf hin,daB ver-
schiedene der hier angegebenen Aussagen an die Voraussetzung r 3 gebunden sind 
und für groBeres r im aligetneinen nieht gultig sind. 

Bemerkung 2: u)Sei 1 <p < co und/E LP(G). Dann gibt es genau ein uE 1V01 P(G) n W2'P(0) 
mit —u	/. Dabei gilt TuIla2 'Pc2 l/IIp,G mit einer Konstanten C2 > 0. 1st / E JJTL.P(G), so ist 
u E 1V3 - P(G) und es gilt IluII3'P	c2 II1IIG19 ( Tgl. [10: Th. 9.14].) 

•	b) 1st /E (W0 .(G ) )* =: W-' .P (G) mit p' + q' = 1, so gibt es genau ein uE IV,'- P (G) mit 
—Au =7, d. h. mit 

5 Vu Vv.dx = /(,) für jedes v E W01.Q(G). 

Dabei gilt Ilu Io1,7'	C, Il/hG 1 P (Vgl. [10: 'h. 4.6].) 

Bemerkung3: a) Sei /ETLP(QT) (1 < . p < oc) und Lx  {a2, a 3}. Dann gibt es genau em 
U E W 2.1 (Q ) mit au/Øt - a u = I und UIGUST = 0. Dabei ist jhUhl,T	c2 '/'%. mit von T
unabhängigem C2 . (Vgl. [6: Kap. IV/Th. 9.1].) Ohne Beschrankung der Ailgemeinheit setzen wir 
C2	1 voraus.	 - 

b) 1st /E L((O, T); W- 1 - P(G)), so gibt es gcnau em 

E W' .P ((o, T); W- 1 -P(G)) n [;,((0,- T); ;V'-P(G)) 

miuIGus = 0 und Ou &t -	= 
Bemerkung 4 (Die folgenden Einbettungsaussagen findet man z. B. in [1: Kap. \]): a). Es 

gilt IV' 2 (G)	L6(G) mit hIUlIa.G	c3 Iu lIG12. (Wir benutzen auch die schwächere Beziehung 
1 U114	:5 C hIuIloL2 .)	 .	S 

b) Es gilt W 2 ' 2 (0)	C(G) mit IuhIc.G	C3 1uh02'2 und W 1,10 1 3 (G)	C(G) mit hI uIic.o	C3 1Iu1I0"1'. 

Bernerkung 5 (Die folgenden Aussagen sind Spezialfalle von [6: Kap. IT/Lemma 3.3]): 
a) Sei 1 <' p < oc und u E W 2"(QT). Dann ist u/ax E Lq(Qr) für jedes q 5p(5 - p)' uñd 
Cs gilt hI u

1
8x/Io	C3 hl UhI D mit einer von T unabhangigen Konstanten C3 . (1st p	5, so 

kann q	+co gewählt werden.)	 - 
b) Aus u E W 2 '(Q) folgt U E Lq(QT) für jedes q	5p(5 - 

Lemma 1: Sei u E W2 (QT) mit U IG = 0. Dann ist SU Ju( . , t)112c	'12 T IIUI2QT. 

Beweis: Für fixiertes £ schätzen wir ab: 
2 

IIu(,t)112,o	

G	

dr dx	f 
(1	

2 

d 	dx 
at	 I 

at 
I 

^' -	2.1 au 

- at 2 -	U2QT, 
2.Qe 

" Lemñia 2: Sei Q 9 B , be.sChrãnkt und 0 9 Q. Dann'gibt es eine lineare Abbildung 
F: W22(G>< (0, T)) —>. W22.1(Q x (0, T)) mit /olgenden Eigenscha/ten: 

1: supp Fu Q X (0, T), 
2. t)FuI:X(T) ^ C IIUIl 2:G < (o,T )	 - 

Dabei ist c von T unabluingig.
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.

Beweis: Nach [1: Abchnitt IV.3] existierteiñ starker 2-Fortsetzungsoperator 
E: , W2 '2(G) -> W2.2(Q) , d. h. B ist linear und es gelten die Ungleichungen 

EuIIQ22 < c uII2.2, IEuIIQ'.2 < c IJUJIGI.2, DEUIJ2.Q	C IUII. 

Seiq E C0 (Q) mit = 1 und B 1 : W22(G) -- W2'2(Q) gemaB $ 1u : = pEu. Dann 
ist E1 cin starker 2-Fortsetzungsoperator mit supp E1u 9 Q. Für u E W2 2.1 (G.X (0, T)) 
sei

Fu E w22.1(Q x (0, T)) gernaB (Fu) (x, t) := (E ju( . , t)) (x). 
Es folgt

C	
2G

 also ItFu 2.QX(O.T)	C I UII2Gx(or) • 

Lemma 3: is gibt ein c 4 > 0, so daf3 furalle u E W 22 ' 1 (QT ) gilt 

I I (h ue, t)jIG 12 ) 4 dt)	< c4(T'14 ± 1) (hIuhIT -f- sup ju(., 0112.G
\o	 /	 O<T	•. 

Beweis:a) Sei E1 wie im Beweis von Lemma 2 erklärt. Zimnáhst ist 

V

T 	 \1/4	/ 7'	 \1/4 

(! Iu ( , t ) G 1.2 ) 4 dt	I (IJE1ÜIIQ22)4 dt 
 -	 0- 

Wir schätzeñ ab: 

/ 7'	 \1/4 

I I (hIEiu1I,si)4 dt	T'4 sup IIEiuhI2.o	T 11 4 c Sup. 11u112.c. 
01 I	0tT	 0tT 

b) Firv E W22.1(Q x (0, T)) mit v IQ>((oT) = 0-ist 

/ /(f()2)2 
dt =f(f(2) dx)-dt 

f(f(a2v)2) f V2 
dx) dt 

< ( sup JIv i2 

	

\,JA -	 - 

c (f v Gx(OT) ± sup hhvI!2.G'. -	
S	 / 

Damit erhalten wir	 S 

f(f (aEIu)2d2d^ ( IF2 '	 E	4 + 5 P Iuhi2.Q
aX 

 

c (jJuI,,0> + SUP hluhI2.c 4 I 
Le m ma 4: Es gibt eiii c3 > 0, so dap /fir alle u € W221 (Q7' ) mit U IS, = 0 gilt 

•
	(

7'	 1/2 i (Ike, t)Oc . c) 2 dt)	c3T	hIuhI.	 S
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Beweis: Nach Bemerkung 4b) 1st 
T	 T 

I (llu(, t)IIc .0 )2 dt	C32 f (IIu ( . , t )Mo 1 "013)2 di. 

Welter ist j J u 10130	c max	u/ex1 lI i oj3 c : i = 1, . . ., r}. Mit Beinerkung 5 schàtzen 
wir nun ab: 

/
T	 T	 6/10	r	4/10 

Af lo

0/3dx)6110dt	 dxdt) (I dt) 
xi	 oxi 

- 

(11

nies 0) T)2/5 

ax1 IO/3Qr	 s 

< c 2(MuJ12" )2 ((mes 0) T) 2 / 5 • 

3. Lokale Existeñz and Eindeutigkeit starker Lösnngen	-, 

Wir beschaftigen uns zunachst mit einigen vOrbereitenden Abschätziingen. 

Lein ma 5: Sei , I € W2 2 ' 1 (Q), 1IST = 0, U € L'((0, T); W2.2(G!)) und u er/'üIIe (V 1). 
Damn ist div ((Vu, x) I Vu) € L2(QT) mit 

Mdiv ((Vu, x) I Vu)II2o ^ 71T' 15 ( sup Ju( . , t)11622 \	. 
-	 tcZT	 / 

.Dabei ist Yi = (rc ic32(mes 0)1/30 + c 1c4 r2 + rc3c4 Ilgilic). 

Beweis: Zunächst ist	 •	 S 

	

a / 3u \	I	/ t31 \ I iu \ 02u 
-	 l-_) 

11 2,Q	
' I1 u-) -) 2.Q. 

± c1 f I	
2 

-	 au 
I	± -	 3X1	ax1 2 

Wir werden nun weiter einzeln wie folgt ahschätzen. 
a) Mit Bemerkung 5a) und Bemerkung 4a) erhalten wir 

/al\/au\	 l—	, ^j 

	

cgxi 2.Q	 10/3.QT	6.0-,. 

^ C3	
( ff 

T	

U 6 
dx dt) ((nies 0) T)'/°

 iaxil 
'.0 C 

C3	(c3T1/° sup IIu(, t)IJG2 ' 2 ) T ' 13° (niesc;)/°. 
/	\ 0 :-5 f;^ T 

•	b) Aiis Lemma 4 erhalten wir 

•	 I 
a2u	

(0:'	

a2u2	
dt)^ f (l( . , t)IIcc 1u11 G2.2)2 dt) 

< c4T115 ( sup IIu IIo 22 II t II .	 - 
03IT	/
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c) Mit Benièrkung 4b) und Lemma 4 erhalten wir 

axi  RPN,)LT =	 di)	

12 

•	 V	 (J(IIl(.t)c.c iig ii	u(., 1 )114 ) di)	 V 

axi 

V	

C3 I9, 4•G (;(Illk t )Irc6 IIu(, t)11c22 )2 d) 
-	 0	 - 

• CC 1Ig114G T115 ( sup IIu(., t)IIo2.2 ItII:	I	V 

-	 0tD	 /	 - 

Lemma 6: Seien 1, u 1 E W2.2(G), u2 E. w2 . 6(G) und z er/ülle (Vi). Dann gilt 

IIdiv(( Vu1, XV) I Vu j) - div ( 1u(Vu2 , x) I	 • 

c(lJ' ± I111Ic152 I1 u2ITG21 ± 11111G 
2.2 Ik2IIG 2 '2 ) IIu i	U211G22.	

V 

	

Dabei ist c5 = max {c 1 c3r2 ± rc g 4.G ± .rc1 c 2,r22cj,rc33c 1 }.	-	- 

Beweis: a) Zunächst ist.	 V 

I!i ((z(V i , x) 1 Vu 1) - i(Vu2 , x) I Vu2)11 2c	 •	

• V 

- 	

(z (u\u i x) -p- - u(Vu2 , x)	
V	

V	

V 

aXi	2.G 

fr i)
 

(,U(vu x)	- u(Vu2 , x)	 -	V	

V 

± i	 '(/,(\7ui x)-' - (Vu2, X)2;( 

V	

b) Den 2. Summanden ails a) schätzen wir wie folgt ab:  

	

au
V	

V	 V 

$ Tx^ (9(	aX1	 a; AS 

V	

l( V	((VU:x))-	
• 

V	 - 7 .,(Vu2 , x)	
- (-- 

1u(Vu2 , x)) 1 )iI	V 

V	

V	

V 

(1flij(Vul, x) (
	

(u - U2))	 • 

+11l( 	x)	:)) a2u2	 V V

	

V 

	

Xaxi
ll 2,G	

V	 V	

V V 

•	
V	

]j (- (Vu 1 , x))	
T	

+l(1z( Vu 1 , x) —u(Vu2 , x)) 
aXISL.G) 

5'
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<c IIu - U211 2.2 + C3Cj IIll}6.G JIU,	u1IG22fJu2IIG2'6) 

+ C3 Il l IIc. 11g114.G lu1 - U2lIG 2 '2 + C3 2 C1 ll h llC.G Ilu i	U211G2'2 lu2llG2.2) 

(circ + rc3 jqj46) II1IIG2 llui	U21JG22 

+ r2c32c 1 1I 1 11G 1 ' 2 11u2l1026 Iluj - U211a22 + rc33c1 1 1 1 JIG 2 . 2 JIU,- U211G 2 ' 2 1u2 11a2'2. 

c) Für den 1. Summanden aus a) erhalten wir die folgende Abschatung: 

"a

 

(. (\7
Ul

aui, x)— - (Vu2 , x) 
aX	 a	 ax1, 

a	 au, 
E -----1	1i(Vu1, x)---(Vu2 , x)---- 

(IX1	4G	UX	 (lxi L. * G 

•	<rc3 1111lG2'2 (r2c1c3 II UI - u1lo22). 

Man beachte, daB bei den eben angegebenen Abschatzungep die Aussagen aus Be-
• inerkung 4 rnehrfach benut,zt wurden U 

Lemma 7: Seim n,	p € L2 (G) und die Funktion R er/ülle (V2). Dann geltem 
die folgenden: Abschatzungen: 

•	

1. IR(n, P)'IIZG ^5 c I(lIn 2G + 11P112.G. + (ines G)112), 

2. II R( n, p) - R(n I, p1)112G	c 1 (n	n ll j Z.G + ll - P1112.G)-

Beweis: Beide Ungleichungen ergehen sich unmitt .elbar ausden Voraussetzungen U 

Wir führen nun diejenigen Räume und Operatoren em, mit deren 'Hilfe wir die 
Existenz lokaler Lasungen zeigen werden. Fur den Rest dieses Ahschnittes setzen wir 
durchgangig die Gultigkeit von (V1)—(V4) voraus. 

Definition 1: SeiX = W 2.1 (QT ) x . W22 '(Q) mit 

ll(	P)llx = llflhlT + llPllD + sup ll(, )112.G + sup' l p(•, t)IIIG. 
Os i f, T	 OtT	 - 

Weiter sei'Q: X L2((O, T); W01.2(G) n W22(G)) die durch _Lx(Q(n, p)) = x 1(p - n). 
•	bestimmte Abbildung (vgl. Bern. 2a)) und u1 € L((O, T); W2.6(G)) nit — u1 = 

und ujs.	nolsT.  

• Definition 2: Sei 8: X -	gemä3 S(w 1,w2 ) = (S1 (w1 , w2 ), 82(w1 , w2)) die durch 

•	
- (Si (wi , w2 )) - x2 (Si (w i , w2)) 

= div.(tt,,(7(Q(w i ,w2) + u 1 )),w1 V(Q(w 1 ,w2)+ u1)) + R(w1,w2), 

•	's S(w1 , W2)lc US,. = Q	 - 
und 

•	-	

-- (S2 wi , w2 ))	4X 3 A(S2(WI, w2)) 

= div (t(V(Q(wi , w2) + u1 )) w2 V(Q(w1 , w2) + u1 )) + R(w1 , w2 ), - 

• .	 S2 (w1 , W2)IGU S	 ,
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bestimmte Abbildung (man beachte, daB nach Lemma 5 und Bem. 3a) tatsächlich 
8(X) 9 X gilt).: Ferner sei 

S 

n 1 E W2 2 (Qr) mit --n1 - 2	= 0 und il lIGUS, = oIGUs 
sowie	 - 

Pi E W2 WT ) mit - j- Pi	3P1 = 0 und P1GusT = POIGUSr. 

Die Existenz . der Funktionen n1 und Pi sowie die Gultigkeit der Ungleichung I(n 1 , P1)111 
(1 + T 1 12 ) (2 ± x4r) c 1(n0 , p )llz mit x4 = max 2' 3} kann mit Hilfe eines einfachen Homo-

genisierungsprinzips (s. etwa [11: S. 26f.]) leicht aus Bemerkung 3a) und Lemma t gewoniien 
werden. 

Bemerkung6: Mn uberlegt sich sehr leicht, daB (u,n,p) genaudann Losung von (LH) 
ist, wenn P(n, p) : = S(n, p) + (n1 , p1 ) = (n, p) und u = Q(n, p) ± u1 gilt. 

In den beiden folgenden Lemmata weisenwir die für den Nachweis der lokalen 
Existenz und Eindeutigkeit dntscheidenderi Eigenschaften der oben eingeführten Ab-
bildung S-nach. 

Leninia 8: Sei T ;5 1 und (w1 , w2 ) E X. Dann gilt' 

-	-	II S (w1, w2)IIx 5 y2T"(II(wi, w2)11x 2 + d1 (w 1 , w2)IIx ± (12).	-. 

Dabei i.st y,.= 2c2 2 max jy,, niax ( 1 1 }, c}, ferner d 1 = 2 ± sup 11u1( . , t )11(; 2 ' 2 - und. 
d2 = 2(mes 0)1/2.	 Ot^T 

Beweis: Mit Hilfe der Ungleichungen aus den Bemerkungen 2)und 3a) sowie den 
Leiiirtiata-4, 5 und 7 schätzen wir ab: 

SUP 11S1(wi, W2)1I2.G + IIS1(wi, w2 ) I1 2 ' ^ 2 IIS1(wi, W2)II2:Q 
o 1T	

T 2.Qr - 
-  

2e2 fIdi (1u8 (V(Q(wi , w2 ) +' ui )) w1 V(Q(w1 , w) + u i))IJs Qr + IJR (1, W2)112-QT 

^ 
2c2,(yiTh/5 ( 

sup IIQ(w i, ws)IG 22 + sup IIu iIIc	IIwiI; 
/ 

T I	
0	

1/2 

+ c1 (1 (II1II2.G + 11w2112.6 + (mes 0)1/2)2 dt) )

2.1 • ^ 2c22 ( T1 /6 I 

O 
x sup (11W11126 + II W2!26) + sup IIu iII6 22 \ I w iI!2.q -	

iT	 OtT	/ 

+ Cl f 01W 1 11 2 , G + I I W2112.G + Ones G)112)2dt)) 

21 ^ 2c2 ( iThlS (x II(w i, w2)IIx.+ sup Mu1II6 2 

	

OtT	
.2) IIWiII QT	S 

S	 -l-• ciT1I2(IJ(wj, u'2)1Ix -+. (flies 0)1/2)) 

y2T' /5 ((II(w i w2)IIx -l- sup IuiJJa 2 ' 2) lIwiII:T + II(w i, w2)IIg + Ones 0)1/2). 

Mit der analogen Abschätzung für S2 (w1 , 1V2) erhalten wir 

flS(w 1 , 102)111	2Ti/5 ((II(wi w2)lIx4- sup 1 141G22) (Ipwi II:	+ 11W21IT) 

+ 2 I(wi, w2)IIx + 2(mes 0)112)



218	J. HEINRICH

^s 72T'16 (II(w i, w2)111 2 -4- (2-H sup IJUIIIG2.2 II( w i, w2)111 

+ 2(mes 0)112) U 

Lemma 9: Sei T !!^ 1 und (w 1 , w2 ), (v 1 , v2 ) E X mit I(w1, w2)IJx	d, II(v i, v2)IIx 
WIIGUSr = V 1IGUST = 1IGUST und w2,. = V2IGUST = p1JCUS• Damn gilt 

'IIS(w i, w2 ) - S(v 1 , v2)IIx	(y3T2d + y4T'15(d + 1)) II()1, w2 ) - (v 1 , v2)I1. 
• Dabeiist'

73 = c2 24c5 (a 1 C2 2 8c3c4 2 + a 1c22 )	-, 
und

= 4 22 rnaxy11 + 1c22c3c5 sup 11U 111G26 + C51C2 2 sup I IUIIIG2'2, 
L	 OT	 OtT 

y i sup I IUIIIG22 + c5c2i + C11. 
- 0 5. 	 J 

Beweis: Mit Hilfe der in den Bemerkungen 2a) und 3a) sowie in den Lemmata 1, 
3, 5-7 enthaltenen UigIeichungen erhalten wir erst einriial 

' IIS(w i, w2 ) - S(v1 , v2)111 

= ISi (wi , w2) - S1 (VI , v2)II,, + sup fS 1 (w 1 , w2 ) - S1 (v 1 , V2)112G 
OtT 

-+- 11S2(w j, u 2 )	S2 (v 1 , vl)II T -f- sup 1182(wi, w2) - S2 (v 1 , V2)II2. 
- 

In dieser Gleichheit kann die erste Zeile rechts wie folgt abgeschatzt werden: 

IIS1(w, w2 ) - S1 (v 1 , v2)IIT + sup IIS1(w , w2 ) - S1 (v 1 , v2)112G 
-	O!9t!9T 

< 2 1S1 ('w 1 , v.'2) - S1 (v 1 , v2)1I 

5 2c (IId (1 (V(Q(;1 , w2) + Ui )) wi V(Q( 1 , W2) + ui ))	• 

- div (1u(V(Q(v i , v2 ) + u 1 )) v 1 V(Q(v j , v2 ) + ai))I2.Qr 
+ IIR (w i, w2 ) - R(v1 , v2)II2.Q) 

:5 2c2 (Ik' (1u(V(Q(w i , w2) + + Ul)) wiV(Q(w 1 , w2 ) + u1)) 

- div (( 7(Q(w 1 , w2 ) ± u1 )) vV(Q(w 1 , w2 ) + ui))II2o 
+ div

	
w2 ) + u1 )) v iV(Q(wi ,w2 ) + ui)) 

- div (z(Q(V(v i , v2 ) -H u 1 )) v jV(Q(v i , v2 ) + ui))11207 • 

•	
+ IIR (w i, w2 ) - R(v, v2)I2 QT) - 

2c2 (yiTlI5( sup jQ(w 1 , w2 ) j 022 + sup IUiIIc2'2 
t T	

lw1 - Vi!ftT 
•	 -	 O	 I 

+ (I c5 2 (IIv i II O 2.2 IQ(w1 , w2)- Q(v 1 , v2 ) 11c22 

+ 11v 111c12 IIQ(v i, v2) + uilIG26 IIQ(wi, w2 ) - Q(v 1 , v2)11022
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-	 \1/2	--
+ II V1IIG 2 ' 2 IIQ(w i, w2) —'Q(v 1 , V2)1 1,;2.2 IIQ(v i, v2 ) + u i I1 6; 2.2) 2 de) 

1/2 
+ Cj ( 1(11w1 - v102c +,11w2 - v2112 c) 2 dt) 

2 2(Y iT 

(
9X I sup (lfwlk	+ 11W211210 + SUP IIu1IlG2) 1 1WI	v;II: 

OtT 

T	 \1/2 
+ C5 CsXi If (IIvIIJG22 (0 

sup IIw1 — v1II2a + sup lw2 - v211202dt 
•	 I.	\o \	 tT-	 Ot^T 

+ 1c22 c3 (J(llv l ll G 1 lv I ll G 12 + IlvsIIG 2 + lju iIIc26)	S 

\1/2 
•	)( ( sup 11 161 — V11I2 + sup 11w2 — vsl 2 G\2 dt 

OtT	 1/ 

+ 1c22 (
	

( sup	- v 1 12, + sup 11 w2 — V2112.G o \	 OtT 
1/2 

-x 
(11v1112.c + II21I2.G± IIu i II G 2 )) 2 di)	

}	
1/2 

	

C, U (Iw 1 — V 11 1 2.(- + lw2 - V2I12 c) 2 di) )
	 - 

^2c2 2 (y,TI15 fr ' II(wi, w2)111 + sup lIuiIla2•2\ 
OtT	

lI(w1, w2 ) • (v 1 , v2)IIx 
/ 

-T	 1/2	- 
+ c5 { 21 II(v1, w2 ) — (v 1 , v.-)11 .r T'12 (1 (Jlv 1IIG' 2 ) 2 di) 

1/2 
+ i 2 2c3 I(w, w2 ) — (v 1 , vj 1 Th12((f (IIv iIIG' 2 ) 4 di)  

+ (	(llv i llc l.2 llv2 ll G 12 ) 2 di)	+ (	

1/2 
(IIviH;2 IIuiIIc2.6)2 di)	

) 
-+- £x1C22 Il(w i, 2V2) — (v 1 , v2)lI- T'12 

S	 /T \1J2 
•	X (11( v , v2)IIx + Sup 11ui11c22\ I I (IIv iIk; 2' 2 )2 di 

o^iT	/\o	- 

+: c1 T' 12 lI(w i, w2 ) - (v 1 , v2)IJx)	 - 

	

;5 2c22 (y 1 T115 (x id -i-- sup II U 1IIG 2 '2	 S 

OtT  

+ c5 jcxT'/ 2 + 1 c2 2c3T' 12 (c4 28d2 -I-. d sup IIUIIIG2° 

	

•	OiT 

+ x 1c2 2T' 12 (d2 -f-- d sup I1U uIIG 22 ' -4-- c'J" 12) Il(w i, w2) - (v 1 - v2)IIx 
•	 -	 otT	 I	 - 

Mit der analogen Abschatzung für S2 (w 1 ,'w2) - 82 (v 1 , v2 ) folgt die Behauptung U 

Mit Hilfe der bisher getroffenen \ Torbereitungen Sind wir nun in der Lage, die lokale 
Exist.enz und Eindeutigkeit starker Losungen nachzuweisen. Sci die , Aufgabe (LII) für 
em' Zeitintervall (0, T) gestelit, wobei wir ohne Beschrankung der Ailgerneinheit 
T ^! 1 voraussetzen wollen. Wir setzen'd0 = II(no, p )ll. Dabei sei X der in Definiti6n 1 
eingefUhrte Rauni für T = 1.	 -	,-	-
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Satz 1: Seien (V1)bis (V4) er/üllt. Dann besitzt (LH) eine eindeutige Losung (u, , p) 
€ L((O, T0 ); W212(G)) x X im Zeitintervall (0, T0 ). mit T0 = ruin 11, cd0 51. Dabei ist 

c = mm 1(8c22(2 + 4r) (1 + d 1 + d2.))- 5, (4y 2 (4c2(2 + 
(8c2y4 (2 + x4r))5}. 

Beweis: Seid = max {4c2(2 + x 4r) d0 , 1}. Dann istd 2 (n j , p j)IIx (vgl. dazuaueh 
di6 Erlauterung nach Def. 2), wobei X der in Definition 1 eingefuhrte Raum für T = 1 
ist. Wir wahien nun T0 > 0 so klein, daB 

72T01I5(d2 + did + d2 )	und y3To1I2d2 + ?4T 1 ' 5(d ± 1) 

gilt.,Man rechnet leicht nach, daB dies fur das im Satz angegebene T0 der Fall ist. Alle 
foigenden tYberlegungen spielen sich nun in dem für.das Zeitintervall (0, T 0 )definier-
ten Rauni X ab. Wir betrachten 

= ((w 1 , w2 ) E X I 11 (W1, 2V2)11X	d, w 1 -	= 0 w2 - Iusr = 0}. 

Wegen Lemma 8 gilt IIP (w i, w2)IIx	IIS(wi, th2 )IJ + II(n 1, p i)I!x ^ d für (w 1 , w2 ) €.1W, 
also P(M) M. Aus Lemma 9 und der vorign Wahl yon X0 folgt IIP(wi, w2 
- P(vç, v2)IIx 2 II(w1, w2 ) - (v 1 , v2)Ijg für (w 1 , w2 ), (v 1 , v2 ) E M. Nach de .Banach- 
scheji Fixpunktsatz besitzt P damit in M genau etnen Fixpunkt (n, p). Nach Beñier-
kung Gist (u,n, p) mit u = Q(n, p) +u 1 Losung von (LH) im betrachteten Zeitinter-
vail. Die .Eindeutigkeit der Losiing (die obigen Uberiegungen reichen dafür nicht aus, 
da P ja noch einen .Fixpunkt auBerhaib von M haben konnte)'läBt sich wie foigt zei-
gen: Angenonimen, es gibt zwei Losungen,die sich in jeder Umgebung des Nulipunktes - 
unterscheiden. Durch Wahl eines hinreichend kleinen Zeitintervalis erreicht man, daB 
heide Losungen in einer Menge iiegen, in der P eine Kontraktion ist. Dies widerlegt 
die Annahme. Aus der iokaienEindeutigkeit foigt ieicht die Eindeutigkeit in beliebi-
gem Zeitintervall I 

Bemerkung 7: Die Aussage von Satz 1 blcibt gültig, wenn (V2) und (\74) duch (\2') und 
(V4') ersetzt werden. In diesem Fall gilt zusät.zlich n	0 und p	0. Aus Satz 1 ergibt sich zu-
nächst, daB die Aufgabe mit der Funktion R elne eindeutige Losung (u, n, p) E L.((0, T); 
1V 2 1 2 (G)) x X besitzt.Nach [3] bcsitzt die Aufgabe mit der Funktion R cine eindeutige schwache - 
Losung (, K, ), für die ü ^! 0 und0 gilt. Es folgt (n, p) = (ñ, j) und damit auch it = i. 
Wegen n L> 0 und p , ^ 0 ist R+(n, p) = R(n, p), d. h. (u, n, p) ist Losung der Aufgabe mit der 
Funktion B'). 

4. Globaic Existenz and Eindeutigkeit starker Losungen 

Wir stützen uns beim Beweis des folgenden Satzes wesentlichauf die Ergebnisse des 
vorangehenden Abschnittes sowie auf die in [3] bewiesene Existenz globaier schwacher 
Lösungen. 

Satz 2: Seien (V1), (V2'), (V.3) mmd. (V4') er/üllt. Damn besitzt. (LII) /ür beliebiges 
T> 0 eine eindeuiige Losung (it, n', p) € L(,((0, T); W2.2(0)) x X. Für diese. gilt n ^ 0 
_ p 0. 

') In [3] wird nur der Fall 
R(n,p) = (np - c)(r, + r,m + r * p)- 1	(r1 >0, c 0) 

betrachtet. An Hand der in [3: Lemma 4.1] durchgefuhrten tYberlegung ist jedoch leicht zu 
sehen, daB für die dort bewisene lokale Existenzaussage, die für den Nachweis der Positivität 
unserer Losung genügt, die hiér angegebenen Voraussetzungen an B hinreichend sind.
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Beweis: Zunächst schreibeñ wir u in der Form u = u + u3 mit 

—Lu2	— n), u2s, = UOISD und. —Au3=aiN,u3jS,=0. 

a) Nach [3] besitzt (LII) (unter schwächeren als den hier angegebenen Vorausset-
zungen) eine globale Läsung (u, n, p) mit 

(n, p) € L2((O, T); 1v1.2(G)) n J$T1.2((, T) ; IV-1.2(G)). 

Mit Bemerkung 2 folgt daraus au210x 1 € W221(Q) für jedes i. Aus Bemerkung5 er-
halten wir au./ax € L(QT ) und n, p € L1013(Q0. Weiter ist (vgl. wieder Bern. 2 und 4) 
&u3/ax 1 € L((O, T); W' . ° (G)) L(Q). Nun können wii abschätzen: 

I i.tnn ._ uH	c III1O/3.Qr	 ,	
0 

3x 1	5/2.QT  

d. h. div ( 1unVu) € L,/2 ((O, T); V .5I 2(G)). Weiter ist n, p € L((O, T); L2(G)) (das ist 
cine elernentare Eigenschaft des Raumes L2((O, T); W. 1.2(G)) nW 1 .2((O , T); W_1.2(G))) 

und darnit auch R(n, p) € L((O, T); L2 (G)) 9 L5/2((O, T); W_1.I2(G)). Nun schrëiben 
wir a in der Form n = + n2 mit 

•± 22 = div(ftzVu) + R(n,p) und 2IGUST = 0 
at .

und n1 wie in Definition 2. Für p betraehten wir die analoge Zer1egung Nách Be-
inerkung 3b) ist  

n2 € L52((0, T); Jfl.512(G)) r WI./2((0, T); 147_1.512(G)) 

Analog erhalten wir, dai3.p 2 in diesern Raum liegt. Nun er1egen wir'u2 in u2 =u 
+ u22 mit

— u21 = x 1 (n 1 -i--- pr), u2118,1. = u0 s	und —/u22 = x 1 (n2 — P2), 

u221sr	0.  

Jetzt können wir die eben durchgefuhrten Oberlegungen wiederholen, wobei wir dies- 
rnal die gerade gezeigten Eigenschaften von n und p als Ausgangspunkt nehmen 
Zunchst .ist au22/ax 1 € TV(QT), es folgt u22/ax1 E L(QT) und n2, P2 € L5(Q). 
Wegen

Pi € W221(QT) 9 L,((0, T); W1.2(G)) 9 L,,,((O, T); L6(G)) 

und u0 E L((0, T); W2.o(G)) ist u21 € L((O, T); W 2 ' 6(G)), also au21 /ax 1 € L((O, T); 
W 1 . 6 (G)) € LOO(QT) (vgl. Bern. 2a) und 3a)). Mit hue der schon vorhin gezeigten Be-
ziehung &u31ax 1 € L(Q) und n i E.L5(Q) (vgl. Bern. 5b)) folgt 

L9 . 
-ax1 

u € La(QT),'d. h. div (znVu) € L5((O, T); W-1'5(G)). 

Da auch R(n, p) E L5((O, T); W- 1 . 5(G)) gilt (s. oben), folgt aus Bernerkung 3b) 
n2 € L5((O, T); W'l.5(G)) n W'-'((O, T); W-' . (G)), analog für P2• Insbesondere haben. 
Wir 712, P2 €L5((0, T); W 1 . 2 (0)). Wegen fli, Pi € L00((0, T); W 1.2 (G)) (das ist eine ele- 
iuentare Eigenschaft des Raumes W221 ( QT )) erhalten wir n., p € L 5((0, T); W'2(G)). 

NatürlIch lthtten wir die t.Yberlegung der eben vorgefuhrten Art noch fortsetzen kännen. Wir 
komnn dabei für a und p aber nicht uber den Raum Lq ((O, T); W' .Q (G)) n W' .Q ((O, T); IV-1.(G)) 
Mr beliebig groBes q < Co hinaus. Selbat dafür wurden achon im nachsten Schritt stärkere 
Voratissetzungen an no und Po notig acm. Insbesondere erhalten wir auf diese Weise nicht die 
Existenz der zweiten Ortsableitungen.	S	 .	

0
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b) Nehmen wir nun an, dt3 die Aufgabe fur das Zeitintervall (0, T) gestelit ist und 
in diesein keine Losung in L((0, T); W 2. 2 (G)) xX besitzt. Sei 

T1 = sup {T2 > 0j (LH) hat eine Loung in L((0, T2 ; W22(G)) X X}. 
Nach Bernerkung 7ist zunächst T1 > 0. Es folgt weiter, daB im Intervall (0, T 1 ) keine 
L((0, T 1 ); W2.2(G)) x X-Lasung existiert. Andernfalls tiiiiBte wegen Satz I auch in 
einem Interval! (0, T1 + E) fiir ein e > 0 cine soiche Losung existieren. Man beachte 
dabei, daB die Läsbarkeit im interval! (0, T 1 ) die G.iiltigkeit al!er Voraussetzungen für 
pin in T 1 beginnendes weiteres (hinreichend kleines) Intervall sichert. Wir betrachten 
t mit T1 - 1 < t < T. Wegen\n E W2 2"(QT) ist n(t) E W1 . 2(G) (das 1st eine e!einen- 
tare Eigenschaft des Raunies W2 2"(Q)). Sei g E W01.2(G) gem äB g := n(t) - ii(t). Nun 
gibt es eine Fortsetzung n, E W22.1(Gx(t, t -l- 1 )) mit n(t) = g und ng 1 s, = 0 sowie 
IIgIIGx(L,t+ 1) IqlIG1 (dies ist als Spezialfall in [6 :Kap. 1V/Th. 9.1] enthalten). Sei nun 
TO € W2 2,1(0 x (t, min {T, t ± 1})) gemaB izo := n + n 0 . Auf analoge Weise konstru-
ieren wir Funktionen p und p,. Aus Lemma 1 folgt 

1010, o)JIx	J!(ng, Pg)Jfx f- 1(n, po)I! 
- no(t)11c 1 ' 2 f.. I'p(t)	1)0(t)Ic1.2) -f- 1(n, p)lI 

^ 2(jn(t) 1.2 + JP(t)jIG 2) + ( 
mit	 .	-. 

= 2 sup (nor)JIG1.2 + Po(1)IIc12) + IJ(, o)IIx. 

Dabei beachten wir, daB sup ! fl O( T )P!G 1•2 < 00 wegen no W2 2.1(Q,,) gilt. Analog fur p. 
Da kuit Annahñie keine L((0, T 1 ); 1V2.2(G)) x X-Lösung existiert, iiiull nach Satz 1 
und Bemerkung 7 (n	) j ° > c(T - I)-' gc!ten. Es folgt - 

(2(IJn(t)IJG 1.2 + II p ( t)IIG°) -i- 6) 5 > c(T1 

Daniit ware die Furiktion 0) := (II71(t)G1.2 + Iip(t)! G 1.2) 5 im 1nterv1! (T 1 - 1, T) 
nicht;integrierbar. Dies steht mi Widerspruch zu derii in a) gezeigten Sachverhalt I 
5. Verbesserte Regularität unter stärkereñ Forderungen 

an die Anfangs- und Randwerte 

Wir wol!en in diesem Abschnitt noch disk utieren, wie weit sich die Glattheit der La-
sungen auf der Grundlage der bisherigen Aussagen dieser Arbeit verbessern lassen, 
wenn wir starkere Voraussetzungen bezüg!ich der Anfangs- und Randwerte machen.. 

Satz 3: Seien. (Vi), ('.2'), (V3) und (\74) er/ullt. Zu.sdtzlich, sei u0 € L((0, T); 
W2 (G)), N E Lq(0) und fl0, Po € Wq°"(QT ) fill-jeda9 q < 00. An Stelle von (\15) gelte 
Iai(, x)/ax 1 c 1 . Dann liegt die Losung (u, n, p) der Au/gabe (LH) im Raum L((0, T); 
W2(C)) X Wq°"(QT) x W°(Q) fib- jedes q < 00. 

Bewei: a) Aus n, p E W 221 (QT ) folgt nach Behierkung 5 zunächst n, p € L10(Q) 
und an/a;, ap/ax 1 € L i o ia(Qr). Mit Bemerkung 2a) erhalten wir a/ax1 , a2u/ax1 
€ L10(Q). Ahnlich vie im Beweis von Lemma 5 können wir'hun abschätzen: 

)	
+ c	In 

/	Ill an \ I au ) 1	 II 

ft	 11512.QTI 1512.Qr	i ii	ax, t9X  

II Mn (Z) [12.1) 
'I
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• Dabeiist,
- 11 tIn 

ex1 ) ax) 512,Qr -	x, 1O/3Q	IO.Qr 
und'

alu 

	

a?U______	 -	a2u	 - 

11

 
n	 C fl	 C IItho,e. bX1 

ax,
	ax	XJ 5.QT	 11

0xi	
11

10 . QT 
sowie

- 
I	 I 	J	^ CC IIJR0.0x1	

E"u

/ 5/2,Qr	 •	,ax I 

mit einer geeigneten Konstanten 6 > 0. Da offensichtIich auch R(n, p) E L512 (QT ) gilt, 
folgt aus Bernerkung 3a) n E W(QT), analog für p. 

b) Ausgeheni von den jetzt nabhgewiesenen stärkeFen Eigenschaften der Funktio- 
/ nen n und. p lassen sich die im Punkt a) durchgeführten Vberlegungen wiederholen. 

Ohne daB wir dies hier im Einzelnen ausfuhren wollen, erhalten wir mi nächsten Schritt. 
, n,p E WQ2 (QT) für jedes q < 5und in einem weiteren Schritt n, p € Wq 2 '(QT) fur 
jedesq<zool 

Be merkun 8: Aus n, p E Wq2 '(Qr) für jedes q < oo folgt insbesondcre(vg!. wieder Bern. 5) - 
a, p e LOO(QT) und auch	ap/a; E L(QT). Von GAJEWSKI und GROcER [4] wurde unter 
etwas anderen Vora ussetzungen die Beschranktheit von n und p durch eine von T unabhängige 

-	Konstante gezeigt.	 .. 
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