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Globale Existenz und Eindeutigkeit starker Losungen fiir ein Glelchungssystem,
das den Ladungstransport in einem Halbleiter beschreibt

J. HEINRICH

Es wird die globale Existenz starker Losurigen fiir ein Differentialgleichungssystem gezeigt, das
in der Halbleitertechnik eine wichtige Rolle spielt und fiir das bisher nur die Existenz schwacher
Lésungen bekannt war. Der Nachweis erfolgt unter Ausnutzung verschiedener_1Einbettungs-
sitze sowie dés Banachschen Fixpunktgatzes zunéchst fiir ein “kleines* Zeitintervall und wird
dann auf ein beliebiges Zeitintervall-ibertragen. SchlieBlich werden weitere Glattheitseigen-
schaften der Losung unter geeigneten Voraussetzungen beziglich der Anfangs- und Randwerte

- diskutiert.

HokasnBaeTcA ri1o6anbHoe cymecmonaﬂ.ﬁe CHIBHHX pellenui 1A cucTeMut MuddepeHnans-
HHIX YpaBHEeHH!, HI'DAOLIEl BAXKHYI0 POJIb B TEXHHUKE IOJYNPOBOXHUKOB U JJIA KOTOPO 10
cUX nop GHIO H3BECTHO JMINb CYEeCTBOBaHUe cnAGHX pewenuit. JlokasaTeabCTBO NMpPOBO-

IUTCA CHAYATA AJA ,,MAIOr0‘ HHTEPBAJNA BPEMCHH HA OCHOBE TEOPEM BJIOMKEHMA I TEOpPeMbl
Banaxa 0 HENoOABHKHOM TOYKE M NOTOM PACMPOCTPAHAETCA HA A06ON MHTEPBAT BPCMEHH.
Hakonel OKasWBAWTCA AONU0JIbLHUTENbHEIE CBOICTRA IIANKOCTH pPelIeHMA npy cootsercr- ’
BYIOUIAX NPEANOOMENUAX 0 HAYAIBLHRIX M KPae BHX YCIOBHAX. '

Global existence of strong solutions is shown for a system of differential equations describing
carrier transport in semiconductors which up to now has only been known to have weak solu-
tions. At first the proof of existence is carried out for a ‘‘small” interval of the time-axis with
the help of several imbedding theorems and Banach’s fixed point theorem and then is extended
to an arbitrary interval. At last further smoothness properties of the solution are discussed

- under spezial conditions for initial and boundary values.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit einem Differentialgleichungssystem, das die
innere Elektronik von Halbleiterbauelementen beschreibt. Auf den physikalischen
Hintergrund der im ersten Abschnitt formulierten Aufgabenstellung sowie auf die
physnkahsche Bedeutung der vorkommenden GréBen gehen wir bewuBt nicht ein, da -

‘dazu in der einschldgigen Literatur umfangreiche Ausfithrungen zu finden sind. er

verweisen auf (2: Abschnitte 1 und 7.5] sowie auf die zitierte Literatur. .
Trotz der groBen praktischen Bedeutung der Aufga.b‘enstellung hat eine intensive
mathematische Untersuchung des hierzur Disk ussion stehenden Differentialgleichungs-
systems erst in jiingster Zeit eingesetzt. Erste Ergebnisse stammen von Mock [7, 8],
der die Existenz lokaler Losungen unter sehr starken Voraussetzungen an die auf-
tretenden Nichtlinearititen zeigte. NasstF und’ Marra [9] behandelten eine ver-
wandte Aufgabenstellung. Einen Weg, die fiirr Gleichungen der hier betrachteten Art
erheblich schwierigere Frage nach der Existenz globaler Losungen zu beantworten,
zeigte GasEwskl [3] auf. Mit Hilfe einer recht komplizierten, der Aufgabe angepaBten
Ljapunow-Funktion konnte er, ausgehend von der zuvor gezeigten lokalen Losbar-

keit, die globale Existenz und Emdeutngkelb schwacher Lésungen (u, n, p) nachweisen

(d. h. die Funktionen n und p liegen im Raum L ((0 T; W‘-"‘(G’))n'W‘-z((O, Ty;
wW- 12(G)))
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" Unter stirkeren Voraussetzungen an die Nichtlinearititen als in [3], die in den pra,k-
tisch interessierenden Fillen aber als erfiillt angesehen werden konnen, zeigen wir in
dieser Arbeit die globale Existénz starker Losungen, d. k. » und p hegen in dem z. B.
auch in [5] verwendeten und fiir parabolische Gleichungen mit divergenzfreiem Haupt-
teil ,,natiirlichen Raum W,2Y(Q,). Wir 16sen die Aufgabe zunichst unter recht star-
ken Voraussetzungen an die Rekombinationsrate R. Mit Hilfe des dafiir erzielten Er-
gebnisses sowie einer in [3] bewiesenen Aussage schwichen wir dann die Vorausset-
zungen.an R so ab, daB die im praktischen Fall besonders interessierende Shockley/
Read-Form fiir R (vgl etwa [2: S. 13]) erfaBt wird. Die dazu von Gasewsk1 [3] durch-
‘gefiihrte Uberlegung wird als bekannt vorausgesetzt. Unser Existenznachweis erfolgt
zundchst fur ein ,,klemes“ Zeitintervall, dessen Linge in bestimmter Weise von den
vorgegebcnen Anfangs- und. Randwerten abhingt. Mit Hilfe der von GAJEWSKI [3]
gezeigten Existenz globaler schwacher Losungen gewinnen wir daraus die Existenz
globaler starker Losungen. Der Existenzbeweis (fiir ,kleines* 701tmtervall) benutzt
in wesentlichem MaBe den Banachschen Fixpunktsatz und kann daher im weitesten
Sinne als konstruktiv angesehen wérden. Die sich aus dieser, fiir den Aufgabent,yp
durchaus naheliegenden Hcrangehenswelse ableitende sukzessive Approximation ent-
spricht weitgehend dem in[2: S. 144 {.] beschriebenen Schema. Die Frage, inwieweit
dieses Verfahren zur praktischen (d. h. numerischen) Bestimmung der-Losung brauch-
. bar ist, wird in dieser Arbeit nicht beriihrt und muB8 weiteren Untersuchungen vorbe-
halten bleiben. Wir haben uns jedoch bemiiht, die in den Abschdtzungen auftretenden
Konstanten moglichst-genau anzugeben, da dies fiir eine praktische Anwendung des
~ aus dem Banachschen Fixpunktsatz resultierenden Iteratlonsvcrfahrens etwa fir

die Festlegung der Intervallinge, wichtig ist.

Um die Arbeit-auch fiir den Nichtfachmann leicht verstindlich zu machen, haben wir

die verwendeten Embettungssat/e und hx1stenza,ussagen fiir lineare elliptische und
: pambollsche Gleichungen im zweiten Abschnitt zusammengestellt.
Da wir mit der vorliegenden Arbeit vor allem einen Beitrag zur mathematischen
Untersuchung einer ganz konkreten, aus der Physik stammenden Aufgabe leisten
wollen, haben wir nicht die allgemeinste Situation betrachtet, die mit der verwendeten
) lechmk noch behandelt werden kann. So ist es z. B. ohne groBere Schwierigkeiten

méglich, —Awu und 8q/6t — « Aq (g € {n, p}) durch allgemeinere Differentialausdriicke
_zu ersetzen und fiir % allgemeinere Randbedingungen zu stellen. Dagegen ist fiir die
~ benutzte Beweistechnik wesentlich, daB Dirichlet- Randbcdmgungen fiir » und p vor-

- llegcn

oL ‘Aufgabenstelung

Sei G = R’ die AbschlieBung eines beschrinkten Gebietes. Wir setzen r < 3 und
"8G € C? voraus. Wir benutzen die Bez,elchnungen Qr = G X[0,T] und S = (26G)
X [0, T. Seien C(G),. L(G), W™P(G) und L,(Qr) die wie iiblich definierten Réume mit
den Normen |||lc.c, Illp.¢> 127 und [|[l,.0,- Ist X ein Banach-Raum, so sei X* der
zugehérige duale Raum. Mit W%Y(Qr) bezeichnen wir den Raum aller meBbaren
Funktionen n:Qr -+ R, die die verallgememerten Ableitungen 3n/3t 8n/<’3x, und
- O*nfox; 0x; (1 1,7 =7) bCSItaen und fiir die -

0n on
ox; 0x; ot

gilt (s. auch [6: S. 14]) Mit |-} bezeichnen wir dic Euklidische Norm im R%. Es sei
stets & = (&,,..., &) € R, 2z = (2, ...,'2,) € G und t€[0,T]. Ist y € R, so sei y*
= max {0, ¥} und y~ = min {0, y}.

on

-+ max
pQr i

<< o0
p.Qr

Il2h, = max

+ linllp.or +

pQr
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Wir formulieren nun die betrachtete. Aufgabe:

(LH). Gesucht sind Funktionen » € L ((0 T); W2y G’)) sowie n, PE W2t (QT), so da,B
: gllt ’

(LH1) Furfa t€ (0, T) ist —Au_ ocl(N—f— P —n)

(LH2) "~ a,An = div (/tn(Vu z)n Vu) R(n, p).

Y
(LH3) a P — a3 Ap = div (,up(Vu, z) p Vu) - R(;z, ). -
 (LHY) uls, = wgls,. " |

(LH5) nlgys, = noleus, und PlcusT = Polc s,

Wir nehmen dabei die Existenz einer Konstanten ¢, > 0 und ¢ emer Ftlnkmon g€ L,(G)
_an, so daB folgende Voraussetzungen erfiillt_sind:

Vl) Fir g € {n, ppt und 1 < i,§ < 7 besitze s; gema.B s,(f, x) 1= &ulé, T) dle ver-
T allgememerte Ableitung 63,/85, =: Bi;. Fiir alle 7 besitze u die verallgemel- :
‘nerte Ableitung du/dx;. Dabei gelte fiir alle'z € G und &y R'

V11) 1B, 2)l S ¢,
(V12) Bii(5, 2} — Bijly, o)} S i 1§ — ¢l

.-

(V13)

a :
—vﬁw%——w@m)éqﬁ—wh

.WM)ngﬂ<ﬁ,

(\7152 = g(z).

ai/l(f, z)

(V2) - Fiir alle n, p, n,, P € R seien folgende Unglelchungen crfullt
Lo W21 R, p)l S il + 1ol + 1), o
©(V22) |R(n,p) = R(n,p))l S eilp —pil, : .ot
- (V23) |R(n, p) — R(ny, p)| S ¢ |n — myl. S
(V3) &y, 00,05 > 0 und N € Lg(G).
(V4)  ug € L((0, 7); W28@)). und n,, po € Wo'(Qr).
Die Voraussetlung (V2) werden wir weiter unten durch folgende ersetzen:

(V2'). DieFunktion R*(n, p) := R(n", p*) erfiille (V2). Welter sei R(n*, p*) n- =0
und R(n*, p*) p~ 2 O fiir alle 2, p € R. :

Um mit (V2') arbeiten zu kénnen, wird es sich als nomg erwelsen an St,(.l]e von (V4)
die Voraussctzung )

(V&) ' ity € Laf(0, 7); W2H(G)) und 0 < ng, po € W,21(Qp)

zu fordern. ITm letzten Abschnitt; der Arbeit werden wir unter noch etwas stirkeren
Voraussetumgen an wug, %, Pp und N auch stirkere als die oben formulierten Glatt- .
‘ heltsengenschaften der Losung nachweisen.

Bemerkung 1: Es liit sich ohne Schwierigkeit nachrechnen, daB fiir die im praktischen -
Fall auftretende Funktion ,u(f, z) = f(z) (1 4 |£]2)-1/2 die Vomussetzung (Vl) erfiillt ist, wenn
fe WLe(@) gilt. : .

14* ‘ : - .
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2. Einige Vorbemerkungen

Wir stellen in diesemi Abschnitt die verwendeten Existenz- und Einbettungsaussagen
sowie einige einfache Abschétzungen zusammen. Wir weisen darauf hin,.daB ver-

_schiedene der hier angegebenen Aussagen an die Voraussetzung r<3 gebunden sind
und fir groBeres 7 im allgemelnen nicht giiltig sind.

Bemerkung2:a)Seil<p< oo und f€ Lp(G) Dannglbtesgemu einu€ W,2(G)n W3P(Q)
mit —Awu = f. Dabei gilt |lullg*? <'c, |Ifll,,¢ mit einer Konstanten ¢, > 0. Ist /6 WLp(@), so ist
u € W3P(G) und es gilt |lullg>?- = ¢, [|fllg™P: (Vgl. [10 Th. 9.14].) .

b) Ist, fe (W I(G))* = W‘l ?(G‘) mit p~1 4 ¢! = 1, so gibt es genau ein u€ W,'?(G) mit
-—Au ='f, d. h. mit .

fVu Vvdx = /(v) far Jedes v€ W,,1 Q).

Da.bel gilt [luflg? < ¢, lifllg™2?. (Vgl [10: Th. 4.6].)

Bemerkungd a) Sei f€ Lp(QT) (1 <. p < o0) und « € {o‘.,, og}. Dann gibt es genau ein
w€ WprQp) mit au/az — o Au = f und u|gys, = 0. Dabei ist ]|u]|p“ < ¢, |Ifflp,g% mit von T
unabha.nglgem c,. (Vgl. [() Kap. 1V/Th. 9.1].) ) Ohne Beschrankung der Aligemeinheit setzen wir
¢, = 1 voraus.

b) Ist f € L,,((O ™; W- P(G)) o gibt es genau ein

1

Twe Wlm((o T); W-12(Q)) n Ly((0, T); W p(c))

_miLul(,Us,,-—Ound au/al—ocAu_/ N
Bemerkung 4 (Die folgenden Embet,t,ungsa.ussagcn findet man z. B. in [1: Ka.p V]): a).Es
gilt WL2(G) S Lg(G@) mit ||ullg, G < ¢, fluflgh2. (Wir benutzen auch dle schwichere Beziehung
lldly ¢ < ¢ liuligh2.)
'b) Esgilt W23(Q) S c C(G) mit flulic.e < cs |]ul|,;2 +2 und W1 20/3(@) © C(G) mit Huhc G Sca el +10/3,

Bemerkung 3 (Die folgenden Aussagen sind Spezmlfalle von [6: Kap. IT/Lemma 3.3]):
a) Sei 1 < p < oo und u€ W, >(Qr). Dann ist ouféx; € Ly(Qr) fiir' jedes ¢ < 5p(5 — p)~! und
es gilt Ilau/éz,”q Qr = C3 |[u]]p 4, mit einer von T’ unabhingigen Konstanten ¢;. (Ist p = o, S0
kann ¢ = 4+ oo gewidhlt werden.)
b) Aus u€ W, Q) folgt u € Ly(@Qr) fir jedes ¢ < 5p(5 — 2p)“

Lemma 1: Setu € W22 YQr) mat u|c = 0. Dann ist sup ”u( Olloe < T2 [uflZ:d
\ St§ .

Beweis: Fiir fixiertes ¢ schiatzen wir ab:

¢ ¢

' t 2
ou | oul? i ‘
ot e = [ | Srar| aa = | f 2o [a)eo
" : G 40 © G 0 0 . N
_— ou .
=tl—, T(lfull3:o-)?
. 20:

“Lemia 2: Sei @ € R7 beschrankt und G < Q. Dann/gtbt es eine lineare Abbzldung
F: WG X (0, T)) — W22 X (0, T)) mit /olgenden Eigenschaften:
1:supp Fu S 2% (0,7),
2 ||Fu||2.9;<(o,r) = c Ul o
Dabei ist c von T unabhdingig.

~N

.
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Beweis: Nach [1: Abschnitt IV. 3] existiert ein starker 2-F0rtset&uhgsoperatqr
E: W2¥(G) -~ W22(Q), d. h. E ist lmear und es gelten die Unglelchungen

1Bullg™ < o full?®, | Bulla™® < ¢ lulle?, IIEuIlza < ¢ llulla.o-

Sei @ € Co™(2)_ mit pl¢ =1 und E,: Wz 2(G) —~ W 2(.Q) gemdl E,u:=-@Eu. Dann
ist E, cin starker 2-Fortsetzungsoperator mlt supp Ewu S Q. Firuce W22 1(G X (0, T))

sei -
" Fue W22 X (0 T)) geméf (Fu) (a: t) = (Byu(-, t))( ).
Es folgt
|oF| ouf . ‘
- =Ecell— , also ||[Ful?: L0, = = Hulli:bx(o.n l\
& .0 £l ..

Lemma 3: Es gibt ein ¢y > 0, so daf /a'r ,alle u 6 W22'i(QT) gilt
T A : )
(f (Ifet-, )62 dt) = 64(7“" + 1) (Ilullz b, + sup [u(-, l)llz.a)—_ :
0 . . NPTES <

Beweis: a) Sei E, wie im Bewels von Lemma 2 erklirt. Zunichst ist
1/4

. T 1/4 T . . |
(f (M-, t)llg2)t dt) é(f(umnaliz)‘ dt)' S -
0o ~ . o - . S . .

1

Wir schitzen ab: oL ' .
. 1/4 : . o
(f(”Exu”z.n)‘ dt) < TV sup ||Bully.0 < TV ¢ sup. |lully.c-
o ‘ 0SIST 0SIST

b) Fiir v € W22 (0, T)) mit vfagx 0.y = O-ist

4

[ T T

N \

. " ‘ T " ) : ) )
S (e
. : ox® . . .
. [} Q fol )
A = ( sup ”””2.0) (i35 0, 7‘))2 o
0<tST

¢ (Hvllﬁ:‘cx(o.r, +o;l‘15prllv|!z.c)“-

Daniit erhalten wir

[}

T B ) .
. OE u\? 2 . . ‘ .
: [(f( axl~ ) d:c)'dt-é c(HFullg.'})x(o.n + sup ]IE,u”?_D){
¢ g { . 0SIST, .

=c (”uﬂz Gx(0.T) +OZ“1£T”“”2.G)‘ 1

Lemma 4: Es gibt ein s > 0, so dap fiir alle u € W,>YQr) mit uls, = 0 gilt'

1/2 *

T
(f‘ (It Oll.o)? dt) < o TV ulfh,
0 =




" Wir werden nun weiter einzeln wie folgt abschédtzen.
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Beweis: Nach Bemerkung 4b) ist

T . T . ) :
(et l)llc.c)z dt = cg? f (Ilea(- ¢ )Hc"m“‘)2 dt. y v
S0 L
Weiter ist [ullgs.¢ = ¢ max ||3u/6x,[|,0/3 ¢:t=1,..., 7. Mit Bemerkung 5 schétzen

wir nun a,b

f1er

8/10 T 4/10

ou | dxdt B fdt’

10/ 3

10/3 6/10
dx) dt <
ox%;
&u,

A < (
_ oz;|10/3.0,

= 632(||uH=, o) ((mes G) T)2/5 ]

) ((mes G) T)2s

N

T

N '

3. Lokale Existenz und Eindeutig’kéit starker Lisungen

Wir beschéftigen uns zunéichst mit einigen vOrbereitenden Abschitzungen.

" Lemma 5: Sei'l € W,2 1(QT), lls, =0, ue L (0 T); W3(@) ) und " erfillle (V1).
Dann ts‘t le( (Vu, x) ! Vu) € Lz(QT) mit -

v (92, 2) Ve, < 7T Sup e 2) I

Dabei ist y = (rclcaz(mes GYU/30 L ¢icyr? + resey [|g[|4_g).

Beive;is: Zunichst ist N '
) o ( , ou ol ' ou
i —fl — : -— +
R - ‘ ; 8.'1:; (lu 8&:5) 2,0r .Z‘ ( (82: ) (81;) 2.Q0r b Z Gx, 02:, "O‘r

2.07) ’

. +

(%) (&)

a) Mit Bemerkung 5a) und Bemerkung 4a) erhalten wir
Itlls0.0-

al\{ou al ou
oz f\0x;/ 2.0 8x, 8:1:, 6.0
. ouls
< l 2.1 —_
=0 l ”2.01- (ffl oz,
o \0 6

| S o M, (csT“s sup [[u(-, )lg*?) T30 (mes Gy, :

10/3 Qr
 1/6

dzdt] ((mesG)T)Hs0

b) Aus Lemma 4 erhaltcn wir

ffl

< cm/s( sup ”“”02‘2) (-5 - C-
0StsT . .

] P T ot
82:, oz,

2 1/2~ 3 T . . 12
dedt) < (f (IlEC-, Ollc. Nlullg?2)2 dt)'
0 .
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¢) Mit Bemerkung 4b) und Lemma 4 erhalten~wir

-
= f (”l(‘,\t)”c.c ol

0

1/2

dx dt

1/2

a 2
o e )

T . . 12 -
= ¢ lglleo (f (I, )l M-, E)ll6>2)? dt)
: 0

S e lgllo T sup It 0% RS, 8-
Lemma-lﬁz Seien I, u, € W 2(G'); uy € W2 $(G) und p er/ulle (Vl) Dann gdt
 div{u(va, ) )1 V) = div (y(vug, )1 Vatg)[le.c T
= cs(lllllo22 e Nl + 6™ flealle™*) )y — 2.

" Dabei ist c_.,’= max {c,c;r? —|— rey glle.c + 73¢1642, 7205%¢y, TCg3cy)
" Beweis: fa) Zunichst ist. -
[div ((s(Viiy, 2) T Vi) — u(Vazg, 2) U Vay)||a.c

o @ ouy
; a_x' (l ( (Vul’ 23) '_x— - /L(Vuz, x) _))

) ] ou,
é‘lz (2= l) O ACEE P o
\ ’ 8 . . '
l Z (;L(Vul, x)— — ,u(Vuz, x) 322) o . . ‘/ '

b) Den 2. Summanden aus a) schatz,en wir wie folgt ab:

o [ ou du
“l Z '5;' (‘“(Vul) x) a_x:' - /"(Vub x) 3—3:.)“2 ¢

‘ - 22, 7] . 6 ) . ‘ '_
= Z “Z(Zﬂ“(vul,x) —a;--{- (3 n(Vu,, )) -a—— _ .

- ).

o2 \ n
= Z( ”lﬂu (Vuy, z) ( (uy — uz))[ ' d
: . 2.6 : ,

:l:, 3:1:,
R v
2, G) .

ll(,u(Vu,, r) — I;(V"‘?’ :z:)) o

0%, 0
— \Y
Z ﬂt;(vum a 8 (ax /"( Ug, T )

8x ax,

. +“ (_ (¥, x))(m' - ?Z)

+ Nl(ﬁii(vub jU) - ﬂ;i(Vuz, )

)

2.6 0x;-
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< r{rlllle. 1 llux — wlls®® + 5ty Wl llus = Uplle®* fluall6**)
+ calllle.c llglle.c llur, — walls™ + cs%er Wlle, les — 2ells™ flal+2)
o (Y + 7C3 ”9”4 ¢) g2 ”ul — Uyl ) .
. .+ 7203261 l1lle™ -2 Ilecallg®® [y — walle™? + res®ey lllllo2 2 ey — ulle®? Jluafle™?. .

- ¢) Fiir den 1. Summanden aus a) erhalten wir die folgem_le Abschét;zung:
/2 du; AR
|2 () (e = ;’,—ax,-_ T a—)

o
z e

é ”l”(:‘z'2 (r%1c5 [y — uplle>?).

2.6

IA

ou,
,“(Vulypx) 6— /"(Vuh x)
4.6 !

140

’

7

Man beachte, daBl bei den eben angegebenen Abschitzungen die Aussagen aus Be-

' merkung 4 mehrfach benutz,t wurden B

Lemma 7. Sezen n, P, N, pl € Lz(G’) und die. Funktwn R erfulle V2) Dann gelten
dze /olgenden Abschatzungen

1 IR®, pllac < exlllnllc + gl + (mes G2, , S
" 2. ||R(n, p) — B(ny,pllee = 01(||71_ - lle.e + Ip — Piile.c)- ‘
Beweis: Beide Uhgleich ungen ergeben sich unmittelbar aus den Voraussetzungen 8

Wir fiithren nun dlejenlg(,n Réaume und Operatoren ein, mit deren Hilfe wir die
" Existenz lokaler Lésungen zeigen werden. Fiir den Rest dieses Abschnittes setzen wir
durchganglg die Giiltigkeit von (V1)—(V4) voraus._ !

Definition 1: Sei X — W221(QT) X. W% l(QT) mit
ite, pllx ='H"«Hz o + lipllz:d- + SUP Iln( Nllz.c + Sup. (-5 O)llz.c -

. Weiter sei Q X > Lz((O T) Wo3(G) n W2 2(G) die durch A(Q(n p)) = oy(p — 7).
bestimmte Abbildung (vgl. Bem. 2&)) und «, € ((0 T), W2 “(G)) mit —Au, = ;N

lmd s, = Upls,»

) Defmlbxon 2: Sei S: X - X gemaB S(wl, 'wz) = (S,(w,, w,), Sz(w,, w,)) die durch

o (S 'wl, wg)) — (S, (wy, wz))

’

= le,(;L,,(_V(Q(w,, wy) + ) w ,V(Q(w,, w2 + u,)) + R(w,, w,),

] N S(w,, wz)'cu.s,. =0
und '

- i (Szl(wh 'wz)) - &3 A(Sz(wl, wz))
~=div (/tp V(Q(wb w,) + uy)) wp V(Q(wy, &)2) + w)) + R(w,, w,),

S?(wl’ wz)lcu Sy = 0

~
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bestimmte Abbildung' (man beachte, daB nach Lemma 5 und Bem. 3a) tatsichlich
S(X) € X gilt).. Ferner sei .

. 0 .
ny € WY (Qr) mit 5’:‘"1 —apAny =0 und 7nylgys, = Nleus,

sowie

R, R ' .o
p1 € W{(Qr) mit Py % Ap; =0 und  pyleus, = Poleus,-
' Die Existenz_der Funktionen n, uﬁd p, sowie die Giltigkeit der Ungleichung ||(n,, p,)ilx
= (1 + TU2) (2 + xg7) €, [l(ng, Po)ll x Mit g = max {xy, g} kann mit Hilfe eines einfachen Homo-
genisierungsprinzips (s. etwa [11: S. 261.]) leicht aus Bemerkung 3a) und Lemma gewomien
werden. _

Bemerkung 6: Man iberlegt sich sehr leicht, daB (z, n, p) genau.dann Lésung von (LH)
lst wenn P(n, p) := S(n, p) + (n,;, p,) = (n, p) und z = Q(n, p) + u, gilt. .

In den beiden folgenden Lemmata weisen wir die fiir den Nachweis der lokalen -
Existenz und Eindeutigkeit eéntscheidenden Eigenschaften der oben emgefuhrten Ab-
- bildung §- nach \

Lemma 8 Sez T <1 und (wy, w,) € X. Dann gilt’ ‘
oo ISy, wo)lle = ')’2T”5(” (w,, we) ||x + d_, (w1, we)“x_‘f‘ de);

© Dabei ist y, = 2¢,2 max {y, max {1;0&,}', c‘l}, ferner dy = 2 + sup ||u1(-, t)||(,-2-'2_ und.
d, = 2(mes G)1/2, ) Isis

Beweis: Mit Hilfe der Unglelchungen aus den Bemerkungen 2a) und 3a) sowie den
Lemmata-4, 5 und 7 schitzen wir ab: : .

SUP 1S3 (w;, wo)llo.c + “Sl(wl, wo)I[E:4 Qr. < 28, (wn wz)”z Qr
|
< 202“(1“’(/4':(V(Q(w1» W) + %)) w,V(Q(wy, ’wz) + %) ”2 Qr. + |1B(201, wo)ll2. o

= 202'(‘)’17”/6 ( sup [|@(wy, w,)llg*? - sup ”?14”62' ) ||w1”q or
: OSIST | S ostsT
T ' 1/2
G (f("wluzo + ”wzuz.a + (mes G‘)llz)2 dt) )
"= 22 (YlTlls (0‘1 SUP (lorlle.c + Ilw2llz [ + SUP ||u1”02“) ”wllo ‘Qr

/ 1/2
+ ¢ (f(”wluzo + llwalle.e + (mes 0)1/2)2 dl) )
)
S 202 (71Tl/5 (0‘1 (204, wz)”x + S“P [ly]lc? 2) "w1||2 Qr

Tt &2 ([(y, 22)lx + (mes 0)1’2)) ,

=Tk ((ll(wu w)llx + SUP ”u1”02 2) lonll56, + Iy, we)llx + (mes G?l/z). '

Mit der analogen Abschatzung fir Sy(w,, wz) erhalten wir N

||S(w1, w)llx = VzT"‘((ii(wn wo)lx- + sup. sl 2) (houli:h, + lfwe)l2:..)

+ 2 |l(w,, wo)llx + 2(mes G)W)
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- Daber ist’ .

3, 5 7 cnthaltenen nglelchungen erhalten wir erst einmal -
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< 7T (I, wallz® + (2 + sup lhullo™) s, wllx

+ 2(mes 6)2) B .

Lemma 9: Sei T < 1 und (wy, w,), (01, v,) € X mit [[(wy, wy)llx < d, ||[(vy, v2) le =d,
Wileus, = leus, = Mlous, und wylgus, = veleus, = Pileus, Dann gilt

”S(wn wy) — S(v,, vz)“x ( :xT”zd2 + yTH8(d + 1)) {2y, we) — (vy, U;)”X-

Vs = 022405(0‘1922 8cacs® + x1C?) "
und

Vs = 402 max {710‘1 + 0‘16220305 SUP ([, > + 650‘162 sup “?11”02 2

2! 5”‘~1P'”u1”62'2 + 05020‘1 + 01}- '
- osts
Beweis: Mit Hilfe der in den Bemerkungen 2a) und 3a) sowie in den Lemmata 1,

q4
’ ||S(w1, wy) — S(vy, 02)“3’ -

= ||Sy(wy, wp) — Sy(vy, v)lIE] QT + SUPT”Sx(wb wy) — Sy(vy, V)lls.g

+ “S"(wu wy) — Sa(vy, ’Uz)”z or + sup 1S(w1, we) — Sa(2y, vollle.cn
0<IST

In dicser Gleichheit kann dic erste Zeile rechts wie folgt abgeschiitzt werden :

18101, ) = Sion, 20, + sup IS0, ) — S vl
< 218y, w3) — Su(on, wlEh,
< 20, ([div (s V(Qu0r, we) + 1)) w0, ¥(Qty, 205) + )

— div ((V(Q(ws, v2) + ) 2:¥(@0s, 72) + ) e

+ IRGwy, wy) — Reos, villkor) |
= 26 ("df" (:un(V(Q(zvli w) + 1)) wV(Qwy, wy) + )

— div (4 V(Q0r, 1) + ) ©:19(Q(wr, 2) + w)) [0

+ [div (unl @V w2) + 1)) 0,9(Qwn, 205) + 1))

— div (s @(V(w1, 93) +21) 9:V(Qwn, v0) + ) o,

+ IR, w) — R0, o)l ) -

= 262 ()'1’-’“’5( sup | 1Q(w,, wz)”62'2 + sup| lleealle® 2) [ vl”" or

1
'

: . + ( [ e¥{llolie® ilQ(w,, w) — Qog, va)lle®* |
+ ””1”(‘1 o2 "Q(”n ?)2) +. ’Uq“(;2 6 ”Q(wn u,2) - Q(vl: vz)”o2 »2
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Y

+ ”"’1”(:2'2 1Q(wy, we) —Q(vy, 'Uz)”’(;“z'2 IQ(2y, ve) + uluaz.é)z dt)

1/2 . -~

1/2
+ ¢ (f (lhoy — vlle.c + ”wz — ?12”2 ¢)? d‘)
= 202 (?17“’5 (oq sup_ (lhenlle.¢ + lewolle,c) + SUP ”u1”62 2) oy — vnloo,
T N /2
+ Cs {020‘1 (f (”1’1”6"'2( sup |lw, — vyll.¢ + sup I|u,2 - 'Uz”z.c))zﬂl)
0 0SIST. OSIST :

T

+ anCe”Cs(f(Ilvxllc"?(llvlllo” + llvalle™? - Iluslle®®)
0 .

1/2
0 X ( sup |jwy, — vlle.¢ + sup |lw, — ”2"2.0))2 dt)
OSIST OStST i
: T o
AN ~+ leczz(f(”vlllce-z( sup |pw; — v)lla.c + sup |w, — ?)2”2.(:) ’
. : o OSIST ostsT :

_ 1/2
X (.o + ol + o) @) }

. T ) o e .
Lo H (f(”wl — vllp.¢ + llwe — vyl ¢)? dt) ) . . . o
g .
= 2¢,° (}’17“/5 (0‘1 Iy, wa)llx + sup ”“1”(;2'2),”(wh w,y) — (vy, va)llx
] ‘ _O0SIST .
N . -7 12 . '
+ ¢ {020‘1 (201, w2) — (w1, vl Tl/z(f(“”l“(;l'2)2 dt) . o
¢ .

. : T’ ST
. o + xiccy ll(20y, wy) — (01, v)llx T2 ((f(”’h“al'z)‘1 dt) ‘
¢ .

T : C\Yz T 1/2 o
+ ( [ Uolat® foglot-2 dt) ([ oy dz) )
0 . 0
‘f"0‘1022 I(wy, wa) — (v, vl x ™ .

.. . T 1/2
X (ion 2l + sup nulnc“)( [ il dt) }
. . 0=tET 0 .

o e s, 5) = (o, o)l
S 267 (T (aid F sup lalle®?)
0SIST .
+ ¢ {cza,T‘/z + ayCp2c, T2 (c,zsd2 +d sup_"u,lIG?'“)
’ . 0StsT .
+ x162 21’”2 (d2 +d SU}) [[eey]lg* 2) + 01'1"'2) l(wn, we) — (v, — vz)”x}-

Mit der analogen Abschétzung fiir Sy(wy, w,) — Sy(v,, v,) folgt die Behauptung 8

Mit Hilfe der bisher getroffenen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die lokale
. Existenz und Eindeutigkeit starker Lbsungen nachzuweisen. Sei die Aufgabe (LH) fiir
ein’ Zeitintervall (0, T') gestellt, wobel wir ohne Beschmnkung der Allgememhelb )
T = 1 voraussetzen wollen, er seuen dy= H(no, Po)llx. Dabei sei X der in Deflmt,lon 1
emgefuhrte Raum fiir 7 = 1.

I
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Satz 1: Sezen (V1) bis (V4) erfilllt. Dann besitzt (LH) eine emdeutzge Lésung (u, n, p)
((O To), Wz/z(G')) X X im Zeitintervall (0, Ty). mit Ty = min {1, cdy5}. Dabez ist

= mm {(80272(2 + 0‘4"’) (14 d, + dy) ) 5, (4y5)~? (402( + 0‘47'))
(802‘}":»(2 + 0‘4")) }

Beweis: Seid — max {4cy(2 + x47) dy, 1}. Dannistd = 2 ||(n,, 'p,)||lx (vgl. dazuauch
di¢ Erliuterung nach Def. 2), wobei X der in Definition 1 cmgefuhrbe Raum fir7 =1
ist. Wir wa.hlen nun ’I'o > 0 so klein, daf}

T + dd + d) S5 und puTgat 4+ Tl + 1) 5 -

gflt ‘Man rechnet leicht nach, daf} dies fur das im Satz angegebene T, der Fall ist. Alle
folgenden Uberlegungen splelen sich nun in dem fiir.das Zeitintervall (0, T') definier- -
ten Raum X ab. Wir betrachten

v .

"M = {(w,, wy) € X | {}(w,, wz)”)r <d,w — 7hlcus,~ = 0 Wy — 2’1|Gus,- = 0}.

Wegen Lemma 8 g’lt' [1P(wy, wo)llx = 1S(wy, Wlllx + (71, P1)llx = @ fiir (w,y, w,) € M,
also P(M)< M. Aus Lemma 9 und der vorigen' Wahl von X, folgt ||P(w),, w,)
T — P, volllx £ 27! [(wy, w,) — (vy, vo)l|x fiir (wy, w,), (v), v;) € M. Nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz besitzt P ‘damit in M genau einen Fixpunkt, (n, p). Nach Bemer-
+ kung 6 ist (u, %, p) mit u = Q(n, p) + u, Losung von (LH) im betrachteten Zeitinter-

~ vall. Die Eindeutigkeit. der Losung (die obigen %berlegungen reichen dafiir nicht aus,
da P ja noch einen Fixpunkt auBerhalb von M haben konnte) 148t sich wie folgt zei-
gen: Angenommen, es gibt zwei Losungen die sichin jeder Umgebung des Nullpunktes -
unterscheiden. Durch Wahl eines hinreichend kleinen Zeitintervalls erreicht man, da3
beide Losungen in einer Menge liegen, in der P eine Kontraktion ist. Dies w1derlegt,
die Annahme. Aus der lokalen Fmdeutlgkelt folgt leicht die Emdeutngkent in behebl-
gem Zeitintervall

. Bemerkung 7: Die Aussage von Satz 1 bleibt giiltig, wenn (V2) und (V4) durch (V2’) und
(V4’) ersetzt werden. In diesem Fall gilt zusatzlich n = 0 und p = 0. Aus Satz 1 ergibt sich zu-
nichst, daB die Aufgabe mit der Funktion R+ eine eindeutige Losung (u, n, p) € Ly ((0, T);
W22(@)) x X besitzt. Nach [3] besitzt die Aufgabe mit der Funktion R+ eine eindeutige schwache
Losung (4, #, $), fir die 7= 0 und § = 0 gilt. Es folgt (n, p) = (#, §) und damit auch » = #.
Wegen » = 0 und p = 0 ist R*(n, p) = R(n, p), d. h. (u, n, p) ist Losung der Aufgabe mit der
Funktion R!). ' :

\

- 4. Globale Existenz und Eindeutigkeit starker Losungen

Wir stiitzen uns beim Beweis des folgenden Satzes wesentlich auf die Ergebnisse des”
vorangehenden Abschnittes sowic auf diein [3] bewiesene Existenz globaler schwacher
Losungen

Satz 2: Seien (V ( ), (V2'), (V‘%) und. (V4') erfiillt. Dann besitzt. (LH) fiir beliebiges
T > Oeine emdeutzge Losung (u,m, p) € Lm((O T); w2 2(G’)) X X. Fiir diese-gilt n = 0~
und p = 0. .

N

1) In [3] wird nur der F(»Il :
R(n,p) = (np —¢) (ry + o+ rp)yt T (> 0,0 20)

betrachtet. An Hand der in [3: Lemma 4.1] durc}igeﬁlhrten Uberlegung ist jedoch leicht zu
sehen, daB fiir die dort bewiesene lokale Existenzaussage, die fir den Nachweis der Positivitit
unserer Losung geniigt, die hier angegebenen Voraussetzungen an R hinreichend sind.




Globale Existenz und Eindeutigkeit starker Lésungen 221
 Beweis: Zuné’.ch’st schreiben wir u in der Form u = u, + 43 mit ‘
-—sz = x)(p — 1), Ugls, = uOIST und. _Aus = o, N, ugls, = 0.

a) Nach [3] besitzt (LH) (unter schwacheren als den hier angegebenen Vorausset-
.zungen) cine globale Ldsung (u, n, p) mit ‘ :

(n, p) € Ly((0, T); W 2((;f) n W20, T); W- 12(G))

Mit Bemerkung 2 folgt daraus u,/dz; € W,>Y(Qyr) fur jedes 7. Aus Bemerkung5 er-
. halten wir 9u,/02; € Lyo(@r) und n, p € Lyig;5(Qr). Weiter ist (vgl. wieder Bem. 2 und 4)
. Quyfox; € Lo((0,T); WH(@)) & Lm(QT) Nun kénnen wirt abschatzen

\

= Cl ||n||1o/3.or U

5/2.Q7

” o
Pt G

0
ey ’
axl 10,01

d. h. div (,l,,nvu) € Lyo{(0, T); W- 15/2(6')) Weiter ist n, p € Lo((0, T); Ly(G)) (das ist
eine elementare Eigenschaft des Raumes Ly((0, T); WH¥@)) nWr2((0, T); W-1¥@)))
und damit auch R(n, p) €L (( Ty; LQ(G)) o= L5,2((0 Ty W L 5”(G)) Nun schreiben

_wir n in der Form n = n, 4+ n, mit

~

-anz + xAn, = div (/,’c,,'nVu)»—F R(n, p) und Nolgus, = 0

[y

‘und n, wie in Definition 2. Fiir p betrachten wir die ‘analoge /erlegung Nach Be-
merkung 3b) ist :

ny € lez((O T); Wt /2 (G)) n W1 5’2( 0,7y, w- t"’2(6}’))

Analog erhalten wir, daB.p, in diesem Raum liegt. Nun Lerlegen wir'u2 in‘uz =.1;~z_1 )
+ Uy Mit o :
' _'Au2l = 0‘1(711 + 1), uzlls-,- = uOIST und  —Auy, = 0‘1('""2 — Pa),
Ussls, = 0. - ' -

Jetzt konnen wir die eben durchgefiihrten Uberlegungen wnederholen wobei wir dies-
mal die gerade gezeigten Eigenschaften von » und p als Ausgangspunkt, nchmen.
Zunichst .ist OQu,,/0m; € W2 (Qr), es folgt Ouy/ox; € Lo(Qr) und n,, pp € Lg(Qr).
Wegen ' : AR

n, pr € Woti(@r) S Loo((0, T); WAE)) S Loo((0, T); L(6))

und u, € Loo((0, T); W2HG)) ist upy € Loo((0, T); W2S(G)), also dus,/0x; € L (('0 T); -
Wwrs( G)) € Lo(Q@r) (vgl. Bem. 2a) und 3a)). Mit Hilfe der schon vorhin gezeigten Be-
~ ziehung 8u3/8:v, € L (Qr) und n, € Ls(Qr) (vgl. Bem. 5b)) folgb

KTt .52;;_ u€ LS(QT):\d h. div (u,nVu) € L ((0 T); W_I'S(G))

Da auch R(n,p) € Ls((O ™; W‘”(G)) gllt, (s. oben), folgt aus Bemerkung 3b)
ng € Ls((O T); WHS(G))n W 5( 0, T); W-r5 G)) analog fiir p,. Insbesondere haben.
wir ny, P, € L,,((O T);, Wh¥@)). Wegen 7, P1 € Loo((0, T); Wr¥( (@)) (das ist eine ele-
mentare Eigenschaft des Raumes W,>(Qr)) erhalten wir n, p € Lg((0, T); WA¥(@)).

Natirlich hiitten wir die Uberlcgung der eben vorgefithrten Art noch fortsetzen kénnen. Wir
kommen dabei fiir » und p aber nicht iiber den Raum L qo((0, T); W ‘?(G)) n WLe((0,T); W-19@))
fiir beliebig groBes ¢ < co hinaus. Selbst dafirr wurden schon im néchsten Schritt stirkere
Voraussetzungen an n, und p, ndtig sein. Insbesondere erhalten wir auf diese Weise nicht dxe
Existenz der zweiten Ortsnbleltungen
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‘b) Nehmen wir nun an, déB,die Aufgabe fiir das Zeitintervall (0, T') gestellt ist und
in diesem keine Losung in Lm((O, T); W“(G)) X' X besitzt. Sei

Ty = sup (T, > 0 (LH) hat eine Losung in L(0, To); W2(G)) x X}

- Nach Bemerkung 7ist zunéichst T, > 0. Es folgt weiter, daB im Intervall (0, T,) keine
Lw((O, T)); W“(G)) X X-L('isqng existiert. Andernfalls miiBte wegen Satz 1 auch in’
einem Intervall (0, 7'y + ¢) fiir ein & > 0 eine solche Losung existieren. Man beachte
dabei, daB die Losbarkeit im Intervall (0, T',) die Giiltigkeit aller Voraussetzungen fiir
ein in T') beginnendes weiteres (hinreichend kleines) Tntervall sichert. Wir betrachten
Ttmit Ty — 1 <t < T,. Wegensn € W,21(Qy) ist n(t) € WL3(@) (das ist cine clemen-
tare Eigenschaft des Raumes W,>Y(Qr)). Sci g € W,1%(G) gemiB g := n(t) — no(t). Nun
gibt es eine Fortsetzung n, ¢ W22.1(G'x(t, t—{—l)) mit n,(t) = g und nyls, = 0 sowie
g lZL s 1y = € flglle?? (dies ist als Spezialfall in [6:-Kap. IV/Th. 9.1] enthalten). Sei nun’
Tig € W22'1(G’ X (¢, min {1, t + 1})) gemaB % := ny + n,. Auf analoge Weise konstru-
ieren wir Funktionen p, und H;. Aus Lemma 1 folgt v .

C e Bl S g, 2ellx + (0, POl |
- =20 = ma(Olls** + llpt) < po(®lle™?) + [0, olx
: < 26(In @l + Ipe)le™2) + 8
mit- / ) . .
8 = 26 sup (llno(2)lls"2 + Ipo(Ma™2) + (0, Do)l -
0T .

Dabei beachten wir,daB sup [[ng(7)lls12 < oo wegen ny € W,21(Qy) gilt-. Aﬁalog fiir p,.
. 0T R .

Da laut Annahme keine Lw((o’ 1,); Wz.z(G)) X X—l}ésuhg existiert, mul nach Satz 1
und Bemerkung 7 ||(7; Po)llx® > ¢(T'y — t)~1 gelten. Es folgt : -

(2E(I@Olc™2 + lIpE)llo}?) + 8)° > o(Ty — )L,

Damit, wire die Furiktion a(t) := (Hn())”ﬁﬂ + []j)(t)]lcl'2)5 im Intervall (7, — 1, 7))
nicht integrierbar. Dies steht im Widerspruch zu dem in a) gezeigten Sachverhalt B

N

5. Vérbesserte Regularitit unter stirkeren Forderungen
N, .

an die Anfangs- und Randwerte .

Wir wollen in diesem Abschnitt noch diskut;iércn, wie weit sich die Glattheit der Lé-

sungen auf der Grundlage der bisherigen Aussagen dieser Arbeit verbessern lassen,

wenn wir stiarkere Voraussetzungen beziiglich der Anfangs- und Randwerte machen. .

Satz3: Seien.(V1), (V2'), (V3) und (V4') erfiillt, Zusdtelich sei uy € Lof(0, T);
W“(G)),N € Ly(G) und ng, py € W 2N Qr) fiir jedes ¢ < oco. An Stelle von (V15) gelte

10u(¢, z)[0x;| = ¢i. Dann liegt die Losung (, n, p) der Aufgabe (LH) im Raum Loo((O, T;
W29(G)) X WY Qr) X W 2HQr) fiir jedes ¢ < oo. :

Beweis: a) Aus n, p € W,2(@r) folgt nach Beinerkung 5 zunichst n, p € Lo(@r)
und on/dx;, dp[ox; € Lyo;(Qr). Mit Bemerkung 2a) erhalten wir du/dx;, d%u/ox; ox; -
€ Lyo(@r). Ahnlich wie im Beweis von Lemma 5 kdnnen wirhun abschitzen:

‘ 4 ou on\ [ ou &%u
’ -— < — =
4 H"): oz; (#n " ax-') 512,07 ‘-\j (Cl ‘ (3-%') (695;) 5/2.0r+ “ ;Z

ey T

6x¢ ax',
' s/ ] 7

1

5/2.Q01
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4 \

Dabei ist . - , ’
( on ) ( &u) on ou -
kil If Pl < [[=—= fhdad)
0x; |\ 0%; | |512,0, 0%; |i0/3.0- || 2%i [j10.01
und :
. azu 32u . 3211.
n — <é < € Inthoop |l ——
8x,- a.’l:’- 5/2.05 = .00 ” ”10 Qr 3£t,' axi 10,0+
sowie : '
o) (2, = o2 s | 5
n = € |In
(ax' o s, = 08 o |5,

mlt, einer geeigneten Konstanten & > 0. Da offensichtlich auch R(n, p) € L5,2(QT) gilt,
folgt aus Bemerkung 3a) n € WE4(Qr), analog fiir p.

b) Ausgehend von den jetzt nachgewiesenen stirkeren Eigenschaften der Funktio-'
nen n und-p lassen sich die im Punkt a) durchgefiihrten Uberlegungen wiederholen.
Ohne daB wir dies hier im Einzelnen ausfiihren wollen, erhalten wir im néachsten Schritt-

n, p € Wi (Qr) fir jedes ¢ < 5.und in einem weiteren Schritt #, p € W 2\(Qy) fiir

jedes g < oo

Bemcrkung 8: Ausn, p€ W 2Y(Qy) fiir jedes ¢ < oo folgt insbesondere (vgl. wieder Bem. 5)
2, P € Loo(@r) und auch on/dx;, dp/ox; € Lo(@7). Von GasEWSKI und GROGER [4] wurde unter
etwas anderen Voraussetzungen die Beschriinktheit von » und p durch eine von 7' lmubhanglge
Konstunte ge/mgt
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