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Uber Gleichungen vom gemiseht-zusammengesetzten Typ

A. MULLER-RETTROWSKI

Es werden Randwertprobleme fiir partielle Differentialgleichungen dritter Ordnung vom ge-'
mischt-zusammengesetzten Typ untersucht. Im ersten Teil werden lineare, im zweiten Teil
nichtlinéare Gleichungen behandelt.

N ‘
Hsydaiorea kpaesbie sanaun A qu@PepeHUNATbHEIX ypaBHEHHIT B YaCTHRIX NMPOH3BOXHKIX
TPETLETO NOPANKA CMELRHHO — CJI0MHOTO THNA. [TepBas yacTs mocrAmena JIMHEHHHM, BTOpad
4acTb HEJAHHENHBIM ypaBHEHHAM. :

Boundary value problems for. partial differential equations of the third order of mixed-composite
type are studied. In the first part linear equations are investigated, in the second part nonlinear
equations, = - o -

: ~

1. Problemformulierung. Ergebnisse. Bezeichnungen
\

Die Gleichungén werden in einem einfach-zusammenhéngenden beschrinkten Gebiete
D < R3(z, y) betrachtet, das mit der z-Achse den nichtleeren Durchschnitt {(z, 0):
0<z<1}=(4, B) mit A=(0,0), B= (1,0) hat. Es sind a € CY(D),c € C%D) und:
eine Funktion k& = k(y) gegeben, die in [¥,, y,] stiickweise stetig ist und k(y) 2 0 fir
¥ 2 0 erfiillt, wobei y, = min {y : (z, y) € D} und ¥ = max {y: (z, y) € D} bedeuten:
sowie g, <0 und y; > 0 sind. Wir bezeichnen stets durch n — (n1, ny) die dulere
Einheitsnormale fiir D auf dem Rande 8D von D. Dieser Rand ist fiir y > O eine stiick-
weise glatte Kurve Iy, die B mit 4 verbindet. Fiir ¥ < 0 setzt sich 8D zusammen aus
der Kurve I'_, die Charakteristik fiir den Operator T' = k(y) 62/0x> + 82/2y? durch A,
mit negativer Steigung ist, und aus einer fiir 7' nicht-charakteristischen stiickweise
glatten Kurve I'; durch B, die I'_ in C schneidet. Es wird noch vorausgesetzt, daf3
kn,® 4 7,2 > 0 und =, = 0 auf I, erfiillt sind. Die Charakteristik /", die Charakteri-
stiklmit positiver Steigung durch B und das Intervall (4, B) der z-Achse bestimmen ein
charakteristisches Dreieck : die Bedingung an I'; besagt, daB I', innerhalb dieses Drei-
ecks verlduft. Wir haben somit 9D = I, wI_ v I'. Wir zerlegen Iy in Iy~ = {(x, Y)
€Ilg:ny =0} und Iy* = {(2,9) € Iy:n, > 0} und I'iné, ={(z,y)eI:n, > 0)
und §, = {(z, ) € I'}:n, = 0}. , .

Im ersten Teil der vorlicgenden Arbeit werden Bedingungen fiir die Funktionen
a und ¢ angegeben, die fiir das Randwertproblem ' :

Lu ;_=a—il(Tu+au‘,)+cu=f(x: y)in D . ’ (1-1)l

# = 0 auf 8D und U, = 0 auf I'y~ .

und fiir das zugehérige adjungierte Problem die Existenz halbstarker und f—vemll,—
gemeinerter Losungen zu beweisen gestatten (Sitze 1—3; fiir die hier verwendeten
Lésungsbegriffe vergleiche man [13]; u, bezeichnet die Ableitung von % in Richtung

15 Analysis Bd. 6, Heft 3 (1987) ’ : r



- 226 . A. MULLER-RETTKOWSKI

' !

von 7). Im zweiten Teil wird gezeigt, daB das nichtlineare Problem
e _ ) \

Pu:= Lu — u |ul® = f(x, y, u) in D (o = —1/2, konst.) (1.2)

. = 0 auf 3D und u, = 0 auf Iy ’

Losungen in W,X(D) in einem vera-llgemeinerteh Sinne besitzt (Satz 4).

Randwertprobleme fiir Gleichungen vom’ gemischt-zusammengesetzten Typ auch von héhe- )
rer als dritter Ordnung und auch in hoheren Dimensionen wurden héufig in der Literatur be-
handelt (man vergleiche etwa [2—4, 7, 8, 12, 14, 15]). Meist werden die Ergebnisse durch Um-
formen der Probleme in aquivalente Integralgleichungen erhalten. In (8, 14, 15] wird auch die
hier benutzte Energie-Integralmethode angewandt. In [8, 14] werden ghnliche Probleme wie
hier untersucht, doch setzen die Existenzaussagen dort voraus, dai I'; mit der durch B gehen-
den Plus-Charakteristik (Icn,2 + ny2:= 0 und n, = —V=k n,) zusammenfillt. Bewiesen wird
dort die Existenz schwacher Losungen fiir das zu dem Ausgangsproblem adjungierte Problem.
Die Bedingungen an die den Funktionen a und ¢ entsprechenden Koeffizienten in {8] sind ein-
schrinkender als hier. In der Arbeit [15] wird ein nichtlincares Problem fiir eine andere Glei-
chung vom gemischt-zusammengesetzten Typ in einem Rechtecksgebiet behandelt. Hinsicht-
lich der Anwendungen von Gleichungen vom zusammengesetzten Typ bei der Behandlung ebe-
ner stationirer Strémungen einer idealen inkompressiblen Flissigkeit oder eines idealen elek-
trisch leitenden Gases um ein diinnes Profil in einem homogenen Magnetfeld oder hinsichtlich
des Auftretens derartiger Gleichungen als Grenzfille elliptischer Probleme wird verwiesen auf
‘die Bemrerkungen in [5] und insbesondere_auf [1: Kapitel V, §5 und Kapitel VIII, §3,
Abschnitt 3]. . ’

. Die Sobolew-Raume der bis zur I-ten (I'€ N u{0}) Ableitung einschlieBlich in D

quadratintegrablen Funktionen werden mit W,'(D) bezeichnet, das zugehorige Skalar-

produkt mit (-, ), und die Norm mit |- Es ist WD) = Lyo(D), WD) der Ab-

schluB von Cy®(D) in der Norm ||-|}, und W,~}(D) der Dualraum zu W,1(D). (Man ver-

gleiche [11].) Wir vercinbaren, daB positive Konstanten, die hochstens vom Gebict D
- oder dem Operator 4 abhéngen, fortlaufend mit ¢,, c,, ... bezeichnet werden.

I. Das lineare Problem

<2, Das adjungierte Problem

Der Operator L* ist durch (Lu, v)y = (u, L*0), fiir alle u, v € C,®(D) definiert. Es
ergibt sich Lty = —3(Tv — av,)/0x + cv. Man uberzeugt sich durch Anwenden des
GauBschen Integralsatzes von C . ‘

(L, v)y = (u; L*v), + fv(Tu + au,) nds — f’uag);n,ds L.
. aD * R .
+ [ (udn(vs) — vdou)ds fur w,ve C¥D)n c¥D), (2.1)
b 7 ‘ . .

wobei d,w = kw,n, + wyn, auf 8D die Konormalenableitung von w (bezogen auf T)
* bezeichnet. Wir definieren die Funktionenmengen - :

D(L) = {u € C3D)n C¥D):u = 0auf aD, u, = 0 auf Iy},
DL ={ve C3(D) 0 C¥D) : (Lm, v)s = (&, L*v)o, w € D(L)}.-
: Unt,ér ‘Verwendung von (2.1) prﬁft man '
| D(L*) = (v € C¥(D) n C*D) : v = 0 auf 8D, v, = 0 auf Iy* ud;}

Y ”~
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" nach. _Daé zu (1.1) adjungierte Randwertproblem lautet somit:

‘ mit
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Zu’evner in D definierten vorgegebenen Funktion g st
v € D(L*) gesucht mit L*v = g'in D. - (2.2)
Wir definieren _dic Hilbert-Riume (W,%(D, bd), (-, -);) und (WD, bd+), (-, -);) als Ab-

. schiu von D(L) bzw. D(L*) in der Norm von W, D). Die Operatoren L : D(L) = W 3(D, bd)

.= Ly(D) und L+: D(L*) = WD, bd+) — L,(D), lassen sich abschlieBen zu Q: Wa3(D, bd)
' = Ly(D) und &+: W,3(D, bd*) — Ly(D). Es gilt (Qu, v)y = (u, 8+v), fir u € W,3(D, bd) und - .
v-€ W,3(D, bd+). L und L* sowie € und €+ sind zueinander formal adjungierte Operatoren im
Sinne von [9: S. 71.]. !

3. Apriori-Abschitzungen

-Wir ordnen L den folgenden symmebrisch'eh (im Sirine von Fried’richs,‘siehe [9:8.19])
linearen Ausdruck von sechs Differcntialoperatoren erster Ordnung zu: '
AN . R

Ku=d, 2 u+cu B c -
ox ) : ) .. :

% = (W, %, Uy, U, Uy, 4T und. w € CYD) 0 CY(D)

und den matrixwertigen Funktionen

1

o ya O yk 0 py e ya,—a 0 0 0 0
) ya o' . . . 0 0 —ya’ 0
1o o . - . 0 0 " o
A1.= ok 0. | . und ¢ = 0 0
0 0 . ) - \o o 0 . .
yi+0 . - .0 . 6 — 0 . . o

Hierbei sind « und y in. D definierte, fiir alle weiteren Umformungen geniigend glatte
Funkjionen, die spiter geeignet festgelegt werden. Mit 2%(z,y) = C + CT"— (4,),
und B(z, y)2p = 4, erhilt man -

2 [uT Kududy = [ u* 2%z, ) udzdy + [ Blz,g)uds  (31)
D D op . o

(mari~vergleicl;e [9]). Im ersten Integral rechts tritt der Ausdruck
=-f (—2y.kuu,, =2y umy, — 2ykugu,, — 2pum,)drdy - T -
D .

auf, der durch partielle Integtation umgeformt wird zu- o L

v I = [ [T (y,) + 3pku,? + 2y + you2)de dy”
: 5 . / ,

4 f [uida(y,) — plu 2k — uf) ny = 2y udu — 2puu,n,) ds.
) B ' ‘ ) g ‘ : '

: Wifd~dies in (ﬁ.l)leingeBracht;, so erhélt man

2 [uT. Kudzdy = [ (u,u, ) 2%(z, y) (v, u,, u,)" do dy
D D . . )

+ [ [woms o+ dulya)) + 2ulyariny — podyu + yTuny)|ds
aD !

T (=) () Bl@, y) (wsw)" ds =: (D) + 1,(3D) + Iy(3D). |, (3.2),
Y} ‘
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Hierbeisind - . | |
B 2y¢— o — (7:) Y4 — & ‘ 0 kn
22(2, y) = | —v:4 —« —2ya + 3y.k v, | und Bz, y) = (n '
0 o ) l , Yo' Yz ' » ?
Wir kommen jetzt zum'Hauptsabz des Teils I.
Satz 1: Sind die’ Voraussetzungen '
(i) a € Cl(D) ‘mit -min{a(z, y) (x, ) € D} =qy>0
(u) c E C°(D) mit oz, y) = 0 fir (x, y) € D

N er/ullt s0 gibt es ein 2 > 0 derart, daﬂ mit p(x,y) =2 — 7, (x y) € D gzlt

(Lu, yu)o = ¢ lully® fir alle w € D(L).

(3.3)

Die Voraussetzungen (1) und (1i) kénnen zu ,,stuck“ cise’’ stet,lg dxfferennerb'lr bzw. ,,stiick-

weise* stcmg abgeschw iicht werden.

Béweis: Es sei u € D(L). Dann hat man msbesondcrc U= 0 auf D, also Iz(aD)

wendet man das, so kann man schronben }
L,(0D) = [ (—y) miua(kn,? + n22) ds. S

2D . ’ hd

" Weiter folgt aus u = 0 auf 8D, dab dort u, = u,n, und u, = Uy gelten. Ver-

’

14ur u 6 D(L) gilt %, = - 0 auf Iy, und da I'_ eine Charakterlstlk fur T ist, folgt
I(Fyul)=0 unabhanglg von y. Wir wihlen 2 > 1 so groB daB y(z,y) =2 — 2"

<0 mD gilt. Dann'folgt I3(7y* .u ') = 0. Insgesamt, haben wir dann bis hierher I,(oD)

+ I4(0D) = 0 fiir u € D( L) erhalten. Das bedeutet mit (‘% 2)
. 2fuT Ku dx dy = f (%, Uz, Uy) - 2x(x, y) (u Uy, U, )rdx dy.

)

(3.4)

. fur u€ D( ). er legen & durch al{r, y) = —z, (=, y) ¢ D, fest -und berechnen
o 2x —A)c+1 z—a -0
2z, y) = |z —a, - 3k + 2a(’ —x) 0}.
"o 0 1 )

'Nach den Vora.usset&ungcn kann 4 so groBl gewihlt werden daB x(z,y) in D positiv

definit- ist. Wegen fuT Kudxdy = (I/u, yu), fiir u € C"(D) n 02(D) folgt JetLb mnt

(3.4) die Behauptung |

Satz 2: Unter den Voraussetzungen aus Satz 1 gilt mit geezgnetem / > 0 und Blz, y)
=—x — ) die Abschdtzung _ . ; .

(L+'b Bv)e = ¢, |lvl,® fir alle v € D(L*).

Beweis: Wir gehen analog vor w1e ab Beginn dieses dritten Abschnitts. Mit® .

(3 5)

v = (V, Vg, Uy, Vg Voo 'v,,,,)T, v € C¥D) n C¥D), wird L+y der leferent,lalausdruck

" erster Ordnung Ky = 4, dv/éx + C'b zugeordnet mit

6 pa 0 —pk 0 —8 Be

pa 0 .0 0.0 O 0 —Bu 0
R ‘0, . . . . 0o} o o0
4= _22 SR e E

0. . . 0 0 .

-4 0 . . . 0 0 B 0

ot

Ba, —5 0 0 0 0O

0
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die spater verfiigt wird. Geht man $o vor wie im AnschluB an die Defmlt,lon‘von K,
so erhidlt man ent,sprechend (3.2) ’

2fvT Ry dx dy = f (v, v, v,) - 2%(z, J) (v, v, )T dz dy . /

o i —‘ . + f[vz(én, —d (ﬂz)) + 2b(ﬂavznl + B4 — ﬂTvnl)]ds

\ + f B0 ) Bla,9) (v, 07 ds =: 1,(D) + Iz(aD
. + is(aD), I N ¥ 6)

. wobei ) ) :
. 250 - 61 + T(ﬂz) ~ﬂz‘a’ —6 - 0 s . .' lc.n n
2%z, y) = | —B.a — 6 —28a — 38,k B, | und B(z,y) = (n ' v_,j)
0 - . *ﬂy‘ - ./ '_ﬂz ) I : S
bedeuten Fir v e D(L*) gilt v =0 auf aD “deshalb erhilt man w1e im Beweis zu
Satz 1 - /

Iz(aD) =0 und I,@D) = f ﬂnlv,ﬁ(kn, + n22) ds )
Aus ve D(L*) folgt, v, = 0 auf 1"0 ud,dadortv =v,=0 gllt Auf §, ist nach Defi-
nition n, = 0, und da I"_ fiir T eine Charakteristik ist, hat man kn,® + 7,2 = 0 auf

. I, Es gllt also 1,(I- v I'y u I'y*) = 0 unabhingig von g, so daB 1,0D) = 0 wird,’

fiir v € D(L*). Wir leéen 6 durch 6(;v, y) = —=z, (z, y) € D, fest und berechnen”™

~2(x+4)+1 a2z oy
2%(z, y) = a+.x 2a(x + 2) + 31; 0].
’ 0 0 1

Durch Wahl von 1 > 0 genugend groB wird 24(x, y) in D positiv definit, so daB, wenn
man f vT - Rydx dy = (L*v, Bv), fiir v € C3(D) n C*D) beachtet, smh aus (3.7) dle

Behauptung erglbt ]

-

4, Existenzatfssagen

N ]

Fur die in diesem Abschnitt verwendeten Losungsbegrlffc vergleiche man,den Uber-

sichtsartike] [13] und die dort angegebene Literatur. : -
Sa.t,z 3: Unter den Voraussetzungen aus Satz 1 besitzt das Problem (1. 1)

(i) zu 7edem f € Ly(D) eine halbstarke Losung; e
(i1) zu jedem 'f € W,"Y (D) eine 1-verallgemeinerte Lésung, d.h. eine Funktion
u € W (D), fiir die (u, &)y = (f, ) fiir alle v € W,3(D, bd*) gilt.

wobei # und 8 in D definierte und geniigend oft differenzierbare Funktionen sind, iiber

. = falls nur 8'< 0 auf Iy~ erfiillt ist. Dies gilt mit der Funktion § = —z — 4, wenn .
. 2> 0 geeignet gewihlt wird. Es folgt da.mlt, aus. (3 6) die (zu (3.4) analoge) Ab-
schitzung
2[ o7 Rydzdy 2 [ (v, v, v”) 2%(z, y) (v, v,, v,)T dz dy ) (3.7)
b D R

N
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Beweis: (i): Nach [13: Sat/ 4/S 231] sind die Unglelchungcn ILully = ¢ lull
{ue D(L)) und {|L*olly = ¢4 |lo]lo (v € D(L*)) nachzuweisen. Diese folgen sofort aus den
Abschitzungen(3.3) und (3.5), wenn man die Schwarzsche Unglelchung anwendet
und ||l = (||l beachtet. .

\(i1): Nach [13: Satz 9/S. 244] ist d1e Unglelchung 18+vll-y = ¢ |l (v € W3(D, bd*))v
nachzuweisen. Diese folgt ‘unmittelbar aus der Abschatzung (3.5)

Es gelten L = L+ und D(L) = D(L**), so daB das zu (2.2) adJunglerte Problem meder das
Ausgangsproblem (1.1) ist. Damit gilt ein Satz 3 entsprechender Satz fiir (2.2).

B \

IL Das nichtlineare Problem. - . ‘ ‘ o0

5. Definition des verwendeten LiisurTgsbegriffés

Wir untersuchen das Ra,ndwertpfoblem -

Pu = Lu — u.]u|0 = f(z,y,u) in D (p = —1/2, konst). .’ (5.1 :
u=0 auf D und u,,_Oau/r—' - 64

Wie f von » abhingt, wird spater festgelegt Im folgenden ist stets y(z,y) =z — /b,
" (z,y) € D, die Funktion y aus Satz 1. Beachtet man,daB in Sat,z 1 max {y(x y): (x y)
eD} <0 gllt S0 folgt mit (3.3) fur u € D(L) ' _ _

(Pu '}'u)o = (Lu yu)o = ¢ |fulli® und [|Pully = cg [lully. (5.2)

Nach einem Einbettungssatz von Sobolew [11: Théoreme 3.7/p. 72] ist W,N(D) etetlrr

" in Ly(D) emgcbet,bet fiir g € [1, o0) beliebig. Hieraus folgt zunichst, da W,3(D) stctlg
emgebetbeb ist in W,1(D), daB Pu fiir w € W,3(D) definiert ist und die Ungleichungen
(5 2) auf W2 (D, bd) fortgesetzt werden koénnen. Man erhdlt we:t,er .

(w fule, 0) < Il Mol S7ep ludle* olle
fiir w € Wp'(D) und v € Ly(D). Damit ist der Ausdruck | N ‘
B, ) = (ktez, (70)22)o + (g, (70)ag)o — (@ta; (70):)o + (ew, o)y — (e 1i]e, yo)o
'fiir u € W;‘(_D) und v € W22(D) wohldeflmert. Es ist B(u, -).linear, und es gilt
" 1B, v)| S colllull) ol fiir w € WD) und ve WD) (5.3)
Man bestitigt mit partieller Integration die .B;aziehung- N
. I (‘Pu, ) —-ai{ yo(Tu + au;) n, ds —f—a{ (yv); dau ds = B(u, v) : (5.4)
fiiraw € W,3(D) und v € W,%(D). Neben den in Abschnitt 2 eingefiihrten Funktionen-

mengen D(L) und D(L*) und Hllbert Réaumen W,3(D; bd) und W,3(D, bd*) definieren
wir nogh die Hilbertrdure

. WD, bd) = D(L)Mh, W2 (D, bd*) = D(L*)" lls,
w2(D, 6) = DUE @ DT
Wir notieren die folgenden stetigen Einbettungen:
W22(D, bd) > W,A(D) n WD), = WD, bd*) . W, (D) n WD),
WD, bd) < WAD,bd); WD, bd)  W,XD, bd*).

\
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Aus (5.4) erhdlt man jetzt
(Pu, yv)y = B(u,v) fir u¢€ W,S(D bd) und v € WX(D, bd*) (56.5)
Von /= /(x, Y, z) setzen wir voraus:

(V) = f(z,y, 2) ist in D X R definiert und bezugllch z stetig.
“) "/( s Ul ))”0 =< ¢ + ¢y lfullyV/? fiir v E w.XD). ’
Die Forderung (ii), d. h. die Existenz von [l /(-5 -, u(-, -)) ]| o beinhaltet auch die Voraussetziing,

daB f(z, y, 2).in (:t, y) meBbar sein 86ll. (V) bedeutet also: f erfiillt die Carathéodory-Bedingun-
gen-und besntzt cein gewisses Wachstumsverhalten in der dritten Variablen.

t

Definition 1: Die Funktion € W,1(D) heiBt verallgemeinerte schwache Losung
des Problems (5.1), wenn gilt S : : ‘ .
B(u, v) = (yf(, Ju(-,)),0) fiiralle v € Wo¥(D, bd). (5.6) .

1. Ist u verallgememerte schwache Losung des Problems (5. 1) und gilt « € C3(D), so hat man
Pu = f(z,y,w) f.0. in D und u = 0 auf 8D wegen u € W,(D). 2. Wegen (5.3) und der Defini-

tion von W 3(D, bd) geniigt es, die Gleichheit in (5.6) fir alle v € D(L) n D(L*) zu fordern.

6. Existenz verallgemeinerter schwacher Lisungen ‘ C "

(Wf(b 1;1 , )2) ist ein separabler Banach-Raum, in dem D(L) n D(L*) dicht
liegt. Es gxbt, damit eine Funktionenfolge {p;};ey mit folgenden Eigenséhaften :
(E) 1. {p;} = D(L) n D(L*);

~ 2. {@y, ... @m} ist linear unabhanglg fiir jedes m € \

3. die endlichen Linearkombinationen der ¢; llegen dicht in W,23(D, bd)
4. (%:%)1—5., furz 7EJN )

Diese Funktionenfolge (Bas1s in W,3(D, bd)) wird im Beweis des folgenden Satzes zur
Konstruktion von Néherungslésungen.der Gleichung (5.6) verwendet

Satz 4: Unter den Voraussetzungen aus Satz 1 an die Funktionen a und c und den
Voraussetzungen (V) an die Funktwn f besitzt das Problem (5.1) eine _verallgemeinerte
~ schwache Losung.

Beweis: Zur Vorgehénsweise vergleiche man die Arbeit [10].
1. Schritt: Fiir r € N beliebig wird zunéchst gezeigt, dal es Zahlen ¢,,, ..., ¢,, derart
gibt, daB fir ¥, = ¢, + - + ¢, @, die Gleichungen - ) ) ’
Blug, @a) = (vICs 2 el ) gao fiir m=1,..,7 | , (8.1)

gelten. Dazu fithren wir die folgenden Spaltenvektoren ein: |

LS
/

¢ = (Cirhzisrs @ = (Pihigisr> 1 = Mihsisr (6.2)V '

mit 7; = BT ¢, ;) — ('}’/(': &7 @), ‘Pi)o-

Man beachte u, = ¢T- ¢ und ||u,||, = |¢| wegen (E)/4. Durch (6.2) wird eine Abbildung

J: Rr — Rr, J(£) = », definiert. Nach Voraussetzung an f ist diese stetig. Es ist zu

zeigen, daBl J eine Nullstelle besitzt. Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz ist das

gegeben, wenn wir zeigen kéonnen, daB es eine positive Zahl v mit der Eigenschaft

gibt, daB fiir alle £ mit’ il =t gllt {T.J¢ = 0[6: Lemma 4.3/S. 53]. Ausgehend von
. (6.2) wnrd dies durch einfache Abschitzungen nachgewiesen, wenn man (5.2), (5.5)
- sowie (V)/(ii) verwendet und l%,ll, = |¢] beachtet. .
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© 2. Schritt: Ist u, eine im 1. Schrltt, definierte Losung. von (6.1), so folgt aus (6 1),
B(uy, a) = (Puy,-7pn)o, (5.2).und (V)/(ii) .

} . 1 1
‘c“ ludly = cq + Cio Il M2 < Cq + % Cfo + - € lluliy

mit einem ¢ > 0. Wahlt man ¢ < 2cu, S0 erglbt sich mit von r unabhanglgen Kon-
stanten

”urlll § C1e’ und "f(’ ) ur(': ))”0 = Gi3- . . (63)

3. Schritt: In (6.1) wird jetzt der Grenziibergang r — oo durchgefiihrt (es werden
hiufig Teilfolgen ausgewdhlt — wir vereinbaren, diese wie die”jeweilige Ausgangs-
folge und schwache Konvergenz mit — zu bezeichnen). Es ist {¢,} — W,1(D). Dies ist
ein reflexiver Hilbert-Raum, so daBl aus (6.3) die Existenz einer Tellfolge {u,} (von
{u,}) und eines Elementes u € W,\(D) mit %, —~ u in WD) folgt. Nach einem Ein-
bettungssat/ von Sobolew [11: Consequence 6.2/p. 107] ist W,(D) kompakt einge-
bettet in Ly(D) fiir beliebiges ¢ = 1. Esist dann (man beachte o = —1/2) insbesondere
%, =% in L””(D) und auch_in Ly(D). Ferner folgt (u,), = u, und (u,), = %, in
‘Lz(D), so daB zundchst fiir alle v € D(L) n D(L*) :

| B(u,, v) + (u, |%/]°; yv)o ' )
= (kriz, (70)azo + (s (P0)my)o — (Buss (0)2)o + (e, yo)o (6.4) -
fiir » — oo bewiesen ist. Aus %, — u in L2,+2(D) folgt (u,.|u,le, yv)y — (u |ule, yv), fur
v € D(L) n D(L*), msgesa,mt also mit (6.4) schlieBlich :
B(u,, v) = B(u,v) fir v¢ D(L)n D(L‘) ‘ - (6.5)
Wegen u, = in Ly(D) und (V)/(i) gilt fiir eme Teilfoige {u,} .
f(x Y, U, y))—\f(x Y, u xy) fiir f. a. (zry) € D,

mit » € W,X(D) und (V)/(ii) hat man f(-,-, u u(-,-)) € Ly(D) und nach (6.3) gilt
”/( sl Nllo. < c15 unabhingig von 7. Deshalb folgt nach [6: Lemma 1.3] fiir alle

(/( 3 ;-ur(" )), (}’j)o - (f(‘a;: u(.') ))) ‘Pi)o fijl‘ r ;‘> o0,
Aus B(y,, ¢;) = (y/(i, Uy 1)), ip,«)o fir j=1,2,...,r erhilt man dann mit (6.5)
B(u, ;) = (yf(-, s uls,+)), 9’:‘)6 fiir alle § und hiermit (man beachte (E) und (5.3))
B(u,v) = (yf(+; -, ul-, )), v)o fiir alle v € D(L) n D(L*) bzw. v € WD, bd) I

1. Ausgehend von Satz 2 kann ein zu Satz 4 analoger Satz fiir das Problem

Po:= L+v —v]vl"%g(z, y,v)in D
; v-Oau/@Dum'iv,—Oad/\I’*‘ué

formuliert und bewiesen werden. 2. Hangt f nicht von % ab, so kann Satz 4 wie folgt erw eltcrt.'
werden: Zu 1€ W,-Y(D) existiert ein € W 21(D) mit B(u, v) = (yf, v), fur alleve W,A(D, bd)
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