
Zeitschrlft für Analysis 
und ihre Anwendungen 
Bd. 6(3)1987, S. 241-249 

Zur Modellierung stoehastiseher Rand wertprobleme 
partieller Differentialgleichungen 

H.-J. GIRLICH
 

Prof. H. Beckert zum 65. Geburtetag gewidmet 

Es werden Randwertaufgaben unter Berucksichtigung zufälliger Einflut3faktoren wie MeBfeh-
Icr, zufällige Storungen und hydrodynamische Instabilitäten mittels Methoden der stochasti-
schen Analysis behundelt. Besonderes Augènmerk wird dem Dirichietproblem bei Unsicherheit 
geschenkt, wobei angestrebt wurde, mit moglichst einfachen Voraussetzungen über die Ab, 
hängigkeitsstruktur der verwendeten Zufalisfelder auszukommen.	

S 

B xaiecrae npHtepoB, xoopie rpe6yloT MeTOAW cToxacTllqecKoro aiiaJivaa, 
norpewHocT}I u3MepeHHH, 6eiuitl 11IM 11 rHApo TtHiiamn q ecKaR HeycToII1BocTb.n C13fl3H C 
HBbiMH aagaqain. B raaRHOR qacTu pa6oTu npuMeHaeTcH Kou1emIIn ciia6o KoppeJiMpo-
BaHHuIx c1yaHb1x no.nell K CTOxaCTjj q eci<oA aaae AllpitXne npii ynpowalouDIX npeJnoJIo-
HCI11IHX 0 3anucuMocTH 4ITyqafluMx BeJlH q llH.	 - 

Measuring errors, random noise, and hydrodynamic instabilities in connection with boundary 
value problems will be considered asexamples which leed to stochastic analysis. In the main 
part of this paper the concept of theweakly correlated random field is applied on Dirichlet's 
problem under uncertainties using simplifying dependence assumptions. 

1. Einleitung. Die vbfliegende Noterwurde durch drei Dissertationen angercgt, die 
partielle Differentialglcich ungen mit stochastischen Einflu Bgrol3en zum Gegenstand 
haben und aus dem Leipziger Mathematischen Seminar hervorgegangen sind. Mit ihr 
soil vor allem H. BECKERT gedankt werden, der Arbeiten zur stochastisehen Analysis 
inspiriert und gefordert hat. Es werden Grundprobleme der Behandlung von Rand-
wertaufgahen partieller Differentialgleichumgeh bei Unsicherheit erörtert und einige 
Lös'ungsansatze vorgeschlagen. Der Modellierungsaspekt stehtdabei im Vordergrund. 
A uf niotivierende physil<alische Interpretation wird nicht verziehtet. Hauptsachlich 
werden lineare Differentialgleiehungen hetrachtet. Die einfache Losungstheorie er-
laubt hier einfache stochastische Modelle zu verwenden. Die Problematik nicht-
linearer Randwertaufgaben be'dingt eine konipliziertere Stochastik, die im letzten 
Absehnitt alierdings nur angedeutet werden kann. 
2. Das klassische Dirichietproblern. Es bezeichne D ein besehrãnktes Gebiet mit hin-
reichend glattem Rid OD irn euklidischen Raum Rd der Dimension d. Auf D sei 
eine lineare elliptische Differentialgleichung 2. Ordnung 

L[u] : =	--- (ai. -) + an = g	 (1) i.k=lXi	aX,, 

definiert, wobei für jedes x E D D u aD die Matrix (a 1 ,,(x))symmetrisch und positiv 
definit ist. Unter einer Losung des Dirichletproblenis zur Gleichung (1) tmnd vorge-
gebener stetigen Randfunktion / auf aD verstehen wir eine in D regulare Losung von 
(1) mit der Eigensehaft 

urn u) =' f(x'),	x' E 'ED.	 (2) 
X-3.X' 

16 Analysis 19d.6, Heft 3 (087)
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• Sind die Koeffizienten a k und a in D holderstetig differenzierbar and gilt weiterhin 
a(x) 0, so existiert die Greensche Funktion G der Gleichurg L[u]= 0 zuni Gebiet D 
und besitzt für jedes feste x E D in jedem y E OD eine stetige Konormalenablëitung 
aG(x, y)/an11 . Die für hölderstetiges g eindeutig bestimmte Losung des Dirichletpro-

•	blems (1), (2) Iäf3t sich dainit bekanntlich darstellen durch	 - 

	

• u(x) =f/(x')	dx' ±f(Y) G(x, y) dy.	 (3) 
OD	 D 

•	Für die Poissonsche Differentialgleichung —Au = g and den Einheitskreis D = X12(0) 

	

= {x E R21 Ixi < 1}	wir verwenden hierbei die euklidischë Norm - sind die

obigen Bedingungen erfüllt, und es folgt 

u(r,
	

Re(z*±x*)d +f(Y)InxdY),
	(4) 

-	 0	 Iy'I<l	 S. 

wobei x* = - + ix2 = reiIP  y = y + iy2 und z = e 1 gesetzt wurde. Für den 
- Poissonkern -

	

.1	f1+ x\	1	1—r2
 27t 1 -2r cos q,+r2 

gilt die für uns nützliche Beziehung	 S 

f p(r, p- c. ) p(s, V - x) da = p(r8, q' -	 (5)


Zwei Spezialfalle rnOgen noch physikalis 'ch iriterpretiert werden. 

Beispiel 1: Es sei 

—zlu(x) = g(x) für x E X12(0) und '/(x') = 0 für x' € ex 1 2(o).	(6) 
Zu vorgegebener Kraftdichte g gibt u gemaB (4) die stationäre Transversalseh.vingung 
einer am Rand eingespannten kreisformigen Membran an. 

Beispiel2:Essei - 

Au(x) = 0 für xE X1 2 0).	 (7) 
Zu vorgegebener Randtemperatur/ liefert u gemaB (4) die stationäre Temperaturver- 
teilung auf einer kreisformigeñ Metaliplatte. 

Die Frage nach der Stabilität der Losung eines (eindeutig Iösbaren) Dirichletproblems er- 
fordert, dieAnderung von u in Abhangigkeit von der Abänderung der Rand.funktion / zu unter-
suchen. Der Variationsbe'reich der Randfunktionen werde durch einen métrischen Raum 3 von 
Funktion auf aD beschrieben. Vermoge (3) wird 3 eineGesamtheit U von Funktionen auf D 
erzeugen, die in einen geeigneten metrischen Raum eingebettet. werden kann. Hieran sehliel3en 
unmittelbar Approximationsprobleme an, von denen wir eines im nachsten Abschnitt behandein. 
Werden. quantitative Aussagen benotigt, sind 3 weitere Strukturen aufzupragen. Mit einer 
passenden Halbordnung läBt sich z. B. Intervallarithmetik betreiben (siehe K.-U. JAHN [7]). 
Mit cinem WahrscheinlichkeitsmaB auf. (den Borelsehen Teilmengen von) 3 kann etwa der 
MeBprozeB zur Gewinnung der Randwerte modelliert werden. Von Abschnitt 4 an werden wir 
uns mit derartigen Wahrscheinlichkeitsstrukturen befassen.	 • 

•	3. Ein Approximationssatz. H. BECKERT steilte in [1] eine zuni Dirichletprobieni 
inverse Aufgabe, die in der Terminologie von Beipiel 2 wie folgt formuliert werden
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kann: Zu vorgegebener Temperatitrverteilung u0 auf einerKurve P 9 D wird'nach, 
einer Randternperaturverteilung /gefragt, deren zugehoriges u gemal3 (4) denivorge-, 
gebenen u0 auf P rnoglichst nahe kommt. IDieses Problem wurde far die Differential-
gleichung (1) und ein stetig differenzierbares Flächenstiick gelost, das ganz in D liegt 
und D nicht zerlegt. Weitere Ergebnisse hierzu erzielte A. GöFFERT (vgl. [5]). Wir be-' 
schriinken-uns auf die Angabe eines Speziatfalles des Beckertschen Approximations-
satzes. Dazu bezeichije K2. die Menge der 2-periodischen stetigen Funktion auf R. 
Zuni Dirichletprobleni (7), (2) werde zu beliebig vorgegebenenL >0 folgende Ge-
samtheit von Randfunktionen eingefuhrt: 

{f E 2i j(x)	0 für e < oc <2}. 

Weiterhin sei I' = {(, ) I 0 r < 1, op = 0} und 2'2(P) bezeichne die Menge alter 
quadratisch integrierbaren Fünktionen auf P. 

Approximationssatz: Zu jedem w E !2(P) und jedem e> 0 existiert em I E J, 
so dap gilt

](w(r)'-- ff() p(r, ) da)dr < E. 
O S,	0 

Der , in [1] gefuhrte Beweis beruht auf dem Zerlegungssatz von Riesz und der cindeutigen 
Lösbarkeit des Dirichletprobierns. An dem Ergebnis 1st besonders bernerkenswer, daLS schon 
auf einem sehr kleinen Randstuck vorgenommene Anderungendes Nuliniveaus ausreichen. urn 
gewünschte Werte auf einer im Innern des Einheitskreises gelegenen Kurve P beliebig genau 
anzunahern. 

4. ZufillsfeIder 2. Ordnung. Bevr wir irn nachsten Abschnitt speziell auf einer Ge-
saintheit von Randfunktionen eine Wahrscheinlichkeitsstruktur einfuhren, stetlen wir 
einige allgemeine Eigenschaften von Zufallsfeldern 2. Qrdnung zusaninien. Diese 
basieren'auf Ergebnissen, die z. B. bei I.'GIHMAN und A. SKOROHOD [3] hergeleitet 

- wérden. Es seien .2 ein vollstandiger separabler metrischer Rauni, £ eine i-Algebra 
von Teilmengen von Y und z ein endliches Ma13 auf X. Für jedes x E Y sei z(x) eine 
Zufall8gr6l3e auf dem Wahrscheinlichkeitsraum [Q, 9f, F] mit endlichen 2. Monientene 
das heil3t, mitdeni Erwartungswert 

m(x) := Ez(x) := f z(x, w) P(da) 

und der Krrelationsfunktion B gemäB 

B(x, y) := E(z(x) - m(x)) (z(y)— m(y)) für x,y E, 2'. 

Intcgrationssatz: Es sei H eine reeliwertige Funktion au/ 7 xY, und es gelte 
H(x,.) € .°2(2)/ur jedes x € Y. Weiterhin sei B im Punkt (x, x) für z - fast alle 
-stetig und es gelté	 S 

fB(x,x)'/A(dx) <CO.	 .	 ( 8) 

Dann 5existiert eine separable und mef3bare Modifikationdes Zufalls/eldes z = {z(x) 
x € .T}, so dap das Integral  

v(x) :=f z('y) H(x, y) (dy) € L2(Q)	 (9) 

16*	 -
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definiert 'und endlich ist mit Wahrscheinlichkeit 1 für jede Realisierung von z, und es 
gilt nach dem Satz von Fubini 

Ev(x) = f m(y) H(x, ,) p(dy). =: 111(x),	 1	
(10) 

.1 
E(v(x)	M(x)) (v(y) - M(y)) = K(x, y) 

f 	H(x, x') B(x', y') H(y, y') u(dx') (dy').	 (11) 

Alsein Beispiel filrein Zufallsfeld 2. Ordnung kann einOau,Csches Feld dienen. Dazu gibt man 
sich eine beliebige Funktion rn auf I sowie eino positiv definite Funktion B auf I x I vor uiid 
legt die charakteristischo Funktion von n Fc1dgr6l3en - an den Stellen x 1 ,..., x, E I - durch 
den Ausdruck  

Z(i,..., s) = exp (_o.o E )3(x, Xk) Sj Sk + !fh(Xk)8k) 
j.k=1	 k=i 

fest. Damit sind endlich viele FeldgroBen stets normalverteilt. 

5; Das stochastisehe Dirichletproblem. 1)as Dirichletproblem (1), (2) werde dahin-
gehend modifiziert, daB die vorzugebende Randfunktionnur durch ihre Zugehorig-
keit z  einerGesamtheitT von Randfunktionen charakterisiert ist. Y sei pararnetri-
siert, d. h. es existiere eine Menge Q,so daB T = { f( . , w) D -' R' to € Q} gilt. Als 
mathematisehes Model! einer Messung an der Stelle x € t9D werde eine ZufallsgröBe 

= /(x,.) gewáhlt, als Modell-des gesarnten MeBvorganges auf'dern Rand D eine 
Zufallsfunktion auf [Q, W, 1]: f = {f(x): Q -> R' I xE aD). In Anlehnung an 'die 
GauBschë Fehiertheorie sei f ein GauBsches Feld mit der Erwartung m und der Korre-
Iationsfunktion B 

Unter den Voraussetzungen von Abseinitt 2 an das 'Gebiet D Rd gilt fur die 
Greensehe Funktion- zu (1) für d = 2 und d =,. 3 die inklusion aG(x, -)'/an € L2(aD) 
für x € D. Fordern wir nochf B(x, x) dx < oo, so können wir nach den'i Integrations-

OD 

satz fiber die Integraltransforniation 

ff (X') aG dx=:u(x)	 ' 

OD 

ein zufdlliges Losungsfeld u auf (Q, .91, P) erkldren, das v'ir náeh [4] a!s •Losung des 
stochastischen Dirichletproblems 

L[u] = 0, urn u(x) = md), x' € c9D P-fast sicher	 (13) 
z-+x. 

bezeichnen. Interpretieren wir m(x') = Ef(x') =: J(x') als gemittelten Randwert und 
B(x', x') als Strewing unidiesen Wert an der Stelle x' € t9D, so liefern uris die Gici-
chungen (10) und (11) die Streuung K(x, x) urn die gemittelte Losung i(x) = M(x) an 
der Stelle x € D.	- 

Wir wollen dieses Model! der Fehlerfortpflanzung am stoehastischen Dirichletpro. 
-

	

	blern für die Laplacesche Differentialgicichung und den Einheitskreis in der Ebene er-




proben. Dabei werde eine Schar stationärer Gaul3scher R.andprozesse betrachtet mit 
verschwindender Erwartung und Korrelationsfunktion	' 

B,(x)	O.5e + e(1 -
	

- 5)k1 cos 1cr.	 (14) 
k=1

Der Seharparanieter e € (0, 1) ist ein MaB für die Stdrke der Ko'rrelation zweier Rand-
punkte. Lassen wire gegen Null streben, so nirnrnt der Grad der Abhangigkeit monoton
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• ab, bis an der Grenze stochastische Unabliangigkeit - ein sogenanntes wei/Jes Ru-
schen - erreicht wird. Unter Berucksichtigung der Eigensehaft (5) des Poissonkern 
erhalten wir aiis (11) und (14) für die Streuung an der Stelle x L (r,, ) zu festem e 

•	 2ez 
•	D 2u(x' _. (' B(r) (1 - r4 )dr - 0.5e(1 + r2) 

•	
''J 1_2r COS r+r4l_r2(l_e) 

Die Streuung fällt demnach vorn Niveau 1 auf der Kreisperipherie monoton in r auf 
das Niveau 0.5e im Kreismittelpunkt. Liegt am Rand ein weiBes Rauschen, so ergibt 
sich formal	 - 

I= 
lim D12u(x)	

i für r	1
j	 (15) 

0 für 0 <r < i.  

Demnach heben sich unk'orrelierte Randstörungen in Hinblick auf dieLosung von (13) 
im.Falle von (7) und (14) im Mittel gegenseitig auf. 

Allerdings ist dieser SchiuB aus (15) problematisch, da für ein weiBes Rauschen die Korre-
lutionsfunktion B0 für jedes (x, x) unstetig und damit der Inte&ationssatz iicht mehr anwend-
bar ist. iüaloge Schwierigkeiten haben wir bei stochastischen Schwingungsproblemen - wie 
etwa der Schwingung eines Zeltdaches bei schioBendem Hagelsehlag. Die zufällig auf die em- 
gespannte Membran treffenden Hagelkorner bewirken eine auslenkende Kraft, die durch em 

- wei8es Rausejicit y modelliert werdon kann. Für jedes Punktepaar x, y E D bilden die Kriifte 
g(x) und g(y) unabhängige Zufa!Isgr6f3en. Die Realisierungen des zufalligen Fe1des g aind fast 
überall unstetig so daB cin integral in der Art von (9) nicht erklärt werden kann. Auch hier 
liegt es nahe, di Korrelationsfunktion .B0 pines weilien Rauschens durch stetige Korrelations-
funktionen Be zu approximieren. V. PIJRKERT und J. VOM SCHEIDT führen in [12] dazu das 
Ko'nzept schwach korrelierter Felder em. Wir werden im nächsten Absêhnitt mit einem etwas 
einfacheren Modellansatz auskcmmen. 

6. -korrelierte Felder.-Ein Zufalisfeld 2 Ordnung z = {z(x) I x € Rd} heiBt e-korreliert, 
falls dessen Korrelationsfunktion stetig ist und für alle Punktepaare verschwindet, 
die einen euklidischen Abstand groBer als, s besitzen. Für die Korrelationsfunktion 
B gilt demnach 

B(x, y) = 0 für Ix - I >	mit x, yE Rd.	 -	(16) 

4ls Losung des stochastisehen Dirichletprohlerns 

L[u] = g, 1mu(x) 0 für x' E OD P-fast sicher • (17) 

bei e-korreliertemn Zufalisfeld g auf D 9 Rd mit Korrelationsfunktion B6 bezeichne,n 
'vir das Feld ii gcrnáf3 

ti(x) :=f g(x') G(x, x')dx', x  D.	 (18) 

Nach dem Integrationssatz ist (18) etkhirt und es gilt nach (11) 

K,(x, y) = f [	f G(x, x') B(x', y') dx'l G(y, y') dy'.	"	(19) 
D IDflXed(v')	 J 

Wir betrachten nun eine Schar e-korrelierter Felder. Darn nter verstehen wir eine 
Schar von WMaBen, die durch 'die Gesamtheit 2 = {B, I s > 01 von Korrelations-
fiinktionen zu fester mathematiseher Erwartung m beschrieben werden. 1st die 


	

•Gesamtheit 2 , gleichmäBig beschrankt, gibt es also einc0 E R mit	 - 

B,(x, x) < co fur alle x E D und c > 0,	 1
	 (20)
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s6führt.der Grenziibergang e 10 bei K, gemaB'(19) %iie.unter (15) zu verschwinden-
•den 2.MomerIten. Ailerdings erlaubt uns. die Eigenschaft (16), die Konvergenzge-
schwindigkeit. von K —> 0 zu explizieren. Dazu verwenden wir den in [15] gepràgten 
Begriff der Intensitdt I des Feides g bez. 

1(x)	iim4 fB,(x, x+z)dz, XED.	 (21) 
0 

X,'(o) 

Bekanntlieh gilt ,.zd(X',d(0))	ed,ld(X I d(0)) mit dein Lebesgue-MaB 11a irn Rd , so daB 
die,lntensität unter der Bedingung (20) endlich ist. Aus (19) folgt dann fUr.ein G(x,.) 
E .2' 2(D) uber den Satz von Fubini	 -	- 

1i III	 K,(x, y) =f G(x, y') O(y, y') I(?/') dy' =: K(x.y).	 (22) 10 8.  
D 

Das positiv definite K, erzeugt also mit dein nichtnegativen I uber (22) ein positiv definites 
K, das als Korrelationsfunktion eines Feldes z auf D mit vcrschwindender mathernatiseher Er-_ 
wartung aufgefaBt werden kann. Für die Losung des stochastischen Dirichletproblems (17) mit 
der b;-korrelierten Randfunktion g erhalten wir damit die Näherung 

II(x)	ii(x) -f- jz(x),	 .	 .	.	 (23) 
wobei ü die ge?nittelte Lösung bezeichnet, das hei8t, die Losung des entsprechenden kiassisehen 
'Dirichletproblems mit der gemittelten reehten Seite = Eg. Diese wird gestart durch einen 
Term, dessen stochastiseher Anteil ein Zufallsfeld 2. Ordnung mit verschwindender mathema -
tische Erwartung und Korrelationsfunktion K-ist. 

I 
7. Schwaeh abhängige Felder. Die Naherung (23) bedarf einer mathematisehen Prä-
zisierung. Inshesondere sind wir an Bedingungen interessiert, die einen zentralen 
Grenzwertsatz zur Folge haben, so daB das Zufalisfeld z ein Ga, uBsches Feld ergibt. 
Ein Zufalisfeld z = {z(x) I x E Rd} heiBt e-abhãnqig, falls z(x), z(y) unahhangig sind 
fur Ale x, y E Rd nnit Ix — I > e Eine Fole von Ziifallsfeldern (Zn) heiBt schwach 
abhdngig, falls ein c > 0 existiert, so daB für jedes a > c/n das Feld z,, a -abhangig ist... 

0 renzverteil tingssatz: Es sei (ge ) eine schivach abhángige Folge von Zu/alLs-
feldern auf Rd mit gleichmdig beschãiiktem 4. Monienten, mit gleichen mathematischn 
Erwartungen m und tetigen Korrelation.s/unktionen. Weiterhin sei 0 die Greensche 
Funktion. des Dirichletproblems (1), (2) mit d 2 bzw. d = 3. Dann konvergieren die 
enrllichdimensionalen Verteilungen des Feldes v,, mit 

v(x) := 3/nd (u(x) — l(x)) = / f (9(y) - m(y)) G(x,y) dy 

schwach geqen die endlichdimensionalen I7erteilung6 ames Gau/Jschen Feldes z mit var-
schwi?idender Erwartung und Korrelations/nnktiom K gernof3 (22). 

B. AIEUSEL [10] bewies einen derartigen Grenzvetei!ungssatz für schwach korrelierte Fel-
der. Solche Felder besitzen endliche Momentc beliebig hoher Ordnung 5 ünd erfordern den für 
unsere Zwecke unhandlichen Begriff der maximal a-benaèhbarten Menge (vgl. [[0, 15]). F. LIESE 
[9] gab einen allgemeineren Grenzverteilungssatz an, -der auf dew Erfülltsein einer Mischungs- 
bedingung basiert Wie man sich leicht uberzeugt, ist these wegen der schwachen Abhängigkeit 
der Folge erfüllt. Damit ist obiger Satz eine ein.faehe Folgerung des Liesescheri Satzés 

Die %Virkungeines schwach abhängigen Feldes auf die Streuung der Lösung des stochasti-
sehen Dirichletproblerns ergibt sich damit zu  

D 2 u(x)	Ed 	1(y) dy.	 (24)
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8. NäherungsverYahren. Spezielle Randwertaufgaben können durch Entwickhing nach 
Eigenfunktionen auch numerisch behandelt werden. Dabei wird vom Randwert-

roblern (1), (2) zum Eigenwertproblem,	 - 

L[u] = 2u, u(x) = 0 für x E aD	 (25) 

iibergegangen. Für den Laplaceschen Differentia.Ioperator iind den Einheitskreis las-
sen sich die Eigènfunktionen explizit angeben und daniit die Streuung der Losung des 
stochastischen Dirichietproblems (17) nach (24) approximieren. Bei .einem hoinogenen 
e-korrelierten Feld mit B(x, y) = B(x - y) ergibt sich mi Beispiel 1 (ygi. [10, 11]) - 

D 2 ü(x)	2e2' E ) Jk2( lxl)k(t2k4J12(i2k)), 
-	 iI iI 

wobei	die derGiöBe nach i-te positive Nulistelle der k-ten Besselfunktioi k'und 

N eine hinreichend groBe naturliehe ZahI 1st. 

Bei komplizierteren Cebieten wird man Entwieklungsrnethoden bevorzugen, die von em-
facheren Funktionensystenien ausgehen, oder aber Differenzenverfahren benutzen. Tn [4] wer-
den ein stochastisches RindwertprobIem auf ein stochastisches Differenzenrandwertproblem 
ziiruckgeführt und Naherungen für die ersten beiden Momente der Losung des stochastisehon 
Dirichletprobleins gewonnen. 

9. Turbulenz. Die Einfachheit der bisher betrachtetei Modelle basierte auf der Linea-
nt-at den Differentialoperatoren und der Guitigkeit-eines Unitätssatzes fiii'die Losung 

- eines zugehorigen Randwertproblerns. .Diese Eigenschaften könneñ mi aligemeinen 
nieht unterstelit werden. Das zeigt bereits das folgende Beispiel der turbulenten 
Stroinung einer inkonipressiblen FiUssigkeit in einetn Kanal unendlicher Tide: Das 

Gesehwindigkeitsfeld -u mit u(x, t) = ('(x, t), (x, 1), (x, t)) iind das skalare Druck- 
feld p einèr vie auch itnrner gearteten - Stroiuung einer inkompressiblen Fiussig-
keit der Zahigkeit v andernsich unter dem Wirken einer aui3eren Kraft g entsprechend 
den Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen	- 

au	1	 3-3u
(26) 

at , 
divu=0,	 (27) 

im Kanalgebiet D = {x	(x1, x2 , x3) € R3 I lxi i < 1}, wohei die für (26) rnoglichen' 
Anfangsgesehwindigkeiten zusarnmengefal3t werden sollen in der Menge 

= {u0 : D —> R3 1(1 + ix12)-3I2 u0 E (2(D))3 

div u0(x) = 0 für x E D und	0 (x') = 0 für x' € aD}. 

'Die zufalligen Schwankungen den Geschwindigkeit und ds Druckes in eineni festen 
Ptinkt des Kanals lassen sich dabei nicht dureh.eine individuelle Lasting von (26) 
einer vorgegebenen Anfangsgesehwindigkeit U0 E X erkiaren. Stattdessen sind sta-
tistisehe .Eigenschaften den ,,ty pisehen" Phasenbewegung z u untersuchen. Daz u ist 
eine Wahrseheinlichkeitsyerteil ung auf einer Gesanitheit individueller Losungen ü ber 
(26) aus emnerWahrseheiniiehkeitsverteiiung auf den Anfangsgeschwindigkeiten X 
ziikonstruieren (vgl. [6]).	 / 

Existenzsatz: Es scion g eine nur von x 1 abhangige ãuf3ere Kra/t undjz ein Wahr-
scheinlichkeitsniafi au/ X, das in x2- und x3-Richtung translationsinvarian! is!. Au/ 

-	I
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/ einem gee igneten Funktionenr.aum 1 2(0, T; X) existiert dann ein Wahrscheinlichke its-
ma P, das au/ den. individuellen. Losungen von (2) konzentriert ist, dessen Ein8chrãn- 
kung\ au/ den. Zeitpunkt t = 0 mit u überein.stimmt und da.s gegenüber beliebigen zu den 
Kanalwãnden parallelen Translationen invariant ist. 

B. KRAUSE [8] bewies diesen Satz im AnschluB an [16] durch-Ausschopfung von -D durch 
endliche Teilgebiete D, = (xER3 I x1 <1, Ix2 1 < 1, Ix.1 < l} und mittels dazu gebildeter Nähe-
rungsmal3e Ps. Die schwache Kompaktheit dieser Folge von Mallen liefert der Satz von Pro-
chorov unter VerwerIdung von A priori -Abschktzungen für die alcrkin-Approximation der 
Navier-StokesG1eichungen. 

Die hier gestreifte statistische Turbulenztheorie gruiidet sich aOf ein Konzept, das E. HOFF 
1940 in Leipzig entworfen hat (vgl. [6: S. 88]). Eino mderne Darstellung der Hopfschen Theo-
re bringt die Monographic von M. I. VIIK und A. V. FuRSnOv, deren deutsche Fassung [16] 
von H. Beckert herausgegeben wurde. Der weitere Ausbau der statistischen Theorie für die 
Navier-Stokes-Gleichungen wird die von D. RUELLE und F. TAKENS vorgeschlagene Konzep-
tion einbeziehen müssen, deren Einsatz der Theorie topologischer dynamischer Systeme die 
Entstehung der Turbulenz adhquat modelliert (vgl. [13]). 
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