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Es werden Randwertaufgaben unter Berﬁcksichtiguﬁg zufélliger EinfluBfaktoren wie MeBfeh-

_ler, zufiillige Stérungen und hydrodynamische Instabilitdten mittels Methoden der stochasti-

schen Analysis behandelt. Besonderes Augenmerk wird dem Dirichletproblem bei Unsicherheit
geschenkt, wobei angestrebt wurde, mit moglichst einfachen Voraussetzungen uber die Ab-.
hangxgkeltsstruktur der verwendeten Zufallsfelder auszukommen. , " :

B rauecTse IpUMEPOB, KOTOPHIE TPEGYIOT METOXH CTOXACTHYECKOT0 aHAIN3A, PACMATPHBAIOTCA
NOTPELIHOCTH HaMepeHnH, Gennlit WYM M TMAPOIMHAMHYCCKAA ‘HEYCTOHUYUBOCTL B CBASN C
KpaesbIMu 3afiauaMi. B raanHoit yactu paGoTH npuMeHAETCA KoHHenuuA cnabo KOppeJnpo-

- BAHHBIX CIy4altHKIX MoJeil k cToxacTudeckodt safade JupuXie npa YNPOWAKWHUX MPENI0I0-

I{'\CHHH‘( o SaBHCHMOCTH "JTV‘iaﬁHle BE€JIUYHH.

Measuring errors, random noise, a.nd hydrodynamlc instabilities in connection with boundury
value problems will be considered as’examples which leed to stochastic analysis. In the main

.part of this paper the concept of the weakly correlated random field is applied on Dmchlet 8
" problem under uncertainties using simplifying dependence assumptions. :

I - \

1. Einleitung. Die v‘of'liegende Note/wurde durch drei Dissertationen angeregt, die
partielle leferent,lalglmchungen mit stochastischen EinfluBgréB8en zum Gegenstand
haben und aus dem Leipziger Mathematischen Seminar hervorgegangen sind. Mit ihr

“soll var allem H. BEcKERT gedankt werden, der Arbeiten zur stochastischen Analysis

inspiriert und gefordert hat. Es werden Grundprobleme der Behandlung von Rand-
wertaufgaben partieller Differentialgleichungen bei Unsicherhieit erértert und. einige
Léstingsansitze vorgeschlagen. Der Modellierungsaspekt steht dabei im Vordergrund-

Auf motivierende physikalische Interpretation wird nicht verzichtet. Hauptsichlich®
werden|lineare Differentialgleichungen betrachtet. Die einfache Loésungstheorie er-.

_laubt hier einfache stochastische Modelle zu verwenden. Die Problematik nicht-

linearer Randwertaufgaben bedingt eine kompliziertere Stochastik, die im letzten
Abschnitt allerdings nur angedeutet werden kann.

2. Das klassische Dmchletproblem Es bezeichne D ein beschrinktes Gebiet mit hin-
reichend glattem Rénd 2D im euklidischen Raum R¢ der Dimension d. Auf D sei
eine lineare elliptische Differentialgleichung 2. Ordnung

4 3 ( ou .
= - () =y | o

definiert, wobei fiir jedes z € D := D v 2D die Matrix (a;,(x)) symmetrisch und positiv
definit ist. Unter einer Losung des Dlrlchletproblems zur Glelchung (1) und vorge-.
gebener stetigen Randfunktion f auf 8D verstehen wir eine in D regulire Losung von
(1) mit der Eigenschaft : .

llmlu(:v) =f{z'), 'z’ € aD. o . (2)

z>T
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. Sind die Koeffizienten a; g und @ in D holderstet,lg differenzierbar und gilt weiterhin

. a(x) = 0, so existiert die Greensche Funktion @ der Gleichung L{u}-= 0 zum Gebiet D
und besxtzt fur jedes feste z € D in jedem y € 8D eine stetige Konormalenableitung
'9G(z, y)[on,. Die fir holderstetiges g eindeutig bestimmte Losung des Dirichletpro-
blems (1), (2) 1aBt sich damit bekanntlich darstellen durch -

‘

oG(z, x B '
u(z) = jk ) ) )d-+fmwaxywy )
Fur dié Poissonsche Differentialgleichung —Au = g und den Einheitskreis D = ¥ ,z(b)
= {x € R?] || < 1} — wir verwenden hierbei die euklldlsche Norm — sind die
oblgen Bedmgungen erfiillt, und es folgt
% z*u* .
ur, w)—— f/( )Re( ki )da+fg(y)ln—y?illdy N )
. MRS

. N
wobei z* = -z, + iz, = re‘°’ y* = y, + 4y, und z* = e’ gesetzt wurde. Fur den
Poissonkern - :

)‘_‘1R 14z 1 1 — g2 .
P g):= 2n < 1——5:* 2n1-2rcos<p+1-2

gilt die fiir uns niitzliche Bemehung

anw—Mp(w—aMa—mww—w) N

Zwei Speualfa,lle mdgen noch physnkallsch lnt,erpretlert werden
- Beispiel 1: Es sei - _
—du(x) = g(x) fiir z € (7{12(0) und - f(z') = 0 fir o € 63( 2(O) (6)

Zu vorgegebener Kraftdichte g glbt u gemil (4) die stationire Transversalschwmgung ‘
einer am Rand emgespannten krelsformlgen Membran an.

 Beispiel 2: Es sei .
—Au(x):O fiir -z € H,%0). . : : - C(

Zu vorgegebener Randtemperatur f liefert « geméB (4) die stationére Tempcraturver-
teilung auf einer kreisférmigen Metallplatte.

Die Frage nach der Stabilitit der Losung eines (emdeut,lg lésbaren) Dirichletproblems er-
fordert, die Andcrung von u in Abhingigkeit von der Abinderung der Randfunktion f zu unter-
suchen. Der Variationsbereich der Randfunktionen werde durch cinen metrischen Raum & von
Funktion auf 8D beschrieben. Vermoge (3) wird  eine Gesamtheit % von Funktionen auf D
erzeugen, die in einen geeigneten metrischen Raum eingebett,et, werden kann. Hieran schlieBen
. ‘unmittelbar Approximationsprobleme an, von denen wir cines im niichsten-Abschnitt behandeln.
Werden. quantitative Aussagen benétigt, sind F weitere Strukturen aufzuprigen. Mit, einer’
passenden Halbordnung 1aBt sich’ z. B. Intervallarithmetik betreiben (siche K.-U, Janx [7]).
Mit einem WahrscheinlichkeitsmaB auf  (den Borelschen Teilmengen von) F ka.nn etwa der
MeBprozeB zur Gewinnung der Randwerte modelliert werden. Von Abschnitt 4 an werden wir
uns mit derartigen Wahrscheinlichkeitsstrukturen befassen. N

3. Ein Approximationssatz. H. BEckerT stellte in [1] eine zum Dirichletproblem -
inverse Aufgabe, die in der Terminologie von Beispiel 2 wie folgt formuliert werden
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kann: Zu vorgegebener Temperaturverteilung %, auf einer Kurve I' € D wird nach>
einer Randtemperaturverteilung f gefragt, deren zugehériges u gemaB (4) deni vorge::
gebenen u, auf I’ mogllchst, nahe kommt. Dieses Problem wurde fiir die Differential-
glelchung (1) und ein stetig differenzierbares Flichenstiick gelost, das ganz in D liegt
und D nicht zerlegt. Weitere Ergebmsse hierzu erzielte A. GOPFERT (vgl. [5]). Wir be-
schriinken-uns auf die Angabe eines Spezialfalles des Beckertschen Approximations-
satzes. Dazu bezeichne €, die Menge der 2n-periodischen stetigen Funktion auf R.

N

: . Zum Dirichletproblem (7), (2) werde zu beliebig vorgegebenem & >0 fo]gende Ge-

samtheit von Randfunktlonen eingefiihrt:
; '—'{f582x|f(0‘)—0 fiir e<¢x<2n}

Welterhm sei I' = {(r p)|0= r< 1, 9 = 0} und .Z’Z(I‘) bezcnchne die Menge a.ller
quadrat,lsch mtegnerbaren Funkt,lonen auf I :

Approxnnat,lonssatz Zu 7edem w € L£¥I') und jedem ¢ > O existiert ein [ € F.,
80 daﬂ gilt . . v

|
1

1] (w(r)"—— f/(z_x)'p(r, x) do:)2 dr <e.
0

N
/ .
T Der in [1] gefithrte BCWCIS beruht, auf dem Zerlegungssatz von Riesz und der eindeutigen
Lésbarkeit des Dirichletproblems. An dem Ergebnis ist besonders bemerkenswert, daly schon”
auf einem sehr kleinen Randstiick vorgenommene Anderungen des Nullniveaus ausreichen, um

gewiinschte’ Werte a.uf einer im Innern des Einheitskreises ge]egenen Kurve I behcbxg genau
anLunuhem

4. Zufallsfeldar " Ordnung. Bevor wir im nichsten Abschnitt spenell auf einer Ge-
samtheit von Randfunktionen cine Wahrscheinlichkeitsstruktur einfiihren, stellen wir
einige allgemeine Eigenschaften von Zufallsfeldern 2. Ordnung zusammen. Diese
basieren- auf Ergebnissen, die z. B. bei I'Giaman und A. SkoroHoD [3] hergeleitet
- wérden. Es seien, 2 ein vollstandlger separabler metrischer Raum, % eine o-Algcbra
von Tellmengen von £ und p ein endliches MaB auf X. Fiir jedes x € Z sei z(z) eine
ZufallsgréBe auf dem Wahrscheinlichkeitsraum [£2, A, P] mit endlichen 2. Momentene )
das heift, mlt, .dem Erwartungswert

’ m(z) = Ez(x) [ 2(z, w) P{dw)

2

‘und der Kbrrelations/unktion B gemi B
B(z,y) = E(z(:v) — m(x ) (z(y)\— m(y)) fur z, y 1.

Integrationssatz: Es sei H eine reellwertzge Funktwn au/ Z XZ, und es gelte
H(z, ) € LX) fiir jedes x € z. Wezterkm ser B im Punkt (z, z) fiir u — fast alle x
-stetzg und es gelte

fB(x,:z:)',u(dx)v<oo.l L B (8)

Dann existiert eine separable und meﬂbare Modifikation"des Zu/alls/eldes z = {z(z) |

x € X}, s0daf das I ntegral .

v(z) : _f 7(y) H(z, y) u(dy) _.E LyQ) . . . )
. 7 S | . | ’

16*
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definiert und endlich ist mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir 7ede Realwzerung von z, und es
gtlt nach dem Satz von Fubini

\

Evz) = [ m(y) Bz, §) wldy) =: M(z), ' (10)
i ¥

E(v(e) — (=) (v(0) — M) = Kz ) |

i= [ [ H(z,#) B, y) Hy, §) plde’) w(dy). oy
I

Als ein Beispiel fur ein Zufallsfeld 2. Ordnung kann ein- G’auﬂsches Feld dienen. Dazu gibt man
sich eine bclleblge Funktion m auf Z sowie eine positiv definite Funktion B auf & X ¥ vor und
legt die charakteristische Funktion von n FeldgroBen — an den Stellen Zy, o0 Ta € £ — durch
den Ausdruck . .

L N
(81, 8y) = exp (—0.5 k):‘ Bz, i) iS¢ + i Yy m(a:k)'sk)
. jk=1 k=1 -

s

‘fest. Damit sind endlich viele FeldgroBen stets normalverteilt.

5. Das stochastische Dirichletproblem. Das Dirichletproblem (1), (2) werde dahin-
gehend modifiziert, daB die vorzugebende Randfunktion-nur durch ihre Zugehdrig--
keit zu einer Gesamtheit F von Randfunktionen charakterisiert ist. F sei parametri-
siert, d. h. es existiere eine Menge @, so daB F = {f(-, w): 8D — RU w € 2} gilt. Als
mat,hematlsches Modell einer Mcqsung an der Stelle x € 9D werde eine Zufallsgrofe
« Y(z) = f(x, -) gewéhlt, als Modell-des gesamten MeBvorganges auf dem Rand 8D eine
Aufa.llsfunktlon auf [, %, P] f={f(z): 2-~R'|z€ D} In Anlehnung an ‘die
GauBsche Fehlertheorie sei f ein GauBsches Feld mit der Erwartung m und der Korre-
lationsfunktion B: A

Unter den Voraussetzungen von Abschnitt 2 an das Gebiet D S R? gilt fiir die
Greensche Funktion- zu (1) fiir d = 2 und d = 3 die Inklusion 6G(x -)jén € L2(aD)
fitir z ¢ D. Fordern wir noch f B(z, ) dx < o0, so konnen wir nach dem Integrations-

satz iiber die Integraltransformation

’ - Ve
ff(x') _aaé+’z'x)dz" =u@) I (12)
oD v :
- ein zufilliges Losungsfeld u auf (2, A, P] erkliren, das wir nach [4] als Losung des
stochastischen Dirichletproblems
Llu] =0, lim u(x) = f(.'o'), x' € 8D P-fast sicher (13)
z—z’ )
beLelchnen Interpretleren wir m(z') = Ef(z') =: f(a') als gemittelten Randwert und
B(x', ') als Streuung um diesen Wert an der Stelle 2’ € 8D, so liefern uns dle Glei-
chungen (10) und (11) die Streuung K(, z) um die gemlt,te]be Losung #(x) = M(x) an
. der Stelle x € D. -
Wir wollen dieses Modell der Fehlerfortpflanzung am stochastlschen Dlrlchlet,pro-
blem fiir die Laplacesche Differentialgleichung und den Einheitskreis in der Ebene er-
proben. Dabei werde eine Schar stationirer GauBscher Randprozesse betrachtet‘, mit

verschwindender Erwartung und Korrelationsfunktion .
B(1) = 0.5¢ + &(1 — 0.58) L (1 — e)" ! cos kr. o (14)

k=1

Der Scharpammct,er £.€ (0, 1) ist ein MaB fiir die Starke der Korrelation zweier Rand-
punkte. Lassen wir ¢ gegen Null streben so nimmt dcr Grad der Abhingigkeit monoton

i . .
{

\
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_ab, bis an der Grenze stochastische I'Jnabflé'.ngigi{eit — ein sogenanntesvweiﬁes Rau-
schen — erreicht wird. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaft (5) des Poissonkerns
erhalten wir aus (11) und (14) fiir die Streuung an der Stelle z A (r, ¢) zu festem ¢

) 25 g 14

: ) B,(r) (1 —r)dr 0.5¢(1 + 72)
D.2u(z) = ) _ .
) u(z) f1—2rcosr+r"' 1 — 731 —¢)

0

\ . ,
Die Streuung fallt demnach vom Niveau 1 auf der Kreisperipheric monoton in » auf
das Niveau 0.5¢ im Kreismittelpunkt. Liegt am Rand ein weiBes Rauschen, so ergibt

sich formal _ . - : '
. lim D2u(z) — § + Or 7 =1 (15)
- o 1o fir .0 <r < 1.
Demnach heben sich unkorrelierte Randstérungen in Hinblick auf die‘Lésung von (13)

- im.Falle von (7) und (14) im Mittel gegenseitig auf.

Allerdings ist dieser Schlu8 aus (15) problematisch, da fiir ein weiles Rauschen die Korre-
lationsfunktion B, fiir jedes (z, z) unstetig und damit der Integrationssatz nicht mehr anwend-
bar ist. Analoge Schwierigkeiten haben wir bei stochastischen Schwingungsproblemen — wie
etwa der Schwingung eines Zeltdaches bei schloBendem Hagelschlag. Dic zufillig auf die ein-
gespannte Membran treffenden Hagelkdrner bewirken eine auslenkende Kraft, die durch ein

" weiles Rauschen'y modelliert werden kann. Fir jedes Punktepaar z, y € D bilden die Kriifte
g(z) und g(y) unabhingige ZufallsgréBen. Die Realisierungen des zufilligen Feldes g sind fast
iberall unstetig; so dafl ein Integral in der Art von (9) nicht erklirt werden kann. Auch hier

liegt es nahe, die Korrelationsfunktion B, eines weiBen Rauschens durch stetige Korrelations- '

funktionen B, zu approximieren. W. PURKERT und J. voM ScHEIDT fithren in [12] dazu das
Kohzept schwach korrelierter Felder ein. Wir werden im niichsten Abschnitt mit einem etwas
einfacheren Modellansatz auskémmen. .

6. e-koirelierte Felder Ein Zufallsfeld 2: Ordnung z = {z(z) | « € R%} heiBt e-korreliert,
falls dessen Korrelationsfunktion stetig ist und fiir alle Punktepaare verschwindet,
die einen euklidischen Abstand gréBer als ¢ besitzen. Fiir die Korrelationsfunktion
B, gilt demnach ! :

Bdz,y) =0 fiir |z —y| >¢ mit z,y¢€ R e
Als Lésung des stochastischen Dirichletproblems. '
Lul=g, limu(x) =0 fir o € aD P-astsicher (17)
z—z -

bei e-k‘orre-lierﬁem Zufallsfeld g auf D < Ré mit Korrelationsfunktion B, bezefchnep
wir das Féld u gemiB .

1

n(zx) = f g(x’j Gz, z'ydx', z € D. (18)
b . . .
Nach dem Integrationssatz ist (18) erklirt und es gilt nach (11)
Kz, )= [ .. [ @) Bl y)d] Gy y)dy (19)
D onX ) : .

Wir betrachten nun eine Schar e-korrelierter Felder. Darunter verstehen wir eine
Schar von W-MaBen, die durch die Gesamtheit & = {B. | ¢ > 0} von Korrelations-
funktionen zu fester mathematischer Erwartung m beschriecben werden. Ist die
.Gesamtheit & gleichméaBig beschrinkt, gibt es also ein.¢, € R mit '

. « , /

B,(z,z) < ¢, firalle z¢D und &>0, (20)

.
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-s0 fithrt. der Grenziibergang & | 0 be1 K, gemil (19) wie_unter (15) zu verschwinden-

‘den -2.-Momeriten. Allerdings erlaubt uns. die Eigenschaft (16), dic Konvergenzge-
schwindigkeit. von K, — 0 zu explizieren. Dazu verwenden wir den in [15] geprigten
Begrlff der Intensitdt I des Feldes g bez. B

AN
1 . S
( ): —hm——' Bt(x,x—f—z)dz, z€D. ) (21)
c2}0 € . . .
X 40) : :
“Bekanntlich gilt us(J, 40)) = e%u,(H,%(0)) mit dem Lebesgue-MaB u, im R, so daB
*die Intensitdt unter der Bedingung (20) endhch ist. Aus (19) folgt dann fiir.ein G(z, )
.Tz(D) uber den Satz von Fublm -
.1 ' .
lim— K.z, y) f (2, ') 6,9 1y Jdy =:K(z,y). - (22)
elo .
D

’ ' N

Das positiv definite X, erzcugt also mit dem mchtncgatlven [ iiber (22) ein positiv definites

K, das als Korrelationsfunktion eines Feldes z auf D mit verschwindender. mathematischer Er-

wartung aufgefaBt werden kann. Fir die Losung des stochastischen Dirichletproblems (17) mit
der ¢- l\orrcherten Randfunktion g erhalten wir damit die. Niherung .

u(z) ~ @(z) + Vel 2(z), e S (23)

wobei % die gemzttelte Lésung bezeichnet, das heiBt, die Losung des entsprechenden l\lassxschen
"Dirichletproblems mit der gemittelten rechten Seite § = Eg. Diese wird gestért durch einen
Term, dessen stochastischer Anteil ein Zufallsfeld 2. Ordnung mit vcrschmndcnder mathema-
t,lscher Erwartung’ und Korrelationsfunktion K-ist.
V2 AN

7. Schwach abhiingige Felder. Die Niherung (23) bedarf einer mathemam:chen Pri-
msu,rung Inshesondere sind wir an Bedingungen interessiert, die einen zentralen
Grenzwertsatz zur Folge haben, so dal das Zufallsfeld z ein GauBsches Feld ergibt.
* Ein Zufallsfeld z = = {a(z) [z € R“} heiBt e-abhdingig, falls 7(.1;), z(y) unabhingig sind
fiir -alle z, y € R¢ mlb | — y| > &> Eine Folge von Zufallsfeldern (z,) heiBt schwach
abhdngig, fd“S einc¢ > 0 existiert, so daB fiir jedes ¢ > ¢/n das Feld z, ¢ -abhingig ist..

Grenzverteilungssatz: Es se: (g,) eine schivach abhingige Folge von Zufalls-
 feldern auf R* mit gleichmdfig beschrinkten 4. Monienten, mit gleichen mathematischen
Erwartungen m und stetigen Korrelationsfunktionen. Weiterhin sei G die Greensche
Funktion des Dirichletproblems (1), (2) mit d = 2 b2w. d = 3. Dann Lom,ergzere_n die
Mullzchdzmenszonalen Verteilungen des Feldes v mit oo

e vee) = Yt funle) — @) = Vol [ (ealy) ~ mm) G(z,y) dy
’ K
. schwach gegen die endlwhdzmensmnalen Verteilungen eines G’auﬂschcn Feldes z mit ver-
schwindender Erwartung und Korrelationsfunktion K gemdf (22).

B. \IFbShL [10] bewies einen demrtigcn Gren/vertcilu'ngssaw fiir schwach Korrelierte Fel-
der. Solche Felder besitzen endliche Momente beliebig hoher Ordnung und erfordern den fiir
unsere Zwecke unhandlichen Begriff der maximal ¢- benachbarten Menge (vgl. [10, 15]). F. Liese
[9] gab einen allgemeineren Grenzverteilungssatz an,.der auf dem Erfilltsein emer Mlschungs-
bedingung basiert. Wie man sich leicht Giberzeugt, ist diese wegen der schwachen Abhingigkeit
der Folge erfullt. Damit ist obiger Satz eine einfache Folgerung des Licsescheri Satzés,

- Die Wirkung eines schwach abhingigen Feldes auf die Streuung der Losung des StOChdSt/l-
_tschen Dmchletproblems ergibt sich da.mlt zZu . - .

D fu(a) ~ e f Gy 19) dy- : ' (24)

N
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8. \'aherungsverfahren. Spezielle Randwertaufgaben konnen durch Entwicklung nach
Elgenfunktlonen auch numerisch behandelt werden. Da.bel W1rd vom Randwert-
problem (1), (2) zum Elgenwertproblem

~

:

L L[] = Ju, u(x) = 0 fir z€aD - . , ‘ (25)

»ubergcga.ngcn Fiir den Laplaceschen leferentlaloperator und den Emhelt,skr(:ls las-
sen sich die Eigenfunktionen explizit angeben und damit die Streuung der Losung des
stochastischen Dirichletproblems (17) nach (24) approximieren. Bei einem homogenen
e- korrellert,en Feld mit B(z, y) = (x — y) erglbt s1ch im Belsplel 1 (vgl. [10 11})

D2u( ) ~ X )J > J (02 ) )e (t;ﬁJ’2 vk))

- l=lll

“wobei 2, die der,GroBe nach ¢- te posmlve Nullstelle der k-ten Besselfunkblon J‘ und
N eine hinreichend groBe natiirliche Zahl ist.

Bei komplizierteren Gebieten wird man Entwicklungsmethoden bevorzugen, die von ein-
" facheren Funktionensystemen ausgehen, oder aber Differenzenverfahren benutzen. Tn [4] wer- -
den ein stochastisches Randwertproblem auf ein stochastisches Differenzenrandwertproblem
zuriickgefuhrt und Niherungen fiir die ersten bcnden Momente der Losung des stochastischen
Dlrlch]et,problcms gewonnen )
9. 'l‘urbulem Die Einfachheit der blshe,r b(,trachteten Modelle basnerte auf dcr Linea-
ritdt der Differentialoperatoren und der Giiltigkeit eines Unititssatzes fiir die Losung
- eines zugehdrigen Randwertproblems. Diese Eigenschaften kénnen im allgemeinen
" nicht unterstellt werden. Das zeigt bereits das folgende Beispicl der turbulenten

.St,romung einer inkompressiblen Flu551gke1b in emem Kanal unendlicher Tiefe: Das

. Geschwmdlgkelbsfcld w mit u(z, t) = (u(x t), u(x t), u(z, t)) und das sl\alare Druck-
feld p einer — wie auch immer gearteten — Sbromung cmer inkompressiblen Fliissig-
keit der Za.hxgkmt v dndernsich unter dem Wirken einer 4uBcren Kraft g entsprcchend
den Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen

L[4, p] _—aﬁ—mu-}—)dua—+gradp_g, . (26)

i=1
N

divu = 0, _ : (27)
im Kanalgebleb D = {x = (x), x5, 73) € R®| |z,| < 1}, wobei die fiir (26) méiglichen‘
Anfangsgeschwindigkeiten zusammengefalt werden sollen in der Menge

J = {uo: D — R3[| (1 4 |2[2)202 u, € (£X(D))?, |

divauy(z) =0 fir z€D und zlco(x'j = 6 fir «' € oD}.

Die zufilligen Schwankungen der Geschwindigkeit und des Druckes in einem festen
Punkt des Kanals lassen sich dabei nicht durch.eine individuelle LEdsung von (26) zu -
- einer vorgegebenen Anf&ngsgeschwindigkcit uy € J erklidren. Stattdessen sind sta-
tistische Eigenschaften der ,,typischen Phasenbewegung zu untersuchen. Dazu ist
eine Wahrschcmllchkeltsvertellung auf einer Gesamtheit individueller Lésungen iiber
(26) dus einer Wahrscheml1(,hke1tsvert,ellung auf den Anfangsgeschwmdlgkelten ¥4
zu konstruieren (vgl. [6]). *

1 .

Existenzsatz: Es seien g eine nur von x, abhdngige duﬂere Kraft und, u ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf I, das in z,- und zs-Richtung translationsinvariant ist. Auf

\
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einem geeigneten Funktionenraum £2(0, T; J€) existiert dann ein Wahrscheinlichkeits-
maf P, das auf den individuellen Lésungen von (2) konzentriert ist, dessen Einschrdn-
kung auf den Zeitpunkt t = 0 mit u bereinstimmt und das gegeniiber belzebzgen 2u den
Kanalwanden purallelen Translationen invariant ist.

‘B. KRAUSE [8] bewies diesen Satz im AnschluB3 an [16] durch Ausschépfung von D durch
endliche Teilgebicte D; = {z ¢ R? | xy <1, |za| < I, |74] < I} und mittels dazu gebildeter Nihe-
rungsmafle P;. Die schwache Kompakthelt dieser Folge von Maflen liefert der Satz von Pro-
chorov unter Verweridung von Apnorl -Abschitzungen far die Galerl\m Approximation der
Navier-Stokes:Gleichungen. '

Die hier gestreifte statistische Turbulenztheorie grindet sich aif ein Konzept, das E. Horr
1940 in Leipzig entworfen hat (vgl. [6: S. 88]). Eine moderne Darstellung der Hopfschen Theo-"
rie bringt die Monographiec von M. I. Vi$ik und A. V. Fursikov, deren deutsche Fassung [16]
von H. Beckert herausgegeben wurde. Der weitere Ausbau der statistischen Theorie fiir die
Navier-Stokes-Gleichungen wird die von D. RukLLE und -F. TAKENS vorgeschlagene Konzep-

" tion einbeziehen miissen, deren Einsatz der Theorie topologischer dynamischer Systeme die

Entstehung der Turbulenz adiquat modelliert (vgl. [13]).

.
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