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Translatlonshomogene statistische Losungen dérN av1er-Stokesschen Glelchungen
in einem dreldlmensnonalen Kanalgeblet

.B. KRAUSE . : _ : . {

'

Es. werden die aus einem vorgegebenecn translatlonshomogenen AnfangsmaB hervorgehenden
homogenen raum-zeitlichen statistischen Lésungen der: Navier-Stokesschen Gleichungen in
einetn dreidimensionalen Kmmlgeblet untersucht. Unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen an den Kanalwinden wird zunichst eine Galerkin-Approximation der individuellen Losung.
der Navier-Stokesschen Gleichungen mit Hilfe periodischer Funktionen vorgenommen. Die
Konstruktion homogener statistischer Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen gelingt
dann nach einem Satz von Prochorov durch den Grenziibergang auf der Grundlage geeigneter .
Apriori-Abschiitzungen und einer entsprechenden Approximation des AnfangsmaBes. \i

HcenefyioTea 0THOPOAHBIC MPOCTPAHCTBCHHO BPEMEHHEE CTATHCTHYECKHE PEeIlieHMA CHCTEMBI

Hapbe:CTOKEa B TPeXMepIOM KANATe, -BRXOMAUIME. U3 3AJIAHHON OXHOPONHON HAYaTLHOM
" Mephl.. C y48TOM. FPAHMYHKIX YCJOBMIl B KaHale CTPOATCA MEPUOMMUCCKHE TANEPKHUHCKHE .

annpokcHmalMH HHAUBUAYanbHoro pewrenua cucremt Hasbe-Crorca. Ha ocmosammi we-

KOTOPHIX ANPUOPHEIX Ol[EHOK I aNMpPOKCHMAIMI HAYANLION MEPH Y/aeTCA MOCTPOUTH ORHO-

poiHble CTaTHCTHYeCKIE pewenia cucTemsl ‘Hasoe-CToKCa npeaessHbIM. TEPEXOIOM BCIENCT-
- nue Teopemst [Ipoxoposa. o o N ) -

Homogeneous space-time statistical solutions of the Navier- Stokcs equations in a three-dimen-
sional channel are studied which are based on’a given homogeneous initial measure. The indi-
; vidual solution of the Navier-Stokes equations is approximated by a periodical Galerkin-ansatz
which- satlsfles the boundary conditions at the walls of the channel. Suitable a priori estimates
and an ipproximation’of the initial measure allow the llmlt, process and ensure the existence,of
homogeneous stutlstlcal solutions of bhe Navier-Stokes equatlons by Prochorov’s theorem.

. ’

1. Einleitung

Grundlage fiir dic Beschreibung der Bewegung einer zihen, inkompressiblen Fliissig-
keit'in einem Strémungsgebiet 2 — R3sind die Navier-Stokesschen Gleichungen. Fiir
die Erklirung turbulenter Strémungen sind diese Bewegungsgleichungen jedoch
noch mit einer geeigneten statistischen Betrachtungswéise zn verbinden, die den offen-
sichtlich zufilligen Charakter der Turbulenz widerspiegelt. Die Theone der statisti-
schen Lésungen der Navier-Stokesschen Gleichungen geht deshalb von einem Wahr--
scheinlichkeitsmaB u aus, das auf der Menge der fiir die Navier-Stokesschen Glei-
chungen mdéglichen Anfangsbedmgungcn erklirt wird und die Wahrscheinlichkeiten -
- angibt, mit der zum Zeitpunkt ¢ = 0 gewisse Geschwindigkeitsfelder ug(x) im Stro-
- mungsgebict realisiert werden. Die sich aus diesem AnfangsmaB u. entwickelnde
Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf den Trajektorien u(t, x) der Navier-Stokesschen
Gleichungen wird dann als (raum-zeitliche) statistische Losung dieser Gleichungen be-
- zeichnet.
~ Ausgehend von der grundlegenden Arbeit [‘%] wurden in [1, 9] umfassende Unter-’
suchungen zu statistischen Losungen'der Navier-Stokesschen Gleichungen publlzmrt,
- die sich zunichst nur auf endliche Stromungsgebiete 2 be&ogen Die Arbeiten [2, 7, 8]
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und die ausfiihrliche Darstellung in [9] waren dann der Erweiterung dieser Theorie
- auf unendliche Strémungsgebiete 2 = R? gewidmet, um auch zur Beschreibung der
homogenen Turbulenz einen geeigneten statistischen Losungsbegriff bereitzustellen.
Sowohl fiir das Anfangsmaf x als auch fiir die daraus entstehende statistische Losung
© P muB dazu die Invarianz. beziiglich beliebiger raumlicher Translationen gefordert

werden. Solche translationshomogenen MaBe lassen sich aber nicht mehr auf dem

Raume ('Lz(.Q))3 erkliren, sondern erfordern die Einbeziehung von Sobolevraumen mit
' Gewicht. :

Mit der vorliegenden Arbeit wird durch die Berii.cksicht,igu’ng realer Haftbedingun-.
gen an den.Wanden eines unendlichen Strémungskanals Q = {x = (2!, 22, 23) € R3:
|2%| < 1} erreicht, daB auch fiir wichtige technische Strémungsprobleme entsprechen-
de translationshomogene ‘statistische Losungen dér Navier-Stokesschen Gleichungen -
erklart werden kénnen. Der Existenzbeweis fiir derartige Losungen P beruht dabei
wie in [9] auf periodischen Galerkin-Naherungen u,(t, x) fiir die (individuellen) Lésun-
gen der Navier-Stokesschen Gleichungen u(t, x), auf gewissen Apriori-Abschétzungen
fiir diese Naherungen und auf einem in [9] bewiesenen allgemeinen Einbettungssatz,
der nach dem Satz von Prochorov die Konstruktion von P als schwaches Grenzele-

~ ment der geeignet definierten ApproximationsmaBe P, sichert. Die an den Kanal-

winden gestellten Randbedingungen erfordern aber im Unterschied zu {9].neben
einer Einschrankung der Translationshomogenitit auf die zu den Kanalwénden paral-
lelen Verschiebungen auch beweistechnisch an einigen Stellen die Weiterentwicklung
der yorhandenen Theorie. Dies betrifft vor allem die Abschitzung der Zeitableitung
der Galerkin-Naherungen 8u,/8¢ und die Approximation des Anfangsmafles p durch
homogene, auf periodischen Funktionen konzentrierte MaBe 4. Es kann damit dic
Existenz einer partiell translationshomogenen statistischén Lésung der Navier-Stokes-
schen Gleichungen gezeigt werden, die im Unterschied zu der in [10] fiir eine ent-
sprechende Problemstellung gefundenen Losung ni¢cht nur auf periodischen Funktio-
nen konzentriert ist. I : '

2. ‘Funktionenriume

Fir die Untersuchung translationshomogener statistischer Losungen der Navier-
Stokesschen Gleichungen im Kanalgebiet 2 = {x = (2%, 22, 2%) € R3: |22| < 1} wer-
den quellenfreie Funktionen benétigt, die an den Kanalwinden 82 = {x ¢ R3: |a?|
= 1} der Haftbedingung geniigen. Zunichst werden dabei Raunie von im allgemeinen
- komplexwertigen quellenfreien und periodischen Vektorfeldern u = (u?, w2, 43) auf’

+ 2 betrachtet, die anf dem Periodizititsgebiet 7, = {x € 2: |z!| < I und |23 < I} in
z!- und z®-Richtung 2l-periodisch sind und auf 22 verschwinden. Es sei

V() = {v € (C=(T)P: ¥(x) = X V(ky, ky; 22) exp (i(kyz? + k)
, it ¥k, ks o) € (Go™(—1, 1))* und divv =0}, '

wobei tiber alle ky, ks € (7/l) Z summiert wird (Z bezeichne die Menge der ganzen Zah-
len). Ferner sei H,% = (Ly(T,))* und H,* = (W,%(1"))3. Mit &%) soll dann fiirs = 0, 1
der AbschluB, von V(l) in der Norm des Raumes H;* bezeichnet werden, wihrend
Al = Hf n R fir s = 2, 3, ... gelten soll. Mit'||- | 7y||, werde die von H,® auf
J(l) induzierte Norm und mit (-, -)r, das Skalarprodukt in R9(l) bezeichnet. Dabei
wird bei der Bezeichnung der Raume und Normen der Exponent und der Index 0 oft
weggelassen. Der beziiglich des Skalarproduktes (-, -)r, zu #*(l) duale Raum wird mit
JA~¥(1) bezeichnet. Mit y, werde der stetige Operator y, : R(l) =~ H-Y%(I") bezeichnet,
der fiir u € (C°(T}))® gemdB you = u - n erklirt ist. Hierbei ist, n die ZuBere Einheits-

N




normale ,auf I'i= éT, Entsprechend sei y: W N(T)) — HV(I') mit 'yw = wr fir
we€ C°°(T,) Der Raum () 148t sich nun in Analogie zu [6 Theorem 1.4] wie folgt

-+ genauer charaktensleren

Satz 2.1: quezc}met RL) das orthogonale K omplenient 2u Jl(l) im Hilbertraum H,,

‘sogilt
; Jll(l) = {gmd p:p € Wi(T)) mlt ,)’Plz’ | = YPit=m—t, J=1,3}
un
' o (l) = {ll 6 H‘ diva = 0 ynu“,n, =] = 0 ynlllt,v:, = —'y‘?lllp::_[,
e . - 3=1,8}.

Es_wird der positive syrhniebrische Operator 4, = —m A% Jlﬂz(l) — R(l) betrachtet,

S-at( z.2.2: Die Gleichung Aju = 1 besitzt fiir jedes ¥ € R(l) genau eine Lisurig u € R2(L).
Ist £ € R™(1) fiir ein m = 0,1, ..., so gilt ||u | T)|lmss = c,,,l2 IE | Tl fiir 1 = 1 mil
emer von ! unabhdangigen Konstanten Cone

) Nach diesem Satz ist A;R%(l) = A(I) und somit 4, ein se]bstadj unglerter invertier-
barer Operator. Wegen der kompakten Einbettung R2(l) & R(l)ist 4,71 : R(l) — R()

_vollstetig. Die, orthonormierten Eigenfunktionen ey, €, ... von Ay, e, € (C’°°(T,))3 '

bilden deshalb ein in A(l) vollstdndiges System. Mit 4/}, 25, ..., 0 < 4y < 7yp < 10

‘2

" werden die zugchorigen Eigenwerte bezeichnet. Sowohl die Elgenwerte als auch die
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' wobeiw; den Operator der orthogonalen Projektion von H; auf #(I) und ‘A den Laplace- -
Operator bezeichnet.' Analog zu [6: Theorem 2.1 und Satz 2.2] gilt-damit - :

>

Eigenfunktionen von 4, lassen sich explizit angeben. Im weitercn wird jedoch nur be-

nutzt, daB sich jede dleser Eigenfunktionen in der Form _
elk(") = & (2?) exp ((k,z* + kqz?)) (2.1)
mit Ky, ks € n/l) Z und Funktionen &, € (Co(—1, 1))® schreiben léBt. Von der Gult,lg-

keit dieser Darstellung iiberzeugt man sich lelcht dadurch, daB man in 4,e;;, = 7€,

firk = 1,2,. . jeweils die Fourierentwicklung (bezughch 2! und x3) der Flgenfunk- '

tionen emsetzt
Wegen der Vollstandigkeit des Systems {en)s i in A1) ist fiir u € H; die Pro;ekhon
mu € R(I) explizit durch, .

A k) L dygenu(X) mit. g = (W, ey)r, ‘ ' (2.2)

o '

A1) fir s € Z die Norm s N

Mm—z/lmvf' , ' (23)

Auf der Gtund]age von Satz 2.2 laBt, sich dlc fo]gende Normaqulva.lenz zelgen
Sata 2.3: Au/ R(L) gzlt fiir 1 2 lund s = 0, 1,

s < 11K 1Tlle S Col Il - O (24)

" wobes C, von [, unabhcmglge Konstanten sind. Insbesondere ist ||-|f = [I- ] T;lll.-

Neben dén auf £ erkliarten periodischen Funktionen aus den Réumen R%(1) werden
noch dle folgenden gewichteten Sobolevriume bendtigt. Es sei

all. i, =( X [+ XD (x);zdx)llz

la|=s @

4 |l
v

17% v o N | C ' -

‘gegeben. Mit den hierin erklirten Entwwklungskoefﬁzxentcn %y, definieren wir auf'
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Mit He(r) soll dann der AbschluB: von (Co°°(.Q)) in der Norm |- “; (n und mit J%(r) der
AbschluB von {u € (Co=®(2)p:divu = 0} in der Norm '||-[|,,, bezeichnet werden.
Analog zZu Sau .1 1aBt snch der Raum J€°(r) wie folgt charakterisieren:

) -
“J(r) ={u e (L“°e Q) divau = 0, lullo, < 00, Wyan—y = =0},

so daB wie in [2: Lemma  1.2] durch die’ Abschabzung der entspreéchenden \Iormen der
folgende’Satz bewiesen werden kann. :

Satz24: Firl=1 und r < —1 ist Jt(l) o JIt"’(r) eine: stetzqe Einbettung; auf
» Ji(l) gilt ||llo.cry = c |l | Tlf, wobei ¢ eine von r aber nicht von lab}umgzge Konstante ist.

- { . . .
3. G.llcrkm-x'dhtrungm fiir die Losun%n der Navier- Stokesschen Glelthunaen

im Kanal

: ch Stromungsgcschwgndlgkelt v einer inkompressiblen zdhen Flu551gke1t geniigt den
- Navier-Stokesschen Gleichungen

‘ %—-vAv—{— P v’%—l—gradp_g mit divv = 0.
Die Dichte des Fluids ist dabei gleich Eins gesebzt 'wordcn v steht fiir die konstante
diynamische Zihigkeit, p fiir den Druck und g fiir eine auﬁeve Kraft. Setzt man voraus,
daB die Stromungsgeschwindigkeit an den Winden des betrachteten Kanals eine vor-
‘gegebene, von z! und x3 unabhanglge Funktion ist,.d
lenfreien Funktion U'= U(t, x) fortsetzen liBt, und daB auch g = g(¢, x) von ' und

2% unabhingig ist, so entsteht aus den Navier- Stokcsschen Gluchungen firu=v -y

. das folgende: homogcne Rand-Anfangswertproblem in (0, T') X £:

1

du 3 ou ou . ou : . . I
5 — Au + )l ( (-55—#%) + UIE&;) +.gra§p = ‘f, divu = 0-.(3.1)'

mit u( )l(onxao =0, u(0, -) = uy(-).

Dabei ist § = g — aU/jat + » AU — 3 Ui 6U/62:’ und u, ein vorgegebenes Vektorfeld
mit div uy = 0.

Die im vomgen Ahschmbt bereitgestellten Funktnonunraume R*(1) erméglichen nun
die Definition einer schwachen 1.6sung des Problems (3.1) in der Klasse der auf 7', in
z'- und z*-Richtung 2i- -periodischen quellenfreien anktlonen . \

~

Dehnnbmnt}l Eine Funktion u € L 2(0, T'; RY1)) n L (0, T; (L)) mit: oujot
€ L (0,T; R%l)), s = 3, heilt schwache Losung des Problems (3.1), wenn fiir alle
w e () gilt

N
3
(aa—l:, w) + v(u Aw)p 2, (

mit (“(0) ')) ‘Y)T‘ - (UOJ_ ) Ty ! -

6“

) = (i, w)T:
T,

Die Anfangsbedingung ist dabei (als Gleichung u(0, -) = u,(-) in-R~*(1)) i{orrekt '

gestellt, da die in Defmlt,lon 3.1. beschriechene Funktlonenklasse nach [9 Lemma
1V.1.1] stetig in C(0, 7'; R~%(I)) eingebettet ist.

Fiir die schwache Losung soll nun mit Hilfe der hlgenfunktlonen des Operators 4,
die Galerkin-Naherung gebildet werden. Dies geschieht durch Projektion auf den
durch die ersten &, ngenfunl\tlonen €1, €2, ..., €&, aufgespannten pntcrmum

die sich'zu ciner in 2 glatten quel-
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‘/li(l) < R(l). Dabei wird k, so gewihlt, daB fiir die Lugehbrigen Eigenwem =S e
S = Ay, S Bgilt, wihrend 2,41, > 2 sein soll. Mit p,. wird der durch .

’ e

Cpwe=J3; ulkeik mit e = (u, ‘«u:)r,
RSt

. erklirte Projektor von R(l) auf Jll(l) bezeichnet. .
Definition 3.2: Eine Funktion- u € CY0,T'; JIZ(l)) heiBt’ Gulerkin- Nakerung /'ur A

i die schwache Lésung des Problems’ (‘3 1)} ¢n T, wenn sie Losung dcsAnfangswertproblems ‘ 4

ar 3 2w owU - oUM : ‘ .
W — ”Alu + ?’{ﬂt, N +. Py + ) = puf, - : , ,(3-?)' |
_ w>=u—mm, , (33
. lSt ', : : :
Satz 3.1: Gz,lt fur die Funktzonen fund Uin (3 2) ' ST )

' . °

ol
L g = f Hf(r) | T?dr < oo und ¢y =6 max sup |—|<< co,
< =123 0.T)X T, . ,

ox*

. sobesitzt das S Jstem (3.2), (‘3 3) /ur jeden Anfa‘ngswert vo E Jl(l) eine ezndewzge Losung-
fo S,vo € CYO, T'; (1)) mit

(3.4)°

ey

,A' HMWwammwastum+iﬂmmm»

v,

" Der Losungsopemtor Sy M) — CYO, T'; AUT)) ist stetig.-

i Bcwels Angenommen u, ist eine Losung von (3.2), (3.3). Dann folgt nach skalarer
h \’Iultlphkamon von (3.2) mit u und anschlieBender Integratlon ither 7, und (0, t)

U(r)

—||Uz l)Hz + vf Illlz(T)Hl2 dr + 2 / (u:

j=10

),
T, -

~ KE

s = —||u,(0)||2 +f (f(z), w(z))r, dr,

wobei die i in (2.3) erklarten Normen benutzt wurden. Beachtet man dlc Unglelchung
Y (i 8U/6x’ u)r, = 27y |jujl?, so erhalt man

Ilu:(l)ll2+ 2Vfllu:(r)l]12¢lt Slluz(O)IP +ch||u, 7)lPdz +f||f(r) [T N (2)| d=

Wegen ]|u,]| =4 Hu,ll, und 4 )T | Tl flw,)l, —» ||u,||12 =( 4/v ]|f | 712 entstcht daraus

S Y N

- @l + v f flug(2)l® dr < Jlw(O)* + 76: + cu f (I dz. . (3.5)
' . 0 ’ : : 0 Co
._I\’aéh dem Gronwallschen Lemma folgt hieraus A

()2 = (lus(O)[I*-+ (4/») ex) exp (cut).

' Benumb man.in (3. 5) diese Abschatzung, so erhdlt man fiir ¢ € [0, T'] schlieBlich die -
Unglclchung (3.4). Da (3. 2) ein System gewohnhcher Dliferenbmlglelchungen fiir die
F‘nt,\vlcklungskoef{mentcn iy, Vvon .

w (e, X)'= . ,r‘_,;’ulk(t) el(X)
. wal
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 darstellt, dessen rechte Seite polynomial von den @, abhingt, folgt die Existenz ufld

Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems (3.2), (3.3) aus der Apriori-Ab-
schitzung (3.4). Die 4, hingen dabei stetig von den Anfangsbedingungen ab, so da}
der Losungsoperator S, tatsdchlich stetig ist I { . :

Unter der.Voraussetzung, daB f und U von 2! und z? unabhéngig 's.ind, gilt

Satz 3.2: Der Lisungsoperator S; des Problems (3.2), (3.3) ist mit dem Verschie-
bungsoperator h: u(t, x) — u(t, x + h), h = (A1, 0, h%) € RS beliebig, vertauschbar.

Beweis: Zundchst wird die Vertauséhbarkcit von 7; und h gezeigt."Nach (2.1)
und (2.2) gilt; fiir beliebige in z'- und z3-Richtung 2l-periodische Funktionen

u€ (Lzloc(Q))a .
' mhu(x) = ¥ (hu, eu)r, e(X) = 3 (u, it e,) 7, e,(x).

T =X (u eu)r, exp (i(h2} + hyzy)) en(x) . |

., = S (u, e, ep(x + h‘) = h 3 (0, &) reiu(X) = b, u(x),

wobei iiber N zu summieren ist. Schreibt man hierin nur endliche Summen, so ergibt .
sich ;p,yz,fl = hpn;. AuBerdem gilt offenbar _ﬁ(au/at) = a(ﬁu)/az, h Au = Ahu und -
bufu = huihu. Weil aich bt = fund hU = U ist, folgt h(wiU) = (hu) U und h(Un)
= Ui(hu). Wendet man.also den Operator h auf die Gleichung (3.2) an, so wird er-

~

- sichtlich, daB mit u auch fu Losung von (3.2) ist. Der Anfangswert von hu beit =0

ist fiv, € (1), wenn v, = pymu, € A(l) der Anfangswert von u ist. Wegen der Ein-
deutigkeit der Losung von (3.2), (3.3) bedeutet dies hS,v, = $hv, 0 ; ‘

- Uber die im Satz 3.1 formulierten Apriori-Abschitzurig hinaus ist die Abschétzung
der Zeitableitung von u; erforderlich. Wie in [9: Kap. VII, § 3] sei dazu K = Q ein
heschriinktes Gebiet und JH*(K) = {u € (W (K)P:divu =0}, s=0Q,1,..., der
Sobolevraum der auf K erklirten quellenfreien Vektorfelder mit der Norm ||- | K||s
von H¥(K) : = (W,%(K))®. Wirsetzen |ju | K||_, = sup {(u, w)oflw | K|l : we (00°°(K))3},
wobei (-, -)o fiir das Skalarprodukt in (L2(£2))? steht, und bezeichnen mit H-5(K) die
Vervollstindigung von (C’o"°(_K))3 in der Norm ||- | K||_;. Im weiteren sei K = {x € Q:
|X| << N} mit einem N € N. Es sollen nun Abschitzungen fiir |du,/0t | K||, bewiesen
werden, dic den Ungleichungen (3.2) und (3.23) aus [9: Kap. VII] entsprechen. Fiir
die in (3.2) eingehenden, von 2! und 2%.unabhingigen Funktionen f und U muB dabei
gelten : .

s

1 : . oo
Cr=sup [|f(¢t,x)2dz* < oo und Cy=sup [[U(, x)[2da? < oo,

te(0,T) —1° te(0,T) ~1

Satz 3.3: Ist u; die Galerkin-Néherung fir die schwache Lisung des Problems (3.1)°

)

T in T zum Anfangswert vy = pmuy € A1), so gilt fiir K= Ty unds > 21/2

 abhdngt. C '

ot

‘wobei die Konstante C nur von v, N,'e (0 <.e < 1), Cy 'und Cht, aber nicht von vy und 1

a’ o
. “—“—‘iK.
\

= C(||“'r| Ki* + l__z flug-] T4l® + ”“”?o.((e—a)/z) + 1), (3-6)

Beweis: Fiir déssen Daucr wird der Index I bei u; und 7, weggelassen und das
Skalarprodukt in H, mit (., -) bezeichnet. Ferner sei w0 ¢ (00°°(K))3 und w die in -~
z'- und z%-Richtung 2I-periodische Fortsetzung von w®. Skalare Multiplikation von
(3.2) mit w und anschlieBende Integration iiber 7' liefert

ou 3 (oun - owU - dU N
_— Wl = — _ - + £, w). 7
(at.,w) (p,n [ Au ;‘5( L ax,) , ] w) (3.7
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o

Die Klammer [...] wird der Kiirze halber mit F bezeichnet. Wir zerlegén P in

pr=I+@—-D+@m—-Dx (3.8)

und schétzen nacheinander die auf der rechten Seite von (‘3 7) bel Anwendung dieser
drei Operatoren auf F jeweils entstehenden Terme ab.
A) Anwendung von I: Wie in [9: S. 222] sieht man

[(Au, w)| = ‘I(u, Aw)| < [lu | Kjj AW | K| < (llu | E[? + 1) IW | K]z,

(2we ow
'ai,v 'LLlla

Vollig analog laBt -sich sowohl |(&u’U/6xf w)] a.ls auch |( 6U’u/6xf “)l durch
c(llu| Ki? + U | K|*) [w | K|l abschitzen.

Wegen |(f, w)| < |it| K|l ||lw | K|l gilt dann mit einer von v, N, CU und Cy a.bha.nglgen
Konstanten Ca .

Sclu| KJF w | K- |

1

CIUF, W) = Calllu | KPP + 1) IW [ Klls- ' S (39)

B) Anwendung von # — I: Fiir die hier benotlgten Abschitzungen lst es erforder-
lich, Ableltungen von (n — I) w abzuschétzen. Dazu wird nach AbschluB dieses Be-
weises der folgendc Hilfssatz bewiesen.

Lemma 3.1: Ist WO ¢ (Co®(R))® mit suppw®— K= T,, s0 gzlt fiir alle x € T, '
\,s>0|a|21unds>7/2+|o¢{ .

| D7 — I) “\(x)l = 0|.;|N4+Ial ”W | Kllg (’(1—_*_#_?—; + Cl‘ lal) _. (3.10)

Fiir dze zwezte Komponente (x — I) w(x)2 des Vektors (m — I) w(x) gilt mit § > 9/2 und

e>0 RS

Ce . .
— 2 Ns ——— -3). S 11
I(ﬂ I) w(x) | = 201 liw | Kl ((1 T IXI)“ .+ Cl ) : (3.11)
— Damlt ist die Abschatz,ung von (n — I) F moglich. Fur § > 11/2 und 0 < ¢ < 1
gllt . ! . .

(= — I) Au, w)[ = |(u, A(z —I) w)|

< CuN* |w | Kl ( f(-ﬁ)d—_,dx T cz-«fm dx) '
, ‘ r

< c(lulloge—ayz).+ 4l | T2 4+ 1) 1w | Klls.
Entspreéhend folgt aus Lemma 3.1 mit |x| = 1 und s >. 9/2-

((‘n —I)%i%-,w) - (uu ———(n—I)w)

1] . z‘ d '_ '
< C,N® jjw | Kl (f(—cll-“:xT:-jL oz—af|u|z dx)
. T

T, 1

-

< o((ulf(e—ayz) + 12l | Tol2) (1w | Kl

Analoge Ungleichungen erhélt man fiir die Terme mit, u’U und_ Ufu. SchlleBllch gllt
fiir die von z' und a3 unabhanglge Funktion t = (f1, f2, %) nach Satz 2.1 (z — I) i
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S =(x—=1)(0,f 0),sodaBaus(311)furs>9/2und0<s<1 -

|((~r —I)f, w)| = )w(\)2 x|
' . c. [1(t, %)|
= 2CII\T5 ““ I K”, (T Wg‘ dx +f0l 3 If ¢, ‘()! dx)
Zelw | Kl (

‘ folgt \ht einer Konstanten Cjy, d1e von », N,e(0<e < 1), Cu und C;, aber nicht von
" 1 abhéngt, gllt also fiir s > 11/2 -

|((7t —DHF,w)| < C’n(llullo w-ayz) + 7% Jlu | Tzll2 1_) Wl Kl (3.12)

’

C) Anwendung von (p — I) n: Fiir u € () ist (p, — I) n'Au = 0. Stellvertretend
fiir die anderen Glieder aus ((p, — I) nF, w) wird die folgende Abschabzung ange-
geben Firm > 3/2 + 1 gilt \ .

2 A\
Y:= l((;p, — I) du'n w) = (u’u, —55(791 — I) nw)’ '

T oxt
Sclu}Typ ”(7’1 —I)aw | Tim-
(3.13)

/

~

0
< I 1 2P sip |5

(p, — I) AW

' GemaB (2. 4) ka,nn hlerm das Quadrat, des letzten Faktors weiter abgcschatzt werden:

Mpe — D 2w | Tilln? < (Cal™? lpe — 1) (AWt = (Culm)? X i ogel?
">
AN - g C’"le.m-zn Z /'YI: tn leklz
X Jig>1 . .
v < O™ llawlly o S (Clm )2 unw | TR rne (314

Seut man dies in (3.13) ein, so erhilt man mit » = m + 2 und s > 7 die Unglel-
chung Y =< ¢,l72 ||u | Tf? ||m\ | Tl AuBcrdem gilt’ nach Lemma 3.1 fir alle o mit -
1<Ial<s,k€1:,s1>'7/2*é : ro

1D — ) w(x)| < CN** flw | Kne,( G + CI- )

(b4 fal])®=*

- . . R N .
woraus dann [[D*(I — 7z) w | T2 < ¢ liw | K||?, folgt. Man ‘addiert die letzte Bezie- .
hung iiber alle & mit 1 < |a} < s und benutzt dle so entstchende Ungleichung zur
"Abschétzung

v Tl||32 = ||1w | Tl + 2 Z (UD"W LT+ ID*( — =) w | TUP)
<2 T+ oo w KIS St [ KIE. 0 (3.15)
-, Damit erhdlt man schlieBlich fiir 5, > 21/2 ' p

- dulu
((7’1 - 1') J.T—a;,»—, W)

In gleicher Weise lassen sich die Glieder mit «/U tind Ufu durch

S el flu | TUfP Iw | K1,

cl=*(jlu | Tulf* + |1U | T,u?) w | K”a. S ol Ju] TP + 4Cy) II“ | KL,
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’

‘abschiitzen. Dazu analbg gilt mit s, > 7/2 + 1 S S

L leo-Dat, wISHEITIIIIIP:—-I)nwlTxIl o : o
' = W0 ( 5 1ol < 2ACH D |aw | Tl S callw | Kl
: 1>l ..

-.SO daB man die fiir s > é1/2 giiltige Ungleichin;g
C 0 o= 1) R, w)| S CetR | TP + 1) w | Kl (3.16)

erhilt. Auch hier hingt Cc nicht von ! und v,, sondern nur von N, ¢ (0 < e < 1),
Cy und Cy ab. Unter Beriicksichtigung der Zerlegung (3.8) folgt die Bchauptung aus
{3.7) und den Ungleichungen (3.9), (3.12) und (‘3 16)0 - .

Fir den noch ausstehenden Beweis des Lemmas 3.1 wxrd der folgende Hilfssatz bcnotlgt der |
in gleicher Welse wie [9: Lemma VIL.3.3] be\vxescn werden kann. :

-

_ Lcmm,u 3.2: Es sei K = {x€Q:)x] < 7\’} und wO¢€ (C'o°°(K)) Dann ist das’ Newtonsche '
.~ Volumenpotential von div w°: ' . ’

: 1 [ divwy) . S ‘

. q(x) T= o — f _—())d)’ ) - . X |
N : 4n lx — ¥} .

‘" . ) )
eine C°° Iv’unklzon, die in g(mz R? der Dz//erennalglezchun_/ A = div w° und der Abschatzung
' Novlol o | Kil, N
a o =19 ; -
|D gr‘a.d q(x)| g cl.,l TESEan mit s > 7/2 + Jox} : (‘;f”)

genigt. : . ' : oL .

Beweis des Lem mas 3.1: Die in (3. 10) links stehenden Ableitungen von ({ — ) W (es
war w0 € (Cy®(82))® mit supp w® < K < 7)) lassen sich fiir x| = 1 mit Hilfe der in Lemma 3.2
V erklirten Funktion g € C®(R?) explizit angeben:

.

— ) ) .
DNl —m)W(x)= X . X Deograd(q(x + m) + ¢(x +m)), (?1-18)
m',m*€2AZ medZ
. . ' s e’ v
© wobei X 4-m = (2! + m!, 22 + m?, 2® + m®) und X + m = (2! + m!, m® - 2 — 22, 28 + m?).
ist. Um (3.18) zu beweisen, iberzeugt man sich zunichst von der auf 7'y gleichmaBigen Konver- -
genz dieser Reihe. Nach (3.17) gilt fir s > 7/2 + || und r = 3 + IO‘I -

~ . ‘,' ) . —
L - XY Degrad (¢(x + m) F g(x + m))

-

= clalN“-illaI Iwe | Kil, z [ ! + ! :Is B

(L et mD™ s o gy

wobei wie in (3.18) iiber alle m = (m!, m?, m3) mit w1, m3 € 21Z und m* € 47 zn summieren ist.
Die Konvergenz der rechts stehenden Reihe wird durch die folgenden AbSLllatlllllgCn bewiesen.

. Die-Teilsumme S, = X [...], Summation iiber |m| > 41, kann wegen der firallex € 7, giltigen:
Unglclchungen

- -

]x + m| 2 m| — |x] = |m[ }'2!2 +1=2mj =2 -1

-

p— -~ . —~
x + m] = (m| — x| = |m| — 2l — 1 mit m = (m!,m? 4 2, m?)

durch §, < cll—2 lsl abgeschitzt werden (vgl. [4: S. 35—37]). Die Teilsumme S, enthilt alle
noch verblexbenden Summanden [...] mit |m| < 4l. Ist |m!| 4 |m3| % 0, dann kann jeder
Summand [...] darch ¢l-" abgeschitzt werden, so daB8 wegen der zu ! proportionalen Anzahl
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~solcher Surﬁmanden fur r = 3 + |x| gilt:

‘ 1 1 B
S, S~ 4+ ¥ [ + = ]
s 1 +'|x + m|)" Nenraged
’ Im=loé4’1n ( | . | (1 + [x + m]))”
S C l_'+l + Z 2 1 \

kez (1 + (2Y)* + (2 4 4k)2 4 (22)2)")?
S o= 4 2 3 (1 4 [x[?)mi2 (1 - 4k2)mn/2
keZ
/ 1 .
—2—|al - >
- czl e (1 + |x|)2+ lal—e’ ’ : n.
Afallsr, = L4+e> 1,d h.¢ > 0 ist. Hleraus und aus 8, < ¢,l-2-1¢l erhilt man fur lxf =1 und
allexe T, . 2 . -
ST
2 ID“ grad (g(x + m) + ¢(x + m))|

,

.

ﬂl —2—|a . cc }
S o N tleljwo | Ku,{ 1—2—lal 1 AT x)Eie— |x|)2+|“|"‘]’ (3.19)

’

woraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (3.18) folgt. Gleichzeitig ist mit dieser Unglei-
chung gezeigt, daB (3.18) gliedweise differenziert werden kann und die dabei entstehenden
Reihen simtlich wieder auf 7, glelchmang konvergieren. Als Summe von Gradientenfeldern -
entstcht mit (3.18) auch jeweils ein Gradlent,enfeld Ingbesondere gibt es also skalare Funktionen” .
V’E C°°(R3), j=1,2,3, fur die

. ~ ) . N
grad V’(x)‘= Z‘ e grad (g(x + m) + g(x + m)) ) T (3.20)

-gllt Integmert man nun 9 Vijoz? = 3V2/8a:7 nach zf, so kann wegen der glenchmaBlgen Konver-
00\11. der’ Ab]extunaen gliedweise integriert werden:

VAR = 2 (g ) + g m).

Fir alle x € T ist V2(X)z1; = 0. Dariiber hinaus ist nach’ Umordnung - dieser auf 7, gleich-
miBig konvergenten Reihe sofort ersichtlich; daB auch V2(x)j,..; = 0 ist. Aus der Darstellung
(3.20) folgt, daB es eine Funktion V mit 8¥/dz! = Vi fiar j = 1, 2, 3 gibt. Diese muB sich dann
als gleichmaBig konvergente Reihe in der Form

V) = X (gx A m) - g(x + m) -+ vplat + vp’s® + o)
’ m P 2 .
darstellen lassen, so daB neben V2 auch ¥? und V3 jeweils in z'- und 23-Richtung 2I-periodische
Funktionen sind. , i
Damit 148t sich nun zeigen, da8-die mit (3.20) erklirten Funktionen grad V7 tatsichlich mit
den Funktionen 8(I — n) w/dz! iibereinstimmen. Dje in 2'- und 2°- Richtung 2I-periodische
Funktion (I — ) w ist nach Satz 2.1 -ecin Gradientenfeld, (I — n) w = grad p, dessen zweite .
Komponente 8p/d2® bei |22| = 1 versghwindet und das in 7; der Differentialgleichung Ap = divw
geniigt.. Beriicksichtigt man, daB nach (3.20) wegen Agq = div, w firr allex€ 7y und j = 1 2,3
auch T
) — 2 g .
AV?(x) = —.Z Ag(x + m) + g(x + m)) = — Ag(x) = —anv W(x)
ox? . . o ox? ]
" gilt, so erha.lt, man fir . Vi — oploat die Gleichung

[ lgrad ri(x)|? dx = — [ ri(x) (A Vilx) — —Ap(x)) dx + [ ri(x) grad 7i(x) - ndo =
T, T, ©oT,

Das Oberflachenintegral hierin verschwindet, da. 71 und grad 7f in z!- und 23- Rlchtung 21.
periodisch sind und 7%(X);|z-y = 0 ist. Es gilt also grad Vi-= 2 grad p/@x’ =9l — a) w/axr




Translationshomogene statistische Losungen 267

Daraus ergibt sich mit (3.20) und den Abschitzungen (3.19) die Ungleichung (3.'10). (3.11) er- -
hilt 'man aus (3.10) durch Integration ‘der zweiten Komponente von 8(I — z) w/dz® nach z?
unter Beachtung der Nullrandbedingung 8 :

\Ilt, Satz 3.3 konnte eine Abschitzung fiir ||8u,/6t | K[l unter der Voraussetzung .
= {x € 2:|x|] < N} = T, gefunden werden. Analog zu [9: Theorem VII.3.2] wird

+  nun eine entsprechende Abschitzung fur diese Uorm beWIesen -die auch im Falle

©. KT, giltig blexbt

’

Satz 3.4: Ist u; die Galerkin- Naherung fiir die schwache Losung des Problems (3.1)
wm Ty zum Anfangswert v, € (1), so gilt fur §> 6 und ¢ = ml mit m = [Nfl] + 1
([a]. bezezcknet den ganzen Teil von a) -

6[1,

2 | K

SO | TP+ 1), - (3.21)

wobet C eine von v, und ! unabhingige Konstante ist.

Beweis: Die reelle Zahl ¢ wurde so gewihlt, daB K — T, ist. Der Beweis kann
deshalb teilweise auf den in Satz 3.3 behandelten Fall Auruckgefuhrt, werden. Es sei
dazu wieder w0 € (Cy®(£2))® mit supp w0 = K und w die in 2!-"und z*-Richtung 2¢-
periodische Fortsetzung von wo. Multipliziert man die Galerkin-Gleichungen (3.2) mit
w und integriert tiber T, so erhilt man wieder formal die Gteichung (3.7), wobei dies- -
mal (-, -} das Skalarprodukt in H, bezeichnet (abkiirzénd sei auch hier u = u;). In-
[4:S:40—41] wurde gezeigt, dall fur in 2!- und #3-Richtung 2I-periodische Funktnonen
v € H, stets mv = n,v gilt und somit, (3.7) die Gestalt .

du dulu ouw'y oU% a N
- = —_ = — 7 : .22
(6t w)Tq (v Au ’él’( e + g +- 6 5 ) + f, przqw) . (3.22)

annimmt. Der Projektionsoperator p, : R(l) — Jll(l) bewnrkt, daB in d(,r Fnt,\ncklung :
(2.2) nur iber die Werte k summiert wird, fiir die 2, S 1% ist. Da die Eigenwerte 4,,
zu den 2[-periodischen Elgenfunkt,lonen €, von A, = —n, A mit den Eigenwerten -
24 ibereinstimmen, gilt fiir in 2!-'und 23 Richtung 2l penodxschc Funktionen v € H,

die Gleichheit pmv(x) = p;m,v(x). Der Operator min, bewirkt dabei, dafl die (2.2)
entsprechende Entwicklung nach den Eigenfunktionen ¢,, von 4, nur die Summanden

enthilt, fir'die 1,, < I2 ist. ' :

Wie im Teil C) des Beweises von Sat,z 3.3 kann man nun die in (3. 22) vorkommenden
Glieder abschitzen. So gllb wegen w € A ) auch u = 7, € H(q) = R*g) und des-
halb

I, Pz = (1, ApW)r| S (0 | Tyl Ipiegw | Tl
Analog zu (‘3 13) ist fiir s > 5/2 '

A ouwin
EZRARN S
- entsprechend lassen sich die Glieder mit U abschitzen. AuBerdem gilt

(5, 2regW),) S IR | Toll pemgw | Tl < 26 Vot lipimegw | Tl

‘Mit den ;)bigen Abschitzungen folgt dic Behauptungaus (3.22), da wegen (2.4) und'
(3. lo) fiir s, > 7/2++ s die Ungleichung {ip,w | 7|l S ¢(N) ||w ] KL,l erfiillt ist @

= el ] Toll® lipeew | Tl
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4. MaBthcoretische Hilfsmittel

{Es sei (X B, u) ein MaBraum mit einer nichtleeren Grundmenge X, einer a-AIgebra
B und einem vollstindigem WahrscheinlichkeitsmaB u, u(X) = 1. Ist X ein metri-
rscher. Raum, so bezeichnet B(X) die s-Algebra der Borel-Mengen von X, d. h. die
* minimale o-Algebra; die alle offenen Mengen aus X enthilt. Im folgenden werden nur
- Borel-MaBe, d. h. auf dem MeBraum (X, B(X )écrklarte MaBe betrachtet. Wir geben
zunichst einige in [9: Kap. II, § 2}, bewiesene igenschaften von Borelschien o-Alge

. bren und meBbaren Abblldungcn an. .

Ist X, ein scparabler reflexiver Banachraum, der stetlg in dem separablen Banach-
raum X, emgebettet ist, X, < X,, so- gilt QS(X,) =B(X,)n X, := {0 € B(X,):
wc X,} und speziell X, € %(X2) Ist ferner X, ein Banachraum und f: X; -+~ X,
cine mefibare Abbildung mit 7'X, = 0, dann ist auch die Einschrinkung fi,-x,) : X3

> X, meBbar. Fiir beliebige MeBriume (A 5, B,) und (X,, B,) und einer meBbaren Ab-
bildung 4 : X, — X, 14t sich zu einem auf (Xl, B,) gegebenen Mall u auf (X,, B,)
das MaBl A*u gemall A*u(w).— u(d-'w) fir allc w €B, erkliren. Fir Jedes A*y-
integrierbare Funktional g: X, — R gilt

J9(w) A*u(du) = nguo)/t(duo) S cv (&)

insbesondere ist also das Funktional uo — g(Au,) p-integrierbar. Ist umgekehrt'
A og: X, — Ryu-integrierbar, so ist auch u — g(u) A*u-integrierbar und es gilt (4.1).
Wird iiber Mengen mit vollstindigem MaB integriert, so geben wir wie in (4.1) den
Integrationsbereich nicht mit an. Gilt fiir die Banachriume X,, X, die stétige Ein-
bettung . X, < X,, so 1aBt ‘sich ein auf (XI,SB(X )} erklirtes MaB u gemil p(w)
= p(w n X;) fiir alle w € B(X,) anf X, fortsetzen.
- Es sci X ein metrischer Raum. Mit Ol,(X) werde die Menge aller auf X definierten
stetlgcn heschrinkten Funktionale bezeichnet. Eine Folge {u,} von auf X erklirten |
MaBen heiit schwach konvergent gegen das Mall u auf X, u, — u bei n — oo, wenn

‘lim ' f () peal du) = [ f(u)u( du) fiiralle f € Oy(X)

gilt. Einc Menge 9t von auf X ‘erklirten MagBen heifit schwach kompakt wenn aus
" jeder Folge. {,u,,} — M eine auf X schwach l\onvergenbc Teilfolge ausgewahlt werden
kann. Gilt #, — p und sup ff )-ta(du) = c fiir ein auf X stetiges Funktional f, so'ist.

L

* auch f/(u),u(du) =ec. Als Folgerung aus demSatz von Prochorov wurde in [9: Lemma
11.3.1] das folgendu Kriterium fiir die schwache Kompakthelt bewiesen.

Satz 4.1: Der Banachraum X 1 set vollstetig in den separablen Banachmum X, ein-
gebettet. Eine Familie M von auf X, gegebenen Mafen ist auf X, schwach kompakt, weni_
fiir alle . € M das Funktional u — |[ul| x, u- mtegnerbar und sup f |y, p(du) <c < co
ist. : . .

Wir wollen nun partiell translationshomogene Mafe auf Funktionenrii-umen/X be-"
trachten — im Unterschied zu den in [9: Kap. VII, § 1] untersuchten homogenen:
MaBen, die bei beliebigen Translationen h invariant bleiben, fordern wir die Invarianz
der MaBe nur fiir Translationen in z!- und z%-Richtung. Dabel sei X = JOr) baw.

X = Ly(0, T; %)) und hder durch h : u(x) - u(x + h) bzw. ﬁ u(t X) = u(t, x + h) -
“erklarte Translamonsoperator : -

Definition 4.1: Ein MaB « heiBt auf X in 2'- und x3-Richtung translationshomogen,
wenn h fiir alle h = (A2, 0, k%) € R3-cinen meBbaren Automorphismus auf X realisiert
und g = h*y ist. ’

A
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. 'Satz 4.2: Ein'beschranktes Maf p ist genaw dann in z'- und z3-Richtung translations-
; homogen, wenn gilt .o S o

, [ fw) p(du) = [f(hu) w(du) fir fe€ Cy(X),h=(h,0,A% ¢ RS,

Beweis: Die*Notwendigkeit folgt aus (4.1), die Hinlinglichkeit aus dem Satz von
B. Levi und einer geeigneten Approximation fiir die Indikatorfunktionale von Borel-
Mengen durch stetige Funktionale § ’ ’ '

In Ahalogié zu [9: Theorem VII.1.1] bzw. [2: Lemma 2.1] kann der fdlgeﬁde Satz.
formuliert werden. - - o .

. . 0 : . .

Satz 4.3: Es sei pu ein in 2'- und 23-Richtung translationshomogenes Maf auf X und
G: X - L°Q) bzw. G: X — Ll‘°°((0, ) ><.Q) eine Abbildung, die fir u-fast alle u € X
und alle h = (k!, 0, h®) € R3 mit dem Translationsoperator b vertauschbar ist. AuPerdem
seien fiir Funktionen w mit w(x) = w(z', 28), w € C,®(R2), die Funktionale

s u— [ Gux)w(x)dx, u -—>f\|G(u(x))|w(x') dx
LN 2 : .
bzw. . e o N |
' T : . T . L
Cu— [ [ G, x)) w(x) dx dt, u— [ [|G(u@t, x))| w(x) dx .

- 002 - ) . 09 - _ .
,u-integrierbqr und die ents‘prechénden Intggr_ale endlich. Dann gibi es Konstanten
' 1 : - ' T 1 -

Go=[.[ G(u(x))dau(du) bzw. Gy-= [ [ [ Gut; x)) da* deu(duy,
A . A o1 : .

o daf fir alle @(-, -) € Ly(R2) gilt .

J F6lu() sz, 2°) dxu(du) = G [ #(2", 2%) da' da
D » N RI K4

bzw. : )

~ T . . A - . A
-f [ f Glut, ) (2", 2%) dx dtu(du) = G, [ @', 2%) da? da?. C(4.2)
0 Q . ' . Rt | * ~

Ist u ein MaB, das den. Voraussetzungen von Satz 4.3 geniigt, so ist spezieli auch das Funk-
tionalu — f G(u(x)) dx w-integrierbar, fails K eine beschriinkte meBbare Teilmenge von Q ist.

. K : . . .
Dies, folgt aus (4.2), wenn man fir @(., -) € L,(R?) dic Indikatorfunktion der Menge .
., CKY= (@, ) € RPix = (2, 2% %) € K firein 22€ (—1, 1))
_einsetzt. Es gilt dann mit |K'| = f dz! da?®
. . X’

o . . '
[ euw) dsedu) = K] [ [ Gu(x) datu(du). : @3
K : ~ —1 . . .

Der folgende.Satz wird bei der Konstruktion der statistischen Losungen benétigt,
‘um aus dem vorgegebenen AnfangsmaB yx die fiir die Galerkin-Approximationen er--
- forderlichen AnfangsmaBe y; bereitzustellen. ' ) ‘

‘Satz 4.4: Au/'vX = Jr), r < —1, sei ein in x'- und x8-Richtung translationshomo-
genes Wahrscheinlichkeitsmaf3 u mit endlicher ,,Energiedichte‘

. | ’ \ .
&= [ [|ug(X)|? datu(dug) < oo - (49)
-1 ¢ . .

- \ .
LN
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- . / ,

gegeben, wobet Iz ‘die Voraussetzungen des Satzes 4.3 mit G : uy(-) —, |ug(-)|? erfiille. Es
existiert dann eine Folge von Wahrschemhckkeztsmﬂen {u}, mit den folgenden Eigen-
schaften: .

. 1wy sind auf (1) konzentnerte in 2'- und x3-Richtung tmnslatzomkomogene Maﬁe
auf Fr). .
2. Fiir die charakteristischen Funktzomle ;4, und i,

fu(W) = f exp (i(vo, w)a)m(dvo) und (W) = [ exp(z(uo, W)a) 1(dtlo) _‘
BalW) > (W) fiir belwbzgewe(C’o‘”(Q . 48

3. ,u,. erfillen die‘ Voraussetzungen von Satz 4.3 und

.gilt

fflvo(x ]2 dx? ,(dvo) S € firallel. ' - “ » . | (4—.6)

,Beweis: Zum Bewels des entsprechenden Approximationssatzes fiir in ganz R"
tmnslatlonshomogene MaBe wurde in [9: Anhang I¥, §4] zu gegebenem 0 eine 2I-
periodische quellenfreie Vektorfunktion &, konstrulert die auch hier fiir den Fall
n =2 benutzt werden'soll. Fiir it = (u‘(:::1 z8), ud(x!, x")) mége dazu der Opera.tor Y,, :

Y,u(:vl 23) = (¥, u3), ¥ ,3(ul, u3))

' ((“1 an)} (21, 28), (ul e(l))2 (xl “3)) = ul 9(1)(“’ z%),

dicse Zuordnung realisieren. Damit liBt sich fiir von -z? unabhérigige Funktionen '

u € HOr) der Operator ¥, durch Y,u = (Y, (ut, us) 0, Y3, u"')) erkliren. Ferner
oseiJ: 36’0(7') 3€°(r) der durch . )

) 1 ' . ’
_ Ju(x) = % f u(x) da? =% f uY(x) da?, 0, f wd(xyda? | - \
. -1 1 ) ’

erklirte Operator, der solche von z? unabhingigen Funktionen Ju bereitstellt, auf die

-dann der Operat,or Y, angewendet werden soll. Mit Hilfe der in [9: Anhang 11, § 4]
- konstruierten Abschneidefunktionen %, € Co°°((—l 1) 2) und y(z) = P2, 28) (es gilt
“dann 0 < (X)) < 1, wi(x) = Liir |2f] S ) :=1 <1, =1,3,0< %2 < 1) kann so
zu vorgegebenem u, € Fr) die Apprommatlonsfunktlon w, € A1) gemaB

w(x) = pinf(x) (glx) — Juo(x) + ¥iue(x)
geblldet werden Wir betrachten schlieBlich den Wa,hrschemllchkelcsra.um
(3€°(r) x T/, (<7€°(r) XT)'), u X 1)

wObel T, = {(2!, %) € R%: |21|, [2%|.> I} und 7, das iber 7}’ auf Eins normierte
Lebesgue-MaB in R? ist: 7;,(dh) = (21)-2 dh! dh3. Es soll nun-gezeigt werden, daB die
Verteilung der,zufilligen Funktion hu, mit h = (&1, 0, h%) das gesuchte MaB p, er-
glbt, daB also das gemal .

#,(B) = p X 7({(up, h3) € HOr) XTI - fu, € BY}), B € B(A(1)),

erklarte ! V[aB alle genannten Eigenschaften besitzt. Wegen /4(3€°(r)) = 1und (7)) =1
ist auch ,u,(le(l)) = 1, d. h. g ist ein WahrscheinlichkeitsmaB8. Die Translat,lonshomoj
genitdt von y; in xl und 2%-Richtung kann mit den gleichen Betrachtungen wie
in [9: Anhang II, Theorem 4.2] bewiesen werden.
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Um die Giiltigkeit der Ungleichung (4.6) nachzuweisen, ben()'ltigt, man die Beziehung
T f lu(x)|dx < f (ve(x) Juo(x) — Jug(x)])? dx + f [YiJug(x)2 dx

- S f [ag(x) |2 dx —flJuo(x)Izdx + f IYtJu0 x)lzdx ' N (4.7)

AuBerdem gllt eine Unglelchung [9 Anhang II, (4.51)], die hier als i
f f |Y,Juo(x)|2dx1 dzu(dug) < f f [Jug(x)|? dat daPu(dug)” - (4.'8) <

geschrieben werden kann. Die rechite Seite ist wegen der Voraussetzung (4 4) endlich:
Aus der Homogenitit von g, und x folgt dann nach (4.3), (4.7) und (4.8) die gefordcrte
Ungleichung aus der Abschiatzung - .

/. f IVo(X)[* daus(dvo) f dz dz® = [ f |vo<x>12dxm<dvo)
._ff (20)-2 f|u,(x+ h)[2 dh! thpr(duo)
= f f (21)-2 [f|u,(x + h)|2 dx] dh? dh3u(dug) = ff|u, x)|2 dxu (dug)

= f ( fluo x)]-zlx — 2f |Juo X){® dat clx3 + 2f |Y,Ju0(x)| dat d:z:a),u(duo)

gffluo(x)|zdz2y(duo)fdx‘ dzd. . - ST 4(4.9-)

’

Darin'wurde bcnutLt daB wegen der Periodizitdt von u, dle Klammer [...] von h un-.
abhéngig ist.
Um nun noch die Konvergenz der chamktensmschen Funkblonale (4.5) zu beweisen,

betrachtet man fiir w € (Co°°(!2))3 die Differenz ,u,(w) — i(w) und beriicksichtigt dle
Homogemtat von u: . . ’ . .

(W) — (W) = [ exp (%, Wo aldvg) — [ expi(ug, w)o wdug) _
= [ (21)72 [ (exp i(hu,, w)o — exp i(hu,, w)o) Akt dhdu(du,)
. T : i .
= [(2l)2 [ [exp i(u;; h-1w),
T - '
L exp i(y(u, — Jug) + ¥, Juy, b ~w)g| dht dh3 (duo)
+ [ (2" 2f0hp1,(‘(p,(uo — Ju,), h-1w), [e\{p'L(Y,Jllo,fl lw)g
— exp ) (Juo, h- w)o] dht dhPu(du,) ‘ N
+ [ (2" f[exp ilwi(ue — Jug) + Ju,, h-tw),
— exp z(uo, frlw)g]dh‘ dhdu(duy). - .

Es laBt sich zcxgen daB jeder dieser drei Summanden, die nachfolgend mit &, 62, S
bezelchnet, werden, fiir I — oo gegen Null strebt. Die Konvergen& von &,

18, = [ @ flequ Y Jug, h-1w)o — exp i(Juy, h-1w)g| .

X dht a3 (duo) =0,
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. folgt dabei aus dem Bewei-s der entsprechenden Konvergenzaussage in [9: Anhang .

I1,. Theorem 4. 3] Analog zu [9: S. 384] kann auch der Summ&nd S abgescha.tz.t

vwerden Dazu seifiir l(x) =1'— 1,0 < x < 1,

Tho(w) = {(h1 h3) E /i supp h-lw e T,(x)}
die Menge der h, fir die (wogen wi(x) = 1 bei x € Tyy)
(y;, (uy — Jug) + Juo, - w)g = (u,, h-1w),
ist. Fur ein-hinreichend’ groBes festes I, gilt fiir alle l(x) > l0 :
l(n)(“) D Thyty = (BB €T/ W] < U=V =1, =13},

., SO daB man fiir ;. die folgende Abschétzung erhilt:

Sl < [ (@) [ 2k dR%u(du,)
T\Ty (x)(w)
< 22 E — (1 — 1)) S e O

* Ahnlich kann mit &, verfahren werden denn mit

CTY(w) = {(R', h3) € T} : supp h-'w = T,} o T -

—10
o

gllt entsprechend die Abschauung

..

& < [ (@)® [ |exp z(ﬂx, fi-1w)7, — exp i(wi(u, — Ju,) + ¥ Ju, h-1w)r]

T/(w) . \
: X dht dh3u(dug) + 2(21)-2 (12 — (1 — 1,)?)
R = [ @ [ (g — D.(w(ug — Jug) + Y, Ju,), htw)r)
T - . : .

Xdht dh3u(du,) + ol -
<@y [ J T wix) (uo(x) = Jug(x)) + YiJug(x)| "
T, . : .

ST

X|(pr — 1) mw(x — )| dx,u(d‘uo)] dht dh3

+@ef [J i = Do (up(%) — Jug(x))]
P T’ T, ) ’ ) .
X |W(x — h)| dx,u(duo)] dht dh3 + ¢, 11

=:8p + Sy + ol ’

Dabel ‘wurde der Operator p,7; — I in die Summanden (p;, — [) 7, und m, — I zer-

+ legt sowie ausgenutzt, daB Y,Ju, bereits .cin quellenfreies, in z'- und z3- -Richtung

2l-periodisches Vektorfeld ist; dessen Normalenkomponente bei'|2?| = 1 verschwindet,

also (, — I).Y,Juy =0 ist. Im ersten’ Summanden 8,, ist die Klammer {...] nach

Anwendung der Schwarzschen Ungleichung wieder von h unabhanglg, so-dall analog
(4 7)—(4. 9) weiter abgeschéitzt werden kann:

Sn = [ff |1p,(x) (uo(x) J“o(x)) + Y,Jllo x)|2 dxfu(d“o)]l/2 ’
- T, : oo

X [f [l —D ﬂzW(X)IZdX/t(duo)]”?

7
P

1/ . :
[25)2ff [uo(x I2 dz?u( duo)] (pe — 1) mw | Tl
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. v
N 4 .

Nach Voraussetzung (4. 4) und gemal (3.14), (3.15) folgt dara,us
S~ Sy S 2AYE W | Tl < el =d

v

F Ur den zweiten Summanden S,z gilt
Sie = 27 [ f (I = ) ) (o) — - Jug)]

X [ |w(x = h)| dh? dh“) dxu(duy) -

N ’
v = C(w) 2l) ff l P lﬂl(n, — I) (%) (up(x) — Juo(x )|2) dx p(du,)

1
\ '

,
\ . .- N

C(W)[l"-+ 51”(25)‘2f(cl"‘ g | 7412 /t(dllo)]

= C(w) [l-f’ + ,.1_62z3;2xé]« 0,

falls 0 < ﬂ < 2 gewihlt wird. Hierbei. wurde die fur u, € J°(r) giiltige Ungleichung.
= I pi(ug — Jug) | Tll S cl=*|lug | Tyl [4: S. 54—56), benutzt Also ist ab-
schlieBend gezeigt worden )

|,u,(w) — Aw)| S 1€ +.18e| + |63| : _
= (ISl + [Sul+ o) + &l + 18] 552,08

b

N

5. Galerkin_-Approximation der statistischen Losung

Es sei u ein in 2!- und 2%-Richtung translationshomogenes Wahrscheinlichkeitsma
auf J°r), r < —1, mit endlicher Energiedichte (4.4), das” den Voraussetzungen
von Satz 4.3 mit G : u(-) — ju(-)? geniigt, und {y,} die in Satz 4.4 konstruierte Folge
von auf oA(l) konzentrierten WahrscheinlichkeitsmaBen. Ferner sei S;: (1)
- CY0, T; (1)) der nach Satz 3.1 stetige Operator, der dem Anfangswert.v, € (1)
die Lésung. S;vo = u; € C‘(O T; H1) ) der, Galerkin-Gleichungen (3.2) zuordnet.
Wegen der nach Satz 2.4 stetigen” Einbettung C‘(O T; M1)) — Ly(0, T; Hr)),
r < —1,ist Sy : A, >L2(O T 36’0(7‘)) ebenfalls stetig und damlt mefBbar.

Definition 5.1: Das auf L2(O T, Jfo(r)) erklirte Mall P;.= S;*u, heilit Galerkm
Approximation lder statistischen Losung von (3.1) zum _Anfangsmaf p. -

(.

Bezeichnen: wir allgemein mit y, den Spuroperator y;: u(-, -) — u(¢, -), so kénnen
wir P, wie folgt char&kterlsxeren

\

Satz 8.1: P, ist ein Wahrschemlzchkeztsmaﬂ das auf den Losungen 'u; € S,(«/IZ l))
von (3.2) konzentnert ist. Fiir alle w € ?B(Lz 0, T; 3€°(r))) gzlt .
]

. ' | Pyw) = Pifo o Si(AD)) = m(yo(w nS,(JZ(l)))) ' C(5.1)

Beweis: Die Giiltigkeit von (5.1) ergibt sich sofort aus Pj(w) = w;(S;"'w), wenn
man beriicksichtigt, da S;7lw = yo(w n S,(c/ll(l))) ist. Aus (5.1) folgt insbesondere
Py(Ly(0, T'; HO(r))) = pu(o#(})) = 1 und -

Py(Ly(0; T'; J€°(r)) N\ Sy(AUL)) = P:((Lz 0, 15 Fr) \ Si(A))) 0 Sy(HD)) = A
sodal P, tatsiachlich ein auf S,(.//l(i)) konzentriertes WahrscheinlichkeitsmaB ist

18 Analysis Bd. 0, Heft 3 (1087)
r’ . .
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)

Sa,t,z 5.2: Das Map P, ist.auf LQ(O T; 3€°(r)) n :c‘ und x3-Richtung tmnslatwns-
homogen. -

" Beweis: Die Behauptung folgt nach Satz 4.2 aus der fiir alle P;-integrierbaren

'Funktlonale f: Ly(0, T; J°(r)) — R und alle h = (h!, 0, k%) € R? giiltigen Beziehung

i ff ) P(du) = f f(StVo) pu(dvy) = ff(StﬁVo ,u,(dvo) :
T = [ IhSveymdve) = [ A hu) P,(du), R 2
wobei die Homogenitéit von u, (gemdl Satz 4.4) und dle nach Satz 3.2 mogliche Ver-

-. tauschbarkeit von S, und ausgenutzt wurden §

" Satz5.3: Miteiner von lunabhang:gen Konstanten C, gzlt fur alle 0=¢e=17,7T>0,
dze Absckatzung ' )

e '

=6 (f [ Io(w)f# datin(dve) + 0:) - L 6

Beweis: Fiir w(t, -) = peSive() gllt die Abschataung (3.4): Wegen S* "= P[

au(r, x)

o

1
)dxz dr '+f|u(z, X)|? da?} Py(du)

- erhdlt man daraus nach Integratlon bezugllch w(dvo) entsprechend (4.1)

6u(r *) vy
{

)dr Py(du)

f e,y | Tl + f (Iu(r,~ | T + v =21

= «T) (f lvo | T0lf? /H(d‘o) + 41201) _
wobet die y,- Int,egrlerba,rkelt, aus (4.4) und (4.6) folgte. Da dic MaBe P, nd my in -

und z3-Richtung translationshomogen sind, ergibt sich die Behauptung nach Sétz 4.3

und Gleichheit (4.3) aus Division durch-4120 . - .
Satz 5!4: Die Galerkin-Approximation der statistischen Losung von (3.1) genugt /ur

s > 21/2 und K = {x E Q2:|x| < N}, N € N, den Abschdtzungen

e, )1 K Py <o) und - f 2 k| Pydu) < O().

- , ‘ . ‘(5.4)
Die Konstanten hangen dabei nicht von I ab.

Beweis: Es ist, vo — |lyeSi¥ | KH_, offenbar ein stetiges und somit meBbares Funk-

“tional auf #(l). Die Integratlon der Ungleichung Ily,S,vo | K|l—s = veSivo | K| “be-

ziiglich wi(dvy) liefert wegen Py = S;*u, nach (4.1) und (4.3)
© lu, ) | Kli-s Pi(du) =. [ llug, )IKII Py(du) =1+ / Illll )IKII2 P,(du)

<1+ |K'] j f lu(t, X)|2 dz? Pi(du)

=1+ |K,l C, (f f [Vo(x)|? d® l(dvo) + Cl) \
= 1 + aN2Cy (& + Cy)

\

(die letzten beiden Ungleichungen folgteu da,bel aus ‘(5 3) und (4.6)). Damit ist dle
erst¢ behauptete Abschitzung nachgewiesen.,

[l
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4 (e

Um die zwelte Abscha,tzung nachzuwelsen betmchten wir zunédchst dleJemgen.
Werte von I, fiir die K — T ist. Simtliche in (3.6) vorkommenden Funktionale sind
wieder u- mtegnerbar -so daB sich die folgende fiir 0 < ¢ < 1 giiltige Ungleichungs-

- kette erglbt
P,(du)<0f{f|u(t x)|2dx + I 2f|u(t x)|2dx )

N (e, x)[? .
N +f(1 ¥ RO "/2d"+l}P‘(d“) BN

ou(t, -)
=5

. 12 - ’ d'zl dxa - |
é C (lK [ + l 2 ITI | +f(1 + (xl)z + (xs)z)(a—zb)ﬂ)
. R .

. l . -
xff lu(e, x)|? d22P;(du) + 1

= Cz (f f Vo(x)1? dz? l(dvo) + C,) < C(N).

’

.2

..

_ errbel wurde batz 4.3 angewandt und das vorletzte lnt,egral wie im Beweis der -
~ ersten Abschitzung behandelt. Ist im anderen Fall X nicht in T, enthalten, d. h.
'l <N, so benutzen wir Satz 34. Dle Integratlon von (3.21) beziiglich y,(dvo) llefert

da.nn analog -
. \

P,(du) = C’f( f!ut X)|2dx 4 1) Py(du)

< 40q* (f [ Iug, x)["’ dzzp,(du) + 1) < C(N) 'K

u(t, -) .K

\

,
R

Wle in [9 Kap. VII, § 2] soll nun eine Intcgmhdentxt&t fiir die Galerkm Approx1-
“mation P; der statlstlschen Losung von (3.1) -hergeleitet werden. Es: sei dazn
Wy € (Co°°([0 T] XQ)) mit div wo(Z, -) = 0 und supp wo = @, := [0, T) X T',. Mit w
,werde die in z'- und z3-Richtung 2l-periodische Fortsetzung von W, und mit (-, 2o,
"das Skalarprodukt in (L2 Q,))" bezeichnet. Nach skalarer Multiplikation der Galerkm-
G]elchungen (3.2) mit W erhalt man dann

L~

' ow
, Ll(ul; W) = (u,, 7) + v(u;, Aw)g,

. . . . .a ’ .
H Z; (('141"11 + %!U + U’ul),valw)o.'*‘ (, ;w)o, = 0.,
= \ [ '
.65)

Daraus ergibt sich nach Integratlon beLugllch ,u,(dvo) wegen w = S,v0 und P, = S, 14y
der folgende Satz. .

‘Satz5.5: Pir belzebzge beschrinkte P,-meﬂbare Funktzonale P: Lz(O T, Jl(l)) —-R
und belzebzge Funlctzonen yE€ (LZ(Q[))“’ gilt

f @ u) Li(u, w) exp (i(u, w)’q,) Py(du) = O.
18
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Wir kénnen nun die schwache Kompaktheit der MaBfamilie {P;} nachweisen.

Satz5.6: Es gtbt eine Zahlenfolge | — oo, fiir die die in De/zmtwn 5.1 erkldrten Mape
P, schwach gegen ein in x'-und x3-Richtung tmnslatwnskomogenes Wahrscheinlichkeits-
maf P auf Lz(O T, 36’"(7')) konvergieren; dabet gilt

J 1 o, 736500 Pdu) < € < 0. ' | (5.6)

Beweis: Um mit Hilfe von Satz 4.1 die schwache Kompakthcxt von {P,} zeigen zu
konnen, erkliren wir den Banachr&um X von Funktionen u € L2(0 T; F° r)) fiir die

al'l(l,“)
ot

N J .
. oo i , - .

. Hlllllx =Né; Wf(llu(f, ) K|l + ‘K“_s) dt + ||allz,0,7:5¢%¢,)
' . 0 ' , .
endlich ist. Hierbei sind C(N) die in Satz 5.4 eingefithrten Konstanten und K
= {X € 2:{x] < N}. Dasich volliganalog zu [9: Lemma VII. 5.1) beweisen 1aB8t, daB
X & LZ(O T; J6%(r )) fiir s > 21/2 und r < r; < —1 eine vollstetige Embettung ist,
braucht nur noch die gleichméBige Beschrianktheit vonf[]uHXP,(du)gccelgtzuwerden

Muitipliziert man dazu (5.3) mit der Konstanten

1+ @)+ (23)?2) dat dq:”, r<rn < —1, :
A . Co

so folgt aus (4.2) und (4.6) . _ '

!

I uliZyg0.7500100,0) P(du) = ¢,. : ‘ - ' (3.7)
Auis (5.4) erglbt sxch nach lntcgratlon iiber (O T)fir s > 21/2 '

T f f (uu(t 91 Kl +

Summiert man du,s iiber alle N € N, so erhilt man zius dem Satz von B. Levi und aus
(5.7) die P, Integrierbarkeit von ||- [[X und die beziiglich ! gleichméBige Beschrinkt-
heit der Integrale: f )y Pi(du) < e+ 27. Damit ist die Konvergenz P; — 1 fur
" eine Folge | — oo gezeigt. Fiir alle f€ Cb(Lz(O T, <7€°(r))) gilt deshalb -

hmf/(u) Pi(du) = ff(u) P(du). ‘ L~

. Da P, WahrscheinlichkeitsmaBe sind, folgt mit f(u) = 1 auch fP(du =1,d.h. P 1sb
ein WahrscheinlichkeitsmaB. Aus der in Satz 5.2 festgestellten Homogembat von P,
ergibt sich nach (5.2) die fiir alle h = (h%, 0, k3% € R3 und alle f € Ob(Lz(O T; Jr)))
giiltige Beziehung

f/u) P du) = hmf,‘(u) P,(du) = llmff (hu) P,(du) = [/ (hu) P(du),

dt P,(du) < S

8u(t ' “ /21

* woraus nach Satz 4.2 dle geforderte Homogenitat von P folgt. Die Unglelchung (5. 6) :
ergibt sich schlieBlich wegen P, — P aus (5.7) 1

6. Elgenschaften der statlstlschen Losung

Von dem: (mcht, notwendlg (,mdcut,lg bestimmten) GrenzmaB P soll geLelgt werden;
dafB es auf den im folgenden Smne verallgemeinerten Losungen d(,s Problems (3 1)
koruentrlert, ist. . - .
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Definition6.1: u ¢ L2(0 T; <7€°(r)), r < —1, heiBt Yverallgememerte Lésung des
Problems (3.1), wenn fiir alle Wo € (Co®((0, T) X 2))2 n C(O T; 36’0(7)) =: G die Be-
uehung

3 . ow
L(u,.\\'o) :=,( oW, ) + v(u, Awg) 4~ Z ( , ax?)
L (1w = 0 s S “-(6.1)
- erfullt ist. Mlb (- ) wird dabei das Skalarprodukt, in Lz(O T, Lz(.Q))") bezeichnet. -

 Satz6.1: Es gibt eine in L2(0 T'; J€°(r)) abgeschlossene Menge W, € B(Ly(0, T 0
(r))) r < —1,mit P(W,) = 1, so daf jedes Element u € W, verallgemeinerte Losung des
Problems (3. 1) ist. . '

Beweis: Wie in [9: Theorem VIL.7.1] geniigt der Nachwels, da.B
[ L(u, wo) exp (i(u w)) Pldu) =0 (o € G=,p € L(0, T; #°(—#)). (6:2)

gllb hs 1iBt sich zu jedem w, € G* eine Aa.hl ! und eine Kugel B R? so withlen, daB -
". Ky:=BnR2c= T, und supp w, = [0, T] X K, gilt. Mit w soll-wieder die auf T, in’
» a!- und z3-Richtung 2l-periodische Fortsetzung von w, bezeichnet werden. "Nach
Definition von.G* und nach Satz 2.1 ist w € R(I) und somit 7,w = w. Aus-(5.5) und
* (6.1) ergibt sich fir u = u; = Syv, die Glelchung Ly(u, w) = L(u Wo) + F(u, w) mit -

-

PN R N F(U, W) - Z ((’Il,’ll + uib + Uf“): = (pl I) ﬂl“') (f’ (pl - I) nl“’)Q:'

i=1 t

er wahlen nun g € C’.,(L2 (0, T; 3€°(r))) mlt 0 (pR(ll) =< 1 und.

. 1 fiir ‘Hu[]L,(o T;30m) < R
u —
"’ff( ) _{ 0  Mallzo.7:e%m) > R+ 1.

Isb auBerdem € (L2 Q,))3 mit suppzpc:[O T X K,, dann folgt, wegen (u, W)o,
= (u, p) aus Satz 5.5 ’

f(pR () L(u, Wo) exp (i(u, p)) Py(du) = — [ pa(u) F(u, w) exp (i(u, w))P,(du)
Weil der Int,egrand auf der linken Seite ein (beziiglich u) stetlges beschrinktes Funk-,
tional auf L2(O T, 360(7)) ist, kann nach Satz 5.6 fiir ' > co zum Grenzwert iiberge-
gangen werden: _ .
- f oalw) L(u, wo) exp (ifu, w) P(du) |
= —lim j @r(w) F(u, w) exp (i(u, ) P,(du). " (6.3)

e

\ -

. Dabei verschwmdet die rechte Seite. Um dies zu zeigen, benutzt man fur m > 5/2 die
-Abschitzungen (3.14) und (3.15) und die Formel (4. 2) '

f(pn(u) (u u, 68’ (pe — 1) n,w)o exp (i(u, y)) Pi(du) .

<o/ j J e xeax Ip: — 1) mwet, )|T,umdtP,(du> 2

» = 02‘ SI;JP [mti-n Iw | Tl”m+n+7/2 C, [f f [Vo(x)[? dle‘l(dvo) -+ Ct] = gyl
€

. wobei auBerdem die Abschatzungen (o 3) und (4.6) verwendet wurden. Ganz analog
" lassen s1ch die anderen in F(u, w).enthaltenen Gheder a.bschat:zen Da fiir jedes R der

’
~ N
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Integrand auf der linken Seite von (6.3) durch c |[ullr,(o,7;50) majorisiert werden
kann, folgt die Behauptung (6.2) beim Gremubergang R — oo wegen (5.6) aus dem
Satz von Lebesgue 1

Um analog zu [9: Kap VII, § 11] den Begriff der statistischen Losung fiir das Pro-

. sblem (3.1) sachgerecht definieren zu konnen, benétigen wir noch die folgenden Funk-

tionenrdiume. Fir s > 21/2 sei BV~-¢ die 1 ‘\/[enge der Funktionen u € L 2(0, T'; H° r))
fiir die dic Norm

L S
sy = s o:aev0) + ETNI)W

endlich ist. Dabel sind C’(N) dIC Konstanten aus Satz 5 4 und -

\

|u]y = sup Z osc (N) u -+ vrai sup []u(t 2 ] Ki_s
. . {4} 7=1 (41t [0, '
— nut ) : o .
K ={x€2:x} <N} und osc(N)u = vraisup ju(t, ) —u(, )| K|_s..

[t.2) [ NA(R]]

In der Definition von |u|y wird das Supremum iiber alle Zerlegungen {tj},'O =ty

<ty <+ <t =T, k€N, des Interyalls [0, T] genommen. AuBerdem séi @-* der
Raum der auf Q2 erklirten (verallgememert,en) Funktlonen u mit divu = 0 und end-
- licher Norm

- _ lu | K|, \2]V/2 o o
”“”0" - [Né; (C(N—)Q‘V) J . , . N

Wie in [9: Kap. VII, § 8] ldBt sich zeigen, dal BV-% € B(L,(0, T'; <7€°(r))) gilt. Far jedes
u€ BV-$ ist die Abbildung ¢ —>u(¢, ) € -3 (evtl. nach Abiinderung auf einer Teilmenge des
Intervalls [0, T] vom Lebesgue-MaB Null) eine stiickweise stetige Funktion mit héchstens ab-
zithlbar vielen Unstetlgkeltsstellen erster Ordnung. Dariiber hinaus ist’ dlcse Funktion rechts-
seitig stetig, so daB3 der Spuroperator y,: BV-% . @=% gemiBu —u(t + 0, -) erklirt ist.

Definition 6.2: Ein auf Lz(O T; 2760(7)) r < —1, erklirtes Wahrscheinlichkeits-
maB P heillt raum-zeitliche statistische Losung des walems (3.1) zu einem auf JC(r)
gegebenen Anfangsmaf u, wenn es auf einer Borel-Menge W — BV-*, s 21/2, von
verallgemeinerten Lésungen des Problems (3.1) konzentriert und P(y,~lw) = u(w)

- firalle w € S8(360(7)) ist. '

Der letzte Teil dieser Definition ist gerechtfertigt, da fiir w ¢ B(H(r)) = %((Ifs) die Menge

)

* 7o o bis auf eine Menge vom P-MafB Null mit {u¢ W BV-s: 0u€ w) € SB(Lz(O,.T;JC")(r)))

ibereinstimmt (\gl [9: Lemma VIL.10.2]). \

Satz 6.2: [st i ein auf HOr), r < —1, gegebenes in x'- und'x"-Richtung tmnslat'z:ons- ‘

homogenes Wahrscheinlichkeitsmafl mit endlicher Energiedichte (4.4), dann gibt es zu
diesem Anfangsmaf 1 eine in x'- und 23-Richtung translationshomogene raum-zeitliche
statistische Losung des Problems (3.1), die auf einer Menge W — LZ(O, T, Jf‘(r)) kon-
zentriert tst und fiir 0 <t < T den /olqenilen Ungleichungen geniigt: :

ou(r
f fhl(l X)[? d=? —va'/‘(] |- 6:v’ )d:'zr;2 dt¢ P(du)
=G ( / f |Vo('x)|2 datu(dvo) + Cr), ‘ E T (64)
_l ‘ . . ' ’ N
S liullsy-+ P(du) < C, < oo. ' . (6.5)

Beweis: Wir zeigen, dal das in Satz 5.6 erha,ltene"t'ranslationshomogene Wahr-_
scheinlichkeitsmaf} P, dasnach Satz 6.1 bereits auf einer Menge Wy'¢ %(Lz(O, T, <7€°(r)))
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von verallgemeinerten Losungen von (3.1) konzentriert ist, auch die anderen geforder-
" ten Eigenschaften besitzt. Dazu erhéilt man zunichst in der gleichen Weise wie in
-[9: Theorem VII.8.1] aus den Ungleichungen (5.4) und (5.6) die Behauptung (6.5).
Entsprechend ergibt sich durch den Grenziibergang 1—o00 analog zu [9: Kap. VII,
§9)'aus (5.3) die Ungleichung (6.4), woraus mit Satz 4.3 insbhesondere a,uch
f||u||L,(0 1,9 P(du) < co folgt. Damit kann festgestellt werden, daB3 P auf der Menge
W =WsnBV-2%n L,(O T; 3! r)) € %(L2(0 T; 3€°(r))) konzentriert ist. Auf der Grund-
" lage von Satz 4.4 folgt schlieBlich wie in [9: Ka,p VII, § 10] dafB das fiir alle w € B(P~*)
gemiB uo(w) = Py, 'w)- erklart,e MaB u, auf 360(7) — @~ konzentriert ist und dort
mit u iibereinstimmt i .

Zusitzlich 1aBt sich ana.log zu [9: Kap. VII, §10] b;eweiséh, daB fir die verallgemeinerten
Losungenu ¢ W und alle w ¢ ((','0°°(.Q))3 n JE(r) fur fast alle ¢ € [0, T'] die Gleichung

t .
V (ll(t‘, ) “').Q - f{ (u(ty ) A“ )9 + 2 (’u}u + «1U + U7ll %) }dr
h . ° N ‘ )
o= (0, ), W)o + f ¥z, -), W)gdr .
erfiilll ist. | ° - - ’ G :
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