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Die Grundgleichungen der inneren Elektronik - ein Evolutiónsproblem 
im Banach-Raum 

L. ANGERMANN 

Die Grundgleichungen der inneren Elektronik werden vom Standpunkt speziell strukturierter 
Differentialgleichungen in einem geeigneten Banach-Raum untersucht. Es werden. Existenz, 
Eindeutigkeit, R.egularitat und physikalische Relevanz der Losung gezeigt. 

1/I3y4aIoTcH ocuouaie ypaBHCHIIII BHyTpeHHefl 3J1CKT0II14Fi C TOlKlI 3HHH H44epeH1uaJib-
HbiX ypaBHeHHl cr1eIHa.imH0fl CTWFbl B no)xoR[ueM baHaxonoM upocTpaHcTue. Joia- 
31-InaIoTCR Cy[qCCTBOBaIIHe, eJHHCTI1e1LHOCTb, peryJ!epHocvb H 4)fl31L4Cl{H pa3yblHOCTb C-
wen ni. 

The basic equations of inner electronics are investigated as a differential equation with special 
structure in a suitable Banach space. Existence, uniqueness, regularity and physical relevance 
of the solution are proved.	- 

1. Einlcitung 

'Auf Grand ihrer grol3en praktischen Bedeutung sind die Gleichungen der inneren 
Elektronik Gegenstand vieler, vor alleni nurnerischen Fragestellungen gewidmeter 
Untersuchungen. Hdufig werden dabei vereinfachte und vorwiegend stationäre Mo-
delle behandelt. Qualitative Analysen des instationären Probleines wurden von MOCK 

li [9-11],SiIDAN UndTROIANIELLO [12], GAJEWS1LI [2], GAJEWSKI uñd GRoCER [3] 
sOwie KLUGE und UNGER [7] publiziert. In der vorliegenden Arbeit wird der Ver-
such unternóminen, durch Verwendung bekannter Resultate aus der Theorie abstrak- 
ter Differentialgleichungen in Banach-Räumen (vgl. z. B. HENRY [51) Aussagen uber 
Existenz, Eindeutigkeit, Glattheit sowie Vorzeichenverhalten der Losung der Grund-
gleichungen zu gewinnen. Der durch dieses \Torgehen. diktierte LOsungsbegriff ist 
,,stärker" als die in den oben genannten Arbeiten - iind auch bei HEINRICH [4] - 
benutzten Defunitionen der schwachen Losung. Der gewählte Zugang unterseheidet 
sich wesentlich von den aus der zitierten Literatur bekannten Herangehensweisen. 
Eine gewisse Sonderstellung nehinen die Untersuchungen von SEIDMAN und TROIA- 
NIELLO [12] ciii, in denen em urn die sogenannte Temperaturgiciehung erweitertes 
Modell betrachtet wird. Zur Untersuchung d ieser zusätzl ichen Gleichung . werden 
Ergebnisse der linearen Theorie von HENRY [5] hem, ngezdgen. Die Lösbarkeit des 
Gesamtsystems dagegen wird detailliert aus dem Schauderschen Fixpunktsatz ab-
geleitet. Das von uns verwendete Modell ist Ergebnis einer von VASIL'EVA und 
STELMACH [1] sowie MuucowIcR, RINOHOFER, LANCER und SELBERHERR [8] orge-. 
schiagenen Umformung der Grundgleichungen in eine für storungstheoretische 
Untersuchungen geeignete Form.	 S 
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2. Besehreibuñg der Aufgabenstcllung, Voraussetzwigen 

Gegeben seien ein besch.ränktes Gebiet Rd (d gleich 2 oder 3) sowie ein Interval] 
(0, T), T> 0. Der Rand B von D sei elne C°"-glatte Mannigfaltigkeit und habe die 
Struktur B = B1 u B2 mit B1 n B2 = 0. Die Komponente B1 sei eine abgeschlossene 
Teilmenge von B und besitze ein positives RandmaB. Des weiteren bezeichne v die 
äul3ere Normale zu B. Gesucht sind Funktionen q, = q.'(t;x) und u = u(t, x) 
= (n(t, x), p(t, x))T , die dem System 

22z1ç=p—i+Q
PS(n, 

	

p=--V.(Vp±pVq)-9S(n,p,2)	
.	(1) 

(t, x) E (0, T) x D	- 

genugen. Die Nichtlinearität S habe die Gestalt. 

•	'S(n, p, 2) = (np	y124)/(n +	+ v22) 

mit n = max 10, n}. Dabei seien fi, 7, , y , ö, i, 2 positive Konstanteii und Q = Q(x, 2) 
eine vorgegebene Funktion. Die zu (1) gehorenden Anfangs- und Randbedingungen 
lauten:

u(0, x) = u0(x) = (n0 (x), po(x))",	x E D	 -	 (2) 

9 (t, x) = (t, x),	 (t,x)E (0, T)xB1 
p . Vq(t,) =(t,x),	.	 (t, x) E (0,T)xB2	 (3) 
u(t,x) = 11(x),	 (t, x) E (0,T)xB1 

•	
-	v V-u(t, x) ± P(x) u(t, x) = (x),	(t, x) E (0, T) X B2 

mit	 .	S 

/b(x)	0	 S P(x) = 0	•. b(x) 

Die Fimktionen n0 , Po, b, b )	, 11, 77 werden aJs bekannt vorausgesetzt. Weiterhin 
benutzen wir folgende Armahmen: 
(Al). u0 € M = {v € W22(D, R2) : v = 11 aul B1 , v . Vv + Pv = 77 auf B2}. 
(A2)	1. b, b € L(B2). 

2. b(x)	0 und b(x) ^- 0 auf B2. 
3. B B2,b, b seien so besehaffen, daB die Abbi1dungG,	q, iealisiert 

durch 

—=/inD,çv=OaiifB1 ,v . Vçs=Oauf B2 

ein Isomorphismus zwischen L2(D) und W2 2(D) ist. 
4. Die Abbildung G: g	u, definiert mittels 

—Au = g in D, u = 0 auf B1 , v . Vu + Pu = 0 auf B2, 

stelit einen Jsomorphismus zwischen L2 (D, R2) und W2 2(D, R2 ) dar. 
(A3)	1. Es gebe eine Funktion pB € C"((-1, T], W2 2(D)), co € (0, 1), mit q = 

	

(t, x) , E [0,- T] x B1 , iind v V9 B = , (t, x) € [0, T] x B2 .	-



	

Die Grundgleichungen der inneren Elektronik	323 

2. Falls t.	0 auf B1 oder	0 auf B2 ist, so existiere eine FunktioflV. 
UB=Z(nB,PB)TEM.  

• (A4)	Q = Q( . , A) E L2(D).	 V 

Die Funktionq kann unter Verwendung des Lösungsoperators G,, als affin-linearer 
Operator bezuglich u = (n, p)T aufgefal3t werden (vgl. (A2)/3); d. h. 

(t, x)	G[U(t, •)] (x) ± 9B(t,Vx)	 V V	 V 

•	= A 2G9,[p(t, .) — n(t, ) + Q + A2A9B(t, •)] (x) +• 92(t x)	 (4)
Dainit erhält das Gleichungssystem (1) formal die Gestalt 

u(t, x) — Cz.lu(t, x) = /(u(t, x), cG[u ( t, •)] (x) 4- PBY, x)) 

	

V	

(t,x) € (0,T)xD	 V 

mit	I	
V	

V	 / 

	

•	 V	 /1 0 \.	 / —V. nV — S(ñ,p, A) 

	

und /, = k'	p V — S(n, p, A)	 V 

V Unser nächster Schritt besteht nun darin, dieses System als Anfangswertaufgabe 
(Cauchy-Problem) 

+ Au = F(t, u),	t E. (0, T)	 V V 

	

•	

V	
u(0)=u0	

V 

mit dem Phasenraum X = L2 (D, R2) zu interpretieren. Hierbei 1st A :dom A ct X 
— X ein linearer Operator und F: U c R x X,—> I die Nichtlinearität. Urn beide 
Objekte konkret beschreiben VZU können, fuhren wir den Raum V 

V	

/ 

V	

Y={u=(v,i,102)TE W21(D,R2):w=0aufB1}	
V	

V 

ein und definieren auf Y>. Y eine Bilinearform a durch	V	

V 

V 

V	

V 

V	

a(v, w) = a(v1 , w1 ) ± ô'a(v2 , w2 )	V	

V	

V 

V	mit	 V	 V	
V 

a(v1 , w1 )	 Vv1 . Vw1 dx	bv1w1da, 
D 

	
V	

V 

a( 2 , w2) = f Vv2 '. V VW2 dx + f bv2w2 da.' 
•	D	

•V	
V	

V	

V	

V	 V 

Diese Bilinearform erzeugt in natiirlicher Weise einen linearen Operator A y .. V 

indem die Abbildung a(v, .): Y —>. R für jedes feste v E Y mit einem Funktional aus 
Y* identifiziert wird. Den in (5) auftretenden Operator A verstehen wirnun als die 
Einschrankung von A auf die Menge dom. A = {v € Y: Av € X}.	•	 V 

V	 • • 

	

Folgerungen: 1. Wegen der Regularitats/orderung (A2)/4 gilt	V 

	

V	
domA = {v € W2 2(D, R2): v = 0 auf B1 , v . Vv ± Pv = 0 aufB2}. 

	

•	2.	positiv'definiter sowie seThstadjungierter OperatoristA im Raum I sektoriell 
V unddamit in/initesimaler Generator einer analytischen Halbgruppe {et}o (vgl. [51). 

3. Der Operator A lãf3t die Bildung beliebiger Potenzen A', c 'E R; zu (vgl. eben/alls 
[5])	 V 

	

Die Potenzen A ,mit nichtnegativem Exponenten ermoglicheri in I die Einfuhrung	V 

einer Skala normierter Räume X 0 dorn A- un A, IIvIJx = IIAavIlx mit derEigen-

	

V	 schaft	 • 

für 0	a<^:1.	• V	

V 

21*
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- AufEinzelheiten wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen; für unsere Zwecke ge- 
nugt es zu vermerken, daB für oc € (3/4, 1) die stetige Einbettung X - W31 (D, R.2) 
nL(D, R2) vorliegt[5: Th. 1.6.1]. Imweiterenseixeinfixierter Wert aus dem Inter-
val! (3/4, 1) Für v(t) =. v(t,.) E X, t E (0, T), definieren wir den Nemyckij-Operator 
F:(O,T)XX" —>Xwiefolgt: 

F(t, v(t)) (x) = /(v(t, x) + UB(X), .p [v ( t ,.) + UB] (x) + c'B(t , x)) + CLIuB(x). 

Wir wollen jetzt den Lösungsbegriff für die Aufgabe (5) erklàren. Dazu sei noch 
folgendes angenominen: 
(A5) U R x X ist often. 
(A6) Die rechte Seite F: U -. X ist lokal Holder-stetig in t und lokal Lipscliit.z-

stetig in v. 

Definition 1: u E C((0, T), I) heil3t Lösung der Aufgabe (5) in (0, T), wenn gilt.: 
(P1) u(0) = 
(P2) (t, u(t)) € U für t E (0, T), 
(P3) u(t) € dom A für t € (0, T). 
(P4) Die Funktion u ist in (0, T) differenzierbar. 
(P5) DieAbbildung t	F(t, u(t)) ist lokal Holder-stetig in (0, T).	- 

(P6) Es gibt eine Zahl e > 0, für weiche das Integral  JIF(t, n(t)) x de endlich ist. 

du (P7) .

	

	+A=F(t,u)fürt E(0,T). dt 
Mit Hilfe dieser Definition können wir jetzt auch'einen Losungsbegriff für das Pro-

blem (1)—(3) einführen. 

Definition 2: Das Tripel (q(t, x), n(t, x), p(t, x))T heil3t Losung der Aufgabe (1) bis 
(3) in (0, T) X D genau dann, wenn gilt: 
(P8) u(t, x) - UB(X) = (n(t, x) - fl(X), At , x) - PB(X))!' ist Losung von (5) ge-' 

maB Definition 1.  
(P9) Für jedet € (0, T) geniigt q(t, x) der 1. Gleichung von (1) irn Sinne der Be-

ziehung (4).	 - 

Benierkung 1 Diese Definition impliziertin Verbindung mit dern Sobolevschen 
Einbettungssatz, daB die Losung von (1)—(3) als stetig in [0, T) XD aufgefal3t wer-
den kann. 

3. Elnige a-priori-Absehätzungen 

In diesem Absehnitt zeigen wir, daB ma Fall nichtnegativer Anfangsbedi ,ngungen no 
jede Losung u(x) von (5) zu einem beliebigen Zeitpunkt t € (0, T) dieses Vorzeiehen 
beibehält und daB die L2-Norrn von u(t, .) für t - T beschrankt bleiht.. Wir präzisieren 
zunächst noch den Begriff des niehtnegativen Elernentes aus dem Raum W2 1 (D, R2). 

Definition 3: Die Funktion v € W2 1 (D, R2) hei0t nichtnegativ, wenn sie mittels 
einer Folge punktweise nichtnegativcr Funktionen {V( t)} c C°"(D, B.2) irn Sinne des 
W21 ('D, B2) approximiert werden kánn (vgl. [6]). 

Fo I g e run g4: 1st v € W2 1(D, R2) nichtnegativ, so gilt v(x)	0 fast überall auf B.
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Satz 1: Es seien (lie Vo,aussetzvnujen (Al) (A3) erfuilt und (v,, , p)T sei eine Losung 
der Au/gabe (1)—(3). Fernergelte: 
(A7) ii 0 au/ B1 und ^i 0 au/ B0. 
(A8) u0 =(n0,p0)T	0. 
(A9) Q€L,(D). 

Dannistu(t, •) = (n(t, •), p(t, .))7' --u jedem Zeit pun/ct t E (0, T) nichtne.qativ. 
Beweis: Wir zeigen u(L) Z^ 0 in jedem Intervall [0, 1 1] [0, T). Aus der Benier-

kung 1 ergibt sich dann die Behauptung. Es gelte also 0 <t 1 <T mit festem t j . Wir 
betracht.en nur die 2. und 3. Gleichung von (1) und fassen dabei q' als gegebene Funk-
tion auf. Es sei 

= max IVI sowie P = j/max Jul.  
o, g xD	 [OJ,]X 

Zunàchst führen wir (nach [12]) die neuen abhangigen Gröl3en Ii = v e' und p w 
em. Die Konstante r soil der Ungleichung 

r . mm {1,} ^ -- 02 + A 2(P + JQL(D)) 

geniigen. lJnter Ausnutzung der 1. Gleichung von (1) erhalten wir 

-

= ô'thv + ô' Vw ;v - (r + 6A2(p - n + Q)) w  
c- "S(v en , weTt, ,.),	(t, x) E (0, t 1 ] >< D. 

Wir multiplizieren jetzt die 1. Gle'ichung davon skalar im Sinne des L2 (D) mit 
v- .= mm {0, —v} und schatzen ab: 

(v, v) = -f Vv . ..Vv- dx - _f(bv - e') V 

•	 D D 

- 9 e"f Sir dx 

= f (Vv- )' dx + f (b(v-)2 + A e' vj dr 
D	 B, 

v- 	Vv d +J (r— 2- 2 (	IV + Q) ) (V-)2 dx 

— e'fSirdx	 - 

(Vv-)2 dx	f ((Vg,)2 (V-)l + (Vir)2)dx 

+ -fo2_)2dx ^f(Vv-)2 dx' 0 

•	Somit gewiinen wir die Beziehung (v1 , v)	0. Integration über [0, t] mit t E (0, Lii', 
ergibt 11v ( t , • )I,(D) :!-- 0, woraus unmittelbar v(t, .) = 0, also n(t,.)	0 folgt. Die 
analoge Behandlung der 2. Gieichung nach Multiplikation- mit w liefert p(t,.)	0 1
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• Satz 2: Es seien die Voraussetzungen (Ai)—(A3) .sowie (A7)—(A9) er/üW. Mit 

(AlO)	O 

gilt dann für t E (0, T) die Abschatzung J IU - UBIIX ^5 C1 exp (02t), wobei C 1 > 0, 
C2 > 0 nicht von t und der Losung (q', n, p)T abhángen. 

Beweis: Wir multiplizieren die 2. und 3. Gleichung von (1) skalar mitn(t,.) - nR 

bzw. p(t,' . ) - PB und schätzen ab (K bezeichnet im weiterén cine positive Konstante, 
die an versehiedenen Steilenversehiedene Werte annehnien kann): 

	

(n - B, (n - flB)t)LD) (n - n5, fl,)L,(D)	—a(n - B, n - ThB) 

-- n) V9,. V (71- 71B) dx +f nB V99 - V(n - flB) dx 

	

•	 •	

(n 1 nB) Un8 dx - flu S(n, p, A) (n - flfl) dx
D  

= —a(n n, n —• B) + 'I + 12 + 13 ± 14. 

Wir bewerten nun die Integrale 12 bis 14 . Es gilt zunächst 

12	IIBIILOOAD IlllW,'(D) In - nBUW,(D)	IInllL	191IW.'(D) +	II	• 

Hierbei bezeichnet K0 die Koerzivitãtskonstante der Bilinearforni a auf Y. Die weitere 
Abschatzung von 1911W,'(D) unter Ausnutzung der 1. Gleichung von (1) in Verbindung 
mit der Voraussetzung (A2)/3 fuhrt nach einigen einfachen Umforungen zu 

'2	(H2(t) + 1) +	BU$','(D) mit 

	

• •	 H2(t) = -	 t ) - 4
B11

. (D) + â llp (t ,) - PBlle(D)) 

Ferner 1St, 13 ^ K(H2(t) + 1). SehlieBlich haben wir 

'	 ( —n5)dx •' 

fl2 f n dx+	n-+ VP ±/222 
nB dx K(H2(t) ± 1). 

Y2	f

Unter Berucksichtigung der Koerzivität von a la.Bt sich die Abschatzung 

1- d	 •K	• 11n- 
flBhI.cD)	

I l + - (H2(t) + 1) 

	

f	K 
•	

•	

=
V9. V(n	flB)2 dx +	(H2(t) + 1) 

angeben. Eine gleichartige Bewertung gibt es auch für (p - PB, (P - PB)t)L,(D): 

IIP - PBIL.(m  
I f	K 

	

V91 • (P - PB)2 dx ±	(H2(t) + 1).



Die Grundgleichungen der inneren Elektronlk	327 

Wir niukiplizieren nun these Ungleichung mit ô und addieren die neue Ungleichung 
mit der vorangegarIgenen fur d lin - BlIL(D )I2 dt. Das ergibt 

--. H2(t)	V9, - V[(n - nB)2 - (p'- PB)2] dx +	(H 2(t)± 1) 

=	 fi[(n	1B)2 - (p - PB) 2] dx + (H2(t) +1) 

f(p	= - n+ Q) [(n - nB)2 - ( P._ pB)2]dx -	(H2 (t) + 1) 

= )2 {f (p - n) (n2 - p2)dx +f (p n)(-2nnB + B2 

+ 2PPB - Pa) dx	Q[(n - flB)2 (p PB)2 ] dx} 

+(H2(t)1) 

2 {f (P — n) ( -2flB + 7I82 + 2PPi - PB 2 ) dx 

+fQun nB)2 - (p - PB)] dX} + (H 2(t) ±1). 

Es ist jetzt Ieicht einzusehen, daB zusaiinienfassend die Beziehung dH2(t)12dt 
KA - (H(t) + 1) gilt. Nach Integration fiber [0,t]c [0, T) erhalten wir H2(t) H2(0) 

+ K).- 4 (T +f H2(s) ds): Aus dern Lemma von Gronwall und Bellmann folgt nun 

die .Behauptung I 

4. Schwache Lösbarkeit der Aufgabe 

Die nächsten beiden Satze beinhalten Aussagen zui Existenz und Eindeutigkeit der 
Losting des Prohiernes (1)—(3) gemaB-Definition 2. Ausgehend von einein Resultat 
lokalen Charakters bezuiglich der Variablen t (Satz 3) wird in Satz 4 unter Hinzunahrne 
weiterer Vora ussetzuiigen die Fortsetzbarkeit'der lokalen Losung auf das urspruing-
lich gegebene intervall (0, T) gefolgert. 

Sat z 3: Es seien die Vorau.ssetzungen (Al) - (M) erfullt. Dann besitzt das Di//eren - 
tialgleichungssystem (1) mit den An/angs- und Randbedingungen (2)—(3) für eine hin-
reichend kleine Zahi T0 > 0 eine eindeutige Losunq 

(v,, , p)T E C([0, T0 ), W22(D))XC([O, T0 ), 1V22 (D, R2)). 

Beweis: Zunachst wählen wir eine ZahI r >0 undrealisieren (A5) durch 

U = (-1, T) X {v € X: I luo - VIIXa <r} = (-1, T) x B(u03*r, Xe).



	

328	L. ANOER11ANN 

Wir zeigen, daB F(t, v) die Voraussetzung (A6) erfiillt. Die lokale Holder-Stetigkeit in 
t ist wegen (A3)/1 offensichtlich. Wir benierken, th13 Transationen von v und F urn 

- feste Elernenteaus X hzw. X keinen EinfluB aufdie Eigenschaft der lokalen Lip-
sehitz-Stetigkeit von F heziiglieh v haben, solange F wohidefiniert ist. Aus diesern 
Grunde betrachten wir irn weiteren nur hornogene Randbedingungen für u(t, x) 
= (n(t, x), p(t, x))T. Eskönnen auch für q(t, x) hornogene Randbedingurigen angesetzt 
werden. Mit C bezeichnen wir im folgenden verschiedene, von (1, x) sowie von v, w 

E B(u0 , r, X) iinabhángige positive Konstanten. Wir betrachten die Summanden der 
ersten Komponente F 1 (t,v) von F(t, v) einzeln: 

IVy 1 . V9G[v] - Vu, 1 - Vq,G[W]IIL(D) 

	

•	** I	 - q[w]) 

	

•	 - i•i L eX	L(D)	 L.(D) 

+ 
a(v 1 - w1) 

L9xi L(D) 11	axi
II
L.(j 

f [iiv iiiw,	IVPG[VI - q 6[w]Iv (fl) -f- ii Vi - W 111 W,(D) Ilc[w]liw.'D] 
1=1 

C [I!v 1IIw3ii	iq[V]	(p[W]Iiw.s(D) +_ IIV1 — w ill W'(D) li9)G[?1]IIW(D)j 

C2 2 [IIv 1 l v,D) lvi - 1V1 — (v2 — W2)i j L.(D)	1V1 — iliw(D) 

X lIW — W2 — QIIL S DI	C2 2[IIuolix ± r + iQliLD)] liv 
Für den zweiten Sumnanden g ilt, die folgende Abschititzurigskctte: 

liv i4qc[v] — w ILlq[w]il L ,(D)	): 2[Ilv - llL(D.ft) IIQ1IL,(D) 

-f V IivU ,0(D,R) liv — W llL,(J)R) -+- V liv —	llL00(D.R) li0lIL(D,R')] 

	

/	
C 2[iiQiIi	+ ftuoiIx + r] liv — Wilx. 

Nun iiherpriifen wir noeli die lokale Lipschitz-Stetigkeit von S: 

IlS(v, v2 , 2) — S(w 1 , w2 , ) )IlLD	 S	 - 

Y22 il(v 1 v2	y24) (w 1 + Ow2 + Y2t2) 

— (w1+w2+ — y24) (v1+ + 79v 2 + '/2/.2),IIL,(D)	- 

< y2 22 4 [(lIv 1v2 IJ f(D) ± YI. 	Ilwi — v 1 ± O(w2 ' — 

+ Iiv 1 v2 - W j W2lIL,W (1Iv1lIL(D) + 0 IV2 11L(D) + 72t2)} 

^ C2 4 (Iu0 x + r)2 lv - WlIx. 
Die gleichen Ahschatzungen gelten offenichtIich auchfiir die zweite Komponente 
F2 (t, v) von F(tv). Insgesanit erhalten wir die Beziehung 

1IF ( t , v) — F(t, w)IIx ;5 K('u0 , r) 1 1v	wlIx. 

Damit genugt das Problem (5) allen Bedingungen, die die lokale Existenz und Em-
deutigkeit einerLösung u = (n, p)T absichern (vgl. [5: Th. 3.3.3]) I 

Satz 4: Es seien,die Voraussetzungen (A1)—(A3) sowie (A7)—(A1O) er/üllt. Dann 
besitzt die Au/gabe (1)—(3) /fir beliebiges T > 0 eine eindeuiige Lösung 

(q, n , p)T € C([0, T]: W22(D)) x C([0, T], W 2(D, R2)).
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Beweis: Offensichtlich ist F beschränkt, d. h. abgeschlossene und beschränkte 
Mengen V (-1, co) x X werden in besehrankte Mengen F(V) X überfuhrt.. Es 
bezeichne u die nach Satz 3 existierende lokale Losung in (0, T0 ) mit T0 <T. Wir 
zeigen, daB F(t, u) der Beziehung 

IIF ( t , u)IL^5 K(t) (1 + MuIJx)
	 (6). 

genugt, wobei K auf [0, T0] besQhrankt ist. Dann folgt aus einer zu [5: Cor. 3.3.51 
parallelen Argumentation die Behauptung. Wir hetrachten viederuin nur die erste 
Komponente von F(t, u): 

1F 1 (t, U)IIL.( D) 

Vu 1 V92 IL.(D) + lIu I/i 99IIL.(D) ± /9 IS(u1 ,'u2 , ) )IIL,(i.) = ' + j2 +13 
Die TermeI 1 , 12 , 13 werden nun einzeJn abgesehatzt. Es ist 

I :E^ CA(exp (C2t) + 2 IIB(t ,	IW(D) ,+ IIQII,c D)) IuIi. 

Fur 12 gilt die gleiclie Bewertung. SehlieBlich ist 

13 ;5 C)._ 2(exp (C20 jujx, + y.4). 

Eine gleiehartige Absehätzurig läBt sich auch fur F2 (t, u) angeben. Die Zusanirnen-
fassung liefert eine Beziehung vm Typ (6) I 

5. Regularität der Lösung 

Wir wollen jetzt einige Voraussetzungenaus Ahsehnitt 2 vercharfen, urn die Existenz 
einer hinreichend glatten, d. h. klassisch'n Losung der Aufgabe (1)—(3) zu sichern. 
Generell gelte 0 y < 2(a 	3/4). WiF stellen folgende Forderungen: 
(AI*) u0.€ M* = {vE C r(D, It2): v = üaufB 1 , v Vv + Pv =71 aufB2}. 
(&2*)	1. b, b, E 01(B2). 

2. b() ^ 0 find b(x) ^t 0 auf B2. 
3. B1 , B2 , b, b seen so beschaffen, dat) die \Toraussetzung (A2)/3 erfüllt 1st 

und aus / € Cr(D) die Eigensehaft G9 [1] € C2 (D) resultiert. 
4. Ferner sei der Losungsoperator 0 ein Tsomorphismus zwischen L(D, B2) 

und W. 
2(D, It2), q € [2, 6], welcher atiBerdeni Elemente von C(D, 112 ) in 

die Masse C2 (D, It2) überfiihrt.	 - 
(A3*)	1. Es gebe eine Funktion TB € Ce((-1, T], C2 (D)), o € (0, 1), mit 91B = 

(/, x) € [0, T] x B1 , und v . Vq B = , (t, x) E [0, T] x B2. 
2. Falls i	0 auf B 1 oder	0 auf B2 ist, so existiere elne Funktion 

uB €M-.	- 
(A4*) Q = Q( . , 2) € C(D). 

Satz 5: Es seien die Voraussetzungen (AJ*)_(A4*) er/üllt und es sei (9), n, p)T 

Losung der Au/gabe (1)—(3). Dann ist (, n, p)T eine klassische Losung, d. h. 

(, n, p) 1' € C([0, T], 02+)(fl)) x C*((O, T], C2 (D, It2)) 

Beweis: Wie bereits bei Satz 3 brauchen wir nur den Fall homogener Randbedin-



gungen zu betrachten. Es läBt sich zeigen, daB du/dt € X gilt und daB die Abbildung'
du/dtstetig 1st [5: Th. 3.5.2]. Aut3erdem liegt die Einbetting X- Cv(D, 1t2)

vor [5: Th. 1.6.1]. Es sei un weiteren t E (0, T). Aus (P3) folgt. 11F 1( t , U )IIL. ( D ) < oc.
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Gleiches gilt auch für F2 (t, u). Foiglich habei wir Au = F(t, u) - du/dt € L6(D, R2), 
woraus sich wegen(A2*)/4 it € W,2 (D, R2 ) ergibt. Also gilt auch Vn, Vp E Cr(D, R2). 
Wegen X c-* C(D, R2 ) erhalten wir it € C2 (D, R2). Unter Ausnutzung von (A2*)/3 
gilt weiter ç' € C2r(D). Ebenfalls aus (A2*)/3 ergibt sich die Stetigkeit von ç bezug-
Jichtl 
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