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. Es wird nachgewnesen da die im Teil I unter speznellcn Strukturannahmen gefundene optlma.le
Rettungskurve auch ohne diese Annahmen optimal ist.

I[oxamnaercn 4YTO KpUBaA ONTHMAILHOCTD KOTOpOit B uacTH I 6b1a DOKa3aHa IIPY CHELUATb-
HBHIX CTPYKTYPHHX MnpearnoN0KeANAX, OKA3KBACTCA I, on'mmanbnoﬁ 6e3 aTMX npennono-
HOHHAN.

Ttis proved that the optimal live-saving line, founded in Part T under spcclal structural assump-
_tions, is a.lso optimal w1thout t,hese assumptlons .

'

L. Einleitung ' L .

v Im Teil I dleser Arbeit (vgl. [3]) wurde das folgende Problem aufgeworfén und er-
ortert:

- Wie muB eine ebene Kurve €* kleinster Linge beschaffen sein, damit man von Jedem
Startpunkt 4 eines beliebigen Bereichs 8 der. Dické 4, Ia,ngs der an 4 angesctzten
und beliebig ‘gedrehten Kurve G,'* den Rand 89 erreicht?

Die geometrische Vordisk ussion dieses Problems erbrachte zunichst den Sachverhalt,
daB €* die kiirzeste aller jener universalen Rettungskurven § ist, deren konvexe Hulle
conv € die Dicke 4 (conv €) = 4, besitzt. Die weitere ana.lyblsche Untersuchung er- :

~ folgte im Teil T unter den Hypothesen, daB ‘@* keine mehrfachen Punkte besitzt
- (Hypothese 1) und in einer Halbebene zur Verbindungsgeraden ihres Anfangs- und
Endpunktes A bzw. Z verliuft (Hypothese 2) Es ergab sich daraus eine bis auf
Kongruenz eindeutige Losung €*, die aus zwei (kongruenten) Seiten eines speziellen
g]elchschenkhgen Yamanouti-Dreiecks besteht. Die:- Linge von G* erwies sich als
53( *) = (2,27829...) 4,. In dem vorliegenden Teil II wird nachgewiesen, daB €* auch
im Vergleich zu allen anderen universalen Rettungskurven e, dle nicht den obigen
Hypothesen genugen “kleinste Linge besitzt.

Y

2. Weitere Eigenschaften optimaler Rettungskurven

In dlesem ‘Abschnitt werden Eigenschaften optimaler universaler Rettungskurven '
. & einer. Dicke 4(€,) = 4, zusammengestelit, ohne von den Hypothesen 1 und 2 Ge- .
brauch zu machen. Nach den Hilfssiitzen 1 und 2 von Teil I und der dort definierten
Brelte B(g) von € in Richtung ¢lautet das Optlmlerungsproblem der kiirzesten uni-

~ 7

1) Teil T dieser: Arbeit erschien in H. 1 (1986), 27—38 dieser Zeitéchrift. .
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versalen— Rettungskurve € der Darstellung z = z(¢) auf [0, 1]?):

(G) — Min

unter der Nebenbedingung ! :

B() = Max 27(t) e(g) + Max &7(t) el + ) = 4o | -
. 1€[0,1] tel0.1) .

fiir alle € [0, 2] mit e(p) = (cos @, sin @)T.

Wir stellen nun eine Reihe von Eigenschaften optimaler Losungen z, zu (1) und damit
optimaler Rettungskurven €, der Darstellung x = x,(¢) iiber [0, 1] auf. .

Eigenscha.ft 1: Es gilt A(Qq) = 4.

v Beweis: Wire 4(6,) = 4’ > 4, s0 bilden wir € der - Darstellung z = (do/4") x,.
“Dafiir ist nach Definition der Dicke 4 gemil Teil 1 AQ) = (/A7) AQ,) = 4, und
LE) = (44/4") 2(@0) < 2((50) iim Widerspruch zur vorausgesetnen Optimalitdt von
G, 8 .

Zur Vcremfa(,hung der Schreibweise einiger nachfo]gender Bewelsschnt,t,e fithren
wir die folgende Bezeichnung ein.

Definition: Sind a, b € [0, 1], so ist @o[a b] jener orientierte Tellbogen von (So,
der aus der Punktmenge {x,(¢) I t € [a, bl} hcstchb und von zy(a) nach z,(b) durchlau-
fen wird.

Eigenscha,ft 2: Es gilt x4(0) :#: 2o(1).

Beweis: Wir nehmen an, diese Eigenschaft ist nicht erfiillt. Dann diskutieren wir
folgende zwei sich erginzende Fille.

Fall a: 2,(0) = (1) € int conv §,. Hierzu existiert offensichtlich ein so kicines
¢ > 0, dall auch noch dic Teilbogen €y[1 — &, 1] und €,[0, £ vollstindig in int conv &,
liegen. Somit gilt fiir den Teilbogen Gy[e, 1 — £] sowohl Q(E[e, 1 — €]) > L(€,) als
auch conv @, = conv e, 1 — £]. Auf Grund der letztgenannten Eigenschaft wire
nach Hilfssatz 2 von Teil I auch Gyfe, 1 — ¢] eine Rettungskurve; sic hitte eine klei-
nere Linge als §,, im Widerspruch zur vorausgesetzten Optimalitdt von €,. Der Fall a
kann also gar nicht auftreten. '

Fall b: z,(0) = (1) € & conv G, Wir legen dann.durch z,(0) = x,(1) eine Stiitz-
gerade g an conv §,. Somit warc €, eine Rettungskurve, die in einer Halbebene der

,, Verbindungsgeraden*‘ g von Anfangs und Endpunkt z4(0) bzw. (1) verliuft. Nach
Sa.tz 2 von Teil 1 ist deshalb 8(@0) = 2(€*). Das Gleichheitszeichen gilt hierbei nach
der Anmerkung 1 zu Satz 2 dann und nur dann, wenn (8 conv €y) \ 4(0) zo(1) = E*
ist. Diese Eigenschaft ist aber hier nicht crfullb weil z4(0) = z5(1) ist und €* keine
geschlossene Kurve bildet. Die so verbleibende Bezichung 2(€,) > £(€*) widerspricht
aber der vomusgeset/ten Optimalitiit von §,. Fall b kann also'auch nicht eintreten

Analog zu Fall a bestitigt man leicht auch die folgende Elgenschaft

Eigenschaft 3: Es gilt 2,(0), z,(1) € 0 conv (So.

~

2) Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit; konnen wir dabei stets vcrlahgen, daB z(t) in keinem
noch so kleinen Teilintervall {«, f] < [0, 1] mit « < 8 konstant ist.
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3. Zur optimalen Breite eines Systems von Partialsummen

Gegcben sei eine n- ghednge reelle Zahlenfolge a = {a;}%, mit
Zlal 40 wnd Sai=o0. | C

- Wir fassen diese als cinen Zyklus auf, indem a, als x\auhfolger Zu @, angesehen wird.
- Wir sprechen genau dann von einem Vorzeichenwechsel in a, wenn in dem Zyklus a
eine Teilkette aj, a;,,, ..., a;_,, a; existiert mit a; = 0 firi =3+ 1,..., %k —1 und
aja, < 0. Wir bilden zu a die Menge aller ihrer. Partmlsummen ' ‘

A=A(a):= {Z ai|k;l,2,...,n}.‘ . _ (3)

»

Unter der Breite B(A(a)) dleser Menge des' R! verstehen wir (in Analogle zu (1)) d1e .
Zahl .

B(A(a)) = Max Z’ a; — Min Z'a,» = Max

k<n i=1 isn i=1 kisnl<k

):a;.

i=+1

4)

" Durch Anwendung einer Permutation 7t = ( . ) auf die Glieder von a ent-
it lg .., .

stcht o = 1“.,},.,1 und die zugeordnete Partlalsummcn Menge . .

o~

nd = A(na):'{ga.-,|k=1,2,...,n}. ' (%) |

Wir studieren nun die Optimierungsaufgabe, unter allen oblgen Permutationen 7
jene zu fmden fiir die B(rx4) maximal ist, d: h.,

. B(rt4) — Max. o - . | 4 (6)

n
Wir fiigen zunichst einen einfachen Hilfssatz eih, der das Verhalten von B(rA) schon
etwas aufklart.

Hilfssatz 1: Mit m, = (1 Zoeem ,1 n) gilt B(ryd) = B(A)

2 3...n
p o

‘Beweis: Wegen (2) ist bei Anwendung der Permutation
k k+1 T _ n : ) :
Za.-,z(Za;)—a, fir k=1,...,n—1, Y aj=a, —a,.
j=1 i=1 . . : ’

j=1
Daher ist .
. , ) .
Max 3’ a;, = MaxZa —a,undeZa,_\/lmZa —a.
k=n j=1 kSn s= ksn j= 3 kSni=
Damit erhalten wir unmittelbar aus (4) die Behauptung i

AS atz 1: Zum Optimierungsproblem (6) ist etne Permutation 7t dann und nur dann
optimal, wenn die Folge ma (zyklisch aufgefafit) genaw 2 Vorzeichenwechsel besitzt.

‘Beweis: Hinldnglichkeit: Es habe n*a genau zwei Vorzeichenwechsel. Dann hat
natiirlich auch my™n*a =: a® mit a® = {a,%}?., genau zwei Vorzeichenwechsel fiir be-
liebiges m € N und infolge Hilfssatz 1 ist B(n*4) = B(w,"n*A4). Wir kénnen hierbei
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'

stets ein solches m finden, daB in der Folge a® zuerst nichtnegative Gliéder(‘unld an-
schlieBend nur nichtpositive Glieder auftreten; sagen wir also etwa «,% ..., = 0
und Ay e, a,° < 0. Wegen (2) ist N
Za~=—2a°—L it 2L——Zla|>0 B
i= . i=x+1 f=1 .
und nach (4) und (5) gilt B(no”'n*A) B(nt*A4) = L. Andererseits ist fiir jede be-
v liebige andere Permutation x nach (4) und (5) 7 :

k Tx h n - ‘
5 4| < Max (2 o= Fat)=L O
j=l+l i=1 t=x$1 .

Daher ist fiir belleblge 7 -die Unglelchunﬂ (nA') = L = B(w*4) érfiillt, also =¥
‘optimal. .

B(rAd) = Max

kilsnl<k,

Notwendigkeit: Wir nehmen an, 7t nt, opt,nna] Dann iniiBte nach (7) éink und ! < k
ex1stleren mit’

Za;’:Max(Za,,—Za)

) j=i+1 - o8 x+1

Das heit, es gilt entweder o _

’ ' k. x . . . ’ :
2 a) = Za-" oder 2 a,, Za, . (8)
j=i+1 i REFES! .

Dle erste Bedmgung von (8) kann offenbar nur dann gelten, wenn in lhrer linken
Summe keine negativen Glieder, aber simtliche positiven Glieder von a® auftreten.
Die zweite Bedlngung von (8) kann offenbar nur dann gelten, wenn in ihrer linken
Summe keine positiven Glieder, aber simtliche negativen Glieder von a° auftreten.
Beide Fille bedeuten, daB in 7 genau zweimal ein Vorzeichenwechsel auftritt I

\Iunmehr erweitern wir die vorangegangenen Untersuchungen auf Vektorfolgen des
R2. Das heiBt, wir betrachten eine fest vorgegebene n-glledrlge Folge a = {a;}7_, von
Vektoren a; € R* mit

2"|a1#0 und za =0..

Wir bilden wxederum zu a die Mengc aller ihrer Partlalsummen

'?I=.‘2[,(0):={2 a,~]k=1,2,...,n}. : S .

Als Breite B(Y, ¢) von U (oder seiner konvexen Hu]le conv ) in Richtung ¢ erhalten
wir dabn nach (1) '

B, ¢) = Max Z a;Te(p) — MmZaTe

kZn §= tSn i=1

In sinngeméBer Ubertragung der Aufgabe (6) betrachten wir jetzt das Optimierungs-
prob]em unter allen Permutationen m jene zu finden, fiir die die Breite von =(
= 9I(ma) in Richtung ¢ maximal lst Das bedeutet, wir studieren

B(m), ¢) — Max fiir g€ [O, x). S (9)

T o . ' T~
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Satz 2: Zum Optimierungsproblem (9) ist eine Permutation 7 dann und nur dann
optimal fir simtliche ¢ € [0, 7], wenn die Folge der Vektoren von ma aneinandergeheftet
im- R? einen geschlossenen Polygonzug ohne mehr/ache Punkte ©-bildet, der z’uglezck
Rand von conv € ist. . ’ )

- Beweis: Hinldnglichkeit: Es erfiille ®*a die genannten Forde_rungen. Dann besitzt
die Zahlenfolge (it*a)T e(¢) genau. zwei Vorzeichenwechsel fiir beliebige Winkel
@ € [0, ). AuBerdem erfiillt @ = (n*a)7 e(p) die Voraussetzung. (2). Damit ist nach
Satz 1 mit diesem a die Permutation 7c* optnma] beziiglich (6) fiir simtliche’ ¢ und
damit auch optima] beziiglich (9). : '

Notwendzgkezt Wir nehmen an, 7t sei opblmal fiir samtliche ¢ € [0, 1:] ohne jédoch
fur den zugeordneten Polygon&ug € die im Satz 2.genannten Eigenschaften zu be-
dingen. Dann tritt stets einer der drei nachstehenden Fille auf:

Fall 1: Auf 0 conv () gibt es eine Scite PQ, die von € gar nicht durchlaufen'
wird. ‘

Fall 2: Auf 0 conv () gnbt es eine Seite PQ, die doppelt von € durchlaufen wird.
Fall 3: Auf @ gibt es'ein Streckenstiick PQ < int conv €.

Im Fall 1 wiahlen wir e(p) orthogonal zu PQ. g, sei die Stutzgeradc an conv (1&1),
welche durch P und @ hindurchgeht, g, sei ihre parallele St.utzgerade an conv (7).
Dann betrachten wir den kleinsten Teilpolygonzug von €, der von cinem Punkte-R_
,auBerhalb g, startét, durch cinen Beriihrungspunkt R von g, mit conv () verlduft
und in einem Punkt, R, auBlerhalb g, endet. An diesem Teilpolygonzug seien als cr--
. zeugende Summanden von ma die aufeinanderfolgenden Vektoren a;_ ..., a; betei-

ligt. Die gleichen Uberlegungen fiihren wir jetzt-zu'g, durch: Wir betrachten den
kleinsten Tel]polygonzug von @, der von einem Punkt P_ auBicrhalb g, startet; durch
P verlauft und in einem Punkt P auBerhalb g, endet; an ihm seien von a die auf-
einanderfolgenden Vektoren q; oo e iy , beteiligt. SchlieBlich konstruieren wir noch

~ den kleinsten Tellpolygonzug von @: der von einem Punkt @_ auBerhalb gl startet,
durch Q verliuft und in einem Punkt @, auBerhalb von g, endet; an ihm séien von rta
die aufeinanderfolgenden Veéktoren Qig s oeer Qi beteiligt. Auf Grund unserer Voraus-

" setzung sind diese drei Teilfolgen verschleden und jede von ihnen erzeugt in den
Zahlenfolgen

. . ’T
A e(@), g e(e); i, e(p), .0l e(@);. Al e(@); ..., aig e(p) -

je einen Vorzeichenwechsel. t kann somit nach Satz 1 nicht optimal. Beziiglich (6) mit
a = aTe(ep) sein, also auch nicht optimal beziiglich (14) zu Jedem ausgewdhlten 2 Wn'
."haben somit einen Widerspruch erhalten.

In den Fillen 2 und 3 besitzt € (abgesehen vom Anfangs- und EndpunLt) mehr-.
fache Punkte, insbesondere Kreuzungspunkte seiner Strecken. Ohne Einschrdnkung
der Allgemeinheit konnen wir von vornherein annehmen, daB diese KreuLungspunkte
zu Tl gehoren; andernfalls 1aBt sich durch geeignete Zerlegung der Vektoren q; in
eine Summe glelchorlentlerter Vektoren diese gewiinschte Situation (bei vergroBertem
n) erzielen. Nach einem bekannten Satz dér Graphentheoric (vgl. egwa [1: S. 124])
1aBt sich der Zyklus € als Summe endlich vieler Elementarzyklen €, (die also keine
mehrfachen Punkte haben — abgesehen vom Anfangs- und Endpunkt) darstellen:

.

€= 2@ ‘mit G nGC,, kg fir v=1,..,N —1.

=1

Jeder dieser Elementarzyklen €, hat eine Knotengesamtheit, die aus einer Teilkette
hintereinanderstehender Glieder der Folge n? besteht und aus einer Teilfolge a® -
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von Vektoren aus a addmv erzeugt wird, deren Summe der Nullvektor ist. Ist zu
dicsen Elementarzyklen fiir ein bestimmtes » die Ej genschaft €, # @ conv @, erfiillt,
so fiithrt die im Fall 1 durchgefiihrte SchluBweise — eingeschrankt auf €, — zum Nach- .
weis von drei Vorzeichenwechseln fiir wte, also zu einem Widerspruch zur Optimalitat
vonm. Ist aber fiiralley = 1, ..., N stets €, = 2 conv €,, so greifen wir uns zwei auf-
einanderfolgende dieser Elementarzyklen heraus, €, und €,.,, und eine gemeinsame
Stiitzgerade g, an conv@, und conv €,,xmit den Beriithrungspunkten P €.@, und
@ € €., (P und @ kénnen auch zusammenfallen). Die zu g, parallele Stiitzgerade g,
an conv (€, u €,,,) beriihrt diese Menge in einem Punkt R € €, u §,,,. Hiermit fiihrt
die oben im Fall 1 angewandte Beweistechnik (in strikter Anlehnung an die dort ge-

“wihlte Bezelchnung) erneut zur Aufdeckung von drei Vorzeichenwechseln fiir ma,
also zu einem Widerspruch zur Optimalitit von it I

- [y

" 4, Der Optimalititsnachweis fiir €*

In diesemn Abschnitt verifizieren wir dic am SchluB der Einleitung angekindigte
Optimalitédtsaussage. ‘

Satz 3: Es sei €, eine optimale universale Rettungskurve zu vorgegebener Dicke 4.

Dann gilt &(€y) = L(E*).

Beweis: Auf Grund der Optimalitit von @0 mit der Parameterdarstellung x = o(t)
auf [0, 1] gllt 4 := 24(0) &= Z := z,(1) nach Eigenschaft 2. Nach Eigenschaft 3 sind
A4, Z € 0 conv §,. Infolge der Rektifizierbarkeit von €, existiert eine Folge von orien-.

: bierten Polygonziigen B, von 4 nach Z mit der Parameterdarstellung x = w(¢) auf
.[0, 1], so daB die Folge der z; gleichmifig gegen «x, konvergiert. Damit gilt neben

lim "(‘Bk = 8(C,) ' - : ' (10)
k—o0 : R
auch ) - .
lim A(conv B;) = Ad(conv §y) = 4, . T (1)
. k—oo .

(vgl. z. B. [4]). Wir ergédnzen P, durch Hinzunahme der orientierten Strecke Z4 zu
einem geschlossenen orientierten Polygonzug §,. Er setze sich gema8 Durchlaufsinn
durch Aneinanderheften 'der Vektoren der Folge a = {a;}’., mit » = n(k), a, = zZA4
zusammen. Geordnet nach dem Durchlaufsinn von , 1aBt sich die Folge seiner Kno-
tenpunkte mit den Bezeichnungen von Abschnitt 3 durch die Punktfolge A = A(a)

" erfassen. Durch Permutieren der Glieder von'a erzeugen wir nun eine solche Folge
7ea, daB deren Glieder (Vektoren), ihrer Anordnung geméf aneinandergeheftet, einen
geschlossenen Polygonzug £, erzeugen, der zugleich Rand von conv £, ist. Nach

Satz 2 ist d(conv £,) = A(conv B;) bzw. mit O, := O, \ Z4

A(conv £y) = Alconv By). L ' )
AuBerdém ist nach Konstruktion - N ‘

_ . \

Q(Qk) = 3(‘31:) : ' K ‘ (13)

Nach dem Blaschkeschen Auswahltheorem (vgl. [2: § 18]) existiert zur Berelchsfolge ’
{conv £} eine Teilfolge {conv L}, die im Sinne der Hausdorff-Metrik gegen einen
konvexen ebenen Bercich B, konvergiert. Wegen (13) und £,» = 9 (conv ) hat dies
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_gleichzeitig zur Folge S | !
i — o
lim 8(Qy) = lim L(Pr) = L(0By)
k'—o0 k —o0 -

und mit §, := 3B, \ ZA wegen (10) '
2Co) = lim S(Qk') = Z(Cy):

Aus (11) und (12) result,lert ferner
A(conv &) = llm A(conv Q) = Ilm A conv ‘,B,,) = Ao

. Somit wire auch §, eine u'niversale Rettungskurve von gleicher Linge wie €,. Da aber
€, nach Konstruktion die eingangs genannten Hypothesen 1 und 2 erfiillt, muf}
26*) < &(€,) = LEC,) sein. Infolge der vora.usgesetzben Optimalitdt von €, kann

“aber nur &(€¥*) = (C,) gelten A
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