
Zcitschrift für Analysis 
and ihre Anwendungen 
Ed. 6 (4) 1987, S. 363-369 

IJniversale Rettungskurven H')	 - 

R. KLOTZLER und S. PICKENHAIN

in 

Es wird nachgewieen, daB die im Ted I tinter speziellen Strukturannahmen gefundene optirnale 
Rettungskurve auch ohne these Annahmen optimal ist. 

Jo}ca3bIBaeTci, 4T0 H1113 onTMMaJ!I,HocTI, IcoTopofi S iiaCTH I 6ania nola3aFla npii dne1uaIb-
ILbIX cTpylcTypl(hlx npeJu1oJ1oHeHMIx. oFa3bIBaeTcH 11, oirTHmajibHOR 6e3 3TIIX nperioJio-
ncenH. 

It is proved, that the optimal live-saving line, founded in Part I under special structural assump-
tions, is also optimal without these assumptions. 

1. Einleitung  

Im Teil I dieser Arbeit (vgl. [3]) wurde das folgende Probleln aufgeworfén und Cr-
örtert: 
Wie tnul3 eine ebene Kurve V kleinster [Ange besehaffen s?i1, darnit man von jedem 
Startpunkt A eines beliebigen Bereichs der. DickO A 0 hangs der an A angesetzten 
und beliebig'gedrehten Kurve * den Rand a93 erreicht? 
Die geometrische Vordiskussion dieses Problems erbrachte zunächst den Sachverhalt, 
daB V die kiirzeste aller jener univer.salen Rettungskurven ist, deren konvexe Hulle 
con y die Dicke .J (con y )	A besitzt. Die weitere analytische Untersuchung er- 
folgte im Teil I unter den Hypothesen, daB keine mehrfachen Punkte besizt 
(Hypothese 1) und in einer Hatbehene zur Verbindungsgeraden ihres Anfangs- und 
Endpunktes A bzw. Z verläuft (Hypothese 2). Es ergab sich daraus eine bis auf 
Kongruenz eiideutige Losung V, die aus zwei (kongruenten) Seiten eines speziellen 
gleichschenkligen Yamanouti-Dreiecks besteht. :Die Lange von V erwies sich als 

= (2,27829...) A 0. In dem vorliegenden Teil Ii wird nachgewiesen,dat3 V auch 
mi Vergleich zu allenanderen universalen Rettungskurven , die nicht den obigen 
Hypothesen genhigen, kleinste Lange besitzt. 

2. Weitere Eigenschaften optimaler Rottnngskurven 

In diesem Absehnitt werden Eigenschaften optinLaler universaler Rettungskurven 

einer. Dicke A() Jo zusanimengesteilt, ohne von den Hypothesen 1 und 2 Ge-




brauch zu machen. Nach den Hilfssätzen I und 2 von Ted  und der dort definierten 

BreiteBfrp) von in Richtung qlautet das Optimierungsproblem derkurzesteri uni-

1) Ted I dieser. Arbeit erschien in H. 1 (1986), 27-38 dieser Zeitschrift.
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versalen Rettungskurve der Darstellung x = x(t) auf [0, 1]2): 

2()—Min 
unter der Nebenbédingung 
B() = Max xT(t) e() + Max XT(t) e(99 + )	z10	

(1) 

Let011	 tEFO.IJ 

für alle q* E [O, n] mit e() = (Cos q, sin q,)T. 

Wir stellen nun eine Reihe von Eigenschaften optimaler Losungén x 0 zu ,( 1 ) und damit 
optirnaler Rettungskurven IZ O der Darstellung x = x0(t) fiber [0, 1] auf. 

Eigensehaft 1: Es gilt z1() =. A 0 . 

Beweis: Ware z1( 0 ) = A' > A 0 , so bilden wir G der Darstellung 2 = (4/4') x0.


DafUr ist nach Definition der Dicke A gernaf3 Teil I z1(() = ( A /4 ') A() = Ao und

= (40/A') 2() < 2() liii Widerspruch zur vorausgesetzten Optimalität von 

Zur Vereinfachung der Schreibweise em iger nachfolgender Beweisschritte fü hren 
wir die folgende Bezeichnung ein. -. 

Definition: Sind a, b E [0, 11, so ist 0[a, b] jener orientierte Teilbogen von 
der aus der Punktmenge {x0(t)j t E [a, bi) hesteht und von x0 (a) nach x0 (b) durchlau-
fen wird. 

Eigenschaft 2: Es gilt x0(0) + x0(1). 

Beweis: Wir nehnien an, these Eigenschaft ist nicht erfiillt. Dann diskutieren wir 
folgende zwei sich ergänzende Fäl!e. 

Fall a: x0(0) = x0 ( 1) E mt cony . l-Iierzu existiert offensichtlich ein so kicines 
> 0, daI3 auch noch die 'E'eilbogen Ejl - , 1] und O[0, s] vollstandig in mt cony 

li'egen. Soniit gilt für den Teilbogen	[c, 1 - s] sowohi 3( 0 [c, 1 - efl.> 2() als

auch con y = cony [s, 1 - ]. Auf Grund der letztgenannten Eigensehaft ware 
nach Hulfssatz 2 von Teil I auch [e, 1 - ] eine Rettungskiirve; sic hätte eine klei-
nere Lange als IZ,, im %Vidersprtich zur vorausgesetzten.Optimalitht von E0 . Der Fall a 
kann also gar nicht atiftreten. 

Fall h: x0(0) = x0(l) E a con y . Wir legen danndurch x0 (0) = x0 (1) eine Stütz-
gerade g an con y . Somit wär,p eine Rettungskurve, die in einer Halbehene der 
,,Verhindiingsgeraden" g von Anfangs- iind Endpunktxo(0) bzw. x 0(1) verlauft. Nach 
Satz 2 von Teil 1 ist deshaIl 2()	(*). I)as Gleichheitszeichen gilt hierhei nach 
der Anmerkung 1 zu Satz 2 dann und nur dann, wenn (c9 con y ) \ x0 (0) x0(1) = 

ist. Diese Eigenschaft ist aher hier nicht erfüllt,, weil x 0(0) = x(1) ist und S* keine 
geschlossene Kurve bildet. Die so verbleibende Beziehung 2() > 2(*) widersprieht 
aber der vorausgesetzten Optimalitat von . Fall h kann alsoaueh nicht eintreten I 

Analog z'u Fall a hestätigt man leicht atich die folgende Eigenschaft. 

Eigenschaft 3: Es gilt x0 (0), x0 (1) E a cony 

2) Ohne Einschrankung der Aligemeinheit können wir dabei stets verlangen, daB x(t) in keinem 
noch so kleinen Teilintervall [a, fl]	[0, Ii mit	konstant ist.
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3. Zur optimalen Breite eines Systems von Partiaisutnmen 

Gegeben seieinen-gliedrige reelle Zahienfoige a = {a1}?..1 mit 

E1a11 == 0 und Ea 1 = 0.	'	 (2) 

Wir fassen these als einen Zykius auf, indem a 1 aIs Naehfolger zu a angesehen wird. 
Wir srechen . genau dnn von einem Vorzeichenwechsel in a, wenn in dem Zykius a 
eine Teilkette aj, a^1 ,..., a _, at existiert mit a1 = 0 für i = j + 1, ..., k --I und 
a,.at <0. Wir bilden zu a die Menge ailer ihrer.Partiaisumnien. 

A=A(a):=.Ea1Ik==I,2,...,n.	 (3) 
11=1 

Unter der Breite B(A(a)) dieser Menge des' R' verstehen , wir (in Analogie zu (1)) die 
Zahl	 . 

B(A(a)) = Max Ea1 - MinEa1 = Max	' a.	 (4) 
k =< n 1=1	1ni=1	k.in,1<k 1=1+1 

Durch Anwendung einer Permutation it= (1 ....	auf die Glieder von a ent- 
\il i•.ifl/ 

stcht ira = ( 111 und die zugeordnete Partialsummen-Menge	-	- 
(k. 

7tA:=A(na)=EaI,I/c=1,2,...,nS.	 (5) 

Wir studieren nun die Optimierungsaufgabe, unter alien obigen Perniutationen it 
jene zu finden, für die B(itA) maximal ist, d. h., 

B(irA)	Max.	 (6) 
7t	 - 

Wir, fügen zunächst einen einfachen Hiifssatz em, der,das Verhaiten von B(itA)schon 
etwas aufkiärt.	 . 

Hiifssatz 1:Mit7r0= 
(

1 2 ... n	1  2 3 ... n )qiltB(7roA)=B(A). 

Beweis: Wegen'(2) ist bei Anwendung der Permutation 7t0 
k	Jk+I \	 Ii 

a11 =(a,) —a 1 für k=1,...,n-1, Ea,=a1—a1. 

Daher ist
k	 k	 L,	 k 

Max L' a1, = Max E a1 - a1 und Mm ' a 1, = Mm ' a 1 - a, 
kn'j=1	kn i1	 kn j=1'	.	kni-=1 

Damit erhaiten wir tinmitteibar aus (4) die Behauptung I 
S at z  1: Zum Optimierungs problem (6) ist eine Permutation it dann und nur dann 

optimal, wenn die Folge ira (zyklisch au/ge ia/It) genau 2 Vorzeiche-nwechsel besitzt 
Beweis: Hinlanglichkeit: Es habe n*a genau zwei Vorzeichenweçhsel. Dann hat 

natürlieh auch 7r0m7t*a =: a0 mit a0 = {a1 0}?_1 genau zwei Vorzeichenwechsei für be-
liebiges m E N und infoige Hiifssatz 1 ist B(n*A) = B(lt0m7t*A) . Wir können hierbéi
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stets ein solches m finden, daB in der Folge a0 zuerst nichtnegative Glieder und an-
schlieBend nur nichtpositive Glieder auftreten; sagen wir also etwa a 1 0 , ...,	0 
und u 1 , ..., a 0	0. Wegen (2) ist 

fl 
•	a1° = -' a1 ° = L mit 2L := E a,I >0	 - - 

•	1=	 i=.,+1	 1=1 

.und nach (4) und (5) gilt B(it0mit*A) = B(it*A) =L. Andererseits ist für jede be-
liebige aidere Permutation n nach (4) und (5) 

-	
/	 n	\ 

B(icA) = Max	' a1, < Max ( Ea10,	' a1°) = L.	 (7) 
kJn.l<k j1+1	 \i=1	i=+1 j 

Daher ist für heliebige 7t die Ungleichung B(7rA) :5 L = B(E*A) erfüllt, also Tt* 
optimal. 
• Notwendigkeit: Wir nehmen an, it ist optimal. Dann ñiuBte nach (7) ein k undl < k 

existieren mit 
k	 n 

L' a1, = Max	 ' ( a10, — E a.0) = L. 
j= 1+ 1	-	\i=1	i=,+1 

Das heiBt, es gilt entweder
k	n 

' a1,'= ' a10 oder	f a1, = E a1°.	 (8) 
jl+l	171	 j=1-- 1	i+1 

Die e'rste Bedingung von (8) kann offenbar nur darn gelten, wenn in ihrer linken 
Sunime keine negativen Glieder, aber samtliche positiven Glieder von- a 0 auftreten. 
Die zweite Bedingung von (8) kann offenbar nur dann gelten, wenn in ihrer linken -. 

• Summe keine po'sitiven Glieder, aber sänitliche negativerl Glieder von a0 auftreten. 
Beide Fälle bedeuten, daB in Tra genau zweimal ein Vorzcichenwechsel auftritt U 

Nunmeiir erweitern wir die vorangegangenen Untersuchungen auf.Vektorfolgen des 
R2. Das heiBt, wir betraehten eine fest vorgegebene n-gliedrige Folge a = {a1}? von 
Vektoren a1 € R2 mit  

EIa1HI=0 und Ea=0..	
0	 •	 - 

Wir bilden wiederum zu a die Menge aller ihrer Partialsummen 

(k 

I•0i=i	 - 

Als Breite B(i, q) von 2i (oder seiner konvexen Hülle con y 91) in Richtung q' erhalten 
wirdainnach(1)	-	 -	- - 

k	 I 
B(91, q) = Max Z fl.T (q,) — Min E a1Te(). 

kn 1=1	 in 1=1 

In sinngemãBer tYbertragung de 'r Aufgabe (6) betrachten 'ir jetzt das Optimierungs. 
problem, •unter allen Permutationen it jene zu finden, für die die Breite von 

91(ita) in Richtung q, maximal ist. Das bedeutet, wir studieren 

• •	B(it9l, ) -- Max für q' E [0, iv].	 •	(9) 
Tt	 -
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Satz 2: Zum Optimierungsproblem (9) ist eine Permutation it dann und nur dann 
'optimal für sdmtliche q, € [0, it], wenn die Folge der Vektoren von ita aneinandergehe/tet 
im- R2 einen geschlossenen Polygonzug ohne mehrfache Punkte ( -bildet, der zugleich 
Rand von, cony (19 jet.	 -	 - 

B ewe is: Hinlonglichkeit: Es erfiille it*a die genaunten Forderungen. Dann besitzt 
die Zahienfolge (it*a) T e(ç) genau. zwei Vorzeichenwechsel für beliebige Winkel 

€ [0, it]. AuBerderli erfüllt a = (7t*a)T e() die Voraussetzung. (2). Damit ist nach 
Satz 1 mit diesem a die Permutation it optimal bezuglich (6) für sämt1ich und 
damit auch optimal bezuglich (9). 

Notwendigkeit: Wir nehmen an,-7t sei optimal für sämtliche p € [0, iv], ohne jedoch 
für den zugeordneten Polygonzug die im Satz .2.genannten Eigenschaften zu be-
dingen. Dann tritt stets einer der drei nachstehenden Falle aiif: 

Fall 1: Auf aconv(itI) gibt es eine Seite P7j die von CE gar nicht durchlaufen 
wird. 

Fall 2 Auf a cony (it9I) gibt es eine SeiteTP, die doppelt von durchlaufen wird. 
Fall 3 .: Auf gibt esein Streckenstuck PQc mt cony 
Tm Fall I wählen wir e() orthogonal zu PQ. g sei die Sttitzgerade an con y (it), 

welehe dureh P und Q hindurchgeht, 92 sei ihre parallele Stutzgerade an con y (it{). 
Dann betrachten wir den kleinsten Teilpolygonzug von CE, der von eineni PunkteR 
,auBerhalb 92 startt, durch einen Beruhrungspunkt R von 92 mit cony (iri) verläuft 
und in einem Punkt R, auBerhaib' 92 endet. An die-sent Teilpolygonzug seien als Cr- - 
zeugende Sunitnanden von iva die aufeinanderfolgenden Vektoren Civ	a,.. betei-
Iigt. Die gleichen iberlegungen führcn wir jetzt zu'9 1 durch: Wir betrachten den 
kleinsten Teilpolygonzug von , der von •einem Punkt P_ aut3erhalb g, startet; durch 
P vèrläuft und in einem Punkt P+ auBerhalb 9i endet; an ihni seien von ,ta die auf-
einanderfolgenden Vektoren a 1,, ..., a1, beteiligt Schlie3lich konstruieren wir noch, 
den kleinsten Teilpolygonzug von , der von einem Punkt Q aul3erhalb ç startet, 
durch Q verläuft und in einem Punkt Q auBerhaib von 9i endet; an ihm sëien von iva 
die aufeinanderfolgenden Véktoren a, ..., a beteiligt. Auf Grund unserer Voraus-
setzung' sind these drei Tei1flgen verschieden und jede von ihnen erzeugt in den 
Zahienfolgen	. 

., ae(t);	ae()......ae(q);.	ae(q), ..., OT e(p) 

je einen Vorzeichenweehsel. it kann somit nach Satz 1 nicht optimal. bezUglich (6) mit 
a = aTe(q,) sein, also auch nicht optimal bezuglich (14) zu jedemausgewählten q'. Wir 
haben 'somit einen Widerspruch erhalten.	.	 . 

In den Fallen 2 und 3 besitzt (abgesehen vom Anfangs- . und Endpunkt) mehr-. 
fache Punkte, insbesondere Krcuzungspuxkte seiner Strecken. Ohne Einschrankung 
der Aligemeinheit können wir von vornherein annehmen, daB these Kreuzungspunkte 
zu irf gehoren; anderñfalls IäBt sich durch geeigriete Zerlegung der Vektoren a, in 
eine Summe gleichorientierter Vektoren these gewunschte Situation (bei vergroBertem 
n) erzielen. Nach einem bekannten Satz dr Graphentheorie (vgl. etwa [1: S. 124]) 
JäBt sich der Zykius als Sumnie endlich vieler Elementarzyklen , (die also keine 
mehrfachen Punkte haben - abgesehen vom Anfangs- und Endpunkt) darstellen: 

N	- 
= L'. mit	, a C,, = 0 für v = 1, ..., N - 1. 

Jeder dieser Elementarzyklen , hat eine Knotengesanitheit, die aus einerTeilkette 
hintereinanderstehender Glieder der Folge iti besteht und aus einer Teilfolge a'



368	R. KLOTZLER und S. PICKENRAIN 

von Vektoren aus a additiv erzeugt wird, deren Suninte der . Nullvektor ist. 1st zti 
diesen Eleinentarzyklen für ein bestimmtes v die Egenschaft C + a con y C erfiillt, 
so fiihrt die im Fall 1 durchgefuhrte Sehlul3weise - eingeschrankt auf IL - zuin Nach-
weis von drei Vorzeichenwechseln I tir ,ta, also zu einent Widerspruch zur Optitnalitat 
von it. 1st aber für alle v = 1, ..., N stets C = a con y C, so greifen wir tins zwei auf-
einanderfolgende dieser Eleinentarzyklen heraus, (, und 1L., und eine gelneinsame 
Stutzgerade g, an cony E, und cony j\ mit den Berührungspunkten P €. und 
Q E IL (P und Q können auch zusammenfallen). Die zu ç parallele Stutzgerade 9 2 
an cony (, u ,) berührt these Menge in einem Punkt R € , u Hierniit führt 
die obeh im Fall 1 angewandte Beweistechnik (in strikter Anlehnung an die dort ge-
wäh1te Bezeiehnung) erneut zur Aufdeekung von drei Vorzeichenweehseln für ita, 
also zu einem Widerspruch zur Optimalitat von it i 

4. Der Optinialitätsnachweis für ( 

In diesem Abschnitt verifizieren wir die am SchluI3 der Einleitung angekundigte 
Optimalitatsaussage. 

Satz 3: Es sei	eine o'ptimale universale Rettungskurve zu vorgegebener Dicke Jo.

Dann gilt 2() = 

B ewe is: Auf Grund der Optimalitat von mit der Parameterdarstellang x = 
auf [0, 11 gilt A := x0 (0) r= Z :=x0(1) nach Eigensehaft 2. Nach Eigenschaft 3 sind 
A, Z. € a cony O . Infolge der Rektifizierbarkeit von existiert eine Folge. von orien-
tierten Polygonzugen k von A nach Z mit der Paratueterdarstellung x = xk (t) auf 
[0, 1], so daB die Folge der Xk gleichmaBig gegen x0 konvergiert. l)amit gilt neben 

li'n 2(3k )	£()	 (10) 
k—*co 

aueh
urn 4(conv 3) = zl(conv () = Ao (11) 

(vgl. z. B. [4]). Wir erganze $k durch 1-Iinzunahme der orientierten Strecke2 zu 
eihem geschlossenen orientierten Polygonzug . Er setze sich gernäB Durehlaufsinn 
durch Aneinanderheftender Vektoren der Folge a= {a} 1 mit n = n(k),a 1 = ZA 
zusammen. Geordnet nach dent Durchlaufsinn von	lath sich die Folge seiner Kno-




tenpunkte mit den Bezeielinunen von Abschnitt 3 dureh die Punktfolge W = 
erfassen. Durch Pcrmutieren der Glieder von a erzeugen wir nun eine solehe Folge 
iva, daB deren Glieder (Vektoren), ihrer Anordnung geinat3 aneinandergeheftet, einen 
gesehlossenen Polygonzug Qk erzeugen, der zugleieh Rand von consç Zk ist. Naeh 
Satz 2 . ist zl(conv Qk) ^ A(conv 3k) bzw. mit £k := Qk \ ZA 

4(eonv Elk )	zl(eonv l3k).
	 (12)


AuBerdem ist nach Konstruktion 

- 3(k) =
	

To
	

(13) 

Nach dent Blasehkesehen Auswahltheorem (vgl. [2: § 18]) existiert zur Bereiehsfolge 
(con y Q} eine Teilfolge (cony Qk'}, die irn Sinne der Hausdorff-Metrik gegen einen 
konvexen ebenen Bereich konvergiert. Wegen (13) und Z k, = 0 (cony Qk') hat dies
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I 
gleichzeitig zur Folge 

Jim 2( k') = urn £(') =
- 

und mit	a93,	wegen (10)


= urn (k') = 
k--co	 - 

/	 -	I 

Aus (11) und (12) resultiert ferner - 

z1(conv 0 ) =1irn4(convD ') a^IimA(conv3 k.) = IJO 

k-*oo 

Somit ware auch G O eine uhiversale Rettungskurve von gleicher Lange wie (Y O . Da aber 
nach Konstruktion die eingañgs genanñten Hypothesen 1 und 2 erfüllt, muB 

£((o) = 2(() sein. Infolge der vorausgesetzten Optirnalitat von	kann

aber nur 2(-) = 2(() gelten U 

LITERATUR	.-

[1] BERGE, C., und A. GH0UmA-Houar: Programme, Spiele, Transportnetze. Leipzig: BSB 
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 1969. 

[2] BLASCHKE, W.: Kreis und Kugel. Leipzig: Teubner-Verlag 1916. 
[3] KLOTZLER, R.:Universale Rettungskurvon I. Z. Anal. Anw. 5 (1986) 27-38. 
[4] KLÔTZLER, R., und M. ROTH: Zur Lange einer ebenen geschlpssenen Kurve und des Randes 

ihrer konvexn Mille. Wiss. Z. Karl-Marx-Univ. Leipzig (im Druck). 

Manuskipteingang: 10. 06. 1986	 - 

VERFASSER:	/	S 

Prof. Dr. ROLF KLöTZLER und Dr. SAuTNE PIcENHAn 
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitat 
Karl-Marx-Platz, DDR-7010 Leipzig

/ 

24 Analysis Bd. 6, heft 5(1987)


