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Zur Losung des linearisierten Knickstah-Problems mit heschriinkter Aushiegung
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Es wird das Problem des Knickstabes in einem engen, streifenférmigen Kanal durch eine linea-
risierte: Aufgabe ersetzt und letztere vollstindig gelost. :

~

IIpoGnema uarnba crepsiun B y3kom Tpy6GuaTom KaHane 3aMenseTcs IMHeAPN30BaHHON 3a7a-
Yelt i MOCTERHSHA PEIIAETCA NONHOCTLIO.

. The problem of rod capable of creasing under a load on its upper end and situated in a narrow
st-rip-shaped chjmnel is replaced by linearized problem, which is the solved completely.

1. Emleltung ' , ‘ , ' : ' .

Wir betrachten einen elastischen homogenen Stab der in einem engen, zweidimensio-
nalen, streifenformigen Kanal liegt. Die beiden Enden des Stabes liegen auf der Achse
des Kanals, sie sind gelenkig gelagert Die Frage lautet: Wie ist die absolut.stabile
Lage des Stabes, wenn er durch eine Kraft P gedriickt wird? Dieses Knickstab:Pro-
blem wurdé schon von mehreren Autoren untersucht (wir werden noch im Abschnitt 4
darauf cingehen). Gewonnen wurden gum groBen Teil relativ stabile Lagen, zum Teil.
auch absolut stabile Lagen, allerdings nur fiir kleine Krifte P bzw. kleine Langen 7
(die Lage des Stabes ist (absolut) stabil, wenn'die Gesamtenergie am kicinsten ist;
wenn wir die Masse des Stabes und die Relbung vernachlissigen, dann ist diese Ge-
samtenergie gleich der Summe aus der Verformungsenergie und der potentiellen Ener- *
gie). Nach P. Foxk [1] entsprlcht dJeses Problem der folgenden Aufga,be der optima-
len Steuerung:

T o
-/-(%2 u?(t) + cos x,(t)) dt — Min! (1)

-\il = u, & = Sin 2y, [T,] = &, 2,(0) = 25(T) = 0,
wobeiT die Léinge desStabes, z,(t) sein Neigungswinkel bez. der Kanalachse im Punkt ¢
(BogenmaB), 2,(t) der Abstand des Stabpunktes ¢ zur Kanalachse, 2x die Breite des.
Kanals und a2 = 8/P. mit  als Blegestelflgl\cw des Stabes ist; z, und Z, sind steblg,
% ist rechtsseitig stetig und stetig in 7'.

Grundsitzlich kann man iiber das Pontrjagmsche Maximumprinzip notwendige
Optimalititsbedingungen fiir die Losung von (1) formulieren. Es ist aber nicht zu
erwarten, in geschlossener Darstellung daraus diese optimale Lésung berechnen zu
kénnen. Desha]b wird statt (1) die folgende linearisierte Aufgabe untersucht:

T
! ! : a? 2 1 2 it
' Iz, 2y, u; T):= - u =5 n dt—ng. 2
. 0

> .

L =, Ey = 2y |T] S, 3(0) = 25(T) = 0.

~
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Dieser Ubel_'ga;ng ist dadurch méglich, weil
7 Max {lz,*¢t)|: 0 <t < T} >0 fir «—0

gilt, wobei (z,*, z,*, u*) ein optimaler Proze von (1) ist (‘vgl.'[2]). :

' 2. Das Pontrj?}ginsche Maximumprinzip fiir das linearisierte Problem

Fiir die Aufgabe (2) lautet die Pontrjaginsche Funktion

N a? i
Ht, &), 6,0, 01,02, 4) = Q10 + @261 — 2 (-2— Uzv— 3 512)-

. Nach dem Poﬁtrjaginschen M&ximumpriniip gilt . R

Satz 1 [4]: Ses (x,, 25, u) éin oiotimuler Prozefy zur Aufgabe (2). .Dann existieren
Zahlen 7y = 0 und by, 1, € R, zwei auf {t € [0, T} | 25(t) = +o} bzw. { € [0, T'] | 2(¢)
= —a«) konzentrierte, nichtnegative reguldire Mafe u, und p, sowie zwei Funktionen p,
und p, derart, daf diese Gréfen nicht gleichzeitig verschwinden und folgendes gilt :

a)  pult) = —[ (po() + 2oz(7)) dr, pUT) = 0,
o g .

Pa(t) =1l + fdl‘i - f dpg, Po(T) = 1y
. 0.0) lp,l) L . ) -
l b) H(ta le(t)’ x2(t)a u(t)’ pl(‘)’ p2(t)x ]‘0) : ) 'l
= Sllp H(t, xl(t)’ x2(t)) v, pl(t): pé(‘)) j'O) f' 1. in [0) T] .

Wit konnen zeigen, da.B Ao > 0ist (vgl. [2]). Desha.lb kann 7, = 1 angesetzt werden.
'Demzufolge haben wir nun

7’1(‘ _f (pa2() + x,(z)) d'f p(T) = 0
. 3 .
7’2(‘) = lo + f dpuy — f dpa, Pz(T) = ln
(0.0 0.0
und

Hv(t: Xy, Zo, .u; pl) P2» 1) = pl(t) - aau(t) = 0

B

fast iiberall in [0, 7'], weil H{t, z,, %5, v, Py, Do, 1) fiir alle ¢ eine streng konkave Funk-
. tion in v ist. Aus der Stetigkeit von p, (wegen (3)), der rechtsseitigen Stetigkeit von »
auf [0 'T] und der Stetigkeit von % in 7' folgt weiterhin fiir alle ¢ € [0, T']

o Ll ¥
am=uw=§mw=~;fMM+%MWL o @
. ; \ |

Um zu zeigen, daB die Untersuchung iiberhaupt sinnvoll ist, geben wir noch einen
. Existenzsatz an.

-

Satz 2 [2]: Die Aufgabe 2 besitzt mindestens einen optimalen Prozef.

f]
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" 3. Lissung des linearisierten Problems 2)

Zur Losung von (2) brauchen wir das folgende Lemma, dessen Beweis sehr einfach ist
(und deshalb nicht gef'uhrt wird); fiir die Aufgabe (1) aber sehr aufwendig ist.

Lemma. 1 Sez (z,, z,, u) ein optzmaler Prozef zur Aufgabe (2). Dann gilt xl(z) =0.
fiir alle z € {0, T] mit |xo(z)] = . ) ' -
.. Des weiteren ben(‘it,igen wir die folgende' )
N : - .. .
Definition: Sei (z, 9)<= (0, T), |%,(t)] = « fiir alle ¢ € [z, ] und fiir jedes & > 0
existiere ein ¢’ € (v — ¢, T) mit |2,(t')]< « sowie ein t” € (g, o -+ &) mit |2,("")] < &.
Dann heiit © Au/sprungstelle 0 Absprungslelle jedes ¢ € (7, ) Verweilstelle und (v, g) -

Verwezlmtenall
\ ) ’

N | Untersuchung optimaler Prozesse im Inneren des Zustandsberelches

er untersuchen ]etzt ein’ Intervall

(r,, rQ)C (0 T) mit |z,(t)] < « fiiralle ¢ € (7q, 7).

‘Da die ! \{[a.Be # und y, auf dem Rande (jz,) —-40‘) konzentriert smd ist p, nach (‘3) in
diesem Intervall konstant, d. h. wegen der lmksseltlgen St,et,lgkext, von p; (vgl. [4:
‘Kap. 5]) gilt

Pa(t) = Palis + 0) = lmpy(t) fir t€(r,m]..

Durch Einsetzén in (2) und (4) ergibt sich fiirt € [1y, 7,]

b SOt
u(t) = — 08 (d— + c),
z,(t) = b sin (% + C) - 7;2(T1 + 0), (3)

z5(t) = xy(7,) — @b [cos (-{i— + c) — cos (% + c)] — Po(7y —{—'O) (t — r,i),

wobei b und ¢ vom Intervall (t,, Ty) abhanglge Konstanten sind. Fiir das Zielintegral

auf diesenm Intervall erhalten wir durch partielle Integra.tlon unter Berucksnchtlgung

'von &, = x, : y
Ty a2

I(z,, xz; u; Ty, To) 5='/‘ (? uz(t)'— %‘xﬁ(t)) dt

1 o
=3 7’2('{1 +0) (3‘2(72) - xz(“'f)) o~

o ulw) mi(r) — ule) m(r) e

Nun untersuchen wir vier verschiedene Lagemdglichkeiten von (z4, 7,):
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Fall 1 (), 72) = (2, 2j51) mit [25(25)] = [2o(201)] = . Dann haben wir entspre-
" chend (5) fiir ¢ € [2;, 2,,]

w(t) = b cos (% + ci),

a

2,(t) = b, sin (}% + C") —p(5+0), ‘ B (75 ‘ |

Z,(t) ='x2(-z,-) — ab; [cos (-:l— + Ci) — cos (% + C;‘)]

= py O —2).
Nach Lemma 1 gilt z,(z;) = 2,(z;,) = 0. Folglich ist - ,

-

b; sin (%— +'c,~) = b; sin (Ziﬂ + c,.) = po(2; + 0). )

a -

Hierin muB b; 5= 0 sein, sonst ist py(z; + 0) = 0 und damit z,(t) = Z,(z;) = F« fiir
‘alle t € (z;, 2;41). Deshalb folgt ' \

sfn(%—+ci)ﬁsin(zgl +c,~). o - o (8)

Diese Gleichung liefert eine Bedingung fiir ¢; in A'bhé.rigigkeit, von z; und z;,,. Wegen
Z,(z;) = 2,(2j31) = 0 folgt aus (6)

. 1 :
C Ay, 2, U5 25 2i) = 5 pa(2; + 0) (wa(z11) — 22(2)))- . 9)

Fall 2: (1, 75) = (0, 2,) mit |2y(z))] = a.
Wie oben ist wegen »(0) = 0 (vgl. (4)), z,(z;) = 0 und z,(0) = 0 fiir ¢ € [0, z,]

b,
u(t) = -a—o cos (% + co),
xl(t)/lz bO Sin (% + Co) —' PQ(O) > i . (10)

,x2(t) = —ab, cos (% + co) — p2(0) ¢

und I(zy, z,,%; 0, z,) = Po(0) 2,5(2,)/2.

Fall 3: (), 75) = (2, T') mit |p(zm)] = ov.

Dann gilt analog fiir ¢ € [z, T']

t_b_’" ¢ . : ‘
u()_acos ;.—f—cm, )
8() = by sin (1 + 6n) = Biza +0), | o

Z,(t) '.=‘x2(z,,,) — ab,, [cos. (—f; + c,,,) — cos (%"— + cm)]'
: und j(xl: x?) u, Zm, T) = _p2(zm + O)sz(z,,,)/2.
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Fall 4: (z,, rz) = (O T).
Wegen u(O) = u(T) = 0 (vgl. (3) und (4)) und x2(0) = x,(T) = Ofolgt dann aus (6)

I(zy, %) u; T) = I(z,, 22, %50, T) = 0. ‘ (12)

3 2 Abhanglgkelt des optimalen Prozesses (x,, x,, u) von u(z,)

- -

Wir untersuchen nun dle Gestalt eines optimalen Prozesses (:c,, :z:z, %) in Abhanglg-
keit vom Wert der Steuerung an der ersten Aufsprungstelle z,, d. |:z:2(zl)| = & und
|2(t)] < o fiir ¢ € (O, z,), natiirlich unter der Voraussetzung, daf ein z € (0, T') mit
|Z2(z)] = « existiert. Im weiteren werden simtliche Auf- und. Absprungstellen des
optimalen Prozesses mit z,, z,, ..., z,, bezeichnet, wobei 0 < 2, <z, < - <z < T
gilt. Das folgende Lemma besa.gt daB die optlma,le Kurve z, in allen Auf— und Ab-
' sprungsbellen den gleichen Krummungsbetmg hat.

Le mma. 2: Es gilt w¥(z,) = - = u%(z,,). Im Falle u(zl) =+ 0 ¢st jede Au/spmngstelle
zugleich eine Absprungstelle.

Beweis: Falls u(z;) 4= 0 fiir ein j € {1, 2, ..., m} ist, muB z; sowohl Auf- als auch
- Absprungstelle sein. Deshalb gilt s ‘
A te (z.,»_l,izj), fallsj = 2

l?z(‘)l <o fir {; € (2, 2p11), fallsj < m — 1.

" . Also geniigen (z;_,, 2;) und (zj,‘zm) Fall 1,11ﬁd es folgt aus (8)

. Zj1 Zj .
cos? (La-— + c,-_l) = cos?2 (7’ + c,-_l)

und . ) » : . . .

cos2 ( -+ c) = cos? (ﬁ -f—.c,») .
a

t ’,

Wegen (7) gilt weiterhin u?*(z;_,) =u ( ;) = u®(z;1). Folglich sind u(z;_,) (falls j = 2)
und %(z;,) (falls j§ <m — 1) ungleich Null. Deshalb kann die Untersuchung auf
gleiche Weise in beiden Rlchtungen bisj = 2 und § = m — 1 fortgesetzt werden. Da-

durch entsteht u%(z,) = -+- = u?(z,) == 0, und jedes z,, ..., z,, ist sowohl Auf- als auch
Absprungstelle. Ist dagegen w(2)) = -+ = u(z,) = O, so gilt offensichtlich u?(z,)
= .. = u?(z,) =01 ' ) o

3.2.1 Der Fall u(z,) = 0

Wir untersuchen zuerst ein beliebiges Intervall (2j; 2j+1) von Fall 1. Da nach Lemma 2
(2;) = u(z;+,) = 0 ist, so folgt aus (7)

cos ( hd + c) = cos( + C) und p,(z; + 0) = —w (13)
: . Zjs1 — 2

und aus (8) und (9) weiterhin . s

2j — 2; = 2kan,

1 .
—'4ka7z (xz(zrn) - zz(l;'))z-

1_(371, Zy, U 2j, Zj) =
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—2y(254,) und & = 1 zu zeigen:

Hierin ist z,(2;) =
To(2j41), 2180 Zy(2;) = %p(2144), WiTE (E4, &y, @) mit

a) Bei 2;(z;) & —
| (), . L€ (0,7
Bt =] wlz) - ”( z2(2) [ a cos ( — ’+ )— (t— z,.)], L€ (24, 2]
A—’xz(‘), | t€ (241, T]

- (:?:l = 4 = 5:,) zulissig bez. der Aufgabe (2) und sogar besser als (%4, %5, ), denn es
gilt nach der Konstruktion, (9) und (13). . _ )
T(@y, 2 43 0,2) = I(%, 2,430, 2, |

I_(xn Zoy U; Zji1s T)= T(f’l; Zy, &5 Zjsns T),

. I(zy, z,, u; z,-; zi1) = 0, 1(2,, %, %; 2;, ziﬂ) =4—a'-’/ka~z <0
und damit I(x,, z,, w; T) > I(Z,, %,, %; T'), im Wlderspruch zur Optimalitdtsvoraus-
setzung von (x,, z,, u) Also mul xz(z,) = —zz(z,ﬂ) und damit I(x;, X2, %;2j, Zj41)
= —«?[kan sein. )
b) Bei k >'1 wiére (xl, Ty, u) mit
. x2(t)’ v ’ oo o L€ [0, Z)-]
52(1) = x2( s) t — 2 N T AN ( i “ji 1]9
(n) a:z) acos( aj 'r2 —(t—zll) __11 ’+k,_.

¢ E (zi+l) T];

|zo(8)] = |$‘52(l)|
= 2a7 und ¥, = Z,, ¥ = #, ist, ein besserer

wobel z;; 1= zj, Zjks1 1= Zjs1, Zjin — 2ji =
ProzeB. Analog wie oben kann man .
. LA » kol
= « - . «
Iz, = U; 2, 2p) = —7— 1(Z), 3, W5 2j, 2j11) = — '
( > 2:| P ri-) -kan’ ( 1s > i ) ax

und damit I(xl, Ty, u; T) > I(x,, Z,, %; T') zeigen, im Wlderspruch zur Optlmalltats-
voraussetzung von (x,, z,, u). Also- muB k = 1,damit z;,, — z; = 2am und I(z,, 2, u;
zj, Zj1) = —zxz/an sein. )
Analog wie im ]nterva.ll (2, z,,,,) 1a Bt sich
, ) ) .
2, = am, T,(t). = M (a sin — + t) Cfir e [0,2)]
o T am T a
und I(z,, 2,, u; 6, 21) = —a?/2an sowie _ o
Zom) [ 4= T |
t—~ : T
o A(a sin —— + T) fiir te (2, T

[}

Zm =T — an, 2,(t) = —
und 1—(1:,,/;52, ;2 T) = —«?/2an zeigen. Damit haben wir
Lemma 3: Sei (z,, xz,‘u) ein optimﬁler Prozef zur Aufgabe (2) mit u(z,) = 0 und

v

za(an)] = Jeale)] = lan(zyen)] = lalem)] = &,

Jeal) <& fir t€[0,2) 0 (2 2p1) U (Zm T).
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Danngilt . . . . o L P
T 21=T—'Zm=§(zm —z,—).=(:z.7z,‘. !
_— .‘ - ‘ . ‘. 1 ’_A . Ao"z
1{231,' Ze, U 0’.‘21) = I(xl’ Zo, Us 2, T)= —2— I(xl,lxé} u; zj, zi—f}) = —%
und ’ ’ - S
\l —%‘—)-(asm +g) /ur t€[0,2],
. an . o
Lom= T SN |
. fu(a,sin——-'}-t,—'T)A fir te€[zm, T1,
an ) . . ) .
- z(t) = = ay(t) und w(t) = &) far 1[0, T . (

Folgerung 1: Die Anzahl der ‘Aufsprungstellen ‘des optamalen Prozesses (24, Za, %)
mzt u(z)) = 0 (und T = 2am) ist gleich [T/Zan] [yl — qanzer Teil von y) und es gilt
I}, 20, %; T) = —(a¥/an) [T/2am)..

Beweis; Auf jedem Verweilintervall ist.das Zielintegral gleich Null, wihrend es
auf jedem Intervall (z;,2;,) von Fall 1 glelch —oa?jax < 0 ist. Deshalb muf die
Anzahl der Aufsprungstellen moglichst groB sein. Wegen z, + (T — 2,) = 241 — 2;
.= 2an ist [T'/2axn] eine obere Schranke fiir diese Anzahi, dic wuch angenommen wer-
den kann. Deshalb ist die Anzahl der Aufsprungstellen glexch [T/2a n] Die zweite Be-
hauptur_lg folgt direkt aus der ersten und ‘Lemma 3 1

3.2.2 Der Fall u(z,) = 0
. Nach Lemma 2 mul )ede Auf- zugleich eine Absprungstelle d. h.

|x2(21)| = e = |2:2( )| =a,|2(t)] < « furt € [0 21) v (21, 22) U U (2, T

~ sein. Also entsprechen alle Interv&lle (21, 22), (z,,,_,, z,) Fall 1, (O, zl) Fall 2 und
(2m, 1) Fall 3. ’

Lemma 4: (z,, %,, u) sei ein optimaler Proze,B 2ur Au/gabe (2) mat u(z,) =+ 0, wobez .
2, die erste ‘Aufsprungstelle ist. Dann gilt fiir j = 1,...,m — 1 .
a) Zp(zj41) = fxz( )und u(2441) == u(z;), . co .
b)z_l =T -z, = (z;-H Z))/
' C) I(xi, Loy U; O 21) - 1(231, Ty, U5 zma T)
- . R G ' . ’
= K} I(xl: Lo, U, 24, 2,'+1) = —2—21 (0‘2 4 a®xy(z,) u(zl))'
Beweis: a) Wire 2y(z4.) = Zp(z;), dann Lonnte man wegen u(z) '(ziﬂ) >.O und
Lemma 2 u(z;) = u(z;,) und damit wegen (7) :

cos (_al— -+ .'Ci) = Cos( . c) und - pa(z; +0) = 0 d

zeigen. Aus x,(‘z,)’ = x,(zm).: 0 (vgl. Lemma 1) und (7) folgt

sm( + c) = gin (3';—lj + c~) =0.

Folglich ist z;y, —z; = 9kn fiir k£ = 1. Dann ist der in Abschnlt,t 3.2. l definierte .
Prozel (i,, Z,, %) noch besscr als (z,, z,, #); im Wlderspruch zur Opt,nnalltat,svoraus-

N
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. setzung von (:;:,,x,, u). Also muB z,(z;,,) = —,(2;) und folglich ﬁ(zm) = — u(z;)

sein. ,
b) Aus u(z;,) = —u(z;), (7) und (8) folgt .

\

Lz 4z . 4 ro .
| c,.=_—'2{l"ff‘+lcyz1L§T kz0. (14)
Durch Einsetzen in (7) entsteht
_ u(z;) = ——bai sin (—% + kn), B
’ (15)
. Z. —_.
Po(z; + 0) = b; cos (—%*lzT—i + kn).
[}
Weil u(z;) == 0 ist, gilt
P25 + 0) . Zi1 — %j
—u(z,) = a cot o (16)
Andere'ljs'eits folgt aus (7) und Teil a) dieses Lemmas
. 2zy(z;) + a?u(z;))
P2(2; + 0) = et 7)' (17
L BT , .
Dadurch haben wir L "% ¢op 21 — % _ %) + 1. Dasbedeutet nach a) fiir
=1 —1 2a . afu(z) . co
j ..., m .
» iyl T F L Ry T2 Zy(21) o
% T % T a T o 1y

Weiterhin mu 0 < 2z, — z; < 2axn fir j=1,....,m — 1 sein, sonst existiert noch
ein besserer ProzeB (2,, #,, 4) mit .

Zo(t) t € [0, z]

Z(2;) t—2z | m)
2olt) = Zy(2;) — o [a cos( P + 5) —(t - z,-)] » b€ (2,2 + 2an] ‘
Zp(Ti), L b€ (2 + 2am, 2;4]
z(t), . o ' t€ (2, T,

wenn zi.y —2; > 2anfirein i € {1,...,m — 1} ist (2;,; — z; = 2ax tritt wegen (15)
und %(z,) = O nicht ein). Weil die Gleichung ' .

Sz z2 x(z)
% % T a?u(z;)

im Intervall (0, 2an) genau eine Losung z besitzt, (z;,, — 2;) € (0, 2ax) und nach (18)

+1

. Losung dieser Gleichung ist, gilt nun z;,, — z; = Zfiirj = 1,..., m — 1. Analog kann

man

—z—’coté—='T ~%n cotT — % _ =) + 1,

: Ot =g T T dufz) (19

2, (T — z,,,) € (0, ajz) s .

zeigen, woraus 2y =T —z, = z/2 folgt.
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c) Aus (9), (17), a) und b) folgt. fury =1...,m—1

I(zy, 2o, u; Z; 2;+1) = = (0‘2 + a*u(z,) z, 21))

~

Analog kann man anhand (10) und (11) zeigen _
_ (0‘2 + a?u(z,) x2(21))
2z,

Folgerung 2:, Bei. u(z,) =+ 0 hat der optimale Prozef (:z:l, z,, w) genau T2z, Auf-
smngstellen und es gilt '

I_(xl: Ty, U; 0 zl) == I_(xl: Loy U Zm, T) =

T2 a - o

I(zy, 2o, u; T) = — .
( 15 42y %) ) %21 2z 2 : 2
— COS

Zum Nachweis benutze man die Lemmata 2 und 4 sowie (19).

Folgerung 3: Es st an[2 =z <an

Beweis: Damit (x;, Z,, u) opt,imal ist, muB I(z,, z,, u; T) < 0 sein, weil fiir den
" ProzeB (x,, 2, %') mit- z," =z, =« =0 gilt I(:zz:l y 2 w3 T) = 0. Im Falle
_ cos (z,/a) % 0 ergibt Folgerung 2 da.nn -

I(xl’xbu;T)‘ g:;xz/(__t'a’ 2)
1

Also muB z,/a, > tan (z;/a) und wegen (19) an/2 < 2, < an sein. Im Falle cos (zl/a)
= 0 folgt unmittelbar aus (19) z, = a=/2 §

‘Im folgenden Lemma wird die exakte Darstellung eines optlma.len Prozesses ange-
geben, und wir werden sehen, da,B die Struktur dieses Prozesses nur noch von z, und
Ty(2,) abhingt.

‘

Lemma 5: Jeder optimale Prozef (x,, z,, u) zur Au/gabe (2) mit u(z,) +0 muﬂ die
folgende Gestalt haben : :

u(t) = &,(t) und z,(t) = -'22(‘),
() = (— 1)

X {xz(z,) + B [a (sin t——272' + sin i) /
a a
- (t — (2 — 1) 2,) cos 7‘]} | . o (29) .
(& -1z, @+ Dal, j=12..,m—1,
fart € 410, 2], . j=0 .
[(2’"? - 1) 2y, T]a : j =m ~ . !
_ . _ 2 . L .Z'l _. T
Amzt B = az:z(z,)/(zl co§ - = a sin 7) und m = E
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Beweis: Anhand von (7), (14), (16), (19) und Lemma 4 kann man z;; ¢;, b und
Po(z; + 0) berechnen und dann in (7) einsetzen. Dadurch wird die Behauptung fiir -
tE [(27 —1)2,(2f + 1)2,] mit j =1,...;m — 1 gezeigt: Die iibrige Behauptung

kann man dhnlich unter Anwendung von (10) und (11) beweisen B

3.3 Bestimmung des optimalen Prozesses '

Zuerst sei T < an. Nach Lemma 4 und Folgerung 3 miiite 7' = ax sein, falls es eine
~ Aufsprungstelle gibe. Deshalb existiert bei 7' < az keine Auf- und Absprungstelle.
Anhand (5), #(0) = w(T )= 0 (vgl. (3) und (4)) und ,(0) = xQ(T) = 0 kann man dann
b =0 und p,(0) =0 Lelgen Durch Einsetzen in (5) ergibt sich, daB (z,, z,, ) mit
2, = 2, = u = 0 der einzige ProzeB ist, der optlmal sein kann. Nach Satz 2 ist er auch
- tatsdchlich optimal.

Es sei nun 7' = azn. Hierbei kann der Fall u(z,) = 0 wegen Lemma 3 nicht auf-

" treten. Deshalb kann ein optimaler ProzeB nur die Form (5) fiir alle ¢ € [0, '] oder (20)

mit z, = an/2 und m = 1 haben. Der Wert des Zielintegrals aller Prozesse der Form
(5) fiiralle ¢ € [0, T} ist wegen (12) gleich Null. Fiir den ProzeB der Form (20) ist dieser
Wert, wegen Folgerung 2 ebenso gleich Null. Nach Satz 2 sind deshalb alle solchen

. Prozesse optimal. Sie haben die gleiche Darstellung.

Zusammenfassend erhalten wir i

Satz 3: Fir T < an hat die Aufgabe (2) genau einen optimalen Proze,B (x4, Zq, ),
ndmlich mit 2, =z, = u = 0. Fir T = axnist ein Prozeﬂ genaw dann optimal, wenn er
die Form z,(t) = —ab sin (tja), z, = &y, u = &,, |b] < «fa hat. :

Wir gehen nun zum Fall T > ax iiber. Dann existiert immer ein ProwB (21, To, ©)
der Form (20) mit an/2 < 2, < azm. Nach Folgerung 2 gilt I(z,, %,, u; T) < 0. Deshalb
muB jeder optimale Prozefl eine Aufsprungstelle haben, sonst entsprache er Fall 4
und nach (12) wiire der Wert des Zielintegrals gleich Null. Man kann zeigen, daB jeder
optimale ProzeB zu einer der beiden folgenden Klassen gehéren muf: _ '

(Py) Prozesse (2,9, Zgg, %) Mit uo(z,) = 0 und T == 2kan.
(P) Prozesse (%ym, Zam, %) der Form (20) mit an/2 < 2, < an, die durch die Anzahl -
m ihrer' Aufsprungstellen (bis a.uf Spiegelung an der ¢- Achse) eindeutig festge-
legt und markiert sind.
Zu beachten ist, daB fiir einen ProzeB (2, Zop, %) aus P mit 2, = am gilbu(z,) = 0.
Nach Folgerungen 1 und 2 gilt fiir Prozesse (2, Tam, %m) a0s P :

] T
2 = %, _ . p
* T«? 2 | [z P2
L%y, Tom, U T) = ~ o vcos _u,—l Z (7’ cos; — sin 7), (21)

- weshalb wir zum Vergleich verschiedener Prozesse die Funktion

E(t) = — ‘?‘2 co s—/ (— cos—‘—sm i) . ,

anwenden werden, fiir die offensichtlich I(2,m, Tam, m; T) = E(z,) gilt. Ferner defi-
nieren wir die HilfsgroBen ' '

' anr - 1 2% z* 2%
2¥¢€|—=,an sin — — — cos — =0,
1 2 2 a.

N T]_ T : ' T
m’f[fz_*-]’z_rml und m2—m1+1,§—2—m2

([y] — ga.nzer Teil von y; z < z¥< zund z* ~ 0,715 146 8axn).

» i
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Lemma 6: E ist in [an/2,2*] streng monoton fallend n [z* an] streng monoton
wachsend und z* ist die absolute Minimalstelle von E innerhalb [an/2, an).

Lemma 7: Wenn ein Prozefl (2,9, Zo, %) aus Py optimal ist, so muf z > amn sein.

Beweis: Angenommen, die Behauptung wire falsch. Wegen z < z* < Z ist dann
2* <z <azn und fiir den ProzeB (z,m,, Zom, %m,) gilt wegen (21) und Lemma 6
I(Zym,, Tomy, Um,; T) = E(Z) < E(an). Ferner, nach Definition der Funktion F gilt
wegen T' == 2kan ' ' , o

E = — —_— —_—— | —_—
(az) T an 2am an | 2an|’

W T [T]

deshalb nach Folgerung 1I(Zym,s Tom, u,,,‘ ;) < E(an) < I(zy9, Zog, Uo; T'),im Wider-
~ spruch zur Optlmalltat von (9, Zaq, o) ! .,

Lemma 8: Wenn ein Prozef (10, 20, u,) aus Py optimal ist, so hat er genau eine

Aufsprungstelle z, = an und genau eine Absprungstelle 22=T —an und es gilt -

I(xm, Lo, Up ; T) _az/a'n
s

‘Beweis: Nach Lemma 7 ist 2 > az und deshalb’

T > gmyan = 20,7:[ T] > 2a7t( T —,1), dh T<—2"_ 51
2%} 7. 2z*% ‘an .
SR : — -1
z
. . ' < . : 3
Im Falle 4an"§ T < 5,1a=n gilt nach Folgerung 1 I(24, %2, %5; T) = — 2x%/an und

aus (21), der Definition von E und Lemma 6 folgt I(z;3, Zo3, u5; T) < —2402/am, im
Widerspruch zur Optimalitit von (4, Tz, %). Also mull T < 4ax sein. Nach Folge-
rung 1 gilt nun die Behauptung des Lemmas 8§ . N

Dieses Lemma besagt, daB (z,,2,) das einzige Verweilintervall eines opt,lmalen
Prozesses aus P0 ist. Also hat jeder solche ProzeB3 na.ch Lemm& 3 die Form

. Zgo(am) (a sin _f_ + t); t € [0, an]
. an a ST x K
Zoyo(t) = Zyo(an), . ' - ctefan, T —an] = (22)
_ Fulam) (asin‘ —T e T)', te[T —an, T,
- an - a -
|zo(an)| = &, %19 = =gy und gy = 0.

‘Lemma 9: Wenn ein Prozeﬂ (Z1ms Toms Um) QUS P optzmal 2st, SO muﬁ m = ml oder
T m = my'sein.

Beweis: Wegen m, = m, + 1 kann m == m, und m =i=m2 nur bei m > m,.oder
m < m, sein. Bei m > m, gilt wegen (21) und Folgerung 3 azn/2 < z, < z und dem-
aufolge ergibt sich aus Lemma 6 I(z,,, Zom, um; T) = E(21) > I(Z1m,s Tomys Umys T),
im Widerspruch zur Optimalitit von'(zym, Zom, ¥m). Analog, bei m < m, ist I(z,,,
Zam, U T) > I(Zy1m,> Zomys Umes T, ebenfalls im Widerspruch zur Voraussetzung i

Nun wenden wir die Lemmata 7—9 zur Bestlmmung der optlmalen Prozesse an.
Dabei w1rd die folgende Konstante T', benutzt:

T, € (2an, 4an) mit tan. %— — 2 4 o%m= 0 (T, ~ 2 278814a7r) (23)
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Im weiteren werden zwei bez. der t-Achse symmetrische Prozesse identifiziert, weil die
entsprechenden Werte des Zielintegrals gleich sind. In diesem Sinne sind die Worter
»einzige' und ,,genau‘‘ zu verstehen.

Satz 4: Be:

a) T ¢ (an, 2an] ist (zy,, 121, u,) aus P der emzzge optimale Prozef der Aufgabe (2),
b) T € (2am, T,) ist (9, Z20, Up) Mil (22) der einzige optimale Prozef der Aufgabe (2),
¢) T > T, ist (%19, a0, o) Nicht optzmal

Beweis: a): Ist ein ProzeB (2,0, Za0, %) aus P, optimal, so gilt wégen T % 2kan
und z, = T '— z, = an die Ungleichung 7' > 2an. Deshalb mul fir 7 € (an, 2an]
jeder optimale ProzeB aus P sein, etwa (2,4, Tom, %n). Wegen m = T[22, und amn/2
<z, < an mu m = 1 sein (mkonnte fiir 7' = 2an gleich 2 sein, aber wegen I(x;, ;2
Uy ; 2am) = 0 ist (x5, Zq9, U,) Nicht optimal.)

b) und ¢): Nach Folgerung 3 und Lemma 9 kann bei T ¢ (2¢m, 7)) nur (z,g, %20, Ug)
oder (2, %20, %) Optimal sein. Aus

Ol(xy9, Tog, up; T')
oT .

<_0 und I(z,,, Tap, Us; T1) = I(Z10, Z205 %05 Th)
folgt ‘ A
. o > I(Z10; Tag, %o; T) fir T € (2an, T))
Iz :
@es T2z, 0 1) { < L(®10y Ty ug; T) fir T >T,.-
Daraus ergeben sich die Behauptungen B '

Satz 5: Fir T > T, hat die Aufgabe (2) genau einen oder genaw zwes optimale Pro-
zesse, namlich (21, Tom,, Um,) 0der (x,,,,,, Tomys Um,)- BELZ > am 8t (X1, Tamys Um,) UNE
bei z < an/2 ist (Ty1m,, Tom,» Um,) der etnzige optimale Prozef.

Zum Beweis dieses Satzes werden Folgerung 3, Lemma 9 und Satz 4 angewandt I

Zur Abrundung der Theorie wollen wir noch einen Satz unter Verweis auf (2] an-
geben. Dabei werden die wie folgt eindeutig definierten GroBen benutzt:

T, € (3am, dan), T € (224,20 + 1) 2%) fir j=3,4,...,
GUT,) = 0 fiir k=2,3,...,

T T T T
Sk + 1) " ak 1))* (k1) ('22% _tan_faZE)‘

Satz 6: Seik = 1. Bei T € (Tk, Tesr) tst (x,,m, Toge1, Upr,) der einizige optimale Pro-
zef von (2) und bei T = T,., hat (2) genau zwei optimale Prozesse, namlich (Z1k+15 Zaksrs
uk+1) und (T1xs2, Topzs Ukre)-

QT = k(

Beispiele

1. T = 2,2an: Wegen 2,2an € (2an, T') ist (219, Z29, o) nach Satz 4 der e1n21ge
optimale ProzeB von (2) (vgl Abb. 1).

5,%
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”

2. T = T,: Nach Satz 6 hat die Aufgabe (2) gexiau zwei optimale Prozesse,}nélmlich
(%12, Za2, %) und (%12, Ta3, u3) (vgl. (22) und Abb. 2). - -7

Abb. 2

3. T = 7,7an: Hiergilt T > T,, m; = 5 und m, = 6. Deshalb kénnen nach Satz 5
nur (25, Tas, %s) oder (2, Ty, %), optimal sein. '

Wegenl : . : . o i i
' . ol o? s : '
I(z,5, 25, us; T) ~ —1,51 ' < —1,46 P A I(Z16, 96, %53 T)

ist (215, a5, u5) der einzige optimale ProzeB von (2) (vgl. Abb. 3).

4. Diskussion '

Damit die Ergebnisse besser interpretiert werden kénnen, betrachten wir nun die Linge T
des Stabes als fest vorgegeben und die belastende Kraft P als variabel. Entsprechend T sei
P, = T,*B/a*T* (k = 1, 2, ...). Nun besagen die oben erreichten Ergebnisse, daB im Falie

" a) P < Ba?T? (d. h. T < an) der Knickstab auf der Achse des Kanals licgen bleibt.

b). P = p2*/T? jede Kurve der Form z,(t) = —ab sin (t/a), t € [0, T], und. |b] < a/a einc
stabile Lage des Knickstabes ist. : :

¢) P € (BT, 4fa%/T?] (d. h. T € (an, 2an]) der Knickstab die Form von %y, und dabei nur
einen Beriihrungspunkt mit dem Kanalrand' besitzt. . C

d) P € (4fn%/T?, P,) der Stab cine stabile Lage hat, nimlich Zy0- Dabei gibt es einen Stabab-
schnitt, der am Rand des Kanals anliegt. Die Linge dicses Abschnittes ist gleich T — 2yB/P n.

e) P = P, der Stab genau zwei stabile Lagen hat, nimlich Zyg und z,,. .

f) P € (Py—y, Py) (k= 2,3, ...) z, die einzige stabile Lage des Stabes ist. Dabei hat er &
Berithrungsstellen mit dem Kanalrand. Obwohl sich die Form des Stabes bej zunehmender '
Kraft dndert, bleibt dic Anzahl der Berithrungsstellen erhalten. . L

g) P = P, (k= 2,3, ...) der Stab genau zwei stabile Lagen hat, nimlich z,, und z,,,. -

SchlieBlich wollen wir noch ein wenig auf andere einschligige Arbeiten eingehen.- E. HSLDER
[3] hatte im Prinzip eine notwendige Bedingung fiir den Ubergang des Knickstabes von der
geradlinigen Form zu einer anderen Form gefunden, jedoch noch nicht gezcigt, daB T = an
sein muBl. Als Anwendung der Lasungsverzweigung bei Variationsgleichungen betrachtete
E. MiersEmMan~ [7] das Knickstabproblem. Dabei ging es um relativ stabile Lagen fiir 7' € [2azn,
4an). Fir ein solches T zeigte er, daB (z,, Z,9, %) ein lokal optimaler ProzeB, d. h. z,, eine relativ
stabile Lage des Stabes ist. H. LNk [5] stellte unter Ausnutzung einiger notwendiger Optimali-
titsbedingungen mégliche Lagen des Knickstabes ebenfalls fir T ¢ [2an, 4an] zusammen.
Einige der von ihm angegebenen Lésungen ergeben keine stabile Lage. M. ScurE1TER [8] hatte
unter Anwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips fir 7' ¢ (0, 4an] stabile Lagen des
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chksta.bes gefunden jedoch mit ungenugendcr Begriindung. Wir haben in dieser Arbelt far
alle T optimale Prozesse von (2) erreicht, die stabilen Lagen des Knickstabes entsprechen.

Far den Anwender diirfte die physikalische Interpretation von p, von groBem Interesse sein.
Diese GréBe gibt an, irie groB'die vom Knickstab auf die Wand des Kanals ausgeiibte Kraft
ist. Zur Verdeutlichung:betiachten wir einen optimalen ProzeB (z,, Z,, ) des nichtlinearisierten
~ Problems (1) (d. h. dieser ProzeB entspricht einer realen stabilen Lage des Knickstabes), und

zwar im letzten Abschnitt [z, T}: :

"EmE) =0 und [F0) < o fir te(zT].

In einer stabilen Lage mufB das Momehtcngleichgewicht gelten. Daraus féllgt
- . N . ~ e . T - . ‘ .
Fiz : .
(t) = —— xz(t) +. —;—) cos Z,(z) dr, .

o

wobei F(z) der Betrag derjenigen Kraft 1st die vom Knickstab auf die Kanalwand an der Stelle
t=z2 ausgeubt wird. Andererseits ergibt sich durch Anwendung des Pontrjagmschen Maxi-
mumprinzips auf das Problem. (1)

~

u(t) = —— xz(t) + pz(‘. + 0) f cos xl(t) dr.

Also’ ‘mus Ppo(z + 0) = F(z)/ﬁ gelt,en Hleraus konnen wir ganz deutlich die physxkallsche Be-
deutung von pz ablesen. .

’
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