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Zur Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips ‘bei hyperbolischen -
Differentialgleichungssytemen in statischen Raum-Zeiten?)

R. ILLGE

Die bekannten notwendigen Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips bei der
selbstadjungierten skalaren Wellengleichung, den Maxwellschen Gleichungen und der Weyl- .
Gleichung werden in statischen Raum-Zeiten mit Hilfe des Spinorkalkiils ausgewertet. Ein
Ergebnis ist, daB in Rlemannschen Riumen, deren metrischer Tensor statisch und deren Weyl-
Spinor ‘vom Petrov-Typ D ‘ist, das Huygenssche Prinzip nicht gllt Genligen .zwei der drei
betrachteten Glelchungstypen dem - Huygensschen Prmznp in einer statischen Raum-Zeit,
so verschwindet deren Konformkrummungstensor .

I/Isyqalomﬁ yHe U3BecTHble HeoOXOomHuMbIe yc.nomm AdA cnpaseidMBOCTH NpuHUHNa. [oit-
reHca JUIA CaMOCOMPSMKEHHOTO CKAJAPHOTO BOJHOBOrO ypABHEHMA, AJA ypaBueuuli Makc-
.BeJlJIa M ypaBHeHHA Beiiyifl B cTaTHueCKUX MPOCTPAHCTBAX-BPEMEHAX C MOMOLIbIO CIIITHOPHOT'O
ucuucaenua. OditH pe3yAbTaT TAKOB, UTO B MpocTpaHcTBax PHMaHA, KOTOpHE IMEIOT CTATH-
YeCKHUI MeTpHuccKuit TeH3op W Teusop Beitns tuma [lerpomra D, npunuun Tofirenda ne
cnpasepans. Ecan aApa 13 TPEX pacCMOTPCHHBIX THUIOB YPaBHEHNT y/10BJIETBOPAIOT NPUHLHNY
lojiredca B CTATMYECKOM MPOCTPAHCTBE-BPEMEHH, TO TEH30D KOHPOPMHONI KPHBH3HH
HCYe3aer.

The already known necessary conditions for the validity of Huygens’ prmcnple for the self- "
adjoint scalar wave equutlon for Maxwell’'sand Weyl's equations are examined in static space-
-times by the help of the spinor calculus. One result is, that Huygens’ prmclple does not hold in
_R)cmanman spaces, whose metric tensor is static and whose Weyl spinor is of Petrov type D. 1f
two of the three considered types of equations satisfy Huygcns prmclple in a static space-time, ~
then the conformal curvature tensor vanishes.

1. Einleitung

Fiir hyperbolische Differentialgleichungssysteme in Riemannschen Riaumen (M,, g),
" deren Metrik g die Signatur (+— — —) hat, ist das Cauchysche Anfangswertproblem
sachgemiB. Das Abhingigkeitsgebiet der Losung im Punkte © € M, ist im allgemeinen
derjenige Teil der Anfangsfliche S, der im Innern des charakteristischen Konoids C(x)
sliegt 1, 6; 8, 21, 31, 34). Hiangt die Losung eines jeden Cauchy-Problems in einem
beliebigen Punl\t z nur von den Anfangsdaten und deren Ableitungen auf C(z) n S ab,
so gilt fiir die betrachtete Differentialgleichung das Huygenssche Prinzip [8]. Der -
Int,egra.t,lonst,heorle fiir hyperbolische Differentialgleichungen ist zu entnehmen, dafl
das Huygenssche Prinzip genau dann gilt, wenn der Schweifterm der Fundamental-
l16sung der enbsprechenden Gleichung verschwindet [1, 6, 8, 21, 31]. Dieses. not-
wendige und hinreichende Kriterium gestattet es jedoch noch mcht die huygensschen
leferent,lalglelchungen durch Bedmgungen fir ihre Koefflzlenten zu charakteri-
sieren, da.die Fundamentallésungen in der Regel nicht explizit bestimmbar sind.

1} Diese Arbeit umfaflt einen Teil der Disser%ation A des Verfassers.
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In vorliegender Arbeit betrach.teh wir insbesondere folgende konforminvariante
Typen hyperbolischer leferentla,lglex(,hungssysteme Die (formal) selbstadjungierte
‘ska]are Wellenglewhung ' .

giVVu —-? u=0 (¢,7=0,1,2,3), . ’ (1.1)
/ . ) ‘

.die homogenen Mazxwellschen Gleichungen )

(_ N M . PR . . N

do =0, OJdw=0 L . . o : : ' (1.2),

fir eine alternierende Diffezrent-,ialf(.)rm @ vom Grade 2 und die Weyl-Gleichung
Viy, —0 (A—lzx_l 5. C(L3)

Die emugen bisher bekannten Metriken, fiir dxe bei (1.1)~(1.3) das Huygenssche
Prinzip gilt, sind die konformflachen und die zu ,,plane- wave“-Met,mken (siche z. B.
{24]) konformen Metriken [5, 7, 13, 20, 23, 29, 31].

Aus den not,wendlgen und hmrelchenden Krltenen wurden in [2 14, 20, 28] fiir
die Wellengleichung, in [6, 29] fiir die Maxwellschén Gleichungen und in [31] fiir die
Weyl-Gleichung die folgenden expliziten notwendigen Bedmgungen fir die Gultlgkem :
des Huygensschen Prmups herge]elt,et )

Ciy =0,  TS(Nisiui, — 2 ......;.>—02); . o (Le)

wobel 4 =4/3 fir die Wellenglelchung, 2 = 16/5 fir die \{axwellschen Glelchungcn
und 2 = 13/8 fiir die Weyl-Gleichung gilt. 3) Mit Hilfe dieser Bedingungen wurde in
[7, 13, 20, 29, 31] gezeigt, daB es innerhalb der konform-rekurrenten, der (2,2)-zerleg-
bé.ren, der zentralsymmetrische_n, der ,,pla-ne-fronted-,wave"-Metriken und der Metri-
ken mit V. R;; == 0 nur die konformflachen und die ,,plane-wave‘-Metriken gibt, fiir
die (1.1), (1. 2) oder (1.3) huygenssch ist. Vollstindig geldst-ist das Hadamardsche
Problem der - Bestimmung aller huygcnxschen Metriken fiir Gleichungen der
Form (1.1), falls die Unbekannte u ein nichtskalares Spmbcnsorfeld ist [23, 33].

Wir befassen uns mit der Ausw ertung der Gleichungen (1.4) in statischen Raum-
Zeiten. Wegen der Konforminvarianz von (1.1)—(1.3) sowie der in (1.4) auftretenden
Tensoren geniigt es, die sogenannten (1,3)-zerlegbaren Riume, deren Metrik ¢ in
einem geeigneten Koordmatensystem die Gestalt -

dszz(d@)z—g#,dxﬂ‘dx’ , P . (1.5)

mit von z° unabhingigen Koeffizienten §,, besitzt, zu betrachten. § wird als positiv’
definite Metrik eines Riemannschen Raumes (M,, §) aufgefalt. Zur Gultigkeit des
Huygensschen Prinzips beziiglich dieser (1,3)-zerlegbaren Metriken liegen bisher eine

Reihe _von Tellresultaten vor. In {3] und [29] wurde gezeigt, daB aus-Cy = 0 und

7 R = O bzw. TS(! 0000) —0 und B = 0 das Verschwinden des Konformkriim-

mungste,nsors des Raumcs (M,, g) folgt Werden - gewisse, physikalisch sinnvolle- .

globale Elgenschaft,en von (M,; g) vorausgesetzt, so gilt das Huygenssche Prinzip
ebenfalls nur. in konformflachcn Réaumen [6] Ferner wurden in [4, 22] Vcrfahrcn

2) Der Bachsche Tensor C und die Tensoren N, 1\' werden in Kapltel 3 definiert. Mit TS be-
zeichnen wir den symmetrischen, spurfreien Anteil des eingeklammerten Tensors.

"‘) Fir die Gleichung (1:1) wurde in [20] eine weitere notwendxge Bedingung mit sechs Indizes
_ermittelt. Diese wird aber von uns nicht’ benutzt ’
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angegeben, wie man bei der Wellengleichung in statischen Raum-Zeiten notwendige.
Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips direkt (d. h. ohne Ver-
wendung der fiir beliebige Raum-Zeiten giiltigen Bedingungen (1.4), deren Herleitung
einen enormen Rechenaufwand erfordert) als Differentialgleichungen fiir die Kriim-
. mungstensoren des dreidimensionalen Raumes (M;, §) ableiten kann. .

Wir werden den Spinorkalkiil als wesentliches Hilfsmittel zur Auswertung der
‘Gleichungen (1.4) -benutzen, wobei insbesondere einige der in [9, 10} enthaltenen
Resultate iiber die Kriimmungsspinoren statischer Metriken zur Anwendung kom-
men.. In Kapitel 2 werden deshalb die wichtigsten, hicr ‘benétigten Aussagen tiber
Spinoren in statischen Raum-Zeiten zusammenge/st,ellt. Im Kapitel 3 werden: die

g . . P .

Spinoriquivalente dés Bachschen .Tensors und die Tensoren T'S(N) (p =1, 2)
hergeleitet, die sich ohne Miihe auf die cingeschrankten SU{2)-Spinoren (siehe [9, 10])
umrechnen lassen. Wir erhalten.auf diese Weise recht iibersichtliche notwendige Be-
dingungen fiir die Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips in statischen Raum-Zeiten
in Gestalt eines nichtlinearen Differentialgleichungssystems 2. Ordnung, das nur den
WeylSpinor-und die skalare Kriimmung enthilt. Bei der Auswertung dieses Systems
werden folgende Hauptresultate erzielt?): o : ‘

— Die Gleichungen (1.4) haben in statischen Raum-Zeiten, deren Konformkriim-
- mungstensor vom Petrov-Typ D ist, fiir' 2 &= —4 keine Lésung. Daraus folgt :
. insbesondere, daB fiir die skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellschen Glei-
chungen (1.2) und die Weyl-Gleichung (1.3) innerhalb dieser Klasse von Metriken
das' Huygenssche Prinzip nich't gilt. ' . , '
: \ - .
— Verschwinden in (1.4) die Tensoren T'S(N) (p = 1, 2) einzeln, so ist eine statische
~ Metrik g genau dann Losung dieses Gleichungssystems, wenn (M,, g) konform-. -
flach ist. Insbesondere gilt: Fiir zwei der drei Gleichungen (1.1)—(1.3) gilt .in
statischen Raum-Zeiten das Huygenssche Prinzip dann und nur dann, wenn der
Konformkriimmungstensor verschwindet. U

— Die (1,3)-zerlegbare Metrik-g (1.5) geniige der Voraussetzung (V-2) von Kapitel 6.
Das System (1.4) hat dann fiir 0 << 7 < 4 keine Lésung ¢, deren Konform- -
kriimmungstensor vom Petrov-Typ I oder D ist und (V 2) erfiillt. Es folgt somit
- insbesondere, daB fiir dic skalare Welléngleichung (1.1), die Maxwellschen
Gleichungen (1.2) und dic Weyl-Gleichung (1.3) in Raum-Zeiten, 'deren (1,3)-
zerlegbare Métrik. Voraussetzung (V 2) geniigt, das Huygenssche Prinzip genau
dann gilt, wenn der. Konformkriitmmungstensor verschwindc_f. '

N

Im Kapitel 7 wird 'geze.igt,.daB die statischen zylindersymmebrﬁchenvMet-riken und
die Metriken mit . :

st = er{(del) + (A2 + (d2%)), = plah, 2, oY)

(V 2) erfiillen.®) Mit Hilfe des in [3] bewiesenen Satzes, daB ein Raum (M4, g) mit
einer Metrik der Gestalt (1.5) genau dann konformflach ist, wenn (M3, §) ein Raum
konstanter Kritmmung ist, lassen sich die Koeffizienten huygensscher Gleichungen -
hei statischen Metriken explizit bestimmen; dies wird an einem Beispjel demonstriert.

’ . .

i) Unsere Betrachtungen sind lokaler Natur. Dic Raum-Zeit kann deshalb auf eine Ko.
ordinatenumgcebung eines Punktes z € M, eingeschrinkt werden. '
%) Uns ist aus'der Literatur keirie statische Metrik bekannt, die der Voraussetzung 2 nicht
geniigt und dic nicht in einer -der obengenannten Klasgen' enthalten ist, fiir die das Hada-
mardsche Problem’der Bestimmung aller huygensschen Metriken bereits gelost ist.

¢

256*
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2. Spmoren in (1,3)- zerlegharen Raumen

Alle nachfolgend ausgefiihrten Rechnungen und: Uberlegungen sind lokaler Natur.
Eine Riemannsche Raum-Zeit (M, g) heilt (1,3)-zerlegbar, wenn sie ein 7e1tart1ges
kovariant konsmnt,es Vektorfeld v besitzt. Das Koordmahensysbcm {8 ]17="0,1, 2, 3}
sei so gewah]t daB »* = §,' und : ‘

< ds = (d2%) — g dx“ dv  (u,v=1,23) @

gilt, wobei die Koeffizienten q“, von 20 unabhanglé seien [10] Wir fassen g,,, als die
kovarianten Koordinaten des (positiv definiten) metrischen Tensors eines drei-
dimensionalen Riemannschen Raumes (M;, §) auf (vgl. [10]) und bezeichnen alle
GroBen, die sich auf (M;, §) beziehen, mit’ ~ iiber dem Kernbuchstaben. Wir be-
. nutzen alle in {9, 10} eingefiihrten Bezelchnungen legen aber die fiir das Anhegen
vorlicgender Arbeit w1chmgst,en Definitionen. und Resultate daraus kurz dar:

- Wie iiblich seien o' 3 die Vevbmdungsm o,Ben g4p und g3y die Fundamenlalspmm en,
ywapcp der Weyl- Spmor mit

~

Cl;ke > EWEEVZWaBCD + EqnEcDPWEY Z

1y, 1- _ (29
und A = —R/24. Wegen der Gestalt (2.1) der Metrik g gilt
’ "y e 1 -
UOAA"UOBX = 9 & €4B- . ) (2.3)

Die symmetrlschen auf M, ezngeschmnklen Vv erbmdungsgroﬂen aM B werden definiert
dUI‘Ch 0',‘_43 —V-EU“AxUOB LS Sel

§A. A4, = (VE) UOA,X‘ 00A fx, X,

: 'del zu g,, A, adyungzerte S;pmm Jeder 1-Spinor 7, %= 0 kann so normiert werden daB
das Paar {:7,,, 74"} eine Basis im Spmorraum bildet mit
© s =nampt — 77A+7/B . ‘ (2.4)
‘Der Ubergang zu jeder neuen Basis {n,’, n,'*} wird durch eine SL-(2) Transformation
vermittelt. ¥V sei die mit den emgeschmnkten Verbmdungsgroﬁen vertauschbare
. kovariante Ableitung und Vg = &4 V Beziiglich emer Bas1s {n4, 14"} definieren wir
die Differentialoperatoren D, 6 und 8 gemaB

D=y n“’VA,;-, 6= —9 nBV,w, T8 ='77+“773‘36“‘; ! - . (2.5)

A 45, B4y und 'C 4 seien die eingeschrankten Spinoren des Zusammenhanges zur Basns
" {n4, n*}. Fiir diese gilt )

VABnC = A e + BAB”’]C o Vagiet = Cagne — 14B7IC+; } (‘2.6)
AAB = 77+CVAB7]C’ . EAB = ;nchBZ7Ca' C'AB = ?)+C\:7,m77c+, ,
A=Ay, Cuw=B o - S
Als eingeschrinkte N ewman-Penrose-Koeffizienten bezeichnen wir die Skalare
T=A “nB, & = At ‘
', 487 487 , ) (2.8)

= Bun*n®, % = Big'n*®, " 6= Buiny?.

<
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. . v
Aus (2.7) ergibt sich

| i=—F, I= ff,mn*“n”’f\
L:’ = (j,m’?"»“’jn» —% = éABnAn+h, % = éAB”I”ﬂl"LB

Fiir ¢ine zweimal stetig differenzierbare Funktion A gelten die Kommutatorrelationen -

(66—6b)h~16h—16h+(9 —Q)Dh

' 5 (2.9)
(D6 — 6D) b = (28 — 3) 6k + &0h — 27Dh.
Ist {54, n4*} eine Basis im Spmorraum, so ergeben sich mit den gemaB
Yo = ¢ABCD”AﬂBnan % = WAACD’?“??BWCT?, ceny ‘ ‘ ) (2.10)

Yy = WABCD’? AntBytCn

defihicrtcn Skalaren Yo, - - -» Wy die folgenden Ricci- Idenlztaten fiir die emgeschranktcn :
Newman-Penrose- Koeffluent,en

Di 405 — 27 9 +6F ~ R 4B =) . = —m
o (554 0T) + 2T —0) — 2T & (6 )= —pt A |
D5 + 0% — 2% — 1)+ 3G+ 3 —48) =y, @11
560 +50) +#E — ) —2F “w |
_D§ 5%~ — 55 — 2A%E + #7) =y, 24,
Fur dic Skalare 1?0, cees W gi]tx ferner ' . : ‘ ) :
V=P W= P =P - a o (212)

was glelchbedeutend mit. Yiscp = sz BCD ist, Zwischen den Krummungsspmoren
(1,3)- /erlcgbarer Metriken besteht folgender /usammenhang

-

. 20, Bxx'r(’osx%i‘y = Yaper + - A(esgenr + €rtpe). ' N (2.13)

Daraus ergibt sich zwischen dem Rlcm Tensor des Raumes (M3, §) und dem Weyl- S
Spinor der Beziehung S
: 1 | S ' )
Yaser = & R, — 7 Ie R 04cOhp - (2.14)
. .
Weiterhin wird in [9, 10} gezeigt: Der Weyl Spinor ciner statischen Raum -Zeit ist
vom Petrov- ’lyp I, D oder 0. Ist wspcp vom Typ D, so glbb es cinc Basis {93,,, M4t}
fir die - , ‘

Yancn = Byanamsnctup® » mit Y, € RN\ {0} ' : (2 15)

gl]t, Die Basis. ist in dicsem Fall nur bis auf eine Phasentransformabnon der Gestalt
N4 — €'y, eindeutig bestimmt. Ist der Weyl-Spinor vom Petrov-Typ I, so gibt: es
eine Spinbasis {n,, 7,*} mit" A ‘

vasco = Yomansmenp + na nstnct npt) + Syaniamenct ity A (2.16)
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. wobei gy, p, € R und .y, =,‘= 0, v+ :t‘%pz gilt. Die. Spmoren Nas m mit den Eigen-
- schaften (2.15) bzw. (2.16) helBen Normalspinoren. Durch leferentlatlon von-(2.16) -
erhilt man bei Beachbung von (2.6)
_VFNPABCI) = (Verpo + 4vodir) 7 NaNgNcTD + (%Bu' + gvzozr) 47](4’78’70’]0 )
+ (Verys) 677(A7ln?7c+771) oo,
-+ (woCer + 3’/’0355‘) 4nms* ncto®y + (VEF% — 4W0AEF) natnE et
. (2.17)

Aus den Bzanchz-]dentuaten ergeben sich folgende Beznchungen LWlS(,hen den Ab-
.leltungen der Krummungsspmorcn ~

| Vep Yapep = _2VABA - : - ‘ . to(2 18)
_ist {nA, N4t } eine Bas1s aus. \Tormalspmoren SO 1sb dies glclchwertlg zu dem System -

—oyo + Oy, + 204.= = - 2(2% —+ %) % + By,

DA — Dyz) = (5 + 5) wo -+ 3(6 + 8) e } "

SchlieBlich werden in [9 10] noch folgendc fiir das Weitere niitzliche - Bez1ehungen
hergeleltet

(2.19) '

—Vé%i‘ sz%ncn = Vervascs
200}1 aOf' VG}"VI;XWABCD :zVGIlVEFWABCI) (2.20)
.—4 VQ‘TOFX O'OA,Wl 00.4.W‘ Vai%,w;w,w. = 6EF1PA,A,A‘..4. L

’ 8‘70”‘, Uorx UoA..Wl_ et Go.i.w' Vcﬂxx%.w.w,}v. = v(;Mﬁrzt"/’,«,.4,44,41." \4

3. Sp_inorie“e Form der notwchdigex_l Bedingungen -

Die in’den notwendigen Bedingungen (1.4) fiir die Gﬁltigkeit des Huygensschen
Prinzips auftretenden Tensoren sind wie folgt definiert (siehe z. B. [30]):

Cy; = Vk V[kL,], + %.bkij’Lk, (Bachscher Tensor), ) . _ N
N‘xiais"g: chl' i mvkoli,l‘cm‘—

+16Sm.kS
N, = 2V;.CF

Sitgiste

1[2Vka,t.l + Ckm. le]

" nll (3‘1 )_

ials Slu.l + C% i1is [2V Skll. Ck',"[i§Lmi.]
+ 2Snl.k‘s’uu ' ! .

o .

wobei gilt

.

N

L,’j = —Ry; + (],’R und AS,,k = V[kL”, = V,C,k]. v

_Die Berechnung des Spmoraqmvalents des symmebnschen spurfrelen Anteil$ eines

Tensors wird durch den folgenden Satz wesentlich vereinfacht (siehe [13];. dieser
. Satz ist eine Anwendung der in [19] bewiesenen Tatsache, daB jeder.Spinor gleich
* dem symmetrischen Spinor modulo Produkten des Fundamenmlspmors mit Spinoren -
niedrigerer Stufe lst)
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Satz 1 Es sei T ein r-stufiger Tensor mit . ‘ S
Tivi, o Tapon iy, .
Da'nnI gilt b
TS(T:. 4 ) «* T(A, AN Xp)e
Mittels (2.2) kann man nun die Spmoraqmvalent.e der Tensoren (3.1) direkt be-
_rechnen. Die TS(N),(p = 1, 2) zugeordneten Spinoren erhilt man dann nach Satz 18).

Es ergibt sich folgendes Resultat, wobei wir vereinbaren, daB im folgenden iiber -

Indizes mit Subindizes und gleichem Kernbuchstaben stets zu symmetrisicren ist:
C\'ii"’caam‘r ;:.. ) ' | . .
=-VA2VBW¢WXYZ + ViVt ypanen + '?W_A"}"Z‘DA BWZ + vancn” v s
TS(Nm.l,;.) « NA,A ArAX X Xa Xy |
= SwBA.A.A,VBX.VA."PYXgX;X. + 8 x.x,x.VA.ny.#’nA,A.h
A+‘2VBYW4;A.A,A.V Wx.x.)g,x.‘ - 32Vx,?m.A,A4VA.#’Yx.x,X.
- IGwBA,A.4;¢Yi.x.x.¢m.yx.'-— l,ﬁAwA,A,A,mx.x.z.i,,
‘ . T‘S(Nm.:.-.) « NA AsA A B XX, .
L= = 2¢% a5 VA.x.VB Prik, 257 g X.VA.)L'.VY'PBA:AM‘
+ 2V.4,ywx,x.x,x.v Ywgictsse + 2V i Wansana VB Bk 11,
= 4P ¥ i Poai i, + 4P d st PR Ko
‘Definition 1: Es sei T cin r-stufiger Tenéor in M, und
Tiyoi, <> Eaya, 1, X,
. ’ fA,---A,B.mB, = (—V-2_)r Uos.x' v Uos,x' §A.~:-A,f\"‘-;ui’; : ) (3.2)7
heiBt *- Aguivalent von 7. o o

Bemerkung Aus (3.2) und (2. ‘3) folgt T ,

Der Spmor

E%a,Bi B—0¢>£A, AKXy X, —0

Die Berebhnung der * Aquivalente der Tensoren (3.1) ist bei Verwendung der schon
frither hergelciteten Beziehungen (2.13) und (2.20) sehr einfach. Die Ver]ungungen
iiber die punktierten Indizes werden hierbei mittels (2.3) ,,aufgelést”. Man erhilt
vermége der letzten Beziehung von (2.20) und (2.3) zum Beispiel '

9. X Y p — . x v osh we _
200c” Gop” VaZVVPwiys = 2000 0op* e28eWSV 14V psw iz o
EEY N : . LI . R

x_ v 2z p W pg _ S r
= 80oc” Gop Oog” 0oF"0or 0oV 4iV psPiwiyz = Vabfva'%’cne-

%) Der Bachsche Tensor Ci; (3.1) ist bereits symmetrisch und spurfrei (siehe z. B. [30]).
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Insgesamt ergeben sich folgende Resultate:

 C%ep = VBV sFpeper + VeEV T yaper + 29455 veper + 40%.apcns (3.3)
N;(,K.K;K..L LyLsL¢ -
- Sw K.K:K:VAL.VK.'PBL LyL, + 81"' L:L:L;VAvaLuwBK KK,
+ 2VAB'PK K K,K.V WL LyLaby — ‘32V1,,1PAK K K.VK.W;I LsL,
- 161/} KlKIKIwBLIL.LleC aAB'

— 32A'/’K1K.K3K.'/’L.L.L:L. + 3~2AwK|KzKaL4wL|I;:L;KN - (34)

N ;,K,K,K.L.LfL.L. 4
= 2'#"4K,K,K,vK.L.v:JBVJBZL,L,L. + 2WAL!L,L,el;.K,ﬁdBWBIK,K,I\;.
+ 26[\"AwblL,L.L.ﬁABwBK.K,_K:('*' 2V L ¥k Kok k VAPYBL,L,L,
= A kWP L WK LB+ 8AYK KK LWL LK, - (3-5)

Definition 2: ‘{),,’ 9. und 9, seien diejenigen Mengen aller (1,3)-zerlegbaren Me-
triken g, fiir die die skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellschen G]elchungen (1.2)
bzw. die Weyl- Glexchung (1.3) huygulsch sind. Weiterhin sei '

@:«bl'u'be U 93 und b @1”@2)U ($1n H3) v 52-”\33)
Folgerung 1: Nach (1.4) und Bemerkung 1 gzlt firg € §

CABCD =0 ‘ a

NK'szK:K¢L|L:L:L. - AN KokoKiLiLsLoL, = 0 mit 7 € {g’ 3 ?} .
und fir g € f)

Clscp =0 s } '
: (3.7)

1 2
L — * !
NK]K’K‘K‘LA]]LIL‘ - NK:[\:K;K;L;L:L:IA - 0

Bevor mit der systematischen Auswertung dieser beiden Systeme begonnen wird,
wollen wir noch zeigen, wie sich mit Hilfe des bereltgcstelltcn Apparates leicht berelts
bekannte Beziehungen.ableiten lassen. Dazu iiberschieben wir zunichst die Bachschen
Gleichungen C% ¢, = 0 mit 4¢eBP; esergibtsich bei Beachtung der Bxanchl Identitit
(2:18) .

\

ABCD

1

VABY pA = 3 Vascoy r . : ’ (3.8)

~ Aus (2.14) ist zu entnehmen, daB dies zu ‘der von P. GixTHER [3: S. 19] entdeckten
Beziehun : . 7/

[\

- S| [~ 1 . '
#V, R 'f"(R“' -3 g,,.R) (R#v -3 gfufzz) =0

w| —
<




Zur Giltigkeit des Huygensschen Prinzips 393

' dquivalent | lst ") Ist {n4, na*} eine Basis im Spinorraum, so erhilt man bei Beachtung
von (2 10) und (2.12) ' o

V“BV”;A = oo + 41 + 31}’2 s S o (3.9)

woraus direkb zu entnehmen ist, daB aus 6,{‘5643.'/1 = 0 das Verschwinden des Weyl-

Spinors folgt. Ist speziell {n,, n,*} eine Basis aus Normalspinoren, so ergibt sich. —

- verwendet man [10: (8.30) und (8.32)] — die folgende, zu (3.8) aqulvalente Differen-
. tlalglelchllng Tiir die Elgenwerte A1, % und 25 des Ricci- Tensors R,,, ,

V“-Bv.m(h + 22 + /~3) = (4 — ) + ('11 - Aa)z + (22 — 25)%.
Esseinung€ ,i) Wir ubersch:eben dleGlelchungNK,K_K.K‘L Lz, = 0 mlt gKila .. gKiLe
(man beachte hlerbel die Symmetrlsnerung ); es erglbt sich »

3
3 yABCD CABCD - BAWABCDV"BCD - 4VA 'PBCDBVF 'PCD”‘ = 0

Wegen des Verschwindens des Bachschen Tensors erhilt man daraus

: n’/’ABwaABCD = —"? V4B wnnnkvr WCDFF o S . (3-10)

~

Das ist zu der von V. WiNscH [29: S. 34] hergeleitcten Benehung dquivalent. Bei
. Verwendung einer Normalspinorbasis kann man sich auch direkt davon iiberzeugen,

daB die rechte Seite von (3.10) negativ definit 1st Somlt folgt aus (‘3 10) fir 4 =0

“das Verschwinden des Weyl-Spinors. :

Zur Auswertung der Bedingungen (3.6) bzw. (3.7) benutzen wir die von E. '.l‘.
Newmax .und R. PExrRose [16] eingefiihrte: Methode: "Die Gleichungen werden
mit geeignet zu wihlenden. Basisspinoren 7,, 7,* iiberschoben, um auf diese Weise
Differentialgleichungen fiir skalare Funktionen zu erhalten. Dabei erweist sich die
folgende - Dyadenschreibweise als zweckmiBig: Alle freien Indizes, die mit n4 tiber-
schoben werden, werden durch ein — ersetzt; beim Uberschieben mit n*4 setzen wir
ein 4+ an die Stc]lc des Tndex, z. B. C* = ptanByC 77”0”,'0,, Da Differentiation

o ——

und Uberschiebung nicht vertauschbar sind, verembaren wir bei dieser Schreibyweise,

daB die Uberschiebung immer nach der Differentiation erfolgt. Jedoch kdnnen Ver- '
jingungen mit &4 | herausgezogen und anschlieBend vermittels (2.4) aufgelost’

werden. Man erhilt z. B. bei Verwendung von (2 4), (2.17), (2.8) und (2.5) fiir eine

Normalspinorbasis {74, 17,*}
f’—GWm—- = 77A77+B77C7ID§ACWGBCD =t V}C?JDSG”VA"W,,C,) ‘
= 77/A’7+B"7C’7D(’7G’7*" — ,7+c,7n) 6.411'/’03(:0. = V-+W-+__ — V__w+.,.__
= —(%CEF + 31/’2§1~F) nEntF — VbF'Pz’?F’ir = Yo% — 3ypert + Oy

Es sei noch bemerkb dafl beim Ubergang + — —, — — - alle Terme dieser Gcstalt
in ihr Konjugiert-Komplexes iibergehen (eventuell mit unelchenwechsel vgl. [9]).
* So ist zum Beispiel €7+Aclpc—++ = V_Syg.—_; mit Hilfe derartiger Bezichungen kann der
in den folgenden Kapiteln erforderliche Rechenaufwand reduziert werden.

’) Man beachte zusitzlich $48%, 5 = — V4T, [10: (4.10)].
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4, 'Petrov-'l‘yp D des Weyl-Spinbrs

In-[10, 11] wurde gezelgt daB der Weyl- Splnor einer statlschcn Raum- /elt stets vom

Petrov-Typ I, D oder O ist. Ist y 50, vom Typ 0, so gilt bei (1.1)—(1.3) das Huy-
", genssche Pr1n21p [2, 6, 31]. Wir betrachten in diesem Kapitel zunichst den Fall,
daB der Weyl Spinor zur Metrik g (in einer offenen’ Menge) vom Petrov-Typ D ist.

Satz 2: Das System (‘3 6) besitzt fiir 2% —4 keine Losung g, deren We yl-Spinor vom
. Petrov-Typ D ust. .

Folgerun g 2: Es sei (M as g) eine Raum-Zeit, deren metrischer Fundamentaltensor
-statis¢h und deren Konformkriimmungstensor vom Petrov- Typ D ist. Dann gilt fiir die
skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellschen Glewkungen (1 2) und die Weyl-
Gleichung (1.3) das Huygenssche Prmzzp richi.

Beweis von Satz 2: Angenommen, das Systeém (3.6) hat fiir/ € Reme Lésung g,
deren Weyl-Spmor vom Petrov-Typ D ist. {74, n,*} sei eine Basis aus Normalspi-
noren, es gelte also (2.15). Der Uberswhthchtkext, wegen fiihren wir die Auswcrtung
der Glelchungcn (3.6) m Schrltt,en 1 6 durch

N‘. +1om—z_ = 0gilt. Zur Berechnung der]emgen Terme, dle erste Ablelt;ungen des
Weyl-Spinors enthalten, ist es hierbei zweckmaBng, die Zerlegung (2.17) zu'verwenden.
Man beachte, daB bei. Typ D-Metriken g, = 0 gilt, so daB zum Beispiel alle Terme

der Form Vmw-__ und V, AB1P++++ verschwinden. Nach glelchen Uberlegungen ent- '
nimmt man aus (3.4)

.\__ ) N:___'._.._._ = _32(6'—1‘1/);4———)2, ‘N‘r O _.326—14?}.4;«»*-6-%81/"8-‘——-
Aus (2.17) und (2.8) folgt ' .

.V Ypa— = 3y, Rz W¢+HV+ Pyp— = (3%”)(3%0

Berucksmhblgt man all dles so folgt aus (3.6) fird € Rund 9, +0,daB 6 =% =0
ist. :

2 - Wir dxffercnzneren V Sy und crhalt,en mit (2 6)
Vgp(n P1°7°Y e nco) ‘
= 4AEF77A77 Y 77DVA Yesep

+ 4BFF’7+A77 n ﬁDVuchv)c + N4ty nDVBFVA wcscn (4.1)

Uberschleben wir dies. mit 7®n*F, so folgt wegen V.6, =0 und % = 0, daB
V. V_ Syg-— = 0 ist. Nun muB nach Folgerung 1 der Bachsche Tensor, ins-
besondere also_die Komponente C*___, verschwinden. Berechnet man diese nach
(3.3), so folgt V_-V 6y, = 0. Beachtet man all dies und d=%=0,s0 entmmmt,
. Mman (‘3 4) und (3.5) A . :

N:___+

=0, N:___f_-“=. —18(VAy,r L (42)

(man beachte hier und im folgenden die Symmetnsnerung ). Unter erneuter Ver-
~ wendung von (2: 17), (2.5) und % = 0 folgt schlieBlich aus (3.6) und (4.2) 61,02 =0.
- Aus der ersten Bianchi-Identitit von (2.19) ergibt sich dann noch 64 = 0.

3. Da aus-4 = const nach (3.9) v, = O folgen wiirde, muB es wegen 61 = 0 einen .
Punkt (und folghch eine offene Menge) mit DA :{: 0 geben Berucksmhblgen wir
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C oA = O und DA # 0 in der ersten’ Kommutatorrelatlon von (2 9) fiir die Funktion 4,

" so folgt g € R. Der Spinor des Zusammenha.nges B, (und damit auch C 45, siehe (2: 7))
hat also nach den bisherigen Untersuchungen nur noch eine reelle Komponente, die
nicht notwendlg verschwindet.

" 4. Unter Beachtung von g € R und der zweiten Blanchl Identitdt. von (2. 19)
erhialt man V_4y,, .. = —¥ 4y, = DA (alle anderen iiber ein Indexpaar verjiingten

- ersten Ableitungen des y-Spinors, verschwmden wegen & = # = dy, = 0). Durch -
Differentiation dieser sowie der Gleichungen YV, Ay = = V_4y,,__ = 0 ergibt sich
bei erneuter Beriicksichtigung der schon ermittelten Bedmgungen an dlc \ewman-
Penrose-Koeffizienten : .

V V.Byg,_ .= —DDA . o
g . . R . (4.3)

‘Man uberzeugt s1ch nun schnell davon, daB von den Bachschen Gleichunéen bei
Beriicksichtigung aller in den Schrltten 1—3 ermittelten Bedingungen nur zwei
noch nicht identisch erfiillt sind. Diese lautcn bei Beacht,ung von (4.3)

- C*,__ = 63DA + 2DDA + 21;:., + 44y, =0 } 4 (4.4
CE_;; = —24DA — 2DDA — 41;)»2 + 4/11;;2 = 0. ) 4)
Sllbtrahlerb nman diese Glelchungen vonemander SO erglbt, snch (3. 9) Das System (4 4) :
st aqmvalent Zu . . N
5 R 1 v
DDA = —-2— wol + 4/11,02 und QDA = 5 P — 2.{11;)2.

Es ist, bemerkenswert daB man hxeraus durch leferentlablo‘n und anschl,leBendc
. Verwendung - der Ricci: und Blanchl-Identltaten keine weitere Informatlon ge-
winnen kann;

. 8. Bei Beachtung aller bisher ermittelten Bedmgungen sind dem System (3.6) nur
‘noch die beiden folgenden Gleichungen nicht identisch erfiillt:’

N -
1

Nﬁ++—+——- - )'ZC,:++—'+—-—- = 0> - ) . N (4~5),
Xr:+—-‘—++—— —’ ;'A’T:+——+'+—— __—{ 0. ‘ . S ) (46)
Nach einigeArkRech.nung‘erhﬁlt, man |

N:H e =0 und N‘,,_‘___ 18(DA = )2,

* woraus nach (4.5) DA = dy, fur beliebiges 2 folgt. "Auch diese Beznehung ergnbt,
zusammen mit den zuvor erhaltenen noch keinen Widerspruch zu y, % 0. Es ist
“also unumginglich, auch noch.die letzte Gleichung (4. 6) auszuwerten.

- 6. Es gilt bei Beachtung aller vorangegangenen Schritte

R - ’ 2 .
N:+___H__ =8y,® und N%, . __,,__ = —2p°,

also nach (4.6) 2(4 + A) y,® = 0. Daraus folgt aber y, = 0 fiir  + —4. Das System
(3.6) besitzt also fir 2 & —4 keine statischen Metnken deren Weyl Spmor vom
Petrov- Typ D ist, als Losungen | '
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5. Petrov-Typ I des Weyl-Spinors und ¢ € b

Ist der Weyl:Spinor: zur Met,ril;{g vom a]gebrz;,isch allgémeinst-en 'I'}'p I, so ist.die
Auswertung des Systems (3.6) wesentlich komplizierter als bei Typ D-Metriken und
gelingt uns nur unter zusabzlxchen \’oranl':setumgcn Wir betracht/en deshalb zunichst.

den Fall, daf} die Spmoren N* N* einzeln verschwinden.

Satz 3: Eine (1,3)- zerlegbare Metrik g ist genaw dann Losung des Differential-

_glezchungss ystems (3. 7), wenn der 2u g gehownde Weyl-Spinor verschwindet.

Folgeru ng 3: Ist(M,, g) eine statische Raum-Zeit und gilt fiir zwer der Gleichungen
(1. l)—( 1.3) das Hm/qenssche Prmzzy) 50 folgt wapcp = 0 und Cyjy = 0.

Beweis von. Satz 3: g sei eine Lésung des Systems (3.7). Wir nehnien zunéchst
an, daB.es einen Punkt x € M, gibt, in dem der Weyl-Spinor zur Metrik g vom Petrov- .
'I‘ypI ist. Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann auch eine Umgebung U(z),
welcher y pcpy vom Typ I ist. {5,, n,*} sei eine Basis aus Normalspinoren in U(x)
es gelte also (2.16). Fiir die folgenden Rechnungen ist es zweckmaéBig, noch emlgc o

. Abkurumgen einzufiihren:

A= V+_1,u____“ " = Dy, — 4y,

B =3V, y o — 2V, p,__ = 3Dy, +_2'}’0‘:"“f: 6y.d,

€ =3V .. — 2V, s = —30y, — 2p% + b7,
N D= V++'P———— ' = dyp — 4%%: ‘ R

& =V__p___ — 4V+ Yers = —Opy — Ayt + dygit — 12yp% ,
T =V s

Im folgendén gchen wir in Schritten 1—10 vor.
, 1. Wir betrachten die Linearkombinationen.

]
- 4N:——¥+——— s

o0
2

V N:-e;;+~—— —4-N:—4—4———> Nf_.__,,__ + 4N‘;-.——+-:———-

Anhand von (3. 4) und*(3.5) iiberzeugt man sich davon, daB sich bei diesen sowohl die

" Terme, die zweite Ableitungen des Weyl-Spinors enthalten, als auch die Absolut-

ghcder wegheben. Folglich enthalten diese LlnearkOIIIblnatloncn nur Produkte von

"Termen.der Gestalt \"A,,y)c,,bp Nach Auflésung der Verjiingungen nach dem im

Kapitel 3 beschriebenen Verfahren und nach geexgnetem /u%ammcnfassen der
Gllcder licfern die Linearkombinationen fiir g € f) '

243—52—22—0 uzuz+<$$+&’5+-f;2>=0;
A2+ F* + 268 = 0: ' '

!

- Durch eine Reihe rein algebraischer Umformu,ngen insbesondere durch mehrmalige

‘Anwendung der fiir alle komplexen Zahlen p gulmgcn Unglelchung 175 + ;4[ < @+ 1y
"erhdlt man das dquivalente System

. B+F=0, £+D=0,. | =3 =|f=|D, D°=AB.

(5.1)
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1 . . U
"Setzen wir in die Gleichbngen B + & = € 4+ D = 0 die Newman-Penrose-Koeffi-
" zienten gemdB der, Definition ein, so erhalten wir bei Verwendung der Bianchi-~
Identitéiten (2.19) die bemerkenswerten Bezichungen

Dy, = —2DA und 6y, = 84. \ . . - (5.2)

Wenden wir dle erste Kommutatorrelation von (2.9) auf die Funktion A — y, an,
so ergibt sich . . )

(O—O)DA—(O—Q)D%—O ) o : (8.3)
. In der Lmearkombmatnon TN
(NS —4N*____ ) — (Nt__; e — ANt L)

sind keine Absolutglieder und — wie man anhand von (3.4) und (3.5) nachprift —
keine Terme mit zweiten Ableitungen des Weyl-Spinors enthalten. Da dieser Ausdruck
nach (3.7) verschwinden muB, erhilt man

AE + 3AE — 8AD — 34D + AE — 38D+ BE — 46F + 4DF = 0.’

 Weiterhin sind im Realteil von 1\":_4_______ + 42\”:+ ______ keine z'weit,en Ablei-

tungen und keine Absolutglieder enthalten. Es ergibt sich

-

Re. (—54F — A$+4$3’+58’2)—8’6)—0 .

SchheBllch miissen N:___;___ und Z\”: _______ fiir g € i} verschwmden Folghch
gilt nach (3.4) bzw. (3.5)

16V, V _Byy _ — 2‘~7Asw-,-—€“‘w---< —._32(‘”7_"1/).4‘_—)2 — 162y,

4y ¥V By = 4Ty V4B, — dygy, + Sdpg. \
Setzt man dies in die Gleichungen NT_-+____ = O bzw, N:, i =0 ein, so

" ergibt sich

CE — T — SAd < 8 — FNE — ST — F)?

1 4UF + 4AF — 8DD + DE +DE =0, -

— 4 — 42 — 24T + 4AF + 4T |

—11DD + 408 + 4DE —sE—0. E

3. Bis hierher wurden alle Beziechungen ohne jegliche Voraussetzung an den Weyl-

Spinor hergeleitet. Die weiteren Betrachtungen bezichen sich auf U(z). Wir nehmen
" zunéchst an, daB in einem Punkt A4 = 0 gilt; wegen der Stetigkeit aller betrachteten
Funktionen gilt dies auch in einer offenen Teilmenge von U(x) Aus (5.1) folgt dann,
daB auch &, € und D nicht verschwinden diirfen. Auf rein algebraischem Wege sind
dann aus den Gleichungen des Schrittes 2 folgende Gleichungen ableitbar:

. o B . , |
A+ A =0, E=3D, F=5d - (5.4)

Aus & = 39D ergibt sich nach Def}nition von & und 9
- Opo = 2poT + Yokt — By - . - (5.5)

\

' - -
. : A
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“und folgllch ‘ -

D = (-—21’ + /) 'Po —_ ?wex . . '.(5.6)_
beachtet man noch & = —9, so folgt '
. \

30y, = —yo. SR : R X))

‘4. Nach (5.4) und (5.1) sind A und & rein imagindr und haben den gleichen
Betrag, also sind nur die beiden Fille £ = A oder A = —AB und damit |
nach - (5.4) B = 2F oder B = —2F moglich. Beide Fille kénnen nicht stetig

“ineinander ibergehen, ohne dafl. & und damit, A verschwindet. Da in unserem
betrachteten Punkt o« = 0 gilt, gilt- aus Stetigkeitsgriinden in einer ganzen Um-
gebung dieses Punktes entweder B = 2F oder B = —2F. Die hergeleiteten Be-
ziehungen konnen also differenziert werden. Aus @ = 2 crhiilt man durch alge-

_ bralsche Umformungen bei Beachtung von (2.16) und & 5 0 zuniichst & = —g,
2,= —j und g + 0; heriicksichtigt man dies in_ (5.3), so folgt Dy, = DA = 0. Mit -
Hilfe der vierten Ricci-Identitédt von (2.11), (5.6) und D% = A2 crhalten wir weiterhin,
daB auch % und 7 rein imaginir seinAmijssen..l)ann folgt aber aus (5.5) und (5.7)

03y, — o) = 0. Aus A + A = 0 folgt unmittelbar Dy, = 0, so daB sich schlieBlich
3y, — yo = const erglbt Villig analog erhalt man 3y, + y, = const fiir den Fall
B = —2F. . .

5. Wir betrachten nun dic Transformation der Basnsspmorcn

. =14 L =1 = ‘
N4 =5 (ma+ na%)s - Mt = o (= ), _
O T e =g .
M =5 (na + 1m47%), Na = T (4 + M4%) : N

>
y

Diese bewirken cine /ykllsche Verta.uschung d(.r den Spinoren {54, 14*} zugeordneten
"Basisvektoren 1,, &, und b, (vgl [9, 10]). Es gilt n,'y "4 = 5,"7"** = 1; folglich
" bilden ma'smd ,} und {na''yma"’¥} eine Basis im Spmorraum Durch chcchnen der
Koeffizienten (2.10) iiberzeugt man sich davon, daB 74 s’ und 9", 54"t auch
Normalspmoren sind. s ergibt sich.u. a.
' ’ ’ . ] » 1 1 . =4 )
- Yo = _‘é (Wo"*‘ 3y.) und =3 (o — 3y2). (5.9)
Wir hatten im vorigen Schritt festgestellt, daB unter der Voraussetzung £ # 0 cinc |
der Bezichungen 3y, F. y, = const notwendig aus dem System (3.7) folgt. Aus
(5.9) ist nun ersichtlich, daB in beiden Fillen -eine Normalspmorbasns existiert; .
beziiglich der y, = const gilt. Im folgendén sci dic entsprechende ’I‘r'msfornmtlon
-von (5.8) ausgefiibrt; der {jberswhtllchkelt wegen werden die Striche wieder wegge-
" lassen. Von allen bisher ermittelten Beziehungen vermerken wir ledlgll(,h Yo = const,
wobel die Konstante wegen (2.16) und (5.9) von Null verschieden ist.-

- 6. Be/ugllch der ncuen Normalspinorbasis konnen natiirlich alle bisherigen Uber-..

legungen. wiederholt werden. Wire wiederum A =0, so wiirden insbesondere die -
Beziehungen. (5.7) und Dy, = 0 und-damit Sy, = Dyy = Oto]gen mit (5.2) ergiibe
sich schlieBlich A = const, woraus aber auch (3.8)%) y4pcp = 0 im Widerspruch zu
A+ O folgen wiirde.. Es mixB also in der neuen Basis =_0 gelt,en.

'8) An dieser Stelle. werden mnerhalb des Bewecises von Satz’ 3 erstmahg dle Bachschen Glel
chungen verwendet . .
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7. Gilt £ = 0, sofolgt aus den in den Sch}itfen 1 und 2 ohne jegliche Vora.ussetzuhg
hergeleiteten Beziechungen .~ - ‘ I _
A=B=6=D=8=0 und F4Fr=0. - (5.10)
Trégt man darin die Newman-Penrose-Koeffizienten gemiaB Definition ein, so ergibt -
sich bei Beriicksichtigung von y, = ‘const nach einfacher Rechnung 6y, = 0 und
— nach (5.2) — auch 64 = 0. Da wicderum aus DA =0 sofort yypep = 0 folgen
wiirde, muB also DA = 0 und folglich — wegen (5.3) — 5¢ R gelten. ' Aus # =0
folgt dann 5 €' R, also ist F € R und damit F=0. , "
" 8. Aus A4 = 0-und F = 0 folgt nun V_Sy;___ = 0. Differenzieren wir diese Glei- .
‘chung und iiberschieben mit En*¥ (vgl. (4.1)), so ergibt sich (man beachte £ = D = 0) .
V.V Py =0, woraus man schlieBlich N*______" = — 162y, — 0 ableitet.
Daraus folgt jedoch — wie schon mehrfach démonstriert — wapcp = 0. Der seit
Schritt 3 untersuchte Fall £ 3= 0 fiihrt somit stets zum ‘Widerspruch, denn ver-
schwindet der Weyl-Spinor, so gilt natiirlich (beziiglich jeder beliebigen Basis) 4 = 0.
Die Hypothese 4 == 0 ist folglich fallenzulassen. - I . -
9. Ankniipfend an Schritt 2 bleibt, jetzt nur noch der Fall zu untersuchen, da@
schon an dieser Stelle £ = 0 in U(z) gilt. Dies ist kein trivialer Spezialfall der bis-
herigen Betrachtunged, da sich hierbei keinc Beziehung der Art 2F = 4-# ergibt,
die ja wesentlich benutzt wurde. Aus A = 0 folgen wie in Schritt 7 die Beziehungen
+(8.10); wegen wo =+ 0 gilt a!s:o :

i

Dyy=&=0 und by, =dye. o (s

" Beriicksichtigen wir dies’ in der zweiten Kommutatorrelation 'von (2.9) fiir die"

Funktion i, so ergibt sich DcSzpo = 4%(6? — #5). Andererseits -kann Déy, .durch
Differentiation von Oy = 4ot bt_ai Ver_wendung der.crslt,en Ricci-ldentitit-von (2.11)
, direkt als Ddy, ‘=‘4%(6(§_— 7) + Z)('Z_— 1':)) berechnet werden. Der Vérglgich'
beider Beziehungen ergibt #p = (27 — %) wegen y, = 0. Setzt man 3y, = 4y,7 in

& =0 ein, so ergibt sich -weiterhin 3%y, = —y,(27 — %). Wir nchmen zuniichst
27 — % % 0 an. Dann folgt 35y, = —2y,, also & =0. Im weitcren kann wic in

Schritt 8 vorgegangen werden; es ergibt sich auch hier y,ue, = 0. Trifft 27 — % +0-
nicht zu, so sind nichttriviale Losungen: wiederum nur dann méglich, wenn es einen
Punkt mit y, == 0 gibt. Dann folgt # = 0, also ist wegen 27 — % =0 auch ¥ = 0.
Folglich gilt nach (5.11) g, = const. Wir haberi somit die gleichen Voraussetzungen
wie in Schritt 7, konnen also wie dort fortfahren und erhalten schlieBlich auch in
- diesem Fall y,50p = 0. . » S : )

10. Damijt sind nun endgiiltig alle Méglichkeiten untersucht. Die Annahme, daB
es einen Punkt z € M, gibt, in dem der zur Losung g gehérende Weyl-Spinor vom .
Petrov-Typ T ist, fiihrte in jedem Fall zum Widerspruch. Folglich ist vz, in ganz M,
vom Typ D oder 0. Wire nun der Weyl-Spinor in einem Punkt x € M, vom Typ D,
so miite dies wiederum aus Stetigkeitsgriinden in einer offenen Menge gelten. Dann_
«wiire g aber auch Losung von (3.6) fiir alle 4 im Widerspruch zu Satz 2. Folglich ist
der zur Losung g gehérende Weyl-Spinor vom Petrov-Typ 0. Andererseits ist Yascp =0
tatsichlich Losung von (3.7). Satz 3 ist damit vollstindig bewiesen & : iy

6. Petrm}-'l‘y'p I des Weyl-Spinors und g € §

\ C L2l .
In diesem Kapitel 'wird die Losungsmenge des Systems (3.6) fiir (1,3)-zerlegbare
_Metriken, die geeigneten Zusatzbedingungen geniigen, bestimmt. Im folgenden Ka-
pitel 7 wird gezeigt, daB dies¢ von wichtigen Klassen statischer Metriken erfiilit
: : : - ’

¢ .
~
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werden. Man beachte, dal im Beweis des folgenden Satzes 4 aus (3.6) zunichst unter
schwicheren Voraussetzungen, als sie in ihm formuliert:sind, eine Reihe einschrin-
kender Bedmgungen an die Newmant* Penrose-KoeffIZIenten hergeleitet werden.
. Es sei g eine (1,3)-zerlegbare Metrik und {z,, 77,, *} eine Normalspinorbasis. Fiir ¢
formulieren wir die folgende Voraussctzung®) ‘

(V2) Vo, =0und¥_y,,., €R.
Diese ist dquivalent zur Bedingung

v Dy, — dyf + 'Po@ + 3y0 = 0 und  —y6 — 31ng €R ) (6.1)
sowie zur Bedingung _ . '

Tearbr ¥ R, = aegﬂz.v[e B, = 5ezyd-v[é}‘gmv: 0)

(l"a/‘a’ — leb;‘b’) V[Q ‘u],, = O ’

. inder [, @, und b, dic paarweise orthogonalen noFmierten Eigenvektoren des Ricci-
‘Tensors R be/clchnen (vgl. [9, 10)).-

Satz 4: Eine (1, ‘3) -zerlegbare Metrik g, die der Voraussetzung (V2) geniigt, ist genaul
dann Losung des Systems (3.6) fir 0 < 2 < 4, wenn der zu g gehorende Wey Jl -Spinor
persckwmdet )

Folgerung 4: Ist g eine (1,3)-zerlegbare Metrik der Voraussetzung (V2), so gilt fiir
die skalare Wellengleichung (1.1), die Mazwellschen Gleichungen (1.2) oder die Weyl-

Gleichung (1. 3) das Huygenssche Prinzip genau dann, wenn der Raum (M I g) konform-
flack ist.: .

Beweis von Satz 4: g sei cine Losung des Systems (3.6). Wie beim Beweis von
Satz 3 nehmen wir zunichst an, daB es einen Punkt und folglich eine.offene Menge
- gibt, in der der Weyl-Spinor zu g vom Petrov-Typ I ist. {5,, n,*} sei eine Normal-
spinorbasis, es gelte also (2.16). Im' folgenden gehen wir in Schritten 1—8 vor.

1. Wir betrachten die Linecarkombinationen

-+ 2%%N‘++v———‘——- — '}’ozN‘. — A—_}: Cp=1,2. v '

Mit Hilfe von (3.4) und (3.5) folgt, daB sich in K diejehi'gen Terme, die zweite
Ableitungen des Weyl-Spinors enthalten, sowie die Absolutglieder wegheben. Somit
enthilt K nur Produkte von Termen der Gestalt VABWCDEF Es ist K» die emmg

" mogh(,hc Kombination von Komponenten der Spinoren N *, N* und C* mit dieser
Eigenschaft. 1 \ach aufwendlgen Rechnungen ergibt sich

KM = aa +4(a —0b) (@ —b)

’

: FEHE AT [ B e — 8~ o — B,
K(2>':éaﬁ+(a —'b)(ﬁ—f))—%(a—2b)(a-—2b)
+i(c¢c)2-i—([c+d*[b+b] [c+c]—-2[b+b])2

®) Die schwichere, Voraussetzung (V1), far die bereits eine Reihe von Teilaussagen abgeleitet
" werden kanp, wird im Beweis von-Satz 4 formuliert werden:

P
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mit - ' ' !
=y =Yy =V _po) + 2V oy,
b= Y2 o — V——W———- + V—WH—H- - 2V+—-‘P+H—) + 2'/’0V+—’/’+—:
c= 'I’2V+—V’———— - W0V+—'P+—+—:

b=V p — on—ww_ : !
Fiir g € Y gilt nach (3.6) KO — AK® = 0 woraus folgt
(1 —i)aa-{—(‘i—-})(a —b)(a—b)+ (a—2b)(a —2b)
Y (1 —-)<c+c>2+<4—m[c+c1 —[b+b]
'—([c+c1—2[b+b])2+4<[c—b]—[c~b]2—0 - (6.2)
[
Letztere Gleichung wurde ohne Jegllche Voraussetzung an den Weyl Spmor aus

(3. 6) hergeleitet. Ist nun 0 < A < 4, so sind alle Summanden auf ihrer linken Seite
mchtnegatlv mit Ausnahme des letzten. Die folgende zusitzliche _Vora.ussetzung

(V1) Fir dxe Metrik g gelte ¢ — b €R
g

" . .gewihrleistet, daB dieser Summand verschwmdct Diese ist zu Jeder der folgenden

Bedmgungen aqulvalent ' . S
sV Sy —%V—%H—ER '. ' o
Im (2pep(e — 26) + Byt —weH 8 =0, - (83

lgapb {'/’2(Vle ulr + V[eﬁvlﬂ) + V’Ovlﬂﬁvle} = 0:

7

. In letzterer beaelchnen } " a,, und b wiederum die Elgenvektoren des RlCCl—Tensors
ﬁ ;10 ’ _
3. Fiir das Weitere wu'd angenommen daB die Metnk g (V1) genugt (6 2)

verschwindet dann der letzte Summand .und dle linke Seite dieser Gleichung wird

fiir 2 € [0, 4) positiv definit. Folglich mu8 jeder Summand emzeln verschwlnden Mit
Hilfe von (2.17) ermittelt man zunéchst S

Sa= 2(y20p, — wody,)” und Rec = w2 Dyy — oDy, « -

Da aund Rec na,ch (6.2) veréchwinden miissen, folgt', daraus wegen y, = 0
: v

Y = o mit &« = const. - A ' ' ' (6.4)
- Auf dem glelchen Wege erglbt, sich aus b =0und¢c — b = 0

4o — 205 + (1 — 3a2) x = 4oce'+ 2ocg +Q = 30(2) 6= O \ 7 (6.5) .

Weitere Informationen lassen sich nicht aus (6 2) gewinnen. Wiire o = O so'folgte
aus (6.5) z =& = 0; dann gilt aber nach der drltten R1001 Idenmtat ‘von . (2.11)

10) Uns ist keme Metnk bekn.nnt firr die Vora.ussetzung (V1) nicht gilt. Ist z. B. der Weyl
Spinor vom Petrov- l‘pr 8o reduziert sich (V1) zu 6 € R; dies kann aber stets mit einer
Phasentransformationiny — ei®n, erreicht werden. Folglich kann die Beziehung (6. 1) a.uch
. "als Ausgangspunkt fiir dne Diskussion von I‘yp D Metriken genommen werden.

i

26 Ar}nlysns Bd. 6, Heft 5 (1987)
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% = 0 und yp ware vom Typ D. Fur das Folgende karm also x =0 angenommen
werden; (6. 5) ist dann dquivalent zu

l—?nx2
(2.4

47 = 2% — f% und. 48 = _25 —BF mit g =

(6.6)

Hieraus ist zu entnehmen, daB der Spinor des Zusammenhanges A 45 bereits voll-

stindig durch B s bestimmt ist. ;o
4. Zur besseren Ubersicht fithren wir noch folgende Bezelchnungen ein:
2, = 6;_6_’31{)3_, L R = v—6+Bil)12————, 25 = V——V YB+—>

24 = 6+—6+B"]"13+;- ), 25 = v++v+B§UB—~—-:  zg = V++V~ VB4

Durch Berechnung der Terme 6(b — a) = 0, 3‘([)‘ — a) = O und D(c —d) = Oergeben .
_sich die Zusammenhénge : )

oFy + 25 = 4otV Sy, + ((30® — 1) 3 — 208) V Sy
0%, 4 25 = —4aTV_ Worer + (362 — 1) 5 — 205) U0 Voo (6.7)
—&z, — %4 = 4aEV tha__ + ((‘30:2 - 1) % + 2¢xx) v_e Yot

Die Addition der letzten belden Gleichungen ergibt bu Beachtung von (6.6)
" &(z; — %) + Z; — 25 = 0. Durch Differentiation der Relationen (6.6) erhdlt man
nach einer Reihe von Umformungen bei Einbeziehung der 2., 3.'und 5. Ricci-Identitdt -
von (2 11) die Beziehung .o

vo= (= = 3) a1, L TR

Fiir « = 41 folgt aus ihr und (6.4) y, = 1p0 = 0; fiir das Folgende kann also ebeni'alls
«? % 1 angenommen-werden.

5. Obwohl fiir.die Metrik g, dic nur der recht schwachen Voraussetzung \A)
geniigt, aus (3.6) cine Reihe notwendlger und iibersichtlicher Bedingungen abgeleitet
wurden, reichen diese noch nicht aus, einen Widerspruch zur Annahme, y4p¢cp Wire
vom Pet,rov-Typ I, zu konstruieren. Fiir das Weitere sei deshalb angenommen, daB
. die Metrik g der Voraussetzung (V2) geniigt, die offensichtlich eine Verschirfung
von Voraussetzung (V1) darstellt (man vergleiche etwa (6.1) mit (6.3)). Alle bis-
herigen Resultate bleiben folglich giiltig. Setzt man ,

‘

rzec#’cﬁ-r und 5=6+’P+—:,

so-erhdlt man zunidchst unter. Beriicksichtigung der in den Schrltten 1—4 herge,-
]elteten Beziehungen

V—GV’G‘_— = V+GW++++ V WG++-,— V+ WG-(»—— =0 } (6.9) A

V Sy =1, V WYor— =T, V.0yo =T, V+GWG++—- = at.

Diese Formeln gestatten es nun, aus den Termen z,, ..., zg die zweiten Ableitungen des
Weyl-Spinors zu eliminieren. Dabe1 geht man folgendermaBen vor: Zunachst erhilt
man z, und z, durch Differentiation von V_Sy;___ = 0 bzw. V_6 Yorie = 0. Es ergeben
sich z; und 2; dann aus den Bachschen Gleichungen C*__._-=0 bzw. C%_,_ = 0.
AnschlieBend bestimmt man 2z, und z; aus der 2. bzw. 1. Gleichung von (6.7). Beriick-
sichtigt manzusitzlich diesichaus C%, __ = O ergebende Bezieh ung zwischenz, und z;,
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so erhilt man - )

e wr = Yoy2 + 2/11;)‘0 ! ) ) (6.»10) .
und schlieBlich ’ ‘ ‘

o

Yot =13 — yoly, — 24y, yuz, = 208 + aff — voye® + 4dyop,,

Yo23 = 18 + Yo'y, L ez =18 +1 voye® + 2Ayey.,

Yoz = T8 — 3, . YoZe = =13 + o — 4{i¢01p2. )
. 6. Ddlﬁiﬁ konnen nun die 'K'o'mponentcn . A )

B, Mt oumd Neo o (p=1,2)

berechnet werden. Dabei ist es zweckmiBig, die. fritheren Bezeichnungen £, &3, ...
zu verwenden. Mari beachte, daB nach (V2) und (6.9) gilt A =V, p___ =V_yp,._,
B=V,yp =V y, ., €R, €= —3ar+3 D=7+ 3. : B
Nath Schritt § ergibt sich aus (3.4) und (3.5)

Nt D —4AB -2 —22%, Nt =0,

Nt o = 2dA + BF +ED 4 ED), Nt —o,
/ : zif;;____:_i,__ — —4(<592'+( B — do™t — 8/p,?), | '

Nt = —daE — 8y, . S

Fiir g € h miissen also f(')]génde Gleichungen erfiillt sein: )

C2AB — 82— D2 =0, AL+ BE +ED+ED =0, C

' _ : S - (6.11)
— B — BB + o%(4 + A) 1T + 2(4 + 4) Ayt =

7. Durch gleiche Uberlegungen wie-in Schritt 1 beim Beweis'von.Satz 3 crhalt man

aus den beiden ersten Bezichungen von.(6.11) (4] = |B| und (€] = |D|. Aus |E] = | D|

~ leitet man nach einigen Umformungen o : ~ ' :

T = —poly, — 24y,* ) ‘ - o o (6.12)

ab, womit man aus der letzten Beziehung von (6.11) B2 + 68 + (4 + 2) y,® =
erhdlt. Gilt nun a® > 1, so folgt aus (6.8) und (6.4) y, = 0. Die vorige Gleichung ist
-dann aber fiir alle 2 € [0, 4) positiv definit. (man beachte & € R), aus ihr folgt also
insbesondere y, = 0 und nach (6.4) auch y, = 0, also yuscp = 0. Gilt a2 < 1,
so erhalt man aus |A4| = |#| durch algebraische Umformungen unter Verwendung
der schon gewonnenen Beziehungen & = = & = 0. ' :
8.  Gilt letzteres, so konnen mit Hilfe der Beziehungen (6.8) und der Ricci-Identi-
titen (2.11) die Ableitungen des Weyl-Spinors eliminiert und somit die Differential-"
_gleichungen in algebraische Gleichungen umgewandelt werden. Es ergibt sich bei
Verwendung der 3. und 5. Identitit von (2.11) aus (6.8) dy, = 4%y, + (x — 1/x)
X (%yo + &y, + 27A). Setzt man dies in dieDefinition von t ein und verwendet (6.10)
sowie (6.8), so ergibt sich schlieBlich 1t = —2yj,24. Vergleicht man dies mit (6.12), so
folgt yo?y, = ay® = 0 und damit wiederum das Verschwinden .des Weyl-Spinors.
AN . )

°
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* Damit fuhrte auch im Beweis von Satz 4 die Annahme, cs gabe einen Punkt, in
dem der zu g gehdrende Weyl-Spinor vom Petrov- Typ I ist, in jedem Fall zum
Widerspruch. Nach' vollig analogen Uberlegungen ‘wie am Lnde des Beweises .von
Satz 3 folgt dann daB der Weyl-Spmor der Losung g notwendxg verschwindet ®

7. Beispiele

. Die erste, 1916 von K. Schwarzschild gefundene Lésung der Einsteinschen Feldgleichungen
ist die Metrik ecines_ statischen kugelsymmetrischen Feldes.im Vakuum. Der Konformkriim-
mungst.ensor einer solchen Metrik ist stets vom Petrov-Typ D (siehe z. B. [26: S»179ff.]). In
Riemannschen Rdumen mit eider Schwarzschild-Metrik gilt somit nach Folgerung 2 fir die
Gleichungen (1.1)—(1.3) das Huygenssche Prinzip nicht.

1917 wurde von H. Weyl die Klasse der zylinder- (rotations-) symmetnschen statischen M etriken
entdeckt. Eine solche Metrik hat.in kanomschen Zylmderkoordmaten 7, 0, z das leenelemcnt
(siehe [27: S. 26())]

dst = 2t — Bdr® + de?) — %d@z,' = PR L)

wobei % und f Funktionen von 7 und z sind. Tn [10, 17] wurde bewiesen, daB der zur Metrik (7.1)
gchorendc Konformkrummungstensor im allgemeinen vom Petrov-Typ 1 ist. Wexterhm wurde
in. [10] gezeigt, daB die statischen zylmdersymmetnschen Metriken (7. 1) eine Norma.lspmor-
basis {54, 7747} besitzen, fiir die Dy, =5 =g =& =10 gik. Daraus ist unmittelbar crsichtlich,
daB diese Metriken (V2) erfiillen (man vergleiche etwa mit (6.1)). Folglich .gilt nach Fol-
gerung 4, daB fir die skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellschen Gleichungen (1.2) oder
die Weyl-Gleichung (1.3) innerhalb der Klasse der statischen zylindersymmetrischen Metriken
das Huygenssche Prinzip genau dann gilt,” wenn der zugehonge Konformkriimmungstensor
verschwindet.

Als nichstes betrachten wir (1, 3) zerlegbare Mctrlken g mit der Eigenschaft, daB. der zugrunde
liegende (dreidimensionale) Raum (M, §) kon/ormﬂach ist. Fur solche Metriken existiert ein
Koordinatensystem, in dem die Fundamentulform dle Gestalt

ds? = (dx®)? — c“’((dx‘) + (d:c-) + (dxz) + (d:v")z) » S » (7.2) '

mit, einer hinreichend glatten Funktion ¢ = <p(:t’ z2, 2°) ‘besitzt. In [10] wurde gezelgt daB
" der Petrov-Typ des Konformkriimmungstensors zu (7.2) von der Gestalt der Funktion ¢
abhingt; es ist sowohl Typ I,. Typ D als auch Typ 0 moghch Ein dreidimensionaler Raum
(M, g) 1st gena.u dann konformflach, wenn . )

- (1.3)

N

)
V[g.,,p_zo mit L,,,;z_ '"+Tg'"R

gilt’(siehe 2. B. [3: S. 10]). Mit Hilfe von (2.14) erhdlt man als Spinoriquivalent des Tensors L

fzuvﬁ'ﬁ 85¢p = —2yapcp + (eactsp + capenc) 4,

SO ddﬁ die Bodmgung (7. 3) in spinorieller Form

EAE( VF ¥escp + EB(CVD)FA) + eBF(_ V8 'Pccoz + CB(CVDHA) =0 (7.4)

lautet. Ist nun {n,, 77A+} eine Normalspinorbasis und iiberschiebt man (7: 4) mit p4nBnCnPy+EnF,
" so folgt unmlttelbarV Sy = 0. Wird dagegen (7.4) mit y4nBnCn+Dy+Ey+F Giberschoben, so
' ergibt sich zunichst V__an+_ = VHwL__d Dies ist jedoch — wie man anhand von (2.17) leicht
nachpriift — dquivalent zu V__t,uM + € R. Folghch erfilllen auch die Metriken (7.2) die Voraus-

setzung (V2) und nach Folgerung 4 gilt innerhalb’ dicser Klasse das Huygenssche Prinzip fir
(1.1), (1.2) oder (1.3) ‘genau dann, wenn der Konformkrimmungstensor verschwindet.

°
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Die (1,3)- zerlegbaren \1etr1ken mit C; k=0 konnen explizit angegeben werden. In [3] wurde
gezeigt, daB ein Raum (¥, g) mit einer Metrik der Gestalt (2.1) genau dann konformflach ist,
wenn (M,, §) éin Raum konstanter Krimmung ist. Die dreidimensionalen Réume konstanter
Krimmung-sind wohlbekannt (vgl. etwa [26]); ihre Metrik kann in der Form

e d§2 ~ ke (1 + %) ((daV)? + (d22)? + (da2)2),
‘/ . . 4
K= co’nst € (= 1,01}, 7 = (@ + (@) +(@

geschrieben werden. Wir wollen diesen Satz am Belspxel der Metriken (7 2) anwenden und
betrachten dazu die Differentialgleichung .

. 2, 3 2. ’ "’v P . ' . R
1 Fu ﬂ_+ duw=0, - = 1)
.6t (92 Sy (OxH)? ~ . oo
/ *y

wobei ¢ und d beheblge, hlmelchend glattc Funktionen der Ortskoordinaten 2!, % und 23 seien.
Die Frage ist, fur welche Funktlonen ¢ und d bei (7,5) das Huygenssche Prinzip gilt. Zuniichst
multiplizieren wir {7.5) mit 02 und setzen ¢ = ¢-2¢; es ergibt sich eine hyperbolische Differential-
gleichung 2. Ordnung, wobei. dic Koeffizienten des Hauptteils eine Metrik der Form (7.2)
bilden. Berechnet man die Christoffel- Symbole zu (7.2), so erhilt man die zu (7.5) aquwalente

koordmufpmnvananbe Gleichung . . ! |
#iVViu + aiViu + d c‘%’u =0 mit, ¢; = —a,<p
DIC‘SC ist nicht selbstad)ungxcrt laBt sich ‘aber wvgen a; = —9;p durch die Elchtransformntlon

(vgl. [2]) » = e?2v in die beziiglich huygensschen Verhaltens dquivalente Gleichung.
gii.,V‘\"?v + (i -+ dle—""?) v=20 i ' . t. , (7.6}
aberfithren. ‘Dié erste notwendige Bedingung fir die Gultlgkelt des }[uygensschen Prinzips.
.(snehe [2]) bei (7.6) lautet!?) - v
! : . '
7 .. F S
—_ 4 de2 = — d = — e2¢
g T 6 T T .
Ist diese’ Bedingung erfullt 80 1st (7.6) genau die Glelchung (1.1) mit der ’\Ietnk (7 2). In
Anwendung der obigen Sitze erglbt sich somit das Resultat, daB bei (7. 5) genau dann das
Huygensches Prinzip gilt, wenn ¢ und d Funktionen des Typs ¢ = K-2 iind d = 0 oder
= K“-(l ;}: 7?/4)2 und d = :}:(1 + r~/4)'2 sind.

N
1)

AbschlleBend méchte der Autor Herrn Prof. Dr. V. WiNscH fur zahlreiche Anregun-
gen zu vorllegender Arbelt und fiir_dessen standxges Interesse seinen Dank’ aus-
sprechen. ’ ’
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‘M. J+VISiK und A. V. FURSIEOV: ‘Mathematische Préhleme der statistischen Hydro-,
mechanik (Mathematik und ihre Anwendungen in Physik und Technik: Band 41).
Leipzig: Akad. Verlagsges. Geest & Portig K.-G. 1986; 428 S (Ubers. a. d. Russ
Moskau, Verlag Nauka 1980).

Das vorllegcndc Buch ist die erste mathcmatlschc Monographle die der Darlegung strenger
~ Resultate in der statistischen Hydrodynamik gewidmet ist. Die erste exakte Problemstellung

zur statistischen Beschreibung turbulenter Strémungen geh't bekanntlich auf E. Hopf zuriick,
der das Cauchy Problem fiir die nach ihm genannte Gleichung formulierte. Der statistische
Zugang zum Cauchy- Problem fiir die Navier-Stokesschen Gleichungen besteht in folgendem:
- Auf dem Raum der Anfangsbedingungen {uy(z)} wird ein MaB s(w,) gegeben, das die Wahr-
scheinlichkeit bestimmt,- mit der uy(z) zur Borel-Menge w, gehort. Zu konstruieren ist ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P(w), das auf der \Ienge der Losungen {uft, )} der Navier-Stokes-
schen Gleichungen konzentriert ist und dessen Einschriankung bei ¢t = 0 mit dem Anfangsmal .

p#{w,) Gbereinstimmt, d. h. die MaBe P(w) und u(w,) sind mittels P(Lu(t z) | (0, ) € wy})
= n(w,) verkniipft. P(w) wird raum-zeitliche statistische ’ Lésung genannt. Durch die Ein-
schrinkung von P(w) bei beliebigem festem ¢ € [0, T'] wird eine rdumliche statistische Losung
Coule, wo) erzeugt. Die Bestimmung und Untersuchung von P(w) und u(t,'w,) spielt eine zentrale
Rolle in der statistischen Hydrodynamik. Ein’ wesentliches Merkmal der riumlichen stutlstl
schcn Losung fi(t, ep) sind ihre sogemmnten Momente’

ﬁlk(l, a:,,.;., T lyy oo i) = f ubh(z,) ...u‘t(x,,) ult, du),

wobei .z,,...,z; € 2 < R" und u!(x) die Koordinaten des Geschwindigkeitsvektors u(z)
(u‘(x . u"(x)) sind. Sie erfiillen die unendliche Kette der Friedmann-Keller- -Gleichungen
aM, ot + AkMk = BM,, k€N, ‘wobei A,: 2% — QF ein Differentialoperator zweiter Ord-

nung und B, : Q%! = 0 ein solcher erster Ordnung ist. .
Das Kap. 1 beschiftigt.sich mit der Frage der'Entwicklung der Losungen u(t, z) der Navier-
Stokesschen Gleichungen in eine konvergente funktionalanalytische Reihe nach-den Anfangs-

daten 'uo(a:) Die Ergebnisse beruhm auf dem Existenzsatz fiir die Inversion eines analytischen .



