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Zur Gültigkeit des Huygensschen Prinzips bei hyperbolischen 
Bifferentialgleichungssytemen in statisehen Raum - Zeiten 1) 

R. ILLOE 

Die bekannten notwendigen BedinLtngen für die Gultigkeit des Huygensschen Prinzips bei der 
selbstadjungierten skalaren Wellengleichung, den Maxwellschen Gleichungen und der Weyl 
Gleichung werden in statischen Raum-Zeiten mit Hilfe des Spinorkalkuls ausgewertet. Em 
Ergebnis ist, daB in Riernannsehen Räumen, deren metriseher Tensor statisch und deren Weyl-
Spinor vom Petrov-Tp D ist, das Huygenssclie Prinzip nicht gilt. Genugen zwéi der drei 
betraehteten Gleichungsty-pen dern Huygensschen Prinzip in einer statisehen Raum.Zeit, 
so vcrschwindet deren Konformkrummungstensor. 

H3y4aIoTcB ye B3BeCTHSIe Heo6xouIMb1e yc.nonhln [uia cnpaBeJ1uBoeTu npuiiullna- Fiofl-
reHca j.ma caMoconpsD*celluoro caiapiioro BoJinonoro ypaBHeHHH, jaR ypamleuMfi MaKe-
aejijia it 8F1CHHH Befthn B CTaTHIeCKHX np0cTpaI1cTBax-peMeHax C HOMOIJbIO CflhIHOHOO 
HC4HcJIeIIMH. OULH pe3yJlbTaT TaKOB, 4T0 B HpOCTpaHCTBaX PinlaHa, KOTOpUe UMIOT cTaTH-
q eci-ciifl meTpH I IeCKKfl TeH30p ii 'reiiaop Bertha Tuna lleTpona D, flPHHIkHH Fiofireuia iie - 
cnpaBeJ111113. ECJIH Ana 113 TpX paccmOTPCHHbIX THflOB ypaniienuü Y1i0W1TB0H10T flpHHE11fly 
I'uoflreuca B cTaTu41ecKoM rlpocTpaHcTne-BpeMeHH, To Teii3op Kou4l0pMH0fl XHBH3HU 
Hcqe3aeT. 

The already known necessary conditions for the validity of Huygens' principle for the self-' 
adjoint scalar wave equation, for Maxwell's and \Veyl's equations are examined in static space-
times by the help of the spinor calculus. One result is, that Huygens'. principle does not hold in 
Riemannian spaces, whose metric tensor is static and whose Weyl spinor is of Petrov type D. if 
two of the three considered types of equations satisfy Huygens' principle in a static space-time, 
then the conformal curvature tensor vanishes. 

1. Einleitttng 

Für hyperbolisehe Differentialgleichungssysteme in Riernannschen Rãunien (M4 , g), 
deren Metrik y die Signatur (+ — — —) hat, ist das Cauchysche Arifangswertproblem 
sachgernaf3. Das Abhangigkeitsgebiet der LO-Sung im Punkte x E M4 ist irn allgerneinen 
derjenige Teil der Anfangsflache S, der mi Innern des charakteristischen Konoids C(x) 
iiegt[1, 6; 8, 21, 31, 341. Hangt die Losung eines jeden Cauchy-Problerns in einern 
beliebigen Punkt x nur von den Anfangsdaten und deren Ableitungen auf C(x) n S ab, 
so gilt für die betrachtete Differentialgleichung das Huygenssche Prinzip [8]. Der 
IntegrationstheOrie für hyperbolische Differentialgleichungen ist zu entnehmen, daB 
das Huygenssche Prinzip genau dann gilt, wenn der Schwèifterm der Fundamental-
losung der entsprechenden Gleichung verschwindet [1, 6, 8, 21,31]. Dieses not-
wendige und hinreicheride Kriterium gestattet es jedoch noch nicht, die hiygensschen 
Differentialgleichungen d urch Bedingungen für ihre Koeffizienten zu charakteri-
sieren, da.die Fundamentallosungen in der Regel nicht explizit bestimmbar sind. 

1) Diese Arbeit umfaBt einen Teil der Dissertation A des Verfassers. 

25 Analysis Bd. 6, Heft 5 (1087)
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In vorliegender Arbeit betrachten wir insbesondere folgende konforminvariantë 
Typen hyperbolischer Differentialgleichungssysteme: Die (formal) seibstadjungierte 
skalare Wellengleichung 

giV 1V,u__uO	(i,j=O,l,2,3),	 S	 (1.1) 

die hoogenen MaxwelLschen Gleichungen	 S 

C	
IN •	 dw	0,	6CO = 0	 (l.2) 

für cine alternierende Differentialform co vom Grade 2 und die Weyl-Gleichung 

V±v4 = 0	(A = 1,2;	= i, 2).	 (1.3) 

Die einzigenhisher bekannten Metriken, für die bei (1.1)T-(1.3) da Huygenssche 
Prinip gilt, sind die konformflachen und die zu ,,plane-wave"-Metriken (siehe z. B. 

•	 [24]) konfornien Metriken [5,7, 13, 20, 23, 29, 311. 
Aus den notwendigen und hinreichendenKriterien wurden in [2, -14, 20, 281 für 

die Wellengleichung, in [6, 291 für die Maxwellschdn Gleichungen und in [31] für die 
Weyl-Gleichung die folgenden expliziten notwendigen Bedingungen für die GiiItigkit 
des H uygensschen Prinzips hergeleitet:	 - 

cjj = 0,	TS(N,, - ).N, 1 ,,) = 0 91	 (1.4) 

wobei A = 4/3 für die Wellengleichung, A = 16/5 für die Mvellschen Gleichungen 
und A	13/8 für die Weyl-Gleichung gilt. 3) Mit Hilfe dieser Bedingungn wurde in 
[7, 13, 20, 29, 311 gezeigt, daB es innerhaib der konform-rekurrenten, der (2,2)-zerleg-
baren, der zentralsymmetrischen, der ,,plane-fronted-wave"-Metriken und der Metri-
ken mit VkRI, = 0 nur die konformflaehen und die ,,plane-wave"-Metriken gibt, für 
die (1.1), (1.2) oder (1.3) huygenssch ist. Vollstandig gelostist da5s Hadamardsche 
Problem der Bestimiiiung aller huygensschen Metriken für Gleichungen der - 
Form . (1. 1), falls die Unbekannte u cin. nichtskalares Spintensorfeld ist [25, 33]. 

Wir befassen uns mit der Auswertung der Gleichungen (1.4) in statischen Rauni-
Zeiten. Wegen der Konforminvarianz von (1.1)—(L3) sowie der in (1.4) auftretenden 
Tensoren genhigt es, die sogenannten (1,3)-zerlegbaren Räume, deren Metrik g in 
einem geeigneten Koordinatensystem die Gestalt 

d82 = (dx°) 2 - , dxM dx'	 S -	 ( 1.5) 

mit von x0 iinabhangigen Koeffizienten 0,, besitzt, u betrachten. 0 wird als positiv 
definite Metrik eines Ricmannschen 1aumes (M3, ) aufgefal3t. Zui- Gultigkeit des 
Huygensschen Prinzips bezuglich dieser (1,3)-zerlegbaren Metriken liegen bisher eine 
Reihe von Teilresultaten vor. In [3] und [29] wurde gezeigt, daB aus 00 = 0 und 

0 bzw. TS(N0000 ) = 0 und 0 das Versehwinden des Konformkrüm-
rnungstensors des R.aumes (M4 , g) folgt. Werden gewisse, physikalisch sinnvolle 
globale Eigenschaften von (M 4 ; g) vorausgesetzt, so gilt das Huygenssche Prinzip 
ebenfalls nur in konformflaehen Räumen [6]. Ferner wurden in [4, 22] Verfahrcn 

2) Der Bachsche Tensor 0 und die Tensoren N, N werden in Kapitel 3 definiert. Mit TS be-
zeichnen wir den symmetrischen, spurfreien Anteil des eingekJammei-ten Tensoi-s. 
3) Für die Gleichung (If) wurde in [20] eine weitere notwendige Bedingung mit sechs Indizes 
ermittelt. Diese wird aber von uns iiicht benutzt.	- 

•	 5	 5_.	 .	 -	 S.
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angegeben, wie man bei der Wellengleichung in statischen Raum-Zeiten notwendige. 
Bedingungen Mr die Gultigkeit des Huygensschen Prinzips direkt (d. h. ohne Ver-
wend ung der für beliebige Raiim-Zeiten gultigen Bedingungen (1.4), deren Herleitung 
einen enornien Rechenaufwand erfordert) als Differentialgleichiingen fur die Kriim-
mungstensoren des dreidirnensionalen Raunies (M3, ) ableiten kann. 

Wir werden den Spinorkalkul als wesentliches Hilfsrnittel zur Auswertung der 
Giciehungen (1.4) •ben'utzen, wobei insbcsondere einige der in [9, 10] enthaltenen 
Resultate tiber die Kriinimungsspinoren statischer Metriken zur Anweñdung koni-
mend. In Kapitel 2 werden deshaib die wichtigsten, hier-jenötigten Aussagen iiber 
Spinoren in statisehen Rauni-Zeiten zusamniengd'stellt. fin Kapitel 3 werden die 

p Spinoraqiiivalente des Bachschen Tensors und die Ten-
soren .TS(N) (p = J, 2) 

hergeleitet, die sich ohne Millie auf die eingeschränkten SU(2)-Spinoren (iehe [9, 10]) 
umrechnen lassen. Wir erhalten.auf these Weise recht übersichtliche notwendige Be-
dingungen fur die Gultigkeit des -Huygensschen Prinzips in statischen Raum-Zeiten 
in Gestalt eines nichtlinearen Differentialgleichurigssysten is 2. Ordnung, das nur den 
.WeyI-Spinoriind die skalare Kriltnrnungenthalt. Bei der Auswertung dieses Systems 
werden folgende Hauptresultate erzielt4): 

- Die Gleichungen (1.4) haben in statischcn Rattin-Zeiten, deren Konforrnkruni-
mungstensor vorn Petiov-Typ D ist, für A —4 keine Losung. Daraus folgt 
insbesondere, daB für die skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellsehen Glei- 
èhungen (1.2) und die Weyl-Uleichung (1.3) innerhalb dieser Klasse von Meti'iken 

•	das}Iuygenssche Prinzip n i c h t gilt.	 - 
p 

- Verschwinden in (1.4) die Tensoren TS(N) (p = 1, 2)einzeln, so ist eine statisehe 
Metrik g genau dann Losung dieses Gleichungssysterns, wenn (M4 , g) konform-. 
flach ist. lnsbesondere -gilt: Für zwei der drei Gleichungen (1.1)—(1.3) gilt in 
statischen Raum-Zeiten das Huygenssche Prinzip dann und nur dann, wenn der 
Konformkrunini iingstensOr verschwindet.. - 

- Die (1,3)-zerlegbare Merik'g (1.5) genUge der Voraussetzurg (V\2) von Kapitel 6. 
Das System (1.4) hat dann für 0 A < 4 keine Losung g, deren Konforni-
•krüriimungstensor voin Petrov-Typ I oder D 1st tind (V 2) erftillt. Es folgt somit 
inshesondere, daB für die skalare Welléngleichung (1.1), die Maxwellschen 
Gleichungen (1.2) und die Weyl-Gleichting (1.3) in Raum-Zeitbn, 'deren (1,3)-
zerlegbare Mêtrik. Voraussetzung (V 2) genugt; das Huygenssche Prinzip genau 
dann gilt, wenn der KorforinkrUmniungstensor versehwindc. 

InL Kapitel 7 wird gezeigt,.daB die statischen zylindersyn-inietrischen Metriken und 
die Metriken mit  

•	(j2 = e2c((dxi)2 + (dx2 ) 2 + (dx3) 2 	.	= (x', x2, x3) 

(V 2) erfiillen. 5) Mit Hitfe des in [3] bewiesenerm Satzes, daB ein Raum (M4 , g) mit 
einer Metrik der Gestalt (1.5) genau dann konformflach ist, wenn (M3, ) ein Raurn 
konstanter Kriinuiiung ist, lassen sich die Koeffizienten huygensscher Gleichungen 
hei statischen Metriken explizit bestinimen; dies wird aneinent Beispiel denionstriert. 

4) LJnkre •Betrachtungen sind lokaler Natur. Die Raum-Zeit kann deshuib auf eine Ko- 
ordinatcnumgebung eines Punktes x E 314 eingeschränkt werden. 
6) Uns ist au der Literatur keirie statische Metrik bekannt, die der Voraussetzung 2 nicht 
genügt und die nicilt in einerder obenenannten Klassen enthalten 1st, für die das Hada-
mardsche Problem'der Bestimmung alter huygensschen Motriken bereits gelost 1st. 

25*
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2. Spinoren in (1,3)-zerlegharen Itäurnen 

Alle nachfolgend ausgefiihrten Rechnuugen und tYberlegungen Sind lokaler Natur. 
Eine Riemannsche Raum-Zeit (M4 , g) heil3t (1,3)-zerlegbar, wenn sie ein zeitartiges, 
kovariant konstantes Vektorfeld v besitzt. Das Koordinatensystem {x. I i =' O, 1, 2, 31 
sei so gewahlt, daB v =	und 

ds2 = (dx°)2 - ,dx' dx'	Cu, v = 1, 2, 3)	 (2.1) 

gilt, wobei die Koeffiziènten q,, von x° iiiiabhangig seien [10]. Wir fassen , als die 
kovarianten Koordinaten des (positiv definiten) inetrisehen Tensors cines drei-
dimensionalèn Riemannschen Raunies (M3, ) auf (vgl. [10]) und bezeichnen alle 
GroBen, die sich auf (M 3, ) beziehen, mit über dem Kernbuehstahen. Wir be- 
nutzen alle in [9, 101 eingefiihrten Bezeichnungen, legen aber die Mr das Anhiegen 
vorhiegender Arbeit wichtigsten Definitionen und Resultate daraus kurz dar: 

Wie übhich seien cr i j die Verbindungsgro/3en, eAR tind ej' die Fundamentals pinoren, 
'P,inco der Weyl-Spinor mit 

0ijke	i' 'z7PABC1) + CARECDlPiiIZ 

(, -
	'- AB1	

}	

( 2.2) 

tind A = —R/24. Wegen der Gestalt (2.1) der Metrik 9 gilt 

/	•	1 
0Aia0B	--

Die synmetrisehen, auf M3 eingeschrdnkten Verbindungsgr6f3en &,AB werden definiert 
dureh AB =	0,Aj7OB . Essei 

(iITh)  
cA,..A, = V 

der zu A,...A, adjungierte Spinor. Jeder 1-Spinor	== 0 kann so normiert werden, daB 
das Paar	} cine Basis iniSpinorrauni bildet mit 

CAB = 77A17B - ?)A7/B.	 (2.4) 

Der libergang zu jeder neuen Basis {1A ' , ')A'} wird durch eine SU(2)-Transforrnation 
verniittelt.	sei die mit den eingeschränkten VerhindungsgroBn vertauschbare 
kovariante Ableitung und V .A B =	Bezughich einr Basis {?1A, 71A} definieren wir
die Differentialbperatoren D, 6 und 3 gemaB 

D = 1A 7 +BVAB ,	= _7?AB1AB ,	?1VB	 (2.5) 

A AB , BAR und OAR seien die eingeschrãnkten Spinoren des Zusammenhanges zur Basis 
{'iA, '1B} . Für diese gilt	 S	 S 

VA&1C AAB?C + flAB)C + ,	VAB?)C = OAB77c - AAB?1c+,	1	26 
AAB = +C BC	= _ C AB,7C ,	C = ?1 +CV A &1C + , j 

AA B = A B ,	CAB =	 ( 2.7) 

Als eingeschrãnkte Newman-Penrose-Koe//izienten hezeiehnen w I r die Skalare 

= 
-	S	 (2.8) 

& = BAB A r1 8 ,	 L&7I,i+B,	=

(2.3)
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Aus (2.7) ergibt sich  

= —,	
=	 S 

-.	

=77 —X = 1OAB3)1,	= 
Für sine zweimal stetig differenzierbare Fu.nktion ii gelten die Kommutatorrelationen 

(2.9) 

-	('Do — OD) h = (29 - ) Oh + &h - 2Dh.	- 

1st (i,	eine Basis mi Spinorrauni, so ergeben sich mit den geniäB 

IPO = WABCD'?'fI,	Wi = WABCD	
BC+D,

	
(2.10) 

1P4 = 

definierten Skalaren VO , ..., v die folgenden Ricci-Identitdten fur die eingeschränkten 
New man-Penrose-Koeffizienten:	 - 

-VI 

( ± O) + ( 5 . — )- 2f ±	 )-=	2 + A 

I)& + O — 2( -- f) +&( + —49)	=VO (2.11 

 5) : — 2&f Vi 

—D-f-à—&.—àZi-2(+ ;fl )	 = v2+2A. J 

Für die Skalare WO , ...,	gilt' ferner	 . 

'P4	Wo	W3 =	Pi	tP2 = tP2,	.	 . (2.12) 

was gleichbedeutend mit	BCD = WA BCD ist. Zwischen den Krummungsspinoren 
(1 ,3)-zerlegharer Metri ken besteht fOlgender Zusam menhang:- ,	

S 

2 AfijjaoE 49OF = WABEF + A (EAEEBF + EAFEBE).	 . (2.13) 

Daraus ergibt sichzwischen deni Ricci-Tensor des Ratitnes (1113, ) und deni Weyl-
Spinor der Beziehung	 S . 

1PA9CD	
(-	

- -- ãñ)	CaBD.	 (2.14) 

.Weiterhin wird in [9, 10] gezeigt: Der Weyl-Spinor ciner statischen Rauni-Zeit ist 
vom Petrov-Typ I, D oder 0. 1st 1PABCD voni Typ 1), so giht es eine Basis {, 
für.die  

'PABCD = 6W2?2(A1B71c 71!i) " it 1/)2 E H \ {0	 .	(2.15) 

gilt. Die Basis. ist in diesem Fall nur bis auf eine Phasentrañsforrnation der Gestalt 
— e'' eindeutig bestiinmt. Ast der WeyJ .-Spihor vom Petrov-Typ 1, so gibt es 

eine Spinbasis {iA, '?A} mit  
—	 I	+ + + +',- r	 ++

WABCD — Wo1A 1)1i7c'1D -r 77A7B 71c 7)D ) m W272(A ?7B3)C ,fl) ),



390	R. ILLOE 

wobei tp0 , 7p, E It und 0 =0, #o == gilt. Die Spinoren 7)A, mit den Eigen-
áchaften (2.15) bzw. (2.16) heiBen Normaispinoren. Durch Differentiation .yon (2.16) 
erhält man bei Beaehtung von (2.6) 

V EFIPABCJ) = (V'sFvo ± 4Ip0AEF ) JA1B9)C1)D + (voEF + 3t'2C5 ) 4)(A1B7C')D4) 

•	 + (EF1p2) 617(A?)B1C7)D) 

	

+ (ooCr + 3v2EF)	 + ( 5 'ipo'— 4vOAEp)
(2.17) 

Aus den Bianchi-Identitãjen ergèben sich folgende Beziehungen zwischen den Ab-
leitungen der- Krummungsspinoren:  

	

1cD,pABCD__ 2 AEA;	 (2.18) 

it {A, A} eine Basis aus Normalspinoren, so ist dies gleichwertig zu dem System 

40 + 6V2 + 26A.= —2(2.± hvo + 62	
(219) 

2(DA—Dv2)='(&+ )w-f- 3( +	V2;	J 
Schlie!3lich wOrden in [9, 10] noch folgende fur das Weitere nützliche Beziehungen 
hergeleitet:	 0 

—f2 o VEIARcJ = EF1PABCD 

21oHooF' VGYVEXPABCD = VG!IVgF1pABCD -	
(2.20) 

_41/2obpL OA	 wV_	= VEFAA,4 

8aOH" 00F aOA	ao•4	 VGHVEF1PA,A,AA. 

3. Spinorielle Form der notweñdigen Bedingungen 

Die in den notwendien Bedingungen (1.4) für die Gultigkeit des Huygensschen 
Prinzips auftretenden Terisoren sind svie folgt definiert (siehe z. B. [30]) 

C j = VkV (kLj]j __	.C'/L,	(Bachscher Tensor),	.1 

= VkCIII m VL.Clj,j,m - 4C,.'[2VkSI ,I ,, + CkiimLlm] 

	

+16Si1.kj,j ,	 •	
•	( 3.1) 

= 2Vj C /dIj, 1 Skj .t 4 Ck,. [ ,2ViSkl i - Ckm, j Lmj .]	- 

+ 281,kSII" 

wobei gilt 

Li := —R 1 ± - q jR und S'1k := V IkL lI =VIC'IkJ 

Die Berechnung des Spinoraquivalents des symmetrischén, spurfreien Anteils cines 
Tensors wird durch den folgenden Satz weent1ich vereinfacht (siehe [13];. dieser 
Satz ist eine Anwendung der in [19] hewiesenen Ta'tsache, daB jder.Spinor gleich 
dem symmetrischen Spinor modulo Produkten des Fundamentaispinors mit Spinoren 
niedrigererStufe ist).	•
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Satz 1: Es sei T em r-stu/iger Tensor mit 
4+ 

Dann gilt 

TS(T1..,)  
Mittels (2.2) kann man nun die Spinoraquivalente der Tensoren (3.1) direkt be 

p 
rechnen. Die TS(N) . (p = 1, 2) zugeordneten Spinoren erhält man dann nach Satz 16). 

s ergibt sich folgendes Resultat, wobei wir vereinbaren, daB im folgenden flber 
Indizes mit Subindizes und gleichemKernbuchstaben stets ,zu synunetriseren ist: 

•	C * CA Blk .	 . 

— V	 -.	WZ	 Gil. 

	

• - A a tpwxYz	y  VA	 m lpwxyz AB rn V'ARGHP xy' 

TS(Nj;j , jj )	NA,A.A.A.±iJ.1.

B =	 + 8 jiI±.VA,V±PBA,,I.A. 

VBIF - 32V.A,A.Vi.±3L 

16 VBA -	 16A7pAA,A,A,ip1.,141 

-.- NA,A,A,A,j,j.j.j.  

= 2iA,AIAVAjVB 

-j- 2V 4,	t.A-,±.VPBA,A.A. f 
B	 - - 4'P A,A.A.P XX 1X,BA,iX. + 

	

Definition 1: Es sei T eiri r-stufiger Tensor in M4 und	. 

•--
DerSpinor	 .	 S 

	

I	I—r	j	1,	. 
= k—V2) a08,	0B,	A,AXX,	 (3.2) 

	

hei0t * Aquivalent von T.	 S 

Bernerkung: Aus (3.2) und (2.3) folgt 

	

= 0	A,A,X,X, = 0. 

Die Berechnung der *Aquivalenteder Tensoren (3.1) ist bei Verwendung der schon 
frUher hergeleiteten Beziehungen (2.13) und (2.20) sehr einfach. Die Verjungungen 
über die punktierten . Indizes werden hierbei niittels (2.3) ,,aufgelost". Man erhält 
verniöge der . Ietzten Beziehung von (2.20)' und (2.3) zurn Beispiel 

2aoc X a001' V2V8* 3;j,,.	X	' = 2aoc a00	ke*VA ftV B 3wi	 ,	- 

= 800cX a00 0bE	 = VAEVPFCDE. 

6) Derj3achscheTonsor C, (3.1) tt bereits symmetrisch und spurfrei (sieho z. B. [30]).
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Insgesamt ergeben sich folgende Resultate: 

C BCD = 4EBF?PCDEF + V C EV DF1P4BEF ± 21PABEFIPCDEF + 4IhPABCP ,	(3.3) 

A7*	 - 
K,jC8K,K,LL1L.L, 

8A K,KK IV A LVP8L.LL. + 8 L,LLY A 

+2 AB1PKK.K,K AB1P LILIL,L, -	 . 

- 16 KK.K.1pB L,L,LI1PK4LAB	 - 

+ 32AKKK,LV,LL,L,K,,	 (3.4). 

xis K 1 K,K,KL L.L.L,  

= 2KK.K.K,L ABLLL + 2VA L,LaLYL,K,VABRK,K,K 

+	 + 2 

-	 +	 (3.5) 

Definition 2: , 2 und seien diejenigen Mengen.aller (1,3) -4erlegbaren Me-
triken g, für die die skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwellschen Gleichungeri (1.2) 
hzw. die We3,I-Gleichung(1.3) huygenssch sind. Weiterhin sei 

= iU	U3 und	= ( i n2)u(1n3)'u (2 fl3). 

Folgerung 1: Nach (1.4) und Bernerkung 1 gilt /fir g E 1 

CABCD_O

	

14 16 131	(3.6) 
N K.K,K,LL.L,L - AN I K,K.KLL.L.L = 0 mit i. €	

-, 

und /ilr g e 1:	 5	 - • 

5	 1
(3.7) 

N*	 —NK,K,K.K.L,L,L,L - 

Bevor mit der systenmatischen Auswertung dieser beiden Systeimme begonnen .wird, 
wollen wir noch zeigen, wie sich mit Hilfe des hereit.gestellten Apparates leicht bereits 
bekannte Beziehungenableiten lassen. Dazu überschieben wir zunächst die Bachehen 
Gleichungeri CBCD= Omit eCB0; esergibtsieh bei Beachtung der Bianchi-Identitit 
(2.18)	.	 - S 

AB ABA =	1PABCDWAB.,	 -	'(3.8) 

Aus (2.14) it zu entnehmen, daB dies zu der von P. GUNTHER [3: S. 191 entdeckten 
Beziehung  

=,0
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• aquivalentist. 7 ) 1st 011, i} eine Basis im Spinorraum, so erhält man bei Beachtung 
von (2.10) and (2.12) 

	

AB 4B/1 =	+ 4v,1I +	 ( 3.9) 

woraus direkt zu entnehnien ist, daB aus V VABA -= 0 das Verschwinden des Weyl-
Spinors folgt. 1st. speziell {i A, 7A} eine Basis aus Normaispinoren, so ergibt sich -, 
verwendet man [10: (8.30) und (8.32)] - die folgende, zu (3.8) aquivalente Differen-
tialgleichung.fiir die Eigenwerte 2, 22 und 23 des Ricci-Tensors Rn,: 

VA R(2 1 + 22 + 1.3 ) = (2 - 22)2 + (Al- 23)2 ± 0-2 - 2)2 

EsseinungE .	 = 0rnit"' ... K,L.

(man beachte hierbei die Symmetrisierung!); es ergibt sich 

ipABCD	BCD - 8A1PABCD1P CD	4ABTPBCDEFA1PCD'F	0. 

Wegen des Verschwindens des Bachschen Tensors erhält man dãraus 

	

A 1/1ABcb°	--- VA RCOEVF CDFF . .	 - ( 3.10) 

.Das ist zu der von V. WUNSCH [29: S. 341 hergeleiteten Beziehung iquiva1ent. Bei 
Verwendung eiiier Normaispinorbasis kann man sich auch direktdavon überzeugen, 
daB die rechte Seite von (3.10)negativ definit ist. Somit folgt aus (3.10) für 21 0 
das \7 erschwindn des Weyl-Spinors. 

Zur Auswertung der .Bedirigungen (3.6) hzw. (3.7) benutzen wir die von E. T. 
NEWMAN und R. PENROSE [161 eingefuhrte- Methode: Die Gleichungen werdeii 
mit geeignet zu wahlenden.Basisspinoren Uberschoben, -urn auf these Weise 
Differentialgleichuiigen für skalare Funktionen zu erhalten. Dabei erweist sich die 
folgende Dyadenschreibweise als zweckrnaBig: Alle freien indizes, die mit 77A uber-
schoben werden, werden durch em - ersetzt; beirn Uberschiehen mit	setzen wir 
em + an die Stelle des Index, z. B. C___ : i)a Differentiation 
und tberschiebung nicht vertauschbar sind, vereinbaren wir bei dieserSchreilweise, 
daB die Ubersehiehung inner nach der Differentiation erfolgt. Jedoch kOnnen Ver-
jungungen nit eAB herausgezogen" tind anschlieBend verniittels (2.4) aufgelost 
werden. Man erhüit z. B. bei Verwendung von (2.4), (2.17), (2.8) und (2.5) für elne 
Nornialspinorbasis {,	-	 -	- 

	

=	+B)jCj7DV,4G)GBCD	 • 

/	-	= 1C(1G+H	?7+G1I) VA!!CBCD =: V	-	 • - 

— ()oCEF + 3tp2&EF) 1E+F - VEFP21E?)F =	- 3V'2 + 42• 

Es sei-noch bemerkt, daB beirn Ubergang + —> -, — —> + alle Terme dieser Gestalt 
in ihr Konjugiert-KonLplexes ubergehen (eventuell mit Vorzeichenwechsel, vgl. [9]). 
So ist zurn Beispiel +G G_+± =	nit Hilfe derartiger Beziehungen kann der 
in den folgenden.Kapiteln erforderliehe Rechenaufwand reduziert werden.	- 

7) Man beachte zusätzlich VABVAB = — VV [10: (4.10)].
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4. Petrov.Typ D des Weyl-Spinors 

In-[10, 11] wurde gezeigt, daB der Wevi-Spinor einer statischen Rauin-Zeitstets voni 
Petrov-Typ I, D oder 0 ist. 1st l,vABcD voni Typ 0, so gilt bei (1.1)—(1.3) das Huy-
genssche Prinzip [2, 6,31]. Wir betrachten indiesem Kapitel zunächst den Fall, 
daB der Weyl-Spinor zur Metrik g (in einer offenen' Menge) vom Petrov-Typ D ist. 

Satz 2: Das System (3.6) besitzt /ür2	—4 keine Losung g deren Weyl-Spinor vom 
Petrov-Typ D ist. 

Folgerung 2: Es sei (1lf,, g) eine Raum:Zeit, deren metrischer Fundamentaltensor 
statisçh und deren Konformkrummungstensor vom Petrov-T?jp D ist. Dann gilt für die 
skalare Wellengleichung (1.1), die Maxwell8chen Gleichungen (1-.2) und die Weyl-
Gleichung (1.3) das Buygenssche Prinzip nicht. 

Bweis von Satz 2: Arigenomnien, das S5'stëm (3.6)hatfur . E. R eine Lösung g, 
deren Weyl-Spinor voin Petrov-Typ Dist. {A, +} sei eine Basis aus Normalspi-
noren, es gelte also (2.15). Der Ubersichtlichtkeit wegen führen wir die Auswertung 
der Gleichungen (3.6) in Seliritten 1-6 durch. 

1. Zunächst uberzeugt man sich anhand von (3.5), daB wgen (2.15). N* 
= N ^ = 0 gilt. Zur Berechnung derjenigen Terme, die erste Ableitungen des 
Weyl-Spinors enthalten, ist es hierbei zweckmaBig, die Zerlegung (2.17) zu'verwenden. 
Man beachte daB bei . Typ D-Metriken VO 0 gilt, so daB zum Beispiel alle Terme 
der Form V45tp___ und	verschwinden. Nach gleichn Cberlegungen ent-. 
nimmt rnan aus (3.4)	 • 

3241pA__) 2 ,	••• ---

Atis (2.17) und (2.8) folgt 

	

= 3 P2q ,	 = ( 3 '2) (32): •.	 - 

Berflcksichtigt man all dies, so folgt au s (3.6) fur. € R und ip2 + 0, daB & = =0 
ist.	 S 

2.: Wir differenzieren	t'-- und erhalten mit (2.6) 
VEF()')VA G,pcncD )	 •	 • 

= 4AEp17CDAG1PGBCD	
• 

+ 4E	 + ?1 B	FVAGIPGBCO.	 (4.1) 

(Jberschieben wir dies, mit	so foigt wegen	= 0 und 9 = 01 daB 
= 0 ist. Nun muB nach Folgeriing 1 der Bachsehe Tensor, ins-

besondere also die Komponente C_, verschwinden. Berechnet man these nach 
(3.3), so folgt VV_0 	= 0. Beachtet man all dies und & = 9= 0, so entnimmt 
man (3.4) und (3.5)	 • 

	

= 0,	 = _18(}p4 )2	 . (4.2) 

• 

(man beachte hier und ml folgenden die Synimetrisierung!). Unter erneuter Ver- 
wendung von .

(217), (2.5) und = 0 folgt schlie8lich aus (3.6) und (4.2) bV2 = 0. 
Aus der ersten Bianhi-Identität von (2.19) ergibt sich dann noch âA = 0. 

3. Da aus A = const nach (3.9) V2 = 0 folgen wUrde, muB es wegen ÔÂ = 0 einen 
Punkt (und folglich eine offene Menge) mit DA 4r 0 geben. Berucksichtigeii wir
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ÔÁ = 0 und DA + 0 in der ersten Komrnutatorrelation von (2.9) für die Funktion A, 
so folgt 6 E R. Per Spinor des Zusmmenhanges LB (und damit auch CAB, siehe (2;7)) 
hat also nach den bisherigen Untersuchuiigen nur noch eine reelle Komponente, die 
nicht notwendig verschwindet.	

0 - 

4. TJnterBeachtung von 6 E R und der zweiten Bianchi-Identität. von (2.19) 
erhält man V_A	= V+A+_ DA (alle anderen uber ein Indexpaar verjungten 
ersten Ableitüngen des -Spinors verschwinden, wegen &_= =	= 0). Durch 
Differentiation dieser sowie der Gleichungen V^A PA__	V_ A+_ = 0 ergibt sich
bei erneuter Berueksichtigung der schon, ermittelten Bedingungen an die Newman-
Pen rose-Koeffizienten	 - 

V,B4 = —DDA 
0•	 1 . --	 -. -	0	 (4.3) 

-- VV+B _ = _VV B B+_ .= DA. 

Man uberzeügt sich nun sehnëll davon, d'aB von den Bachschen Gleichungen bei 
Berucksichtigung aller in den Schritten 1-3 ermittlten .Bedingungen,.-nur zwei 
noçh nicht identisch erfullt sind. Diese lauten bei Beachtung von (4.3) 

C=6DA+2DDA+2ip22+4ibp2=0 1	 (44) 
-C_= —2DA---2DDA _402'+4A2=0.I	- -	- 

Subtrahiert man dieseGleichungen voneinander, so ergibt sich (3.9). Das System (4.4) 
'ist aquivalent zu  

DDA	V2 + 4Ai2 und 1$DA = --	- 2Av2.	
- 

•2 V2

Es ist benierkenswert, daB man hieraus dureh Differentiation und ansch1e3ende 
Verwendung der Ricci und Bianchi-Identitäten keine veitere Jnfornition ge-
winnen kann. 

5. Bei BeaOhtung aller bisher ermittelten Bedirigungen sind dem System (3.6) nur 
noch die beiden folgenden Gleichungen nicht identisch erfUilt: 

-	 = 0,	'	 (4.5), 

(4.6) 

Nach einiger Rechnung 'erhält man 

=Ound	••-H- = 18(DA -p2) 2 ,	 ' S 

woraus nach (4.5) DA =6ip, für beliebie 2 folgt. Auch these Beziehung ergibt 
zusaninien mit den zuvor erhaltenen noch keinen Widerspruch Z  V2 4 0. Es ist 
also unumganglich, auch nochdie letzte Gleichung (4.6) auszuwerten. 

6. Es gilt bei Beachtung alter vorangegangenen Schritte - 
=	

und	 = —22, 

also nach (4.6) 2(4 + A) V'23 = 0. Daraus folgt aber IP2 = 0 für 2 + —4. Das System 
(3.6) besitzt also für 2 + —4 keine statischen Metriken, deren Weyl-Spinor, vom 
Petrov-Typ D ist, als Losungen - I
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5. Petrov-Typ I des Weyl-Spinors iirid g € lj 

1st der WeylSpinor zur Metrik g vom algebraisch allgenieinsten Typ I, so ist die 
Auswertung des Systems (3.6) wesentlich komplizierter ats bei Typ D-Metriken und 
gelingt uns nur tinter zusätzlichen \'oranssetzungen. Wir betrachten deshâlb zunächst 
den Fall, daB die Spinoren N*,' N* einzeln verschwinden. 

Satz 3: Eine (1 1 3)-zerlegbare Metrik g 1st genau dann Los'ung des Di//erential-
gleichungssysterns (3.7), wenn der. zu g gehorende Weyl-Spinor verschwindet. 

Folgerung 3: 1st (111 4 , g) eine statische Raum-Zeit und gilt /ür zwei der Gleichungen 
(1.1)—(1.3) das Iluygenssche Prinzip, so /olgt 'PAHCD = 0 und Gim,	0. 

Beweis von. Satz 3: g s-ei eine Losung des Systems (3.7). Wir nehnien zunächst 
an daWes einen Punkt x E M 3 gibt, in deni der Weyl-Spinor zur Metrik g von! Petrov-
Typ I ist. Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann auch eine Unigebung U(x), in 
welcher 1PARcD voni Typ I ist. ?A+} sei eine Basis aus Nornialspinoren in U(x), 
es gelte also (2.16). Für die folgenden RecFinungeri ist es zweckmaBig, noch einige 
Abkiirzungen einzufi.ihren:	 -. 

=	 = D - 

= 3V+-?p++--, — 2 + __ = 3Dip2 +	625,	 - 

= 3_ -- - 2V,___ = 35P2 - 2v0 -i-- 6v2, 

=++)__-_ 
=	c—	 =	-	+ 4 o - ' 2'p2, 
=	 = —v'o - 32&.. - 

liii folgenden gehen wir in Sebritten 1-10 vor. 
1. Wir betrachten die Linearkombinat,ionen. 

—4N., 

•	 - _, N	+ 

Anhand von (3.4) und(3.5) iiherzeugt man sich davon, daB sich bei diesen sowohi die 
Terme, die zweite Ableitungen des Weyl-Spinors enthalten, als auéh die Absolut-
glieder wegheben. Folglich enthalten these Linearkoinbinationen nur Prod ukte von 
Termen.der Gestalt VABtPCDEF. Nach Auflosung der Verjungungen nach dciii mi 
Kapitel 3 beschriebenen \ Terfahren und nach geeigneteni Zusamnienfassen der 
Glieder liefern die Linearkonibinationen Mr g € f 

Durch eine Reihe rein algebraischer Umformu.ngen, insbesondere diirch rnehrmaligo 
Anwendung der für alle komplexen Zahlen I t gultigen Ungleichung Lu + JulLu2 -+ fl, 
erhält man das äquivalente System  

-	+=0,	 1,991

(5.1) 

/
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Setzen wir in die Gleichungen 4 + j = ' ± 2 = 0 die Newnian-Penrose-Koeff I-
zienten gemad3 der, Definition cm, so erhalten wir bei Verwendung der Bianchi- -

 Identitäten (2.19) die benierkenswerten Beziehungen 
Dv2 = —2DA und 42 = 5A. '(5.2) 

Wenden wir die erste Koniniutatorrelation von (2.9) auf die Funktion A— v2 an; 
so ergibt sich  

( -- ) DA = (Z 	) Dv2 =0. '	 (5.3) 

2. In der Linearkombination 

(N -------- _th -------- -- (N; - 4___.^) 

sind keine Absolutglieder und - vie man anhand von (3.4) und (3.5) nachpruft - 
keineTernie mit zweiten Ableitungen desWeyl-Spmnors enthalten. Da dieserAusdruck 
nach (3.7) yerschwinden muB, erhält man 

Weiterhin sind im Realteil von Nt,, ------	4N ------keine zweiten Ablei-



tungen und keine Absolutglieder enthalten. Es ergibt sich 

Re(-54 -	'+ 427 + 562) - ) =0. 

Schliel3lich miissen N*	- und N.------ - fur g E 1 verschwinden. Folglièh 
gilt nach (3.4) bzw. (3.5)  

16o,_B B _ = 2AB__AB____ - 32(V A ?PA__)2 - 16O,2; 

	

= 4 AB R	- 41p,2 V2 + 8A,02. 

Setzt man dies in die Gleichungen Ni = 0bzw.	 = 0 em., so 
ergibt sich	 - 

42 - 442 - 24Z + 44ff + 4L' - 

3. Bis hierher wurden alle Beziehungen ohne jegliche Voraussetzung an den Weyl-
Spinor hergeleitet. Die veiteren Betrachtungen beziehen sich auf U(x). Wir nehmen 
zunächst an, daB in einem Punkt 4 =1= 0 gilt; wegen der Stetigkeit aller betrachteten - 
Funktionen gilt dies atich in einer offenen Teilmenge von U(x). Atis (5.1) folgt dann, 
daB audi , ' und 2> nicht verschwinden diirfen. Auf rein algebraischern Wege sind 
dann aus den Gleichungen des Schrittes2 folgende Gleichungen ableitbar: 

-' + 0 ,	 (5.4) 

Aus S = 32) ergibt sich nach Definition von und 2) 

6VO = 2VOi + v'o -	 '	 (5.5)
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- und foiglich  
1=(-2.+ )V'o -32x;	 (5.6)

beachtet man noch e= -., so folgt 

:342 = —40 .	 (5.7) 

4. Nach (5.4) und (5.1) sind cit und ch rein imaginãr und haben den gleichen 
• Betrag, also sind nur die beiden Fälle a ,= oder cit = -2 un& damit 

nach '(5.4) h = 2c7 oder 2 = —2Y nioglich. 'Beide Fälle können nicht stetig 
• ineinander ubergehen, ohne dalI £ und 'damit cit verschwindet. Da in unsereni 
betráeliteten Punkt cit rf- 0 gilt, gilt aus Stetigkeitsgrunden in einer ganzen Uni-
gebung dieses Punktes entweder = 2Y oder = —2. Die hergeleiteten Be-
ziehungen können also differenziert werden. Aus 2 = 2cT erhäit man dureh alge-
braisehe TJniforniungen bei Beachtung von (2.16) und0 zunächst & = -, 

—5 und 0; berucksichtigt man dies in (5.3), so folgt Dp2 = DA = 0. Alit 
Hilfe der viertén Ricci-Ident.ität von (2.11); (5.6) und D2, = itcerhalten wir weiterhin, 
daB auch und f rein inlaginär scm müssen. Dann foigt aher aus (5.5) und (5.7) 

- ) = 0. Aus 4 + X = 0 folgt unmittelbar D 0 = 0, so daB sich schliellhich 
- v'= const ergiht. Voilig analog erhält man 3 '2 + ?po = const für den Fall 

5. Wir betraelten nun die Transfoimation der Basisspinoren 

=	 (9 +	 =	 ( — b' + 
•	•'	'	(5.8) 

1-f-i	.	 1—i 
'lA	2	(A -'f' ")A ' ) ,	'lA.	=	2	LI "1 '/•4"i . 

Diese bewirken cine zyklische Vertausehung der den Spinoren {q, ?IA} zugeordneten 
.Basisvektoren l, a., und b,. (vgl. [9, 10]). Es gilt ?)All/+A = 71A71 = 1; folglich 
bilden {,jA', 1A + } und fr/A", i " } eine Basis mi Spinoriaiim. Durch Berechneii der 
Koeffizienten (2.10) iiberzeugt man 'sich davon,dall	und VA " . '1A' aiich
Normalspinoren sind. Es ergibt sichu. a. 

= '- (o + 3) und	"= — (o - 3V'2).	-	(5.9) 

Wir hattei irn vorigen Schritt festgesteilt, daB untcr der Vora ussetzung it =f= 0 eine 
der Beziehupgen 3 2 . = eonst notwendig aus deni System , (3.7) foigt. Aus 
'(5.9) ist nun ersichtlieh, daB in beiden Fallen eine Normaispinorbasis existiert, 
bezuglich der yo = const g ilt. Tm folgenden sei die entsprechende Transformation 

'von (5.8) ausgefuhrt; der Nersichtlichkeit wegen werden die Striche wieder wegge- 
lassen. Von alien bisher ermitteiten B'eziehungen vermerken 1wir lediglich tp0 ZF,const, 
wobei die Konstante wegen (2.16) und (5.9) von Null versehieden ist. - 

6. Bezuglich der neuen Normalspinorbasis können nattirlich alle bisherigen ljber-., 
• legungen wiederholt werden. Ware wiederum cit =f= 0, so wUrden insbesondere die 

Beziehungen (5.7) und Dip, = 0 und' damit 5'2 = D?p2 = 0 folgen; mit (5.2) ergabe 
sieh schliellhich ii = const, woraus aber auch (3.8)8) PABCD = 0 im Widerspruch zu 
cit j= 0 folgen wUrde. Es mull also in der neuen Basis cit =.0 gelten. 

'8) An dieser Steliewerdcn innerhalb des Beweises von Satz ' 3 erstmalig die Bachschen Glei-
chungen verweñdet.	 •	-
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7. Gilt a= 0, sofolgt aus den in den Schiritten 1 und 2Ohne jegliche Voraussetzung 
hergeleiteten Beziehungen  

und 32-+ 2_ 0	 (5.10) 
Tragt man darin aje Newman-Penrose-Koeffizient,en gcmäB Definition em, so ergiht 
sich bei Berucksichtigung von yo = onst nach einfacher Rechnung 5 2 = 0 und 
- nach (5.2)	auch 6/1 = 0. Da wicderum aiis DA ='O sofort 1PABCD = 0 folgen 
wiirde, niuB also DA	0 und folglich - wegen (5.3) - E R gelten. 'Aus 2 = 0
folgt dann 5 E' R, also ist T E R und damit T = 0. 

8. Aus 4 = 0-und Y =.0 folgt nun	= 0. Differenzieren wir these Glei-
chung und überschiebenmit	(vgl. (4. Q), so ergibt sich (man beachte K= = 0) 

__B ,B	= 0, woraus man schlieBlich N-------- = _16o2 ,2 = 0 ableitet. 
1)araus folgt jedoch - vie schon mehrfach dmonstiert - = 0. Per seit 
Schritt 3 untersuchte Fall 4 + 0 fiihrt somit stets zuni Widerspruch, denn ver-
schwindet der Weyl-Spinor, so gilt naturlich (beziiglich jeder heliebigen Basis) it = 0. 
Die Hypothese 4 = 0 ist folglich fallenzitlassen. 

9. Anknüpfend an Schritt 2 bleibt Jetzt nur noch der Fall zu untersuchen, daB 
schon an dieser Stelle 4 = 0 in U(x) gilt. Dies ist kein trivialer Spezialfall der bis-
herigen Betrachtungen, da sich hierbei keinc Beziehiing der Art 2T = ±2 ergibt, 
die ja wesentlich benutzt wurde. Aiis 4 = 0 folgen wie in Schritt 7 die Beziehungen 
'(5.10); wegen V.	0 gilt al'o 

= Z = 0 und 6vo	 (5.11) 

Berucksichtigen wir dies in der zweiten Konimutatorrelation von (2.9) für die 
Fiinktion	, so ergibt sich D6ip0 = 4(& - f). Andererseits -kann D6ip0 durch 
Differentiation von btpo = 4v0f bei Verwendiing derersten Ri'cci-']dent 	(2.11) 

,direkt als D,40 =4v'o(ã( - ) ±	- )) berechnet werd'en. Per Vergleich 
beider Beziehungen ergibt	= &(2 T ) w€gen vo r= 0. Setzt man	=4VOiin 

.= Oem, so ergibt sich weiterhin	= —(2 - ). Wir nehmenzunichst 
2 T-	r 0 an. Dann folgt 3°P2 =	also T = 0. 1111 weiteren' kann wie in 
Sehritt 8 vo'rgegangen werden; es ergiht sich auch hier 7PABCD = 0. Trifft 2i -	0
nichtzu, so sind' nichttriviale Lösungen-wiederuin nur dann nioglich, wenn es einen 
Punkt mit ip2 + 0 gibt. Dann folgt = 0,, also ist wegen 2r =0 aitch f = 0. 
Folglich gilt nach (5.11) 1Po = const. Wir haben sPinit die gleichen Vora ussetz ungen 
wie in Schritt, 7, können also vie dort fortfahren und erhalten schlieBlich auch in 

- diesern Fall V-'ABCD = 0.	 - 

10. Danut sind nun endgultig all Moglichkeiten untersucht. Die Annahme, dal 
es einen Ptinkt x E M4 gibt, in deni der ziir Losung,g gehorende Weyl-Spinor vom 
Petrov-Typ I ist, fiihrtè in jedem Fall zum Widerspruch. Folglich ist 'AR in ganz Al,
vom Typ D oder 0. Ware nun der Weyl-Spinor in einem Punkt x E 111 4 vom Typ SD, 
so müBte dies wiederuni aus Stetigkeitsgriindcn in einer offenen Menge gelten. Dann 
ware g aber auch Losung von (3.6) für alle A mi Widersprucli zu Satz 2. Folglich ist 
der zur Losung g gehörende Weyl-Spinor oni Petrov-Typ 0. Andererseits 1st 1PABCD = 0 
tatsachlich Losung von (3.7).. Satz 3 1st daniit vollstandig bewiesen I 

6. Petrov-Typ I: des Weyl-Spinors und g € tj  

In dieem Kapitel 'wird die Losungsmenge des Systems (3.6) für (1,3)-zerlegbare 
Metriken, die geeigneten Zusatzbedingungen gen ugen, besti mnit. mi folgenden K.1- 
pitel 7 wird gezeigt, dad diese von Nviclitigen Kiassen statischer Metriken erfuilt
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werden. Man beaehte, daB im Beweis des folgenden Satzes 4 aus (3.6) zunächst unter 
sehwacheren Voraussetzungen, als sie in ihm formuliertsind, eineReihe einschran-
kender Bedingungen an die Newman LPenroseKoeffizienten hergeleitet werden. 

Es sei g eine (1,3)-zerlegbare Metrik und {")A, 'qA) eine Normaispinorbasis. Für g 
form ulieren wir die folgende Yoraussetzung9) 
(V2)	G0	= 0 und__ +_ € R. 
Diese ist aquivalent zur Bedingung 

D?p0 - 4p0 ±	+ 3& = 0 und —& - 3 2 € II	 (6.1)
sowie zur Bedingung 

•	lab'VR, =	1'VfQ], =	(Q11']'= 0 
(leãa' -	 = 0 

in der I A, d. und die paarweise orthogonalen normierten Eigenvektoren des Ricci-
-Tensors R, bezeichnen (vgl. [9, 10]). 

Satz 4: Eine (1,3)-zerlegbare Metri/c g, die der Voraussetzung (V2) genugt, ist genau 
damn Losung des Systems (3.6) /fir 0 :!E^ 2 <4, wenn der zu g gehorende Weyl.-Spinor 
verschwindet. 

Folgerung 4: 1st g eine (1,3)-zerlegbare Metrik der Vorawssetzung (V2), so gilt /ür 
die skalare Wellenjleichung (1.1), die lllaxwellschen Gleichun gem (1.2) oder die Weyl-
Gleichung (1.3) das Huygemsche Prinzip genau dann, wenn der Raum (M 4 , g) kon/orm-
/lach ist; 

Beweis von Satz 4: g 'sei eine Losung des Systems (3.6). Wie beim Beweis von 
Satz 3 nehrnen wir zunachst an, daB es einen Punkt und foiglich eine,offene Menge 

• gibt, in der der Weyl-Spinor zu g vom Petrov-Typ I ist. '1A, 77 4 } sei eine Normal-
spinorbasis, es gelte also (2.16). Tm folgenden gehen wir in Schritten 1-8 vor. 

1. Wir betrachten die Linearkombinationen 
11	'	 p = Re I-i v22(N -------+	____) 

+ 2 02N - _ 	- 

	

p = 1, 2. 

Mit Hilfe von (3.4) und (3.5) folgt, daB sich in K' diejenigen Ternie, die zweite 
Ableitungen des Weyl-Spinors enthalten, sowie die Absolutglieder wegheben. Somit 
enthä l t	nur Produkte von Ternien der Gestalt VAB?PCOEF. Es ist	die einzig 
mogliche Konibination von Komponenten der Siiinoren N* , N* und C mit dieser 
Eigenschaft. Nach aufwendigen Reehnungen ergiht sich 

K11=a+4(a—b)(ã—b) 
+ (c ± )2 + 4 ([c + fl , — [b ± b]) 2 + 4([c - ] [b - b])2 

K 2	-- aã ± (a - 6) (a- ) - -- (a - 26) (i - 2) 

+ -- (c + )2 -f- ([c + J - [b + ])2 -	([C + E j —2[b + b])2, 

9) Die schwachere.Voraussetzung (V 1), für die bereits eine Reihe von Teilaussagen abgeleitet 
werden kann, wird im Beweis von Satz 4 formuliert werden:
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mit'
a = ( —	— —1P.-+1) + 
6	-&_. -f	Lip 4^L4. —2VV i 1 1 + 
C =	—	 '. 

• b = psV_ip, - voV_v.44+_.  
Für g E ij gilt nach (3.6) K(') - 2K(2)' 0, woraus folgt 

(1 — 	ad + (4 — A) (a - b) (a - ) + - (a - 26) (a - 2b) 

+ (1 —
	

(c + )2 + (4 —2) ([c + ] — [b + b]) 2 

+([c +] —2[b +bI) 2 +4([c —b] _[.])2O	 (6.2) 

2. Letztere G1eichurg wurde ohne jegliche Voraussetzung an den Weyl-Spinor aus 
(3.6) hergeleitet. 1st nun 0 :!E^ 2 <4, so sind alle Summanden auf ihrer linken Seite 
nichtnegativ, mit Ausnahme des letzten. Die folgende zusätzliche Vorausetzung 

(VI)	Für die Metrik g gelte C - b € R	 ,. 
gewahrleistet, daB 'dieser Summand verschwindct Diese ist zu jeder der folgenden 
Bedingungen äquivalent:  

-	€ R,	,	 •	' 

•	irn {2poip i( — 2) + (3V'22	' Vol ) &}	0, 	 • (6.3) 

1 0ã'b'{v2 (V1 R 1 , + V[ Q.L] ) + t,VO V[ . J0 }	O  

-, In letzterer bezeichnep L,, a,. und bl, wiederum die Eigenvektoren des Ricci-Tensors 

3 Für das Weitei-6 wird angenommen, daB die Metri g (Vi) genugt. In(6.2) 
verschwindet damn der letzte Summand und die linke Seite dieser Gleichuñg wird 
für 2 € [0, 4) positiv definit. Folglich muB jeder Summand einzeln verschwinden. Mit 
Hilfe von (2.17)'errnittelt man zunächst	 . 

a = 2( i2ôo — V'oV's) und Re C = P2DV)o -oDip2.  

Da a und Re c, nach (6.2) verschwinden mtissen, folgt daraus wegen 

1P2 =	o mit ix = const.	 (6.4)
'Auf dem gleichen Wege ergibt sich aus 6 = 0 und C — b = 0 

•	–,	.

	

'I	'(6.5) 

Weitere Informationen lassen sich nicht aus (6.2) gewirmen. Ware a = 0, so/folgte 
aus (6.5)	= &	0; dann gilt aber nach dér dritten Ricci-Identität von (2.11) 

10) Uns ist keine Metrik bekannt, für die Voraussetzung (Vi) nicht gilt. 1st z. B. der Weyl-
Spinor vom Petrov-Typ D, so reduziert 8iCh (Vi) zu a e R; dies kaun aber stets mit einer 
Phasentransformation.,3 4 - e'A erreicht werden. Foiglich kann die Beziehung (6.1) auch 
als Ausgangspunkt für die Diskussion von TypD-Metrikon gonommen werden. 

26 Analysis Bd. 6, Heft 5 (1987)
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Vo = 0 und ware vorn Typ D. Fiji das ,Folgende kann also	0 angenommen
werden; (6.5) ist dann aquivalent zu

1-3x2 4f = 2 — flx und, 4g '= —2 0 — fl& mit	=	.	(6.6) 

Hieus ist zu entnehnién, daO der Spinor des Zusanimenhanges AAB bereits you-
standig durch LB bestimnit ist. 

4. Zur besseren tYbersicht führeui wir noch folgende Bezeichnungen em: 

= V+_V_tPB_,	Z2 = _+ PB_	Z3 = V_VJVB+__, 

-	 z4 = V+V+B1,,B+,	z5 - V++V+P8,	Z6 = V++V_81pB._. 

Durch Berechnung der Terme ô(b - a) = 0, (b - a) = 0 und D(c — b) = 0 ergeben 
sich die Zusaiimenhange 

+ z3 = 4f6G	+ ( (32 — 1) - 2c&)	,,ij. 

2 + z6 =	 + ((32-	a 	2x) Gp	 (6.7) 

—aZI — =	 + ((3x2 — 1) + 2) Gp 

Die Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt bei Beaehtung von (6.6) 
2) + - z6 = 0. Durch Differentiation der Relationen (6.6) erhält man 

nach einer Reihe von Uniformungen bei Einbeziehung der 2., 3.und 5. Ricci-Identität 
von (2.11) die Beziehun 

o=r (
	) (

II + I&! 2).	 (6.8) 

Für LN = 1 folgt aus ihr und (6.4) .2 = VO = 0; fur das Folgende kann also ebenfalls 
1 angenomnien-werden. 

5. Obwoh] fiir.die Metrik g, die nur der recht schwachen Voraussetzung (Vi) 
genügt, aus (3.6) eine Reihe notwendiger und ubersichtlicher Bedingungen abgdeitet 
wurden, reichen diese noch nicht aus, einen Widerspruch zur Annahme, 1PABCD ware 
vom Petrov-Typ I, zu konstr,iieren. Für das Weitere sei deshaib angenorunlen, daB 
die Metrik g der Vbraussetzung (V2) genugt, die offensichtlich eine Verscharfung 
von Voraussetzung (Vi) darsteilt (man vergleiche etwa (6.1) mit -(6.3)). AlIc bis-
herigen R.esultate bleiben foiglich gultig. Set.zt mah 

=	und = 

so erhält man ztinächst tinter. Berucksichtigung der in den Schritten 1-4 herge-
leiteten Beziehungen 

=	= V_G1pG+f_= .+G G+__ = 0	 1 (6.9) 
= t V___ = ,	- , +++ = r. 

Diese Formein gestatten es nun, aus den Terinen z1 , ..., z6 die zweiten Ableitungen des 
Weyl-Spinors zu eliminieren. Dabei geht man folgendermaBen vor: Zunächst erhalt 
man z1 tind z4 durch Differentiation von	= 0 bzw. V_PGL = 0. Es ergeben 
sich z3 und z6 dann aus den Bachschen Gleichungen Ci_._= 0 bzw. C = 0. 
AnschlieBend bestimmt man z2 und z5 aus der 2. bzw. 1. Gleiehing von (6.7). BerUek- 
sichtigt man zusätzlich die sich aus C. -- = 0 ergebende Beziehung zwischen z4 und z5,

/ I
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so erhält man 

t +	J)o1 + 2A 0	 ..	.	 (6.10) - 
und schliei3lich	.	 . 

0Zi t — O2 — 2A 02 ,	ip2z2 = 2 +	- o22 + A02, 

VOZ3 = 0 + VO 2 02,	 V?OZ4 = i ±, VOV22 + 2Ao,2, 

VOZ5 = -	.VOZ6 =	+ VOV2 2 - 4A 
VOV2 

6. Dan-Li önnen nun die Komponenten	. 

Nt ___+__L, N 	und	 (p = 1,2) 
berechnet werden. Dàbei ist es zweckmal3ig, die. früheren Bezeichnungen4, 
zu verwenden. Man beachte, dat3 nach (V2) und (6.9) gilt 4 =	= 

V^^ = V_^ E R,'' = —3r + , 2) = + . 
Nah Schritt 5 ergibt sich aus (3.4) und (3.5) 

2	 2 

N___ 	=44	_262 * 2.D2,	N -------- = 0, 

= 2(	+	+	:+	+.—+— = 0, 

= _4(2 +	— 4 2t — 8A22), 

	

_4 2t? — 8A 22 .	. 

Für g E f3 miissen also folgende Gleichungen erfüllt sein:	
V 

2_2_2)2=0,	44+++2)=0, 
- 	(6.11) 

_2 -	+ (4 + A) zi + 2(4 + A) flip22 = 0..	. 
7.. Durcli gleiche tYberlegungen wiein Schritt 1 beim Beweisvon . Satz3 erhält man 

aus den beiden ersten Beziehungeñ von.(6.11) 141 =	und lul l =	Aus je l = leitet man nach einigen Umformungen 

tf = —ipo 2ip - 2Aip0 2	 .	 .	..	(6.12) 

ab, womit man aus der letzten Beziehung von (6.11) 0 2 + 6E + (4 + 2) 1p2 3 = 0 
erhJt. Gilt nun cr 2 > 1, so folgt atis (6.8) und (6.4) 1p2 0. Die vorigeGleichung 1st 
dann aber für alle 2 E [0, 4) positiv definit, (man beachte 2 E IL), aus ihr folgt also 
insbesondere ip ='0 und nach (6.4) auch 7p0 = 0, also ipABOD = 0. Gilt OC2 < 1, 
so erhält man aus lal = f durch algcbraische Uruformungen unter Verwendung 
der schon gewonnenen Beziehungen & = = = 0. 

8. Gilt let,zteres, so können mit Hilfe der Beziehungen (6.8) und der Ricci-Identi-
tten (2.11) die Ableitungen des Weyl-Spinors eliminiert undsoniit die 1)ifferential-
gleichungen in algebraische GIeichungen umgewandelt werden. Es ergibt sich bei 
Verwendungder 3. und5. Identitat von (2.11) atis (6.8) 6V'o = . 4 ipo + (x	1/z) 
X + 2 + 2,L't). Setztman dies. indjeDefjnjtjon von rejn und verwendet(f1O) 
sowie (6.8), so ergibt sich schliel3lich r = —2ip 2A. Vergleicht man dies mit (6.12), so 
folgt ip02ip2 = ccipo = 0 und damit wiederurn das Verschwinden des Weyl-Spinors. 

26*	.
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Damit führte auch im Beweis von Satz 4 die Annahme, Cs gibe einen Punkt, in 
dem der zu g gehorende Weyl-Spinor vom Petrov-Typ I ist, in jedem Fall zuni 
Widerspruch. Nach vollig analogen Uberlegungen 'wie am Ende des Beweise von 
Satz 3 fo1gtann, daI3 der Weyl-Spinor der Lasting g notwendig verschwindet U 

7. Beispie)e 

Die erste, 1916 von K. Schwarzschild gefundene Losung der Einsteinschen Feldgleichungen 
ist die Met.rik eines,statisehen kugelsymmetrischen Feldesim Vakuum. Der Konlormkrum- 
m u 'ngstensor einer soichen Metrik ist stets vom Petrov -Typ D (siehe z. B. [26: S179ff.]). In 
Riemannschen Räumen mit cider Schwarzachild-Metrik gilt somit nach Folgerung 2 für die 
Gleichungen (1.1)—(1.3) das Huygenssche Prinzip nicht. 

1917 wurde von H. Weyl die Kiasse der zylinder- (rotations-) 8ymmetrischen statzschen Metriken 
entdeckt. Eine solehe Metrik hat in kanonischen Zylinderkoprdinatcn r, 0, z das Linienelement 
(siehe [27: S. 266)1 

j2 = 12 dt2 - h2(dr2 +,dz2) - -%•• dO2 ,	 (7.1) 

wobei h und / Funktionen von r und z sind. Tn [10, 17] wurde bewiesen, daB der zurMetrik (7.1) 
gehorende Konformkrummungstensor im ailgemeinen Vom Petrov-Typ 1 ist. Weiterhin wurde 
in [10] zeigt, daB die statiscijen zylindersymmetrischen Metriken (7.1) eine Normalspinor- 
basis (ifl. 7+} besitzen, für die Thp0 = 5 = = = 0 giVt. Daraus ist unmittelbar crsihtlich, 
daB these Metriken (V2) erfullen (man vergleiche etw mit (6.1)). Folglich gilt nach Fol-
gerung 4, daB für dieskalare \Vellengle,ichung (1.1), die ?1axwe1lschen Cleichungen (1.2) oder 
die Weyl-Gleichung (1.3) innerhalb der Kiasse der statischen zylindersymmetrisehen Metriken 

• das Huygenssche Prinzip genau dann gilt,' wenn der zugehorige Konformkrummungstcnsor 
verschwindet.	 -. - 

Ms nächstes betrachten wir(1,3)-zerlegbare Metriken g mit der Eigehsehaft, daB der zugrunde 
lie gende (dreidimensionale) Raurn (iW,, ) konform/lach jst. Für solche Metriken existiert ei iri 

Koordinatensystem, in dem die Fundamentalform die Gestalt 
•	

ds2 = (dx°) 2 - e2 ((dx') 2 + (dx9 2 + (dx2 )2 + (dx3 ) 2 )	 (7.2) 

mit einer hinreichend glatten Funktion q, q(x', z2, x3 ) besitzt. In {i0] wurde gezeigt, daB 
der Petrov-Typ des . Konformkrummungstensors zu (7.2) von der Gestalt der Funktion q 
abhangt; es ist sowohl Typ 1, Typ D als auch Typ 0 moglich. Ein dreidimensiqnaler Raum 
(M3, ) ist genau dann konformflach, wenn 

= 0 mit L :=R,, + --	.	.	*	.	- (7.3) 

gilt'(siehe z. B. [3: S. 10]). Mit Hilfe von (2.14) erhalt man alsSpinorhquivalent des Tensôrs L 

L,OAB5CD = - 2tPABCD + (CACCBD * 6ADBC)4,	
0 

so daB die Bedingung (7.3) in spinorieller Form 

E AE(  -VF °VGBCD+ 5B(CVD)F4),+-'BF(- VA°PGDE + €50V 0 > 4A) =0	(7.4) 

lautet. 1st nun {i, ,+} eine Normalspinorbasis und überschiebt man (7:4) mit 
so folgt unmittelbar VJ G___ = 0. Wird dagegen (7.4) mit	B,7G+,+E2+F uberschoben, so 

ergibt sich zunhchst V_^. = V++ip+___. Dies ist jedoch - wie man anhand von (2.17) Ieicht 
nachpruft - äquivalent 7-u € R. Folglich erfüllen auch die Metriken (7.2) die Voraus. 
setzung (Y2) und nach Folgerung 4 gilt innerhalbdieser Masse das Huygenssche Prinzip für 
(1.1), (1.2)oder (1.3) geitau dann, wenn der Konformkrummungstensor verschwindet.
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Die (1,3)-zerlegbaren Metriken mit 0 konnen expiizi1 angegeben werden. In [ 31 wurde 
gezeigt, daB ein Raum (M4 , g) mit einer Metrik der Gestalt (2.1) genau dann konformflaeh 1st, 
wenn (M31 ) em Raum konstanter Krummung 1st. Die dreidimensionalen Räume konstanter 
Krummungsind wohlbekannt (vgl. etwa [261); ihre Metrik kann in der Form 

d12 = K2 (i +	( (dx')2 + (dx2 ) 2 + (o23)2), 

•	 K = const, e E (— 1, 0, 11, r2 = (z') 2 + (z2 ) 2 +.(x3)2 

geschrieben werden. Wir wollen diesen Satz am Beispiel der Metriken (7.2) anwenden und 
betrachten dazu die Differentialgleichung 

1 2u	3 32u	 S. •	
------2---+du0	 (7.5) 
C2 (ax°) 2	= t (ax)2	

0 

wobei c imd d beliebige, hinreichend glattc Funktionen der Ortskoordinaten x1 , x2 und x seien. 
Die Frage 1st, Mr weiche Funktionen c und d bei (7,5) das Huygenssche Prinzip gilt. Zuniichst 
multiplizieren wir 7.5) mit c 2. und setzen c2 = e- 2 '; es ergibt sich elne hyperbolische Differential-
gleichung 2. Ordnung, wobei die Koeffizienten des Haüptteils eine Metrik der Form (7.2) 
bilden. Berechnet man die Christoffel-Symbole zu (7.2), so erhalt man die zu(7.5) aqiiivalente, 

- koordina.tmiinvariante Gleichiing
 

giiV Vu + &V 1u + d e-2 u = 0 mit ai 

Diese 1st nieht seibstadjungiert, läBt sieh aber wegen ai	 jq' durch die Eichtransformation
(vgl. [21) u = 6vl2v in die bezuglich huygensschen Verhaltens aquivalente Gleichung. 

gs.ivv1v 
+ (-- + 

de2') v = 0	 (7.6) 

uberführen. Die erste notwendige Bedingung für die Gultigkeit des Huygenssehen Prinzips •	(siehe [2]) bei (7.6) lautet' 1 )	 S 

-- + de-2q,= --	d = -._ e29' 

1st diese Bedingungerfullt, so 1st (7.6) genau die Gleichung (1.1) mit der Metrik (7.2). In 
Anwendung der obigen Satze ergibt sich somit das Resultat, daB bei (7.5) \genau dann das 
Huygensches Prinzip gilt, wenn c und d Funktionen des Type c2 = K2 . ,ind d = 0 oder 

K-2(1 ± r2/4)2 und d = ±(1 ± r2/4) 2 sind. 

AbschlieBend möchte der Autor Herrn Prof. Dr. V WSCH für zahireiche Anregun-
gen zu vorliegender Arbeit und für dessen standiges Tnteresse semen Dank aus-
sprechen.	 .	 . 
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M. J-V1IK und A. V. FuRsrKov: 'Mathematisehe Probleme der statistischèn Hydro-, 
inechanik (Mathematik und ihre Anwendungen in Physik und Technik: Band 41). 
Leipzig: Akad. Verlagsges. Geest & Portig K.-G. 1986; 428 S. (Obers. a. d. Russ.; 
Moskau, Verlag Nauka 1980).  

Das vorliegende Buch ist die erste mathematische Monographie, die der Darlegung strenger 
Res,iltate in der statistischen Hydrodynaniik.gewidrnet ist. Die erste exakte Problcrnstcllung 
zur statistischen Beschreibung turbulenter Stromungen glt bekanntlich auf E. Hopf zurück, 
der dos Cauchy-Problem für die nach ihm genannte Gleichung formulierte. Der statistische 
Zugnng zum CauchyProblem für die Navier-Stokesschen Gleichungen besteht in folgendem: 

Auf dein Raum der Anfangsbedingungen (u0 (x)} wird ein Ma13 z(a 0 ) gegeben, das die Wahr. 
scheinlichkeit bestimmt,- mit der n 0 (x) zur Borel.Menge w0 gehort. Zu konstruieren ist em 
Wahrscheinlichkeitsmal3 P(a,), das auf der Menge der Losungen {u(t, x)} derNavier-Stokes-
schèn Gleichungen konzentriert ist und dessen Einschränkung bei t = Omit dem AnfangsmaB 
u(w0) übereinstimmt, d. h. die MaBo P(w) und u(w0)' sind mittels P(l. u(t, x) I u(0, x) E w0}) 
= ,u(a 0 ) verknüpft. P(w) wird raurn-zeitliche statist ische Losung genannt. Durch die Em- 
schränkung von P(w) bei boliebigem festem t E [0, T] wird eine räurnliche statistische Losung 
fz(t, (,) erzougt. Die Bestimmung und Untersuchung von P(w)'und p(t, 1 (00 ) spielt eine zentrale 
Rolle in der statistischen Hydrodynamik. Ein°wesentliches Mèrkmal der ritumlichen statisti-
schen Losung p(t, w0 ) sind ihre sogenannten Momente - 

fk( 1 . a:1,..., Xk; 1 k ,..., ik) = f ii l ' (x1 ) ... u1k(x)'i(t, (1U), 

wobei .x 1 ,..., Xk E Q R'1 und u',(x) die Koordinaten des Geschwmndigkeitsvektors u(x) 
= (u'(x)..... Uh1(X)) sind. Sic erfüllen die unendliche Kette der Fried mann-KelIer-Gleichungen 
aMk/at + AkMk = BkMkl[, k  N, wobei Ak: Qk : f2k ein Differentialoperator zweiter Ord-
nung und Bk: Qk+1 . Qk ein solcher erster Ordnung ist. 

Das Kap. 1 beschtftigt.sich mit der Frage der'Entwicklung der Losungen u(t, x) der Navier. 
Stokesschen Gleichungen in eine konvergente funktionalanalytische Reihe nach den Anfangs-
daten U0 (x). Die Ergehnisse beruhen auf dem Existenzsatz für die Inversion eines analytischen


