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Uber das asymptotische' Verhalten des Fermi-Dirac-Integrals

H.-J. ScHeELL

- . - ~

Es werden neue asymptotische Entwicklungen des Fermi-Dirac-Integrals Fp_,.(x) fiir den Fall
hergeleitet, dal z und p beide gegen Uiiendlich streben: a) fiir p ~ =, b) fiirp = az, 0 < a < 2.
Fir p — oo, }/}; = o(p — 2z) wird eine neue asymptotische Darstellung angegeben. Die mit
‘diesen F‘ormeln berechneten Werte werden far mchrere Paare (z, p) mit den exakten Werten
verglicheén,

N
BuiBomATCA HOBME ACHMNTOTHYECKHE PABJIOKEHUA HHTEIpasa (Depmn jlupaka Fy, .(x) BTOM
cilyyae, KOra z M p CTpE\iHTCH K Ge3KOHEWHOCTIN: a) mAp~z,06)maap =4z, 0 <.a< 2.
Ruap = oo, ¥p = o(p — 2z), moJay4eHo HOBOE ACHMIITOTHYECKOE MPENCTABIEHIIE. 3HAYCHUSA
fI0J1yuCHIILIe ¢ TIOMOIIBI0 dTHX (FOPMYN CPABHUBAIOTCA C TOUHBIMIL.

New asymptotic expansions of the Fermi-Dirac integral Fp-i(z) are derived_in the case that
both z and p tend to infinity a) for p ~ z, b) for p = ax, 0 < @ < 2. A new asymptotic ap-"
. proximation is given for p = oo, V; = o(p — 2x). The values calculated with thcsc formulas

are for scvera] pairs (z, p) compdrcd with the exact values. N

s
/

1.. Einleitung

Das Fermi-Dirac-Integral definieren wir mit DINGLE [3] durch

' 1 19 . ’ .
F(z) = TN, f T os dt., q > —1. . (1.1)
0 : . .

In ilteren Versffentlichungen wurde der Faktor 1/I'(g + 1) weggelassen:

Fermi-Dirac-Integrale treten u. a. in der Quantenmechanik auf, z. B. bei der Behandlung
der Energieverteilung von Teilchen, die der Fermi-Dirac-Statistik unterworfen sind. Ende der
zwanziger Jahre interessierte man sich erstmals fiir das Verhalten solcher Integrale fur groQle
(% heiBt Fermische Grenzenergie), und zwar zunichst nur fir ¢ = +1/2 und ¢ = 3/2. SOMMER- _
FELD [13] leitete eine asymptotische Entwicklung fir z — co bei festem ¢ her. NORDHEIM
[8: 271] priizisierte spiiter die Giiltigkeitsbedingungen. In (7] findet sich eine konvergente

- Reihenentwicklung von ‘F o(%) fiir ¢ fest und z < 0; ferner werden die analytische Fortsetzung
von F () fiir komplexe ¢ sowie Formeln fiir ¥ (0) und #;’(z) angegeben. Eine Untersuchung
von Rnom-:s {11] beschaftigt sich mit dem Fall ga-nzzahliger q: es wird gezeigt, dafl dann F(x),
2 2 0, als Summe aus (—1)? Fo(—z) und einem Polynom in z ausgedrickt werden kann.
Ausfiihrlichs hat sich DixgLE [3—5] mit dem Fermi-Dirac-Integral befaBt. Uber die Mellin-
Transformicrte voh'!v‘q(z) leitet er in [3] eine lntegraldarstellung her, aus der sich eine asymp- .
totische Entwicklung von F(x) fir 2 —'co, ¢ fest, ergibt, die sich von der frither bekannten
durch den Summanden ﬁq(—x) cos g unterscheidet. Er deutet an, wie man das Resultat auch
mit clementaren Methoden crhalten kann. DixcLE nennt sein Ergebnis in [4] vollstindige
Entwicklung von Fy(z). Der zusitzliche Summand ist von der Ordnung e~* und kann, da die
Reihe nach der asymptotischen Skala {x—24} fortschreitet, bei Zugrundelegung der Poincaréschen
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Definition der asymptotischen E{ntwiclzlung weggelassen werden (in den Fillen ¢ = (2k + 1)/2,k
gang, fiir die sich die Physiker urspriinglich interessierten, verschwindet er ohnehin). Bei seiner
Beriicksichtigung erhilt man geniduere Ergebnisse bei Funktionswertberechnungen, und es
wird der Sonderfall ganzzahliger ¢ exakt erfalt. In_[5] bezicht DiNGLE komplexe Argument-
werte in seine Betrachtungbn ein und gibt’ cine asymptotische Entwicklung von Fo(z) far
g — oo, z fest, an. Tabellen mit Furiktionswerten von Fo(z) sind in mehreren der genannten
Arbeiten enthalten, so in [3] [ = —1(1)4;0 <z < 10 und'g = —1,0; —4 <z < 0), in [7]
(="4+1/2,3/2;2 =2 0),-in [11] (g=1(1)4; -4 <= §\0) und in der neueren Arbeit [1]
@@=k - 1)/Z3k=0(1)6; —10<z < —1). Jiingere Untersuchungen zur Approximation
von Fg(z) stammen von Kavirkix z. B. [18]. : '

. In allen bisherigcn Arbeiten zum asympbot:isc'hen Verhalten des Fermi-Dirac-
Integrals- werden ausschlieBlich die Falle untersucht, daB eine Variable gegen oo
strebt und die andere fest"bleibt, wobei der Fall ¢ — co nur in [5] betrachtet wird.

- .Die vorliegende Arbeit bezieht den Fall ein, daB beide Variablen gegen co streben. -
. Zunichst wird der Anwendungsbereich der asymptotischen Entwicklung fiir # — oo

erneut untersucht, und es werden Bedingungen fiir einc giinstige Wahl der Abbruch-
stelle der Reihe angegeben. In Abschnitt 4 werden zwei asymptotische Entwick-
lungen hergeleitet, die fiir 2 -~ 0o und p ~ =z baw. p = az, p = g+1L0<a<?,
giiltig sind. SchlieBlich- wird der Fall p — oo, Vp =o(p — ) behandelt, Es zeigt
sich einc Beziehung im asymptotischen Verhalten des Fermi-Dirac-Integrals und der

~unvollstindigen Gammafunktion. Aus diesem Grund erweist es sich als zweck-

miBig, ‘ Entwicklungen fiir die Differenz aus F,(z) und e*I'(p + 1, 2)/T(p + 1)
berzuleiten. Diese liefern bei der niherungsweisen Bercchnung von Funktions-
werten recht génaue Ergebnisse; wie durch’ den Vergleich mit den exakten Werten
fiir eine Reihe von Wertepaaren (z, ¢). gezeigt- wird. Es ist nicht gelungen, fiir das
Fermi-Dirac-Integral — so wie frither fiir die unvollstindige Gammafunktion —
eine gleichmiBige adymptotische Entwicklung zu erhalten, die alle bisher unter- -
suchten Féllé umfaBt. ’ :

2. Die asympfotische Entwick!ung fiir x — 05, q fest .

Wir verwenden im folgenden stdndig die Beziehung , 4
p=gq+1. - ' ‘ : ‘ (2.1)

‘Aus (1.1) erhilt man durch particlle Integration die Darstellung

‘.

P e [ W s 1(2.2)
'7(x) _P(p + 1) (1 + éz_g)z j ’ . 27 7 B o .
. s D

2 sei hicr stets reell. Fir ganzzéhlige p ergibt sich hieraus nach Substitution ¢ = +u
und Aufspaltung des Integrals . e

_P(p"i‘.l)Fq(x)‘

' e w\e - [ e u\P '
B e A R e R

.

und weiter nach Substitution u = —‘(t + 2) im zweiten Teilintegml

x

. » Lo ) ".A o w\ .
D TR DR @8
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folgt dann hleraus fiir vanzzahhge ¢ > 0 das Resultat von REODES [1 1]

~ zetl 7~ m q+l ng_ ‘_49+1‘
E‘{(z)_(—l)qu( At T (¢ + D! k)"o( 2k )xzk’ ' n_[ 2 ] |
(25)

{

G = 2A2)! (1 — 2-24) ¢(2k) = 2% — 1) Byl (K =1), 29

v ‘wobei ¢ die Riemannsche Zetafunktion ‘und B, die Bernoullischen - Zahlen sind °
(speziell sind G, = n?/3, G4y = 7415, G = 3128/21, (3 = 127:;3/15 G, = 2555719/33).
Fur die Zahlcn Goy kann eine eueugende Funktion angegeben werden; es gllt na.mhch

nz C® 62‘ ok ! /
T = 1.
e TR <

(2.7

Diese ergibt sich, wenn man in der Darstellung

7z

—1+(1—nzcobnz)—2(1—zcotz)‘ “ )
Slnﬂ4 . .

2 U2

die Potenarexhcncntwncklung von 2 cot z einsetzt und-(2.6) berucksnchhlgt ‘Aus (2. 4)
entmmmt man . :

G~ 22k) (k> o).

I3

AN

. (2.8)

Fir k = listder Quotient Go/2(2K)! offensichtlich kleiner als 1 und man kahn zeigen,
' daB er monoton wachsend gegen 1 strebt Die Funktion Fq( :z:) in. (2 5) kann fiic a.lle
1220und ¢> —1 durch die konvergentc Reihe .

'

N

oo _1n 1 . . ‘ . . . l'
q('—x) ="§—£nq—zl—'e nz ) . (: . : ‘ , (2.9) B

: a.usgedruckt; werden ‘Aus ihr fo]gt speznell

o _l)nl
o E.

+ Fiirg = 0 ist F eine elementare Funktion: Fo(a:) ln (1 4 e%).
Um nun fiir mcht, -ganzzahlige (feste) q zu einer asymptotischen Entwicklung der
Funktion F, zu gelangen, die (2.5) als Spezislfall enthilt, geht man wieder von (2.3).

" aus. Wenn man das erste Integral auf der rechten-Seite formal entwickelt und weiter
der Argumentation in [3] folgt, daB nimlich fiir reelle z im Integranden des letiten’ .
Integrals (—1)? durch das arithmetische Mittel aus e+?m zu ersetzen ist, um eine
- reelle rechte Seite_zu erhalten, ergibt sich ' .

= (1 —29¢g+1) fir ¢ +0,

nq'rl

F(x)‘w F,(—=z) cos nq + P(p"l - é‘o (%) 13 | (2.10)

(Dlngle kommt aber auch ohne diese Argumenta,tlon zu diesem Resultat, mdem er
eine Darstellung von F, durch ein komplexes Integral benutzt.) Die Relhenglleder in
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(2.10) bilden fiir festes ¢ und z — oo offensichtlich eine asymptotische Skala. Bei .
Verwcndung der Taylorentwicklung von (1 + u/x)? mit Restglied fiir |u| < 2z und
. Abschitzung der Restbestandteile iiber die Intervalle (—oo, —z] und [z, 00) anstelle
der formalen Entwicklung des ersten Integrals in (2. ‘%) zeigt sich, daf

] x? n—\] G?k,_ —-20 N
ﬁq(x)—lw—(p—:'—),%(2k)—x2—k‘—0(x2) (7l€.\) .

gilt. SchlieBlich ist Fo(—x) < e~=. Somit ist (2.10) bei festem q eine asymptotische
Entwicklung der Funktlon F(x) fiir x — co0.!) Unter Benubumg der }‘Jrganzungs-
formel fiir die Gammafunktlon kann (2.10) in der Form

n sz ) xp— 2k

Fo(z) ~ Fo(—1x) cos nq + Z o (2k)! P(p + 1 — 2k)
S +Si“-”9 v Gu ICk—p) [p]’ | (2.11)

T kST (2k) 0 a7 2

geschrieben werden. Fiir génzzahlige g == 0 entfillt hierin die"zweite Reihe, und die
verbleibende rechte Seite stimmt mit der von (2.5) .iiberein..

3. Restaussazcn {
Bei den Restauss&gen kénnen wir uns wegen (2.5) auf den Fall nicht-ganzzahliger p
beschranken. Wenn mit 72 aus (2.11) 2n < p < 2n + 1 gilt; wird der letzte Term in
(2:11) negativ, und man‘hat Fy(x) < s30(x, p), wobei s;,(x, p) fiir die obere Zeile der
rechten Seite von (2.11) steht. Andererseits ist das Taylor-Restglied,. das sich bei
Abbruch der Reihe vor dem n-ten Glied ergibt, positiv, so daB F(z) > s;.°0(z, p)

- gilt. Wenn aber 2n 4 1 < p < 2n + 2 ist, erhilt man lediglich dle Aussage F(z)
> Spu(z, p). Zu -weitergehenden Aussagen komrt man bei Betrachtung, deslenlgcn .
Restgliedes, welches sich bei Abbruch von (2.11) in der Nihe des absolut kleinsten
Glledes ergibt. Seien die Reihenglieder mit uzk(:c p) bezeichnet. Dann folgt aus
'u.z,, Z, P)[Ug—o(Z, P) =~ (p — 2k + 2) (p — 2k + 1)/22, daBl anniahernd fiir die lndlzes
2k mit p —x 4+ 3/2 < 2k < p + x + 3/2 die Beziehung |uy| < qu,‘ o gilt. " Fur
kleinere bzw. groBere Indizes wachsen die Betrdge der Relhengheder an (wenn p
klein gegen x ist, fallen die Glieder sofort). Man erhilt daher im wesentlichen das
absolut kleinste (‘Iled Uspr, Wenn man 23 mit .

pre—12<2Msp+z+32 (@31

wihlt. Wir verwenden nun aus [3] eine Darstellung des Restgliedes Ry (z, p), das
bei Abbruch der Entwicklung (2.11) nach dem Reihenglied uy,(z, p), k > n, entsteht:

, sinag T2k —q+ 1), & . Agollx)
ji?k(x) ?)) = 2 n :L'k g+l ) ‘é; ( - l)l ! lzk—ig ’
‘ o (3.2)
= Z (Bya) — Bi(~%),  By(x) = e '
As(:?) - 2 ( S(x) s . ’ 8 ] S _+_ ]) ¢ T CL’

1) Ohne den ersten Term auf der rechten Seite geht (2.10) im Prinzip schon auf SO;\I;\IERFELD[]:’)]
zuriick. Die hier angegebene Formel, in der ein Glied von exponentiell kleiner Ordnung zu-
siitzlich beriicksichtigt wird, ist dic 7uerst von DINGLE [3] hergeleitete ,,vollstindige'* asym-
ptotische Entwicklung.
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Das Integral in B (—z) ist im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen und
es gilt A,(z) = 1 fiir z — co. Fiir ¥ = M konvergiert die Reihe in (3. 2) schnell,
sofernxgroB ist, und man kann ihre, Summe durch ihr erstes Glied AzM_q(x) approxi-
mieren. Nach (3.1) ist 2 — ¢ ~ =z, und fiir diesen Fall s &~ x ist in [3] eine Darstel-
lung fiir 4 (a:) angegeben ‘die durch . !

d

z 1 T
2(z+s)( N (x+s)2)

x 1\ [{ 1\ (@—s) (@ —st1) — 14
.*%(‘*l—zs)[(“s—z)f o

angendhert werden kann, wobei der Fehler fiir x —s =0 (]/5) von'der Ordnung o(1)
ist. Mit gleichem Fehler folgt daraus die Ndherung T

1 r—s 4 oY

4@ ~ 45+ 5 - - o (3.3

Aus ihr entnimmt man, da8 As(x).fiilr festes = in der Ndhe von s = + 1/6 sein

"Vorzeichen wechselt. Wihlt man nun 2m so, dal z + 1/6 =2m,—q < x - 13/6 oder

p+x—o/6£2m<p+x+7/6 ‘ (3.4)

- gllt so haben A ¢-2(z) und AZ",_q(x) folgllch auch Re,,,_z(x p) und Rg,,,(x p)eent- -

/

gegengesetztes Vorzeichen (es ist- sgn Rop_o(2, P) = SN Uy o(z, p), wie durch Ver-
gleich von'(3.2) und (2.11) folgt). Dahcrhegt Fo(x x) zwischen den Teilsummen s,,.. (z P)
und 92,,,(1: p), wobei sich allerdings in Randfal]en wegen ‘der’ Verwendung einer

“Naherungsformel die Indizes um 2 verschieben kénnen. Es ist also besonders giinstig,
~ die Entwicklung (2.11) bei u,, (oder u,,_,) abzubrechen und dann (3.2) fiir k = m -

(oder ¥k = m — 1) zu verwenden. Der Vergleich mit (3.1) zeigt noch, daBl m und M
entweder uberemstlmmen oder aber M = m + 1 ist. Wenn man in der Restdar-
stellung (3.2) wie zuvor nur das erste Glied der schnell konvergierenden Reihe ver-
wendet, folgt mit (3.4) aus R,,_, = u,,,, + R,, der Zusammenhang

(2m —q) (2m —q — 1)

) A”m—q—"(x Azm-q( z) = P> ~ 1.

Aus (3.3) ergibt sich fiir s = 2m — q - 2 daB A,,_,_.(z) annahernd zwlschen 0 und 1
liegt und somit im wesentlichen - |R2,,,_2(x P)| £ |uom(z, P)| (und entsprechend-
| Ry, D) = |Uomsa(z, )|) gilt. Fir u2,,,(x p) hat man aber wegen (2.8) die einfache
Abschatzung

I"(2m - 7)) sinng

tanlz, p) ~ 2 =P

also fiir grofie =

: — B b s
. u2m(x, p) A~ 2sin ng l/—(m——p) e—(‘-’m,—m}( mx p) .

Hierin ist wegen 2m — p = z + 7, —5/6 <'n < 7/6, fiir 2 — oo der letzte Faktor < 1
also u,,(z, p) und nach der vorangegangenen Bemerkung auch Rz,,,(x, p) von dcz

\ Ordnung 0 (e 2/}/_) ¢ ‘ /

Ob\\oh] in (2.11) eine asymptotische Entwicklung fiir z — co nur vorlxegt solange p fest ist
oder, Wie man nachweisen kann, p =-o(z) gilt, ist mit der letzten Uberlegung gezeigt, daB (2.11)

" zur Funktionswertberechnung auch.dann noch benutzt werden kann, wenn p von gleicher oder

-
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sogar groBerer Ordnung wie z gegen co strebt. Die GroBe des Fehlers bei ‘Abbruch mit dem’
2m-ten Glied ist; vom Faktor sin g abgesehen, lediglich durch = bestimmt. ¥reilich'wird in’

diesen Fillen 2m recht groB und der Aufwand zur Berechnung von Fy(z). mit( 2.11) sehr
hoch. . In den folgenden Abschnitten werden andere Enthcklungen angegeben, die dann bes-
ser «reexgxut sind.

4. Asymptotische Entwicklungen fiir x — co, p X x

’

Im folgénden wird dér Fall t.mt,c\rsuch:t dal p und z beide gégen oo streben und dabei -

p~xbzw. p'=azr, 0 <a < 2/gil. Um hier zu asymptotlschen Entwicklungen zu

kommen, gehen wir von (2.3) aus, zerlegen das Integral in dle Tcnlmtegrale iiber

: (— , 0] und [O o0), schreiben das LWClte in der Form. . _ Ny
© ) . '\ p
: —u . -4 —2u
Jertrosy oo [t vomfi i o
0 - : o
-und 311bstii_)uiéren im.ersten u durch —u. Dann ~folgt, wenn _wjr .
© N u\p . © . . Co .
fe"‘ (1 + ?) du = e‘:z"’fe"'t” dt = ez PI'(p + 1, )
.. und die Bemerknng vor. (2.10) bérii_cksichtigen, -
|  rmooi L L) v
— — z 1) -
Fq(x) F,(—2x) cos ng + e F( T 1) + I’(p Y H,(x) | (4.1)
mit der unvollstandlgen Gammafunktlon S ' . S

I(p+1,2) = fé—w ar

\

o~ f = {( 3 -+ s o ae

Die Werte der Funktlon I'(p + 1, z)/T'(p + 1) kénnen Aus Ta,bellen [9, 10] ent-

nommen oder mit der folgenden glelchmaBlgen asymptotlschen Entwmklung [14, 16]

berechnet ‘werden :.

Tp+1,2) 1dedc o 2ol

S ~ —_— —_ 00, %0 4.3
I'p+1) "2 + V2rp m§0 " .'_(p "o e 20 , (*9)
mit Lo L ' o ‘ o
" t=sgn(p —2)[r —p + plnp/z]2, '
n=—1 op,u=@—plp, ' ‘f | (44)
. 1 ' 1 d e 1 . 3 ce
i = L8 Ly = L ) |~ ', ).

oo ‘T dy

]
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Da,rm sind y,, dlq Koeffnznentcn der Stlrlmgrelhe

F(p + 1) ]/27;7) e ”p"Zy,,,p "'4 (1) — oo). R : ’ ,

o

Somit ist noch H,(x) zu untersuchen. er setzen h(z, p, u) = e ¥(1'+ u/x)? und-
bcnotlgen im welteren die Pol,enzrelhenent,wxcklung nach u, - ) .

Ak(x, ).,

12:0 k! g

h(x, P u) =

| < z. S . (4.5)

Durch Multlplll\atlon von E\ponenbla,l- und binoniischer Reihe erglbt sich fiir die
Koeffu.nenten

Ak<x, » = (‘—1)*2* (-1 (’”) (%)‘ h (1 - %) (k21 (4.6)

(das Produkt ist furl = Odurch 1zu ersetzen). Wegen der nachfolgenden Umformung .
und -der Deflnltlon der auftretenden Zahlen S," und D, verweisen wir auf den An-

_hang. \Ilt, dortlgcm (A 3) erglbt sich : A N

. k 2\ IR 1 ..
Ak(x: ) .=‘(-1)"2 (—1)‘ ( ) (;) [14-'% 2 (=1)r 8/t ;‘]

=0

(die innere Summe ist furl =0, 1 durch 0 zu ersetzen). Fiir P== vereinfachen sich’
die Koefﬁzncnten wegen (A.6) zu - , . L

k=1 1. :
Ap,p) =0, Ap,p)= J (=1 D, = (k= 2). o (47)
B r={k+1/2) P - .
Der Fall:ﬁ—>oo,-p ~x S
Durch Umform,ung von (4.2) erhalten Wir ’
. / . . N
‘ P e . id.
Hy(z) =.f(1—+'e_—,,)2[k(?, Py —u) — h(z, p, w)] du
S0 . :

e . ‘
—_ 2fmh(x, p,.u). du.

T

- Dann ‘ergibt sich -eine asymptotische Fntwncklung von Hy(x), “indem’ wir hicrin . .

- formal (4.5) emsetLen Wegen . - BRI

ek du — ézm/2 o fir k =2m
(1 + e"‘)2 (2m + ) popyiy fiic bo=2m + 1
und ' 4
e~ ‘ +1 ‘ G?m+2 ’
f(l T e u)z W dy = 2(2m _) (2m + D! ttomsss

(=pt
Heme1 ;,;.Z: Emel
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folgt so Hy(z) &~ —{Godo(x, p) + Gy(A,(z, p) + Ay(z, 7)))/2' + ...} oder

- Gan
(Z2m)!

mit, A_,(x, p) = 0. Fiirp =  ergibt sich aus (A 4) und (4.7)

Hyfz) ~ = 5 5 (Aanes(@, 9) + Aoz, ) SR C )

(_ )m m—1

Azm 1(?7, P) "+— A?m(p: 7)) -

T & (— 1 DB
P =0 : i
und somit _
: CE (=1 Gy DB .
H,(p) ~ —1 = ‘ y ' 1 4.9
g.'p ) n2=:l 7’” m=l(?'+2)/2]'(2n,l)! '2"7' o ) ( )

Allgemein folgt aus (4.6) . : B
. o 2m o f2m — 1 =1 S P
A?m—l(“j" P) + f‘lmh(x’ p) = Z ('_l)l ( 1—1 ) ( ) H (1 - ;) . (4.10)

’
=1

- Die Ordnung dieses Ausdrucks ergibt sich fiir x % p wegen

-1 s am 2m — 1\ [p\!
_ 1} Ay 1\ L 2m—1
_ sl-zo(l 7J)—l—f.—o(l) und f:l( 1) (l—l )(x) ,c2m(p z)
20 Aomy(x, P) + Agmlz, p) X plp —‘m)2"‘ 1z2m " Die Glieder in. (4.8) bilden also
fiir « == p wegen (p — z)/x = o(1) tatsichlich eine asymptotische Skala, wihrend
man fur a = p nach (4.9) die asymptotische Skala {p~"} crhilt. Da man sich iiber-
legen kann, daB die Reihenreste von kleinerer Ordnung als das }ewells letzte benutzbe
Glied sind, gilt in Verbindung mit (4.1) der folgende ~

Satz: Firz —oco, p~zx hat F(x) die asymptotische Entwicklung e

' el(p + 1, )
(x) ( x) cos ng + R .
. ! . :vp f\ G
Nip + 1) 2’0 (2mi)! (Aem-a(x, p) + Aon(@, P))- (4.11)

Speziell fiir p = x kann hierin die Reihe durch die rechte Seite von (4.9) ersetzt werden.

Die ersten beiden I‘orme auf der rechten Seite von (4.11) kénnen mit (2.9) bzw. (4.3) be-
rechnet werden, und der Reihenanfang i in (4.11) lautet .

- ;rp(p —x — 1)/62® - Taip[(p — = — 1) — ( (p—x) — )) (p -1 ]/%()OJ:‘

+ 31::61;,[(7) 1) —10p —z — 1P (p— 1) + 20(p — 2 — 1)2(p — 1)

‘

o+ (T’T —p+ '1) (p—x--1) — 5p(Tp — 32) + 19p — 44]/1’5120756 + ..

‘Wenn man in (4.11) den ersten Term wegen seiner kleinen Ordnung \crnﬁchlasmgt den
zweiten Term durch (4.3) ausdrickt und von dcr dort enthaltenen Reihe sowie der Relhe des

drlttcn Terms nur das erstc Glied beriicksichtigt, so erglbt sich N

Fyf) = o {‘—Tﬂ+.°"" [co+0(p)] e +ol))}

2 V2ap NTrp+1)

. 1 d-erfr et -
e% {-———2 + V% [co -1 4+ )}}




. ’ . : : '
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mit z und Co nach (4.4). Fir o = (p — z)/V?p = O(l) ist 7 ~ g, und es gllt .
ST l:{-;rfr _ 1f2erf(> +;27:p [»_0 +0(p“/2)]
e~ =e—e ( + 0(p‘”°)) sowie ¢ = 2/’3 + 0(1)‘”2)
(snehe [13]). Daher wird fir x —> o0, p = O(1) . h N
14 erfo e—o
2 }/2np [

Folz) = o*

2o
—?+§e+(q.

Ma.'n'.hat also speziell die asymptotische Darstellung o ) I

.Fq(x‘)r\;e’ ﬂﬁ_l J _
. \
" Fir p = z ergibt sich e=?F)_ (p) ~ 1/2 (p — 00); fur:c =p + }/p wird 20% — 1 = 0 und daher
ergibt sich dle besonderb gute asymptotische l'ahcrung

1 + erf (F1 I .~
FP—l(Pﬂ: }/;)~ep:t}/; - te 2:F ]V—) ' ) o

(p » o).

Der Fall x —>oo,,i) — ar,0 <a <2

Wir untersuchen vorerst den Fall 0 <’a < 1. Da wir wieder (4.1) benutzen werden,
betrachten wir zunichst die asymptotische Entwicklung von I'(p + 1, z).in diesem
-, Fall. Diese kann aus (4.3) hergeleitet oder direkt aus der von Tricomt (17} fir x > p,
]/;— o(x — p) angegebenen Entwicklung cntnommen werden. Bemerkenswert
ist, daB man sie aber. auch erhilt, wenn man von der fiir £ — &0, p = o(x) (oder.
a:= o(1)) giiltigen, seit.langem _bekannten asymptotlschen Entwncklung

Xplp—=1)...(p =k + 1)
. ¥

I'p+1,2) ~ e~%a? [1 + Z
oder hier = O , : B
_ P _ p\P & 2 " .
- I'lp 4+ 1, —-) A e~ Pla (—) a* (1 —_ —) ‘ 4,12
(p , a ‘\a k§0 eg P/ : : ( )
ausgeht (] = 1 fiir k£ = 0). Obwohl die rechte Seite hierin in dem zu untersuchenden
Fall gar keine asymptotische Entwicklung mehr ist, gelingt es, daraus eine herzu-

~ stellen, indem man die Reihe formal als 3 y,(a)/p" umschrelbt Durch’ Koeffnzu,nten-
’ verglelch ergeben swh die fiir |a| < 1 konvergent,en PotenLrelhcn

vola) = Zak= L , (a,)—(—l)" Z Sk~ la* (n= i).

—a kn—H‘

‘Fir n 2 1 kann man dlese mit (A 6) wie folgt umformen:

e = 5 e 3 o))
k=n+1'd=n+1 .
ZD,_a'[1+ §uthr ]
‘ I=nt1 e=itr (B —1)! .

fn TT T
1=n+1 {=n+1 (1 —a)*t
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\

Mit f(a) = 1/(1 — a), also fD(a) = 1/(1 — «)!*!, wird somit

. e ) \ .
" £ ~ V —pla .71 ’ e M" Y — . ’ [
P(p + 1, a) e (,a) né; pe (pt ), » . - (4.13)
wobei N . T o S .
. v 2n Dl" T . ,, P ' N .
*/n(a) = (=" Y l—" a'f¥a)” (n 2'1) 7’ ‘ - ‘(414) -,
l,—n-H .

ist (aus der erwihnten Tricomi- Ent,wmklung fo]gt dies unter Verwendung von (A. 5)
mit (A'4) erhilt man noch dic Rekursionsformel y,.,(a) = —a%y,’(a)/(1 — a)). ,

Wir kehren nun zum Fermi-Dirac-Integral zuriick. (2.10) lautet im vorliegenden
Fall fir a = o(1) : N

7 p ~ I_.7—) . | lp _1. . '
T (a) ~ F"( ~ a) o8 + 1o 1)( ) Z Gua (2k) g (419
Wie (4.12) hat diese Entwickiimg fiir 0 < @ < 1 keinen asymptotischen Charakter
mehr (man vergleiche jedoch die Ausfuhrungen iiber die Brauchbarkeit der Reihe
in Abschnitt 3). Wir gehen um zu einer fiir diesén Fall giiltigen asymptotischen Ent-

wicklung zu kommen wie eingangs bei der unvo]lstandlgcn Gammafunktion vor und
setzen .

' ‘(1—] = 1 fiir k¥ = 0). Durch Kocfflucnt,enverg]elch erhalt, man die fur el < 1 kon-
verg beut,en Potenzreihen R S
o G l , cw G
cola a®*, ‘cy(a) = 1y :
= S ¢ O D & e

2LS 2%—1- (n=1).

D1e cq(a) lassen smh auch als*Summen von Ableitungen der Funktion

g(a)'.= =‘P(1 +a) ra —a)

sin na

und somit durch die wFunktlon ausdriicken. Zunéchst . ist ndmlich nach (2. )
cola) = g(a) und folghch (fur la] < 1) o .

Gor

oo oo L T !
(a 1T guel 1=0). . ©(4.16) .
g () k= ué‘n/z:(?’v—l)' o ¢= ) ‘ e (4.16)
*Nach (A 6) ist
, :
x - ng (2k)
cu(a) = —1 L ) a Dy :
@ = (07 B @0 ,%_, l
‘ = Dp g [
— ,__1 0y B al azkml;
: ( )1-—-%;1' e k=[(lz~gn/21 (2k — ! : '
also wegen (4.16) > ‘ ,
| - '—pqnf-gidwm mén" - Sy

l=n+1

[ A - ‘ :
Die Ergebnisse gelten nicht nur, wenn a konstant ist, da nur die Eigenschaft
0'< a <1 benotigt wurde. Somit ergibt snch aus (4.15) — analog wie (4. 13) aus
4. 12) folgender = = . N

PR
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Satz: Es sei a-= a(zx, p) eine. Funktwn mit 8, < alz,p) <1 — 6?_ (0 < 6,, 62 < 1
© 6y + 0, = 1). Dann gult fiir p — oo *die asymptotische Entwicklung :

» ( o . )
P\ P . 1 [P\ cala) - :
‘.F"(Z)”‘F"(_Z)”””r(wl)( )%o o @18

" Die ersten der in ca(@) auftrewuden Produkt a lg(a) seien Lexplizit angegehen:.

ag’(a) = g(a) [1 — g(a)_cos na) = y(a) (vl + a) — p(1 — a)],

a%y’(a) = g(a) [—2¢(a) cos na + g*(a) (1 + cos® na)],

a’g”'(a) = g(a) [3g2(a) (1 + cos? na) ga(a) cos na(o + cos® na)], .
o a‘g(")(a) = g(a) [—4g%(a) cos na(5 + cos® na) + g%a)(5 + 18 cos® na + cos! na)].

Die hntwwklungen (4:13) und .(4.18) smd allerdmgs fur mcht, a]lLugroBe P nur
' brauchbar, wenn @ relativ klein ist. Zu einer wesentlich giinstigeren asymptotischen
. Entwwklung kommt man durch folgende Uberlegung. Der Vergleich zwxschcn (4.1)
und (4. 18) ergibt

B erler ) enfl) 282 oo

!

-so daB wegen (4 13)

H.( )”‘gc_@zf:yJ (p—>o00) r S '(4.195

folgt. Man kann nun wie im Fall p~z wicder (4 1) benutzen -und deh dort letzten
Summanden pach (4.19) auswerten, Wihrend (4.18) fiir @ in der Nihe, von 1 nicht
mehr brauchbar ist, da die c,(a) fiir a — 1 unbeschrinkt wachsen, liegen die Ver-
hiltnisse bei (4.19) anders. Dlese Entwmklung geht fiir @ — 1 in (4.9) iiber. Tat-
sachhch esist , o

_ ma, _n(a-l) n .,_,_,~7z(a'—l) R
9(@) = 3 o - [sm e —1) ' sina(a ~ I)J’

sinma  ~sinza sin :rza

und somn; folgt aus (4 16) wegen co(a) ='g(a) und yo(a) = 1/(1 —a)

@) = 7le) = 1—2 S [(a—1)2*+<a—1)2* 1w

=1 (2k)! ©

,fiir 0 < a < 2, also co(a) — yo(a) — —1firad — 1. Aus (4 16) folgt weiter fur =1
und 0 < a< 2 . ,

(a_l)zkll(a— z)’-” (421

9a) — [Oa) — "

A T k=[(l-é‘)/2] (2k —1)!

. ‘ —Gyif2k fir 1 =2k —1 R
i Na) — fD{a)) = 2% :
bim (9°6@) — /a)) < {—02,, fiir L= 2k, k2= 1,

Da nach'(4.14) und (4. 17)

o .27; n R
ea(a) — val@) = (=17 3 2n ey — joqa)) -
l=n+1 l! - _

A -
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v

ist, ergibt sich aus dem vorhergehenden Resultat fiir » = 1 A . \

n Dn G’ D
li —_ — (—1)9+1 2m—n—1 2m 2m—n
al—l:: (c,.(a) y,,(a)) (=1 m= l(nZ—Z)/zy ((2m — 1! 2m + B (2m)' Gz'")’

also wegen der Rekursionsformel (A 4) fiir die D,*

lim (ca(@) — (a)j— —(=1)» | 2, Dinty Gom. ‘(n'>1)'
- a1 I S el 2m (2m)! =

Zusammen folgt jetzt, daB (4.19) fir @ — 1 in (4.9) ﬁ‘bergehb. Zugleich hat sich
crgeben daB die Koeffizienten in (4.19) fiir 0 < @ < 2 beschriankt bleiben (wobei
sie fiir @ =1 durch die obigen Grenzwerte zu interpretieren sind), also (4.1), (4 19)
in einem groBeren Intervall anwendbar smd als ursprungllch erkennbar war. Zu- .
sa.mmenfassend erhdlt man den

Satz: Es seta = a(x p) eine Funktion mit 6, < a(z, p) < 2 —.8, (0 < 6,, 62 < 2,
Oy + 0y =.2). Dann gilt fiir p — oo die asymptotzsche Entwicklung

P) ~ (AP PRI + 1, pla)
Fo (3) ~ =T ("7) S T Tr+ D

P )(%)Pf cn(a)—yn(?{)' o (4.22)

Iip +1 o "
-mit cq(a) nach (4.17) und yq(a).pach (4 14).

In der Nahe von a = 1 konnen c,(a) *- ,,(a) fur n=0 mlt (4.20) und fir n = 1 unter Zu-
htlfenahmc von (4.21) berechnet werden. Mit der Annitherung von a an 2 nehmen |c (@) — y,(a)l
sehr stark zu, so daB (4.22) praktisch nicht mehr brauchbar ist.

Die asymptotische Entwicklung (4.19) — und damit (4.22) — laBt sich grundsitzlich auch
direkt gewmnen, indem man von -

(o]
B, . 0¥ (s
(1 + ev)? '

— Qe—(2—a)u __ e—(s—a)u] du

i

Hy(pja) =

ausgeht, fur k(p, p, au) die Potenzreihe (4.5) benutzt, gliedweise integriert und die Integrale

(=]

f(e“"‘u"/(l" + e%)?) du durch Reihen auswertet. Es gelang ]edoch auf diesem Wege nicht, die

Koeffmentcn c”(a) — y,,(a.) durch-(4.17) und (4.14) a.us7udrucken

5. Asymptotische Darsteilungen fiir p — oo, & von klein(;rer Ordnung als.p

SchlieBlich soll noch das Verhalten von F(z) fiir p —~ oo betrachtet wefden, wenn 2~
fest oder in noch praznslerender Weisc von kleinerer Qrdnung als p ist. Fiir P >z
wird das Integral in (2.1) im wesentlichen durch I'(p + 1) approximiert, da in der.
_ Nahe der Maximalstelle ¢ = p der Zahlerfunktion des Integranden der Nenner dicht’
" bei 1 liegt. Eine genauere Aussage, die den EinfluB von z erfaBt, ergibt sich durch
Anwendung der verallgemeinerten Laplaceschen Methode [2] auf

w L) . . )

[e-s@rndt mit —g(z,p,t) = —t+plnt —2In(1 + e 1),

0 . . .
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-

Die Maximalstelle ¢, dieéer Funktion bestimmt sich aus der Gleichung
thtp

to—x+2art,a,nh p/to)—:z:+1n "
, to

Die. genannte Mcthode ist hler anwendbar wenn V_ = o(p — ), p > z, gilt, und
Y sie liefert folgenden

- Sata: Fiir p —'00, 2 < p, V2 = o(p —‘:&) hat F, dz’gz asg}mptotz'sche Ddrstellu%zg

i 2—1'(1 + ﬁ/t;)’-’
Fp+1) [ p+ @ —p)2\ 2
Wenn man statt der asymptotlschen Darstellung wenigstens noch das folgende Ghed der

asymptotischen Entwwklung berucksnchtlgen will, hat man auf der rechten Selte von (5. l) den
Faktor, '

. (i 932([0) _ _1_ gl(to
24 g,%(t) 8 gs (to)

Fq(x)ﬂ -

(8.1)

ot
) mlt Q«(‘o) =3 (93 D5 =i,

(z = 2,3,4) hmtuzufugcn Dabei ist . © ) ,
b+ P2 — p) P — 4 — 1)
ty) = o TP P (7 Y oY A N
92( 0) = 207 . 9a( o) ‘ 2 ’
. o ‘;7’(8 — 1’ ?) + toP(4p®— toz)
. 9:(‘ ‘
TR

der Summa,nd in der Klammer hinter 1 hat d1e Ordnung 0( 7-1) und der verblelbcndc Rest die

Ordnung O(p™?). Als \Iaherung fir t0 erlilt man durch asymptotlsche Itelatlon to = p + & mit

£~ 2p e’—?(l — (2p — 1) e%-P). Damit kann der genannte Faktor durch 1 + -1? — (% — )Tp
4

+ 2) er-P angenahcrt werden. ) )

+ Eine andere Moglichkeit, das asymptotlschc \’erhalten im betrachteten I* all zu
' bestimmen,'ist — bis auf eine geringe Modifizierung —- wieder.die Anwendung von
(4.1) mit asympbotxscher«Auswertung von H, (x) Statt (4.1) benutzen wir = \

eI'(p + 1/z) | =
NES) + T 1>(” @) — B,

\Fq( ) =

© e )7
Jareml -2y -

\ . N

H(z’(x) f(l _“)2( ) (2e v e Mydy, -

‘ 14

Die \/Iaxnnalstelle u, des Integranden von H,¥(x) best,lmmt, smh aus der Gleichung

HyW(z) =

uy = —z + p(1 — 2/(4 + e~ + e*zu.)) "Unter der Voraussetzung p —» co,
Vo= = 0o(p = 2x) ergnbt sich L . ‘
Hy®( 2 em@e) (o ow)
Hp(2)(x) ~ (1 4+ =2}, L.
: , T, U, . 1 e~ U 2 x
. . 92(1) o) - (1 + e™%) A | R

{ . p ...u‘7 1 ‘ . 1
0z, P o) = @+ >2+2" (<1+c DI (2+e-"->2)'

28 Analysis Bd. 6, I{elt5(198?) :

[ o

’
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In  H,M(z) hat der Integrand ein Randmaximum, und der gegeniiber H, (2)(2:)
vernach]ass:gbare Beitrag ist H,0)(z) ~ z/4p. Setzt man noch uy = —x + P/2 + ¢,
so gilt &~ 3pes—?/2/8, und unter Verwendung dieses "Resultats folgt H,(®(x)-

o~ ]/2np e P+22(p/2x)?. Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB im Fall
- p ~ z sowie durchweg fiir p = z die asymptotische Darstellung

- I'(p + 1, 2)
Fz) ~e* —————

O~ T ,
gilt, was aus (4.11) und (5.1) in Verbindung mit (4.3) folgt. Fir 2 — oo, p = ax,’
O<ax<l, Jedoch hat; das erste Glied der Reihe in (4.22) dieselbe Ordnung wie

(p—>oc0) I (5.3)

~e*['(p + 1,2)/I(p + , 5o daB dann die asymptotische Darstellung
na I'(p + 1, ) ’
Fol@) ~ sin na (1. ?) e I'ip + 1)

gilt, die fiir p = o(z) wieder in (5.3) iibergeht. '

6. Numensche Ergebmssc ¢

~

Als Test fur dle numerische Brauchbarkelt der hergelexteten asympbotlschen Entwicklungen
wurden. Funktionswerte mit ihnen berechnet. Sie werden im folgenden den exakten Werten
gegeniibergestellt, Da die GroBenordnung der Funktionswerte If'q(x) stark schwankt, sind
hier die Werte von

Ip(x) = e %Fp(2)

aufgenommen worden. Dxese liegen nach (2.1) zwischen 0 und l sie werden in den folgenden
Tabellen mit 5 Dezimalen angegeben. Der Einfachheit halber wurden nur ganzzahlige p,
ausgewahlt Der Summand e"’Fq(— z) cos 7g konnte firr die vorkommenden Paare (x, p)
im Rahmen der 'l‘abellengcnaulgkelt immer vernach]assngt werden.

B

Tab. l Werte ]20 z).und I(x) fir einige x nahe 20 bzw 40 : R
zo(x) I ()
. exakt " mit (4.11) r_ﬁit (4.11) x exakt | mit (4.11) mit (4.11)
bism = 0 bism = 2 . bism =0 bism = 2

15 0,85391 | 0,87522 0,85471 35 0,77124 0,78038 . 0,77150
18 | 0,64339 0,65091 0,64333 39| 0,54232 0,54245 - 0,54229
19 0,55998 0,56061 0,55965 41 | 0,42147 0,41705 > 0,42141
21 0,39521 0,384 26 0,39477 45 | 0,21711 [  0,20838 0,21708
22 0,32047 0,30603 0,32014 ’ ) :
26 0,14910 0,13357 - 0,14915

. ~ /7 . .

Tab. 2: Werte I,(p) mit (4.11) fiir einige p € [10, 50]

z .exakt mit (4.11) mit (4.11) mit (4.11)

bism =0 | ~bism =2 bism.= 3

10 O',4716\6 ‘ 0,45793 0,466 66 0,47671

15 0,47402 0,46565 0,47258 0,47501

20 0,47604 - 0,47026 0,47546 0,47635

- 30 0,47909 |- 0,47572 0,47893 0,47915
40 0,48125 ° 0,47897 0,48119 0,48127
50 ‘| 0,48287 0,48119 0,48283 0,48287




Tab. 3: Werte 1,(20) far einige p € (2, 30)
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P exakt mit (4.22) mit (4.22) P exakt mit (4.22) mit (4.22)
' bisn = 0 bis n = 2 i bisn = 0 bis n = 2
2 0,,4156 0,441 66 0,44156 18 | 0,31330 0,30967 0,31304
4 0,,1442 0,,1446 0,,1442 20 | 0,47604 | - 0,47026 0,47546
6 0,,2066 ‘0,;,2068 0,,2066 22 | 0,63718 | = 0,62962 0,63606 '
8 0,,1637 0,,1635 0,,1637 24 | 0,77278 | * 0,76443 0,77086
10 0,,8343 0,,8315 0,,8343 26 | 0,87126 0,86330 0,86828
12 0,03006 0,02988 0,03005 " | 28 | 0,93382 0,92711 0,92939
14° 0,08172 0,08104 0,08169 30 | 0,96899 0,963 389 0,96251
i6 0,17613 0,17432 , 0,17603 : v :
" "Tab. 4: Werte I,y (x) fiir einige z ¢ [2, 14]
Tz exakt | mit (5.1) | mit mit
. Korrek- (4.1),
turfaktor | ~ (5.2)
2 0.99999 | 0,99584 | 0,99999 0,999 99 -
4 0,99995 | 0,99584 | 0,99998 0,99995
"6 0,99964 | 0,99583 | 0,99992 0,999 64
8 10,99785 [ 0,99572 | 0,99945 0,99783
10 0,98982 | 0,99494 | 0,99601-- |- 0,98894 .
12 0,96374 | 0,98931 0,97209 0,95557 ,
14 0,90226 . 0,95323 | 0,85345° 0,86488

N

. Tab. 5: Werte d,4(z) fiir einige x € [12, 25]

x exakt mit (4.22) | mit (4.22)
bisn =0 | bisn =2
12 0,96374 0,944 39 0,707 51 .
14 0,90226 0,88718 | 0,87985
15 0,85391 0,84084 0,844 19
19 0,55998 0,55269 0,55897 /
21 0,39521 0,39075 0,394 95
25 0,14910

0,14790 0,14906

Die Werte in Tabelle 5 sollen zum Vergleich mit den in Tabelle 1 (linke Hiilfte) und Tabelle 4

enthaltenen Werten dienen. In Tabelle 1 liegt der relative Fehler der Werte der letzten Spalte
fiir p = 20 um 0,019, und darunter; fiir p = 40 ist er noch fast um cine Zehnerpotenz kleiner.:
Tabelle 3 zeigt, daB (4.22) mit » = 2 fiir kleine @ = p/ sehr genau ist. Der relative Fehler
wichst mit @ monoton an, ist aber noch fiir den letzten aufgenommenen Wert (¢ = 1,5)
kleiner als 0,7%. Mit noch groBerem a wird (4.22) schnell unbrauchbar. Aus Tabelle 5 entnimm#t
man, daB diese. Formel fir 2 < p (2> 1) im Vergleich zu (4.11) schlechter abschneidet,
dagegen fir p < 2 noch etwas giinstigere Werte licfert. In Tabelle 4 sind die Werte mit (5.2),
bis etwa z = p/2 sehr gut (der relative Fehler bei diesem Wert ist kleiner als 0,19), wihrend
die andere Formel, auch mit dem im AnschluB von (5.1) angegebenen Korrekturfaktor,

(4.22) ersetzt werden.

28*

_schlechtere Werte liefert. Far'z > 12 sind beide Formeln wenig brauchbar und miissen durch
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" Anhang: Die Zahlen S, und D,*

!

“Es sei CF; = {mf{", e mf,',')} mit 1 =1,2,..., (n) eine Kombination ohne Wiederholung aus
’ )

der Menge {1, 2, ..., n} von der Ordnung r < n (der Eindeutigkeit halber sei mP < mf"’ < ..
< m'P). Dann seien die Stirlingschen Zahlen 1. Art S,(n € N;r=1, 2,...,m) wie folgt, defi-
. mert ({6, 19]; dort in etwas anderer Be7enchnung) I

.

‘S,"l =\£‘ mﬁi" m,‘,"), Summation iuber alle (n) P_rédui{te. ; (A1)

Speznell sind 8,% = n(n + 1)/2 und §," = «! Durch geexgnete Ausummenfassung der Summan-
den i in (A1) leitet man die Rekurslonsformcl .

Sl=1,8"=nSt} + 81 (n22;7=28,...,n—1)

her. Dicse ist auch fiir 7 = 1"und 7.= n anwendbar, wenn S,*~! = 1 und §,7! = 0 fiir alle
n ='2 gesetzt wird. Aus (A 1) ergibt sich ferner ’ .

it (.1 ——’s): L4 S (=184 und J (—1)y1 8,0 = 1 e N).
m=1 -

r=1 r=1
Die Zahlen D,7(r€ N; k = 1, 2, ..., 7) definieren wir durch die Rekursionsformel

\

Dl=1,Dy=(r+k— DT+ D)2 . (A 4)

Dahei/ist, um diese fir ¥ = 1 und k = r anwenden zu kénnen, noch Df=D.,=0 fii_rl
r € N zu setzen. Speziell ergeben sich '

Dy = Dy = 13 @r = 0,07 = 0 D (g )
" Explizit kénnen dic D" dureh A A
D = - k)! - . A5
Sk (r -+ k) le‘/ v, 'H|21,3;, (7 F 1) . (A5)

angegeben werden wobei iber allc mcht -negativen ganzzahligen 2; mit 4, + ---'+ ),H =k zu
summieren- ist, fur dle 17.2 4 oo 7hy, = 7 gilt. (A 5) kann durch Vcrg]elch von (4. 13) mit

t

Tab. 6: Erste W e(ie von S," (aufer S,® = n!) und I)k'

o Dk'
kn 7| 12 3 4 5 6 7 8
+ ] : '
L . ) . 4 - : '
1. 1 2 6 24 120 . 720 5040 40320
9 - 7308 - 64224 623376
3 26432 303660 3678840
4 44100 705320 11098780
5 , v 34650 . 866250 18858840 .
6 21 175 735 1624 1764 | 10395 540540 18288270 -
7 28 322 1960 6769 13132 - 13068 | 135135 9459450
87 |36 546" 4536 22449 67284 118124 109584 | 2027025

S.n
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A

* der aus [13: (3.67)] folgenden Darstellung fiir F(p + 1, p/a) erhalten werden Die D" erfullen, .

wie durch vollstandjge Induktion folgt, fur aile 7 E N die Bezichungen

lr+1)121
z (—1)* Dyt = (—1)" ‘und % (=1} D,,f—m =r.
k=1 k=1

Mit vollstandlger Induktxon beziiglich =, ergeben swh unter Anwendung ‘von (A 4) und bekann-
ten Eigenschaften von Bmomm]kocfﬁzxenten die Ausammenhange ’ .

vsy

3

|| [\‘_]-«

(n+.1)le’ und Dk'= — 1)k 7’ (—1)'( +k)Sl_ (A 6)
r+.k N : =Tl ~ i

AR
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