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Uber das asymptotisehe Verhalten des Fermi- Dirac-Integrals 

H.J. SCITELL 

Es werden neue asymptotische Entwicklungen des Fermi-Dirac-Jntegals 1' 1 (x) für den Fall 
hergeleitet, daB x und p beide gegen Uiiendlich streben: a) für p	x, b) für p = ax, 0 < a < 2. 
Für p - , = o(p - 2x) wird eine nelie ssymptotische Darstellung angegeben. Die mit 
diesen Formein berechneten Werte werden für mchrere Paare (x, p) mit den exakten Werten 
veiglichen. 

BbIBomuTcn HoBble adnMnToTli qecKlte paioenun llHTerpaJla bepM1!-)Hpaxa F_ 1 (x) B TOM 
ciiyae, Hora X Hp CTCMMTCH H 6e3HoHe4HocTH a) RaR p	x, 6) !fl p = 'ax, 0 <a < 2. 
JJ1H P	 03,	= o(p - 2x), nOJly1euoiiOBOeacHMnTOTIu1ecHOe npegcTaBj!eHlie. 311a4eliva 
nOly4CUITl.Ie C llOM011h}O 3T1IN ([iopMyJl cpaBHHBaioTcrIc TO'1HbIMII. 

New asymptotic expansions of the Fermi-Dirac integral F.-i(x) are derived in the case that 
both x and p tend to infinity: a) for p x, b) for p = ax, 0 < a < 2. A new asymptotic ap-
proximation is given for p	ac,	= o(p - 2x). The values calculated with these formulas 
are for several pairs (x, p) compared with the exact values.	

0 

/

1. Einleitung 

Das Fermi-Dirac-Integraldefinieren wir mit DUGLE [3] durch 

CIO 

Fq(x)	
f(q	1)/1	

dl,	q> —1.	 (1.1) 

in älteren \Teröffentliehungen wurde der Faktor 1/F(q + 1) weggelassen 
Fermi-Dirac-Intcgrale treten u. a. in der Quantenmechanik auf, z. B. bei der Behandlung 

der Energieverteilung von Teilchen, die der Fermi-Dirac-Statistik unterworfen sind. Endc der 
zwanziger Jahre interessierte man sich erstmals für das Verhaltcn solcher Integrate fur groBe x 
(ex heiBt Ferniische Ureuzenergie), und 7.war zunachst nor fur q = ± 1/2 und q = 3/2. SOMMER- 
FELD [151 leitete eine asymptotische Entwicklung für x .- co bei festem q her. NORDEEIM 
18: 2711 prizisiertc später die GOltigkeitsbedingungen. In [7] findet sich eine konvergente 
Reihenentwicklung von P q (x) Mr q fest und x 0; ferner werden die analytisehe Fortsetzung 
von Pq (x) für komplexe q sowie Formeln für F9 (0) und F9 '(x) angegeben. Eino Untersuelsung 
von RHODES [11] heschäftigt sich mit dens Fall ganzzahliger q: es wiid gezeigt, daB dann Fq(x), 
x ^ 0, als Sumine aus (_I)Q Pq(_x) und eiriem Polynom in x ausgedrückt verdeis kann. 
Ausfiilsrlich' hat sich DINGLE [3-5] mit dem Fermi-Dirac-Integral bcfaBt. tYber die Mellin-. 
Transformierte you Fq(X) leitet er in [3] eine Integraldarstellung- her, aus der sich eine asymp-
totische Entwicklung von F9(x) für z –oc, q fest, ergibt, die sich von der frOher bekannten 
durch den Summanden Fq (_x) cos zq unterscheidet. Erdeutet an, wie man das Resultat auch 
mit eleinentaren Methoden erhalten kanri. DINGLE nennt sein Ergebnis in [4] vollstandige 
Entwicklung von Fq(x). Der zusktzliche Summand ist von der Ordnung e_Z und kann, da die 
Reihe nach der asymptotischen Skala jx-2k) fortschreitet, bei Zugrundelegung derPoincaréschen
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Definition der asymptotischenEntwicllungweggelassen werden (in den Fallen q = (2k+ 1)/2,k 
ganz, für die sich die Physiker ursprunglich interessierten, verschwindet or ohnehin). Bei seiner 
Berucksichtigung erhilt man genuere Ergebnisse bei Funktionswertberechnungen, und es 
wird der Sonderfall ganzzahliger q exakt erfai3t. In . [5] bezieht DINGLE komplexe Argument-
werte in seine Betrachtungbn ein und gibt' cine asymptotisehe Entwicklung von F5 (x) für 
q -i- cc, x fest, an. Tabellen mit Furiktionswerten von .Fq (x) sind in mehreren der genannten 
Arbeiten enthalten, soin [3] [q = —1(1)4; 0	x	10 undq	—1,0; —4	x	0), in. (7] (q ='±1/2, 3/2;.x	0), in [11] (q =.1 (1)4; — 4	x	0) und in der neueren Arbeit [1] 
(q = (2k - 1)/2 k = 0(1) 6; —10 x	—1). Jungere Untersuchnngen zur Approximation
von ?q(z) stammen von KIKIN z. B. [8]. 

In alien bisherigen Arbeiten zum asyniptotiséhen Verhalten des Fermi-Dirac-
- Integrals werden ausschliei3lich die • Fälle untersucht, daB eine Variable gegen cc 

streht und die andere festbleibt, wobei der Fall q -- cc nur in [5] betrachtet wird. 
.Die vorliegende Arbeit hezieht den Fall em, daB b e i d e Variablengegen cc streben. 
Zunächst wird der Anwendungsbereich der asyniptotischen Entwicklung für i —> cc 
erneut untersucht, und es werden Bedingungen fur eine gUnstige Wahl der Abbruch-
teJle der Reihe angegeben. In Abschnitt 4 werden zwei asymptotische Entwick-

lungen hergeleitet, die fürx - cc und p x bzw. p = ax, p = q + 1, 0 <a < 2, 
gültig sind. SchlieBlich- wird der Fall p - cc, = o(p — x) beEiandelt Es zeigt 
sich eineBeziehung un asymptotisehen Verhalten desFerrni-Dirac-Tnt.egrals und der 
unvolistandigen Gammafu.nktion. Aus dieseni Grund erweist as sich als zweck-
niaJ3ig, Entwicklu.ngen für die Differenz atis F(x) und exI'(p + 1, x)/I'(p + J) 
herzuleiten. Diese liefern bei der näherungsweisen Berechnung von Fun.ktions- 
werten rechtgnaue Ergebnisse,-wie durch den Vergicich mit den exakten Werten 
für eine Reihe von Wertepaaren (x, q).gezeigt wird. Es ist. nicht'gelungen, für das 
Fermi-Dirac-Integral —. so wie früher für die unvolistandige Gariirnafunktion — 
eine gleichmal3ige aymptotische Entwicklung zu erhalten, die alle bisher uriter-
suchten FäIié unifa3t. 

2. Die asyinptotische Entwieklu.ng fur x — no, q 'lest 
Wir verwenden im foigenden standig die Beziehung	 0 

p=q+1.	 (2.1)
Atis (1.1) erhält man durch partielle Integration die Darstellung 

ez r	e_'t	-. Fq(X)=j,(	
l)J(l+ez_t)2'	P>O'	

.	

(2.2) 

x sei hicr stets reel!. Für ganzzahlige p ergibt sich hieraus nach Substitution I = x + u 
und Aufspaltung des Integrals  

eu = 
x f(1 c2 ( +
	 f( '. ±e (i^ 

und weiter nach Substitution u = —t ± x) im zweiten Teilintegral 

eu 
P(p ± 1) Fq(x) XP J (1 ±eu)2 (ì	

u)P 
du 

/	+ (_1)P(p + 1) F,(—x). ,	 (2.3).
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Mit
-w 

G2k 1(1 ±et)2UdU	 (2.4) 

folgt dann hieraus für ga.nziahlige q> 0 das Resu1ta von RHODES [11] 

(q + '[q±l]

(2.5) 
'Esist	 S 

•	G0=1 

d2k = 2(2k)! (1 - 2 1 ) (2k) = 2 t2k( 22k_1	1) B2k 1 (k	1),	
(2.6) 

• wobei die Riernannsche Zetafunktion und B2k die Bernoullisehen Zahien sind 
(speziell sind 02 = 7 2/3, 04 = 714/15, 06 = 31v6/21, 08 = 127r8/15 1 G io = 2555i'0/33). 
Für die Zahlen 02k kann eine erzeugende Funktion angegeben werden; es gilt nämlich 

.	=-_z2k,	1z1 <l.	
/	 (2.7) 

•S1fltZ	k=O(2k)! 

Diese ergibs sich, weiiii Itian in der Darstellung	 .

- Irz =1+(1—rz cot rz)-2(1-- cot ---).	-. 
•	Sifl7Z	 :	 2	2 

die Potenzreihenentwicldung von z cot z einsetzt und-(2.6) berucksichtigt. Aus (2.4) 
entnimmt niañ	 - 

-	02k'-..2(2k)!'	(k	 (2.8) 

Für k ^- list der Quotient G2k/2(2k)! offensichtlich kleiner als 1, und man kahnzeigen, 
daB er monoton wachsend gegen 1 strebt: Die Funktion F,( —x) in (2.5) kann für alle 

0 und q> —1 dureh die konvergente Reihe 
00 (l)t3-

Fq(_x) =E	q+i 
eIv	 (	-	 (2.9) 

• ausgedrücktwerden. Aus ihr folgt speziell 
Oo (-1)'	 • 

Fq(0) =^	q+	(1 - 2 Q) (q + 1) für q l= 0. 

Für q = 0 ist F eine elementare Funktion: F0(x) = In (1 + 
Uni nun für nicht-ganzzahlige (feste) q zu einer asymptotischen Entwieklung der 

FunktionFq zu gelangen, die (2.5) als Spezilfall enthält, geht man wieder von ( .2.
,
 3) 

• aits. Wenn man das erste Integral auf der rechten-Seite formal entwickelt und weitr 
der Argumentation in [3] folgt, daB nämlich für reelle x im Integranden des 1ettèn 
Integrals (_1)1' durch das arithnietische Mittel aus e ± P i zu ersetzen ist, urn eine 
reelle rechte Seitezu erhalten, ergibt sich	 • 

F(x) F,(—x) cos nq .+ p(X± 1)27()	 (2.10) 

(Dingle kommt aber auch ohne these Argumentation zu diesem Resultat, ' indem er 
• 5 eineDarstellung von F. durch cin komplexes Integral . beiiutzt.) Die Reihenglieder in
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(2.10) bildén für festes q und x -- oo offensichtlich eine asyniptotisehe Skala. Bei. 
Verwendung der TayIoretwieklung von (1 + u/x)P mit Restglied für Jul x und 
Absohatzung der Restbestandteile ilber die Intervalle (-00, —x] und [x, oo) anstelle 
derformalen Entwicklung des ersten Integrals in (2.3) zeigt sich, daB 

b'q(X) -
	

1) :': () 
G2k = O(x 2 )	(n E N) 2k	Ik 

gilt. SchlieBlich ist F,(—x) < e. Somit ist (2.10) hei festeni q cine asymptotisehe 
Entwieklung der Fun1dion F(x) für x - oo.1) Unter Benutzung der Erganzungs-
formel für die Gammafunktion kann (2.10) in der Form 

ri Gk	XP-2k 
-- Fq (X)	F,(—x) cosq	' ---j	- 

00sin 'iq	G	['(2k - p)	= []	 ( . 1l) +	
7	kfl+l(2k)!	x2 

gesehrieben werden. Für gânzzahlige q - 0 entfällt hierin die zweite Reihe, und die 
verbleibende rechte Seite stiinmt mit der von (2.5) iiherin.: 

3. Restaussagen 

Bei den Restaussagen können wir tins wegen (2.5) aiif den Fall nieht-ganzzahliger p 
beschrähken. Wenn mit n ntis (2.11) 2n <p < 2n + 1 gilt; wird der Ietzte Term in 
(211) negativ, und nian'hat Fq(x) < 82 (x, p), wohei 32 (x, p) für die Obere Zeile der 
rechten Seite von (2.11) steht. Andererseits ist das Taylor-Restglied,. das sich bei 
Abbruch der Reihe vor dem n-ten Glied ergiht, positiv, so daB Fq(x) > 81 2 (x, p) 
gilt..Wenn aher 2n -f- 1 < p < 2n + 2ist, erhält man lediglich die Aussage Fq(x) 

> 82 ,(x, p). Zu . veitergehenden Aussagen koniiht man bei Betrachtungdesjenigen 
Restgliedes, welehes sich bei Abbruch von (2.11) in 'der Nähe des absolut kkinsten 
Gliedes ergiht. Seien die Reihenglieder " it u2k (x, p) hezeichnet. Dann folgt aus 

2k(x , P)/U2k_ 2(X, p) (p - 2k + 2) (p - 2k + 1)/x2 , daB annähernd für die indizes 
2k mit p - x + 3/2 < 2k < p + x + 3/2 die Beziehung iU2k I < iU2k_21 gilt. Für 
kleinere bzw. groBere Indizes wachsen die Betrage der Reihenglieder an (wenn p 
klein gegen x ist, fallen die Glieder sofort). Man erhält daher im vesentlichen das 
absolut kleinste Glied U2M, wenn man 2M mit 

p+x- 1 /2 < 2Mp+x+3/2	 (3.1) 
-

	

	wählt. \Vir verwenden nun aits [3] eine Darsteliting des Restgliedes R2k(x, p), das
bei Ahbruch der Entwicklung (2.11) nach deni Reihenglied u2k(x, p), k > m, entsteht: 

sin nq ['(2k - q + 1),	 A2k_Q(lx) 
-112k(X, p) = 2	

x2k+q+1	 12k--2 

	

clo	 (3.2) 

	

i 	 f(x) = .- (B3(x) - B,&-x)),	B3(x)
+ 1) t±x dt. 

') Ohne den ersten term auf der rechten Seitc gcht (2.10) im Prinzip schon auf SOMM ERFELD [15] 
zurück. Die her angegebene Formel, in der ein Glied von exponentiell Weiner Ordnung zu-
sätzlich berucksiehtigt wird, ist die zuerst von DINGLE [3] hergeleitete ,,vollständige" asyrn-
ptotische Entwicklung.
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Das Integral in B,(—x) ist fin Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen, und 
es gilt A(x) -> 1 für x -'- oo. Für k,= M konvergiert die Reihe in (3.2) schneli, 
sofern x groB ist, und man kann ihre . Summe durch ihr erstes Glied A 2M_Q (X) approxi-
nhieren. Nach(3.1) ist 2M— q x, und für diesen Falls x 1st in [3] eineDarstel-
lung für A 3 (x) angegeben, die dureh 

x	 x 
2(x+s) \	(x+s)2 

l\[/	1)x 8) (x+/4 
+1){8 	 3s 

ángenähért werden kann, wobei der Fehler fur x — 8 = 0 (jls) von der Ordnung o(I) 
ist. Mit gleicheni Fehler folgt dãraus die Naherung 

A3(x)	
x	S	 -	

( 3.3) 

Aus ihr entniuitut'nian, daB A 3 (x). für festes x in der Nähe von s = x'+ 1/6 scm 
Vorzeichen wechselt. Wahlt man nin 2m so, daB x + 1/6 2m, — q <x + 13/6 oder 

p+x-5/6 2m<p+x+ 7/6	 (3.4) 

gilt, so haben A2.-I-2(X) und A 2 ,_(x), foiglich auch R2,-2(X, p) und R2m(X, p).eflt- - 
gegengcset.ztes Vorzeichen (es ist. sgn R2m_2(X, p) sgn U2m2(X, p), wie durch Ver-
gleich on(3.2) und (2.1 1).folgt). Daher liegt Fq(x) zwischen den Teilsummen s2 , 2 (x, p) 
und 82m( X, p), wobei sich allerdings in Randfällen wegen der Verwendung einer 

'Náherungsforniel die Indizes urn 2 verschicben können. Es ist also besonders giinstig, 
• die Entwicklung (2.11) bei U2m (oder Ulm-2) abzubrechen und dann (3.2) für k m 

(oder k = rn — 1) zu verwenden. Der Vergleich mit (3.1) zegt noch,dal3 rn und M 
entweder übereinstinirnen oder aber M = m + 1 ist. Wenn man in der Restdar-
stellung (3.2) wie zuvor nur das erte Glied der schnell konvergierenden Reihe ver-
wendet, folgt iiit (3.4) aiis R2m_ 2 = U2m + R2 m der Zusam men hang 

A2.-q-&) A2_q(x) 
(2m. — q) (2m — q — 1) • 

Aus (3.3) ergibt sich für s	2m - q - 2, daB A 2 m_q_ 2 (X) annähernd zwischen 0 und I 
liegt und somit im wesentlichen IR2m_2 (X, 7))I ;5 U2m(X, ) I (und entsprechend 
IR21 (x, p)	1U2m+2(X, p)) gilt. Für U2m(X, p) hat man aber wegen (2.8) die einiache 
Abschatzüng

1'(2m - p) sin iiq 
U2m(X , p)	2	

x2m-P	 ' 

also für grol3e x

2 (2m — p\27n_P' 
U2m(X ) p)	2 sin 2 

Vr2m - e-2"— 	) 
Hierin ist wegen 2m - p = x + 27, —5/6 71 <7/6, für x — oc der letzte Faktor X 1, 
also .(X, p) und nach der vorangegangenen Benìerkung audi R(x, p) von der 
Ordnung 0 (e/j/).	 1 

Obwohl in (2.11) eine asymptotische Entwicklung für z -+ co nur vorliegt, solange p lest ist 
oder, ie man nachweisen kann, p =-o(x) gilt, ist mit der lctzten 1.Yberlegung gczeigt, daB (2.11) 
zur Funktionswcrtberechnung auch dann noch benutzt werden kann, wenn p von gleichei odor
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sogar gr6f3erer Ordnung wie x gegen Co strebt. Die Gr6I3e des Fehlcrs bei Abbrueh mit . dem' 
21n-ten Glied ist vom Faktor sin tq abgesehen, Iediglieh durch 'x bestimmt. Freilich' wird in 
diesen FäIIen 2rn rccht groB und der Aufwand zur Berechnung von F(z). mit( 2.11) sehr - 
hocli. In den folgenden Abschnittcn werden andere Entwicklungen angegeben, die dann bes-

- ser geeignet sind. 

4. Asymptotisehe Entwickltingen für x - oo, p X x 

Irn folgenden ird dr Fall untersucht, daB p und x beide gegen 00 streben und dabei 
'—ix bzw. p ' = ax, 0 <a < 2,'gilt.'Um hier zu asymptotischen Entsvicklungen zu 

kdmrnen, gehen wir von (2.3) aus, zerlegen das Integral in die Teilintegrale fiber
(—co, 01 und [0, 00), schreihen das zweite in der Form.	,	.. 

	

U) 

/ e (i +	du f(1 +e)2 (2e + e2u) (i + 

und substituièren irn.ersten u durch —u.. Dann -folgt, wenn vir 
00	

00 fe- U (i +	du = exx_f e- Itp dt = exx_91 (p 1, x) 

und die Bernerkung vor. (2.10) brucksichtigen,.	...' 

F(x) = F,(—x) osq+ ez f(p±i) 
± 

r(p±

XP 

 1) H(x)	(4.1) 

mit der unvo1Isthndigen Gammafunktion  

P(p + 1, x) =fettP dt 

und  

H(x) = f1 ±e) {(i	
u)P — (i	u)P [2e - u  e2u]} du	(42) 

Die Werte der Funktion f'(p + 1, x)/V(p ± 1) können lus Tabelleñ [9, 40] ent-
nommen oder mit der folgenden g1éichmi13igen asymptotischen Entwicklung [14, 161 
berechnet 'werden:. 

	

/ F(p + 1 , x)	1 +erf T +	 (p —>- 00, X ^ 0)	(43) 

mit

 

T = sgn (p - x) [x — p + p In p1x]112,
 

77
= —r }7 7i = (x—p)/p,	-	 .	 (4.4) 

•	.	

.

	

fL	77	 i,i	67
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Darin sind Ym die, Koeffizienten der Stirlingreihe: 
CO 

•	 ffTp 	(i--o°).  

- Somit ist noch H(x) .zu untersuóhen. Wir setzen h(x, p, u) = e( F + /X) P und 
benotigen im weiteren die Potenzreihenentwicklung nach u, 

h(x, p, u) -	Ak(x, P).k	1711 <x.	 (4.5) 

Durch Multiplikation Von Exponential- und binomischer Reihe ergibt sich für die 
- Koeffizienteri 

A0(,p)=1, 

A(x,p)	__1)'(_1)1 (k)	
( -	

(k ^i)	(4.6) 

(das Proclukt ist furl = 0 durch 1 zu ersetzeri). Wegen der nachfolgenderUniformung 
und der Definition der auftretenden Zahlen Sr" und Dkr verweisen wir auf den An-
hang. Mit dortigein (A 3) ergibt sich	 . 

A k(x p) = (1)' (_1)1 () (._)' [ --'(_1 S,! 

(die innere Suninie ist für 1 = 0, 1 durch 0 zu ersetzen). Für p = x vereinfachen sich 
die Koeffiziénten wegen (AM) zu	 • - 

k-I	 1	 - A(p,p) = 0, Ak(p,p) = E (1)'D_r	(k	2) . .	•	(4.7) 

	

r(k-4-l)/2	• 
Der Fall x	oo,p —.x	 ..	 •	- 
Durch Umforniung von (4.2) erhalten Wir	-	•	.	/ 

e20 
H(x) =/	[h(x p	 p —u) —h(x u)]du 

- . 2f +CU)2 h(x, p,u)du.  

Dann ergilt sich eine asymptotische Entwicklung von H(x), ind ern wir hierin 
• formal (4.5) einsetzen. Wegen	 .	- 

CO 

	

• r	e	uk du - J G2,,/2	 fii k = 2m 
J (1 + e_z)2	- t(2ni + l)! iu2rn+i für k,= 2m + 1 

'0 
•	

00 

•

	

	/

e- 2u	 G

	

( 1.+	 = 2(2rn± 2) - 
(2rn + 1)!L2rn+ 1 ,	 •,

/22rn+1	 r2m+i	 0
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folgt so H(x)	—{G0A 0(x,p) + 02 (A j (x, p) + A2(x,p))/2! + . . .} oder 

H, (x)	Gm (A
2m_ i (X, P) ± ul 2 rn(X, p))	 .	( 4.8) 

,n=O 

mit A_ 1 (x, p) = 0. Fiir'p = x ergibt sich aus(A 4) und (4.7) 
(1)m rn-I 

,1 2._,(p, p) + Am(p, p) = 2n?pm	(-1)' DL 11 +I/pt 

find soniit
(—I)n	"G	J)n1 

H(p)	—1 L_	_____	 2m—u• :	 ( 4.9) 
=1 7)	rn='-I(n±2)12J (2rn) . 2rn 

Aligemein folgt. atis (4.6)	 . 

A 2 ,, 1 (x, 7)) ± A2,5(x, py -=	 1)1 (2_1) (11)' '1' 
(i - -p-).	

(4.10) 

Die Ordriiing dieses Ausdrucks ergibt sich für x 4 p wegen 

/ (1 - 
-f--) 

I ± o(1) und	(-1)' (2rn_1) (0, = - (p - 

ZtI -42rn_i(X, p) + A 2rn(x, p) >< p(p - x)2m_h/x2m. Die Glieder in . (4.8) bilden also 
für x 4 p wegen (p - x)/x = o(1) tatschlich eine asymptotische Skala, wLlireiid 
man für x = p nach (4.9) die asymptotisehe Skald {p} erhalt. Da man sich liber-
legen ka.nn, dal3 die Reihenreste von kleinererOrdnung als das jeweils letzte bent tzte 
Glied sind, gilt in Verbindung mit (4.1) der folgende 

Satz: Für x —> cc, p x hat Fq (x) die asymptoti.sche Entwicklung 

e2P(p + 1, x) 
Fq(x) i g(—x)cosq + f(

p + 1) 

- P(p+ 1) ,fl(2ni)! (A2., 
I (x, p) + A 2rn(X,p)).	 (4.11)

Speziell/ur p = x kann hierin die Reihe durch die rechte Seite von (4.9) ersetzt werden. 

Die erstefl beiden 'rerme auf (lei- rechten Seite von (4.11) können nut (2.9) h7v. (4.3) be-
rechnet werden, undder Reihenanfang in (4.11) lautet 

I -i- 'rp(p - x - 1)/6x2 ±	 x - - 1)3,- (3(p - x) - 5) (p 	1)]/360z4 

± 31 6P ( -- x -- 1) 5 	10(p - x - 1)3 (p - I) ± 2)(p	x - 1) (p - 1) 

±45(_P+1)(P_x..1)_5P(7P_3x)+79P_44]/l512ox6+... 

Wenn man in (4.11) den ersten Term wegen seiner kicinen Ordnung vernachlassigt . , den 
zweiten Term duroh (4.3) auusdrickt und von der dortenthaltenen Reihe 6owie der Reile des 
dritten Terms nur (las erste Glied beriicksichtigt, so ergibt sicli 

I'q(x) =e
x I ±erf r	e	1c0 + o(±-1	ex	((1 +0(1)) 

2	V2rp L	P/J	I '(p ± 1) 

11 -4- erfr	e"  = CX.	 +-==-1c0— 1±01— 2	}'2pL P)



- -S 

 --
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mit r und co nach (4.4). Fü	= (p - x)hI2p = 0(1) ist v	e, und es gilt. 

-	1 + erfrI ± erfo 
+ i: 

	

=	1_2 + O(p-'I2) 
2	 ..	 . 

= e-e'(t + 0(p 1/2)) sowie c, = 2/3 ± O(p-112) 

(siehe [13]). Daher wird für x -*	0(1)  

Fq(x)cX 1+erf	 . 
2	V2pL '	3 

Manhat also speziell die asymptotisehe Darstellung  

•	Fq() '	+ erf  

Für p = x ergib t sich e PF,_ L (p)	l/2(p - oc); für x = p ± }'pwird 2 2 - 1 = 0 und da1r 
ergibt sich die besonders gute asymptotische Naherung 

F_ 1 (p±	)eP±	1 +erf(J/)	(poc). 

Per Felix oo,p = ax, 0< a <2  

Wiruntersuehen vorerst den Fall 0 <'a < 1. .Da wir wieder (4.1) benut.zen werden, 
•	betráchten wir zunüchst die asymptotische Entwicklung von F(p + 1, x). in diesem' 

Fall. Diese kann aus (4.3) hergeleitet oder direkt aus der von TRicosu [17] für x> p, 
r = o(x - p)' angegebenen Entwicklung entnommen werden. Bemerkenswert 
ist, daB man sie aber, auch erhält, wenn man von der für x -- óo, p = 0(x) (oder, 
a= o(1)) gultigen, seitlangem bekannten asymptotischen Entwicklung 

•	I(p+1,x)e xP[l+E )k+1)] . 
k=1	 Xk 

oder hier  
•	-. r	+ 1,	e" ()lak)j' (i —

	)	
'	( 4.12) 

ausgeht (/7 = 1 für k = 0). Ohwohl die rechte Seite hierin in dern zu untersuchenden 
Fall gar keine asymptotisehe Entwicklung mehr ist, gelingt es, daraus eine herzu-
stellen, indem man die Reihe formal als E y(a)/p" umschreibt. Durch Koeffizienten-

• vergleich ergeben sich die für jal < 1 konvergentcn Potenzreihen 

1	 -co 
•	?0(a) = ' ak=	, y(a) = (—I)" E S0 k- 1k	(n	1). 

/	
k=O	1—a	 k=n+t 

Für n 1 kann man diese mit (A 6) wie folgt umformen: 
oo	2n	1k (—l)"y(a) = ' a' ' D 

k=n+I=n+i	1 
2.	1	00 '(1 + 1)	k 

= 2' n D?_ a'	+ 	(k - 1' a1'1 
4-i	 k 1+1	) 

2u I_(j .... 1\\	2n	 at 00 

•	-	-	=	Da'	 a' =	 1+1• •	 1=n+1	. r=O -	 I	1=n+1	(1 — a)
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Mit /(a) = 1/(1 - a), adso /(')(a) = l!/(1 - a)', wird somit	 V  

y.(a) 
V r	+ 1, -p-)

	
eP'° 

(__)	(	)	V	 (4.13) 

wobei	 V	 V 

2n L)n 
yn(a)	( .--1	a'/W(a)- 

V 

V (n ^1),	 1(4.14) 
V 

V	 1n+l	
V	 V	

V 

ist (aus der erwähnten Tricomi-Entwicklung folgt dies unter Verwendung von (A.5); 
rni (A'4)'erhält man noch die .Rekursiorisformely I1 (a) = ---a2y'(a)/(1 - a)). 

Wir kehren nun zuni Fermi-Dirac-Integral zurtick. (2.10) lautet im vorliegnden 
Fall für a = 0(1)	

V	 V	 V 

V	q) F (Ti) eosq ± I V1)() G2ka ()
	

.	(4.15) 

Wie (4.12) hat these Entwicklung für 0 < z < 1 keinen asymptotischen Charaktèr 
rnehr (man V vergleiche jedoch die Ausfuhrungen tiber die Brauchbarkeit der Reihe 
in Abschnitt 3). Wir gehen, 'urn zu einer für dies Fl1 gultigen asymptotisehen Ent-
wicklung zu kommen; wie eingangs bei der unvollständigen Gainmafunktion vor und 
setzen	 V V	

,,V	 V	
V V 

ff	2k-li	•\	_	
V	 V	 V V	 2k a2k ft 1 1--- = E -- 

V	

h= (2k)!	 \,	1	flo pfl	 V	
V 

V (fl = 1' für. k = 0). Durch Koeffizientenvergleich erhält man die für Jai < 1 kon- V 

vergènten Potenzreihen V 

V	 '	 V	 V 

•	c(a) = E	a2k,, Vc(a)_ 	 -!a2kSn2k_1	(n> 1). V V 

kO (2k).	V	 V	 kI(n±2)/2) (2k).	V	 V	

: 

Die c(a) lassen sich auch als'Summen von Ableitungen der Funktion 

g(a) = na	+ a) I'(l - a)	 V 

Slflta  

und somit durch die ,-Funktion ausdrucken. Zunächstist nämlich nach (2.7) V V 

c0(a) = g(a)'und foiglich (für jai < 1)  

0(a) =	02k	a2k:t g(	 (1 ^0).	 V	 '	 (4.16) 
k=I(I+i)/21 (2k - 1).  

Nach V(A 6) ist	 V	

'	 V 

2.
	

(2k) 
c(a) 	--a	' D_	,	V ,,	 ,	 V	V 

	

k_-[(flVIV2)/21 (2k).	1=n+1	 V 

2n fl	co	'r 

	

—1" S' __!!a1	-,	2k	
a2'-	 '	 V - 'V	 /	'	 -	-	I	 V l=n+l

	f!—
	k=r(1-1-l)/21 (2k	1).	V 

also wegen (416)	 V	 V 

'c(a) = (-1)'	V1!. &g(')(a)	V (n ^ 1). 
V	 ,	

V	 '	

(4.17) V 

i=n+l	,	V	 ,	 V	 V 

Die Ergebnise gelten nicht nur, wenn a konstant ist, da nur die Eigenschaft 
0 1 < a <1 benotigt wurde. Somit ergibt sich aus (4.15)_ analog wie (4.13) aus 
'(4.12) - folgender  

V	 /
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Satz: Es sei a = a(x, p) eineFunktionmit ô	a(x, p) ^ 1 — 6 2. (0 <61, 62 <1; 
61 + 6	1). Dann gilt für p -- oo die a.symptotische Entwicklung 

P	
L	

i	P0c(a) 

F ()	
Fq(_)	 ± F(p + 1) ()	

(4.18) 

Die ersten der in c(a) auftreteiid'en Produktè a'g(')(a) seien explizit angegeben: 
ag'(a) = g(a) [1 - g(a) cosra] = g(a) [(1 + a) - (1 - a)], 

a2g"(a) = y(a) [-2g(a) cos za ± 92(a) (1 + cos2 pta)], 

a3g ... (a) = g(a) [3g2(a) (1,+ cos2 a) , —g3(a) cosira(5 + cos2ira)], 
ag ) (a) = g(a) [-4g3 (a) cos ia(5 +'coS2 nd) + g4 (a)(5 + 18 c082 ia + cos4 na)]. 

Die Entwicklungen• (4.13) und (4.18) sind allerdings für nicht allzugrol3e p nur 
0 

brauchbar,wenn a relativ klein ist. Zu einer wesentlich gUnstigeren asyniptotischen 
Entwicklung komnit man durch folgende tYberlegung. Der . Vergleich zwischen (4.1) 
und (4.18) ergibt	

0 

I ()ePlaT p + 1	 (p-^oo), 

so daB wegen (4.13)	 0	
0 

H
 (
.-)c,,(a) —y(a)	

(p	) '	 (4.19) 
a	n=0	P13 

• folgt. Man kann mm wie im Fall p x wieder (4.1) benutzen imd den dort letztn 
Sunimanden nach (4.19) auswerten. Während (4.18) für a in der Nahe. von 1 nicht 
mehr brauchbar ist, da die c(a) für a —> 1 unbeschränkt wachsen, liegen die Ver- 
hältnisse bèi (4.19) anders. Diese Entwicklung. geht für a — 1 in (4.9) über. Tat-	— 
sächlich, ès ist	 •	

0	

0 

	

'za,	r(a-1)	___	 ki(ag(a)	sinna 	sini	
i 

ra 
0 + nt(a — 1)+ sin t(a 

und somit folgt aus (4.16) wegen c0(a) = g(a) und o(a) = 1/(1 — a) 

'0 0

	 co(a) — yo(a)=	(2k)! [(a — 1) 2k + (a — 1)2k- 1	-	(4.20).' 

für 0 <a < 2, also c0 (a) — y0 (a) -b- — für a — 1. Aus (4.16) folgt weiterfürl	1
• und0<a<2 

g00(a) —/( O(a) = —	(a — 1)2-1 (a —
	

(421) 
k=I(1+1)121 (2k — 1).	 2k 

1'	
I—G2k/2k für 1=2k—i	 - Jim (9( 1)(a) — f( )(a)) 

= 1 62k	für 1=2k, k	1. 
Da nach ' (.14) und (4. 17)	 0 

• c(a) — y(a) = (-1)" 2n Dn
 al(g(1)(a) —/(')(a))	0 

1=n+I	 0	
0
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ist, ergibtsich aus dern vorhergehenden Resultat für n	1 

:	urn (cn(a) - y(a)) 
=	rn=Un+2)/21	 2m +(2M)'

also wegen der RekursionsforrneP(A 4) für die Dk° 

lint (c(a) - y(a))= —(-1)"	 02m 
 

•	
.	 m-I(n±2)/2J	in	(2m)! 

Zusanitnen folgt jetzt, daB (4.19) für a—'- 1 in (4.9) ubergehL Zugleich hat sich 
ergehen, daB die Koeffizienten in (4.19) für 0 <a < 2 beschränkt bleiben (wobci 
sic für a = 1 durch die obigen Grenzwerte zu interpretieren sind), also (4.1), (4.19) 
in einein gröBeren Intervall anwendbar sind als ursprunglich erkennbar war. Zu-
sammenfassend erhlt niau den 

Satz: Es sei a = a(x, pj eine Funktion mit 61 a(x, p) < 2 —62 (0 <ô 1 ,	< 2, 
.61 ,± 62 ^52). Dann gilt für p -> oo die asymptotische Entwicklung 

Fq ()
	

- Fq (...a)	+ 
eP/af'(p+l,p/a) 

+	
I	(p\P	c(a) - y(a)	 (4.22) 

a	 p' I'(p +1) \/ ,,	 .. 

mit c(a) nach (4.17) und (a)ach (4.14). 

th der Nähe von a = 1 konnen c(a) 1 y(a) Mr n = 0 mit (4.20) und für n 1 unter Zu-
hilfenalime von (4.21) berechnet werden. Mit der Annhherung von a an 2 ñehmen Ic(a) - 
sehr stark zu, so daB (4.22) praktisch nicht mehr brauchbar 1st. 

Die asymptotisehe Entwicklung (4.19) -- und damit (4.22) - laBt sich grundsatzlich auch 
direkt gewinnen, indem man von	 - 

H(p/a) = fh(p,p,au) [e ff ) u - 2e—(2—a)u - e 3_O)U] du	•	 -. 

ausgeht, für h(p, p, au) die Potenzreihe (4.5) benutzt, gliedweise integriert und die Integrale 
co 

f(e_uk/(l + e_u ) 2 ) du durch Reihen auswertet. Es gelang jedoch auf diesern Wege nicht, die 

Koeffizienten c(a) - y(a) durch.(4.17) und (4.14) auszudruchen. 

5. Asyinptotische Darstellungen für p --)- co, x von kietnerer Ordnung als p 

SchlieBiich soil noch das Verhalten von F5(x) für p -. oo betrachtet weMen, wenn x 
lest oder in noch prazisierender Weise von kieinerer Qrdnung als p ist. Für p ' x 
wird das Integral in (2.1) im wesentiichen durchF(p + 1) appróximiert, da in der. 

- Nähe der Maximalstelie t = p der Zähierfunktion des Integranden der Nenner dicht 
bei 1 liegt. Eine genauere Aussage, die den EinfluB von x erfa0t, ergibt sich durch 
Anwendung der verailgenieinerten Laplaceschen Methode [2] auf 

fe9P dt mit —g(x, p, t) = t + pint	2 In (1 ± e).
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Die Maximaistelle 10 dieser Funktion betimmt sich aus der Gleichu.ng	. 

•	to = x + 2'artanh (p/I0 ) =	0 + P 

	

to — P	 ..	•. 
Die genaimtO Mthode ist hier anwendbar, wennrp= o(p -, x), r > x, gilt, und' 

"sie liefert folgenden	.	 . 

• Satz: Für p - > 'oo, x <p, }I= o(p —x) hat Fq die asimptotische Darstellug 

e'.tP+' /	2	•.	/1 + /to \2 
•	F(x)-._'	U 

'(p + 1) V p + (t02 - p2)/2 \	2	•/ 
%Venn man statt der asymptotischen Darstellung wenigstens noch das folgende Cued der 

asymptotischen Entwicklung berucksichtigen will, hat man auf der rechten Seite von (5.1) den 
Faktor,	. 

1 __ (-._ g2(t) _..!.. g4(t0) \ mit	(%) =	p \24 923 (t0 )	8 g22 (to )/	.	 0 

(i = 2, 3, 4) hinzuzufugen. Dabel ist	 .	. 
t02 + p(2 - p)	

(2 - 4 - 12) 
92(0) -.
	 2t2 

•	

'	
2t 

3p(8 -. p3 ) + t02(4p2'— 12)	 . .	 . 
)	

-	4t04  

der Summand in der Kiammer hinter 1 hat die Ordnung O(r') und der verbleibende Rest die 
Ordnung 0(p 2). Als Niiherung für t0 erhält man durch asympotisehe Iteration 0 = + € it -	 -	 1	'p2	5 2p eP(1 - (2p - 1) ex-P). Damit kann der genannte Faktor durch 1 + — - — —. 
+ 2)	añgeñiihert werden.	 .	 12r • 

Eine andere Moglichkeit, das asymptotische Verhalten mi bctrachteten Fall zu 
béstiinnien,ist - bis auf eine geringe.Modifiziérung —'.wieder.dieAnwendung von 
(4.1) niitasymptotischèr'Auswertung von Il(x). Statt (4.1) b(enutzen wir 

e--F( +l'x)	XP.	 •	. 
- Fq(x) = f( + 1) + P(' -+I) (Hu() - Ht2)(x)), 

=1(1 4e)2 (i - _) du 

H(2)(x) = f (1 ±e_u)2 (f+ u P (2e ± e_2u) du 

Die Maxi,nalstelle u0 des Integranden von H(2)(x) bestinimt sich aus der Gleichung 
UO = —x ± p(1 - 2/(4 + 3e + e 211o)) . Unter der Voraussetzung p -- co, 

= o(p	2x) ergibt sich	• 

•	H(2)()	1/_2r	e2.(2 - e_u0) (1	U0 \P ..,	 • 

V. g2 (p, x, u0 )	( 1 + e-".)2 \	x / '	 (5 2 
p'.	 1	 1- 

92 (x, p, u0) — 
(x + 0)2 + 2e	k + °) 2 T (2 + e_u.)2) 

28 Analysis Bd. 0, Heft 5 (1087) •	
• /
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In f ( ') (x) hat der Integrand ein Randrnaxirnum, und der gegentiber H9(2)(x) 
vernachlassigbare Beitrag ist fl W(x) - x/4p. Setzt man noch u0 = -x + p!2 + e, 
so gilt e ' 3p ePI 2/8, und tinter Verwendung dieses Resultats folgt H(2)(x). 

1/2p e_P2X(p/2x)P. Zusammenfassend kann festgestellt werden, da13 iri Fall 
p p-.' x sowie durehweg für p x die asymptotisehe Darstellung 

F,( x) ex +'1 > (5.3) 

gilt, was aus (4.11) und (5.1) in Verbindung mit (4.3) folgt. Für x -> oc, p = ax; 
0 <a < 1, jedoch hat das çrste Glied der Reihe in (4.22) dieselbe Ordnung wie 
exf'(p ± 1, x)/I'(p + 1), so daB dann die asymptotische Darstellung 

___ 
F(x) '	(I. - a) ex P(p+ 1 , x ) 

sina	 I'(p+i) 
gilt, die für p = o(x) wieder in (5.3) ubergeht. 

6. 'Nunerisehe Ergebnisse	0 

Als Test für die numerische Brauchbarkeit der hergeleiteten asymptotischen Entwickiungen 
wurden Funktionswerto mit ihnen berechnet. Sie werden irn folgenden den exakten Werten 
gegenuhergestellt. Da die GroBenordnung der Funktionswerte F(x) stark 9chwankt, sind 
hier die Werte von 

I(x) = eF_1(x) 
aufgenommen worden. Diese liegen nach (2.1) zwischen Ound 1; sie werden in den folgenden 
Tabellen mit 5 Dezimalen angegeben. Der Einfachheit halber wurden nur ganzzahlige p, x 
ausgewh1t. Der Summand cFq(_x) cos aq konnte für die vorkommenden Paare (x, p) 
mi Rahmen der Tabellengenauigkeit immer vernachlässigt werden. 

'J'a b. t: Werte 120 (x) .und J40(x) für eiaige x nahe 20 bzw. 40 

x

20( X)

x

40(X)

exakt mit (4.11) mit (4.11) exakt mit (4.11) mit (4.11) 
bism=0 bism=2 bism=0 bism=2 

15 0,85391 0,87522 0,85471 35 0,77124 0,78038 0,77150 
18 0,64339 0,65091 0,64333 39 0,54232 0,54245 0,54229 
19 0,55998 0,56061 0,55965 41 0,42147 0,41705 0,42141 
21 0,39521 0,38426 0,39477 45 0,21711 0,20838 0,21708 
22 0,32047 0,30603 0,32014 
25 0,14910 0,13357 . 0,14915 

Tab. 2: Werte 1p(p) mit (4.11) /fir einige p € [10, 501 

x .exakt mit (4.11) 
bis m	0

mit (4.11) 
'bii m = 2

mit (4.11) 
bis m.= 3 

10 0,47166 0,45793 0,46666 0,47671 
15 0,47402 0,46565 0,47258 0,47501 
20 0,47604 0,47026 0,47546 0,47635 
30 0,47909 0,47572 0,47893 0,47915 
40 0,48125 0,47897 0,48119 0,48127 
50	/ 0,48287 0,48119 0,48283 0,48287



Tab. 5: Werte -120 (x) /fir einige x E [12, 25] 

x exakt mit (4.22) 
bis n == 0

mit (4.22)- 
bisn=2. 

12 0,96374 0,94439 0,70751 
14 0,90226 0,88718 0,87985 
15 0,85391 0,84084 0,84419 
19 0,55998 0,55269 0,55897 
21 0,39521 0,39075 0,39495 
25 0,14910 0,14790 0,14906

Tab. 4: IVerte 120(x) /fir einije x E [2, 14] 

exakt mit (5.1) mit mit 
- Korrek- (4.1), 

£urfaktor (5.2) 

2 0.99999 0,99584 0,99999 0,99999 
4 0,99995 0,99584 0,99998 0,99995 
6 0,99964 0,99583 0,99992 0,99964 
8 0,99785 0,99572 0,99945 0,99783 

10 0,98982 0,99494 0,99601-7 0,98894 
12 0,96374 0,98931 0,97209 0,95557 
14 0,90226 - 0,95323 0,85345 0,86488 

t)ber Fermi-Dirac-Integrale	435 

Tab. 3: Werte J (20) /fir einige p E [2, 30] 

p exakt I	mit (4.22) 
bisn=0

mit (4.22) 
bisn=2

p exakt mit (4.22) 
bisn=0

mit (4.22) 
bisn=2 

2 0,64156 O,4166 0,64156 18 0,31330 0,30967 0,31304 
4 0,41442 0,41446 0,1442 20 0,47604 0,47026 0,47546 
6 0,32066 0,32068 0,32066 22 0,63718 0,62962 0,636013 
8 0,21637 0,1635 0,21637	- 24 0,77278 0,76443 0,77086 

10 0128343 0,28315 0,28343 26 0,87126 0,86330 0,86828 
12 0,03006 0,02988 0,03005 28 0,93382 0,92711 0,92939 
14 0,08172 0,08104 0,08169 30 0,96899 0,96389 0,96251 
16 0,17613 0,17432 0,17603 

Die Werte in Tabelle 5 sollen zum Vergleich mit den in Tabelle 1 (linke Halite) und Tabelle 4 
enthaltenen Werten dienen. In Tabellc 1 liegt der relative Fehier der Werte der letzten Spalte 
für p = 20 urn 0,01% und daruntcr; fur p = 40 ist er noch fast urn eine Zehnerpotenz kleiner. 
Tabelle 3 zeigt, daB (4.22) mit n = 2 für kleine a = p/ sehr genau ist. Der relative Fehier 

a wchst mit a monoton an, ist aber noch für den letzten aufgenommenen Wert (a = 1,5) 
klciner als 0,7%. Mit noch grOlierem a wird (4.22) schnell unbrauchbar. Aus Tabelle 5 entnjmmt 
man, dal3 diese.Formel f 6 z < p (a > 1) irn Vergleich zti (4.11) schlechter abschneidet, 
dagegen Mr p,< x noch etwas günstigere Werte liefert. in Tabelle 4 sind die Werte mit (5.2) 
bis etwa x = p12 sehr gut (der relative Fehier bei diesem Wert ist kleiner als 0,1%), wahrend 
die andere Formel, auch mit dem im Anschlufi von (5.1) angegebenen Korrekturfaktor, 
schlechtere Werte liefcrt. Für'x > 12 sind beide Formeln wenig brauchbar und müssen durch 
(4.22) ersetzt werden.	 - - 

28* 
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Anhañg: Die Zahien S r und Dr- 

s sei C = {rn, .., m} mit i = 1, 2, ..., (n) eine Kothbination ohne \T iederhoIung aus 

*	der Menge 11, 2,..., n} von der Ordnung r n (der Eindeutigkeit halber sei m'/ < rn < 
< jr. Dann seien die StirlingschenZahlen 1. Art Sr'(fl E N; r = 1, 2,..., n) wie folgt defi-
niert ([6, 19]; dort in etwas anderer Bezeichnung):	 -	- 

Sr Th E Summation über alle (n) Produkte.	,,	(A 1) 

Speziell sind S1 & = n(n + 1)/2 und S, = n! Durch geeignete Zusammenfassung der Sum man-
den in (Al) leitet man die Rekursionsformel 

S i'1,Srfl8+S'	(n	2;r=2, 3,.... .n—i) 

hr. Diese ist auch für r = lund r. = n anwendbar, wenn	= 1 und S,fl-1 = 0 für nile
a ^! 2 gesetzt wird. Aus (A 1) ergibt sich ferner 

kI	 k	 fl 

[1 11 - —1= 1 + ' (1)T Sr lC/P	und	.E (_1)t_1 Sr' = 1(n EN). 
M=1 \	P /	r=1	 r=1 

Die Zahlen Dk'r . E N; k = 1, 2.... . r) definieren wir durch die Rekursionsformel 

D 1' = 1, Dk? = (r + k - 1) (D:1 + Dk 1) (r 2).	 (A 4) 

Daheiist, urn diese für k = 1 und k = r anwenden 'zu können, noch Dof 	1 0 für

r E N zu setzen.Speziell ergeben sich

(2	3	r 

Explizit kOnnen die DkT dureh 

(r ± k)!	
1	 (A 5) 

•	 A.2! A3 ! . .. Ar+i! 24 34 ... (r + 1) 1 *.	- 

angegeben werden, wobei uber alle nicht-negativn ganzzahligen A1 mit A. 
± ..-' + Ar+i = k zu 

summieren ist, für die 14 +	+ rAr+i = r gilt. (A 5) kann durch.Vergleich von (4.13) mit 

Tab. 6: Erste TVerte von Sr" (au/icr IS'' = a!) und Dkr .	-. 

Dkf 

k,n	r-'r 
+

1 2' 3 4 5 '6 7 8 

1 2 6 24 120	,. 720 5040 40320 

2 3 .3 20 10 924 7308 64224 623376. 

3 6 11 15 210 2380 26432 303660 3678840 

4 10 35 50 105 2520 44100' 705320 11098780 

5 15 85 225 274 945 34650 . 866250 18858840 

6 21 175 735 1624 176k 10395 540540 18288270 

7 28 322 1960 6769 13132 13068 L135135 9459450 

8	-- ' 36 546 4536 22449 67284	. 118124 109584 2027025

ST 
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der aus [13: (3.67)] folgenden Darstellung für J '(p + 1, p/a) erhalten werden. Die D erfüllen, 
wie durch vollstãndige Induktion folgt, für alle r E N die Beziehunen 

i	 ((r+1)/21 
1)1 D = (-1) find	51 (_i)k_I De 1 = r. 

k=1	 k=1	 S 

Mit vollständiger Induktion bezuglich nergeben sich unter Anwendung von (A 4) und bekann-
ten Eigenschaften von Binoialkoeffizienten die Zusammenhinge 

•	 r+Ic	Ir	k\ 
= L' (	Dk und Dkv = (- 1 )Vfk ' ( 1)11 -+  1	 (A 6) 

k1 r

\ 
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