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Uber zwei spezielle inverse Probleine der Poten‘tialtheqrie

M. GUNTHER.

\

Es wird das Problem behandelt, die Gestalt cinesiKorpers bei bekannter Dichte aus vorge-

" gebeneén Werten .seines Newtonschen Volumenpotentials oder dessen Gradienten an der Ober-

fliche zu bestimmen. Die Betrachtungen sind lokaler Art, d. h., der unbekannte Korper liegt

in der Nidhe ciner gegebenen Ausgangsfigur. Zu den Existenzbeweisen werden der Satz iiber
inverse Funktionen und Abschétzungen far Potentia.lc bei veranderlichen Gebieten benutzt.

. Hceaenyerea 3anava o6 onipeieneHnd BUA Tela, eCIH M3BECTHO €ro MIOTHOCTD 1 ‘ero Hotoro-
HOB O0bEMHHI OTEHUMAI, ML TPATUERT JTOTO MOTEHUMANA HA MOBEPXHOCTH. Pacc) IEeHNA
HOCAT JIOKAAbHBIM XAPAKTEP, T. €. HEU3BECTHOE TCIIO HAXOXUTCA BOIM3M HAMEPEN 3anaHHol
. .M3X0xHoll durypul. B gokasatenscrsax cymec'rBonamm HCIIOJIB3YIOTCA TeopeMa 06 ofpaTHbIX
GYHRUMAX U ONECHKY JJIA moTeRINAIon B cilyyae nepummm\ o(nac'rcix .

",The problem to determine the shape 5f a solid body is treated if the densxty and the v.xlues of

its Newtonian potential or the gradient of the latter on the surface are known. The considera~ "

tions have a local character, i.c. the unknown body is situated in a neighbourhood of a known

initial configuration. In the existence proofs the inverse functlon theorem is used as well as

estlmatlom 'for potentials of variable domums

1. Einleituxlg. B . -

N .

In einer bekanntcn Arbeit uber Randwc:tproblune der physxka.llschen Geodaisie
diskutiert L.. HORMANDER (6] das Problem, die Gestalt eines Koérpers (llleCSOHdelC
"“der Erde) aus Messungen der Gravitationskraft und des Gravitationspotentials an

seiner Oberfliche zu bestimmen. Die Dichte des Koxpers tritt'dabei nirgends explizit

auf. Wir wollen nun solche Aufgaben untersuchen bei denen die Dichte von vorn-
herein bekannt ist; natiirlich kénnen dann das Potential und sein Gradient, nicht
mehr glelchlemg vorgege,bcn werden. Unsere Betrachtungen sind lokaler Art, d. h.
- wir bleiben in der Nahe einer bekannten Ausgangsfigur. Dabei wird zunichst das
linearisierte Problem (Fréchet-Differential) untersucht und -dann die nichtlineare

Aufgabe mit Hilfe des Satzes iiber inverse Funktionen behandelt. Entscheidend sind-

dabei gewisse potential theoretische Abschitzungen. Beziiglichdervielfaltigeninversen
Aufgabenstellungen in der Potentialtheorie verweisen wir auf G. ANGER [1,2]
A. L PriLEPkoO [15], F. SA\ISO [16]. sowie B. W. ScHULZE und G. WILDENHAIN
(18: Kap. III, §5]. :
Im elsten (und emfacheren) Problcm wollen wir die Gestalt eines Korpers aus be-

- kannten Werten -seines - Newtonschen Volumenpotentials an der Oberfliche be-
stimmen. Dazu nehmen wir an, daB Sich der Rand des gesuchten- Korpers als Graph-

{(x, R(z)) | x € S} iiber der Emhentqsph‘uc S < R3 darstellen laBt und wir suchen die
Radiusfunktion.R. Dieses Problem besitzt einerseits Verbindungen zur Theorie der
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten (vgl. z. B. die umfassende Dar-
“stellung von L. LICHTENSTEIN [9]), andererseits zu der Aufgabe, die Gestalt eines
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Kérpers so zu bestimmen, daf sein Potential auBerhalb dieses Korpers mit einem:

gegebenen Feld (welches einer e]llptlschcn Differentialgleichung geniigt) iiberein- .
. stimmt (vgl. V. M. Isaxov [7, 8] und G.A. Pavrov [14]). Im Unterschied zu den

eben erw ahnten Arbeiten behandeln wir im Abschnitt 2 das Problem unter moglichst
geringen Regularititsvoraussetzungen; so setzen wir nur die Stetigkeit der Dichte
voratis. Abschnitt 3 enthilt Abschitzungen fiir Potentiale bei veranderlichen Ge-
bieten. Die Methode zur Herleitung solcher Abschatzungen geht in ihrem Kern auf

- L. LiCHTENSTEIN [12] zuriick. Im Abschnitt 4 untersuchen wirdas Problem, die Gestalt

cines Korpers aus den Werten des Gradienten-des Volumenpotentials an der Ober-,
fliche zu bestimmen. Dazu nehmen wir konstante Dichte an. Genauer suchen wir
zu drei auf S gegebenen Funktionen-G,, G,, G; eine Einbettung ¢ : § — R3, so da
der Gradient des Volumenpotentials, erstreckt iiber 2, (beschrinktes Gebiet, das
von @(8) berandet wird), in allen Punkten ¢(z) (also an der Oberfliche von Q,) die
vorgegebenen Werte G(x), Ga(x), G’s(x) annimmt. ‘Das linearisierte Problem laBt sich
fir den Fall einer Sphare als Ausgangsfigur leicht diskutieren und das nichtlineare
Problem kénnen wir dann unter wesentlicher Benutzung der ‘Abschétzungen aus
Abschnitt 3 und des Satzes iiber inverse Funktionen in den Hélderriumen H®,
1 < a § N, behandeln. Dabei verstehen wir unter H® mit a = m + 1,0 < m € Z und
0.<7 <1, den Raum der m-mal differenzierbaren Funktionen, dcren m-te Ab- .
leltungen einer Holderbedmgung mit dem Exponenten 1 geniigen. Im weiteren be--
elchnen || flo und |||+ die Normen in den Rdumen C° bzw Hm+4,

7.

2. V.or_gabe des Potentials

Es sei S={zeR¥||zg|=1 und M,z;={f€CAS)|a < f(x) <P fir z€ S},
0<a<f<oo Fir ReM,; wird vermége Qp = {x€ R*| 2| < R(z/|z]),
xz % 0} u {0} .ein beschrinktes und bez. des Nullpunktes stemformlgcs Gebiet be-
schrieben. Wir definieren nun fiir ¢ € [0, 1] und ¢ € C%(K ) mit K5 = {x € R?| |z| <p}

<y ) ' (1/) : - ‘.
', P‘"'"(x.) =f Iz — g2 + )i de z € R3. )

R

Es ist Pp,:= P%, also gerade das zu £, gehorige Newtonsche Volumenpotential
mlt der Dichte p. Wir setzen G',(R ) () = P4 (R(z) 2, z € S, und formulieren

Lem ma 1: Fur t€ [0, 1] zst G, eine Fréchet- dz//erenzzerbme Abbzldung von M, s
nach CO(8) mit dem sz/erentzal .

, _ [ R o(By) y)'R(y) i P,
e 1)) = [ DA 10, + 2
| J U |

fiir alle Re C(S) und z € S mit . ,

(B(z) ) R(x)
()

aP"“’ ():= (grad Py @), zflel), 0 4z € RS, -

Beweis: a) Sei zu'nz'ichst t > 0 und R € M, ; gegeben. Dann gilt
GuR) () = | /,(R(x), %, y) 40,
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mit

olr r2 ' o L
fils, u, z, y) f(lsx —T;I/Z) tz)‘/” dr  (s,u> O;x,yE S).

Es ist f, eine C°°-Funktlon bez der Variablen A x. Daher ist G,: M"x 8—=C° '
Frechet differenzierbar, und es gllt, (vgl. [19 Bsp.’ 44])

§ . .

' - ) o . . . . .

+ R(x)fg:g {,(R(x), R(y), z, y)dO,. . c
. - s N . . . .

Daraus folgt, aber sofort (1).

b) Wir miissen die Behauptung noch fur t = 0 zeigen. Aus IR(:c)x — R(y) y|
= alz —y| fir R€ M, g-und 7,y € § und einigen trivialen Umformungen der auf-
A t,retenden ‘Integranden erhilt man leicht die Abschétzungen .

' f RYy) o(Rw) ) Rw) i — [ B R y) R@) . |
(IB@)z — Ry yP + &)z " ") |B@)z — Ry)yl
. e s i .

- é C((X,' ﬂ: £ 9).” “RHOs
Pl R(z) ) = Pry(R(z) 2)| < C(=, B, 0) 8,

gt

' aPy N L '
67" (R('x) x)\—- a—:'e (R_(x) x) §>~_C(a, B, 2 o)t :

g mit einem beliebig wii:hlbarem ce€ (0, 1). Also gilt fiir alle R € M,
- I6(B) = Go(R)lo < Clos, B, 0) ¢, -
DGy (R) — DGo(R)|zco.cv) < Cla, B, &, 0) t

\x;ob’ei DGO(R) sunichst einfach fir den Ausdruck auf der rechten Seite von- (1)
-steht. Nach einem bekannten Satz (z. B. [3 8.6.3]) folgt aber aus dem Beweisschritt a .
.die Behauptung .

Der Beweis des nachsten Lemma.s ist cmfach (vgl z. B. [5: S. 91f.]) und solI daher
nlcht angegeben werden.

Lemma 2: Fiir R, R, € M, 4, R 6 C%(S) und alle z € S gzll

_fRﬂwd&memd0_~Ivmd&memdo
J B@z =Ryl ) IR@) e — Ryl

< Clo, B, &, 0) IRl {118y — Bell® + wylliRy — Rollo)),

oP , 0Py, ' .
. R..o (Rx (%) 2) - R 2 (Ry(z) z)| < C(x, B, &, 0) | Ry — Bollo*. .

Dabez kann ¢ e (0, 1) wieder belzebzg gewdhlt werden, und
wo(8) = sup'{lo(z) — o(x')| | 2, 2’ € Ky mat |x—x[$6}
" bezeichnet den Stetzgkeztsmodul von o- ‘_ v .

e A
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/ : :
F olgerung: Go ist stetig Fréchet—dzf/erenzzerbar als Abbzldung von 11[, :. 8 nach C%(S).
- Wir wollen nun die Existenz von Losungen R € C%(S) der (‘lonchnng
DGy(R) R = | « : @

bei festen R,p und gegebenen f € C°( ) untersuchen. Unter der Voraussetzung
(OPg, t,/67) ( () x) =+ 0 fir z € S, die im weiteren immer erfiillt sein soll, stellt dies
ganz allgemein eine Integralgleichung 3. Art (mit schwach singulirem Kern) dar,
die der Fredholmschen Theorie zuginglich ist. Die Existenz von Elgenlosungen hangt
dabei natiirlich sehr von dem gegenseitigen Verhéltnis von R'und p ab:

A. Im Fall.homogener Kugeln (d. h. R; ¢ — const) existieren drei linear unab-’
.hingige Eigenlésungen W(z) =; (¢t = 1,2, 3) fiir x = (xy, %,; %) € S. Durch ein
einfaches Stérungsargument unter Benutzung von Lemma 2 ‘ergibt sich- daraus:
Ist Qg kugelahnlich und schwach inhomogen (d. h. B und ¢ unterscheiden sich in
" der C°-Norm nur wenig von konstanten Funktionen), so existiert zu belleblgen

W € C%S), s = (s, 82, 83) € R3eine emdeutlge T,osung Re CYS), & = (d, ds, ag) € R?
_der Glelchungen :

| DGO<R>R+).ax = Wiz),
a-l

f R3¥(z) Q(R(x) z) R(z)2;d0, = s; -~ (i = i, 2,3). ‘
J ;

B. Die Inbégralg]eichuné (2) besitzt keine Eigenlésungen.

Wir erwihnen zwei konkrete Fiille, in denen letzteres eintritt:

B’..Im Fall homogener Rotationsellipsoide besitzt (2) bis ‘auf abzahlbar uncndllch viele
,.kritische** Werte des Verhiltnisses der Halbachsen keine Eigenlésungen. Zum Beweis dxescr

~ Aussage wird eine Reihe von Eigenschaften der Legendreschen Funktionen 1. und 2. Art sowie
das Courantsche Minimax-Prinzip benutzt; fir Einzelheiten siche [5]. :
B”’. Halten wir R € M, g fest'und konzentrieren die Dichte g in einer kleinen Umgebung des |

\’ullpunkts (Korper mit ,schwcren Kernen*), so ist klar, daBl wir auf diese Weise das Auf-
treten von Exgcnlosungen in (2) verhindern. Istz. B. R(:r) =1, n(z) = g(|z]) (d. h., die chhbe'

hangt nur vom Abstand zum \Tul]punkt ab) und 0 < 1) < fg(r) r2dr, so besntzt, 2) Lemo
Eigenlésungen. e 0

Es sei nun R, € M, 3, o(z) &= 0 fiir z € 0Qp,, und fiir Qp, wollen wir einen der Fille
A, B annehihen. Ferner moge der Schwerpunkt von Qg, im Nullpunkt legen: Wir’
setzen Wy(z) = PR° Q(Ro(x) z) fur-alle z € S. ' = ’

Theore m 1: Bs existieren’ K onétq-nten 6,4 >0 wund dret lineur wunabhéin-
gige Funktionen W,, W, Ws € C®(S) derart, daf} es zu beliebigem W € C%S) mit
W — Wllo < 6 genau 76 enlR € M, gund (al, ap, az) € R3mit /olgenden Ezqenschaﬂen '
gibt:

a) ||R — R0|[0<Aund|a| <Afurz._ 1 2,3;,

b) der Schwerpunkt von .QR l&egz m Nullpunkt

c) Pp, (,(R(x) x) W(z) + 2 a;Wi(z) far alle x € S

. Zusatz (Regularltat) Ist W e H‘(S) mit 0 <2 <2 so cst die nach Theorem 1
bestimmte Radzus/unktzon ReM,; eben/alls aus HXS), fulls (0Pg, 9/67 ) () =+ O fur
x € 393 st .

Beweis: Wir geben /undchsb dlC Wahl der Funktionerr W, an: Im Fall ‘A sei
W; i(x) =z fiir z = (x4, o, 23) € S und im Fall B Wahlen wir dre1 linear unabhanglge




Uber zwei Probleme der Poter)tiu]thcorie. , 463
s .

Funktlonen Wite C=(S) so, dab .
Det (R R, DGo(Ry)* W;)ius) #+ 0) mit R; (@) = x,Ro"(x) Q(Ro(x) z)  (3)
ist. (Eine so]che Wahl ist stets moghght Fir W; = DGy(R,) {3; ist V
' Det (&, DGo(Ro)™! W) 1is)) = Det (¢ izi} RV;’)L;(S;) + 05,

-da die Funktionen R; linear’ unabhingig sind. Wahlen wir dann W; € C®(S) mit
W, — W, illo hmrelchcnd klein, so ist (3) erfiillt und die W; sind linear unabhingig.)
- Weiter scl X = C%S) X R® mit der Norm ||(R, a)llx = R}, + |a1' + |ay| + |as|.
Ist U:= M, y;x.R® S X, so betrachten wir die Abblldung F U — X, die durch
’ F(R,a) (W s) mxt

W(z) = PR J{R(z) ) + 2 W (x) = fme@dve (z‘ =1,23) -
.
gegeben wird. Offenbar ist F(R,, 0) = (Wo, 0). Unter Benutzung der Folgerung aus

Lemma 2 kénnen wir nun sofort schlieBen: F: U — X ist’ stetig Fréchet- -differenzier-
bar und es gilt DF(R, a) (R, a) (W §) mit

W = DG’O(R)R + Za,.W,- ;s &= f ‘I‘Bs(x) o(R(z) z) R(z) x; dO,. . (4)
i N s . T . ) o
‘(\’Ian beachte . \l ' ‘
: + - R(a) .
fz,g(x) av, = f fxr" r:z:) drdO,,
gR

daher erhilt man als Differential die angegebenen Ausdriicke fur 8:.) Welter existiert
. DF(Ry, 0)™*: X — X als linearer beschriankter Operator. Im Fall A haben wir das
bereits erwihnt. Im Fall B wissen wir zunichst, daB die eindeutige best,lmmte
Losung R -von DG’O(RO) R=W — - (&, W, +a, W, + a3W3) dic Form .-, .. .+ . .

— Sak mit- Ry = DGo(Ro)1 W, By = DGo(Bo)t W

;- ’ 1=1

hat. Dann fordert die Gleichung fiir s; in (4) gerade
. 3 -~ . ’ ~ Lot ’ . : A
‘Z @i B, Biyrysy = 85 — (Bj, Royrysy - (1=1,2,3) -0 (B)

" mit den bereits emgefuhrten Funktionen R We gen (3) cxxstlert hierfiir genau eine
. Lésung a@ = (d, do, d3). Deshalb hat auch-(4) genau eine Lésung (R, d) € X, und .
offensichtlich gilt ||(R, a)|lx < C (W, $)|lx mit einer- geeignten Konstanten C. Damlt
sind die-Voraussetzungen des Satzes tiber inverse Funktionen fiir unsere Abblldung F.
erfiillt und Theorem 1 ist bewiesen B - .

Bcwcxs dés Zusatzes: Es sei ' W E HYS), |W — Wi, < 6 und R € M s die
nach Theorem 1 eindeutig bestimmte Radiusfunktion. ‘Wir vermerken zunichst,
daB Pg(z) fiir alle z € R? st,etlg differenzierbar ist und die ersten Ableltungen
einer Holderbedingung mit einem beliebigen Exponenten kleiner 1 geniigen (dazu
geniigt o € C° R € M, ). Ferner sei xo € 8. Wir wihlen eine konvexe Umgebung .
V < R3 von R(xo) Z, 80, da.B \

oPg,
3 (x)

2e>0 firalle zeV (6)
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gilt. Wegen der Stetlgkelb von R konnen wir dann eine Umgebung V. <8 von
. wihlen, so daB R(x )7/ €.V fur alle 2,y € V' gilt. Es sei zundchst 0 < 7 < 1. Fir
. Ty € V' schreiben wir dann unter Benubzung des Mittelwertsatzes

mwﬁMmﬁEMM@;WMFHMMM@—&Wmm‘

| P ‘
= (R(z) — R()) —=2 (z1) + Pro{R) 2) — PrR() y);

dabei liegt z, € R3® auf der Verbindungsstrecke von R(z) z, R(y) z und somit in V.
Wegen (6) folgt daraus die Holderstetigkeit von R mit dem Exponenten-2. Ist
1 < 4 <2, so wiihlen wir in einer Umgebung von z, auf S lokale Koordinaten und
bezeichnen mit D eine Ableitung nach einer dieser Koordmaten Wegen (6) erhalten
wir aus den Auflosungssa.tzen N -

o ime=@§iWMﬂr

X {R(z) (grad Pg (R(z) x), Dx) W(z) Z a;D W;(x)} .

.t

. Daraus folgt auch fir 1 <1 <2 dle Behauptung i

Bemerkung: Bei Verscha.rfung der Glattheitsforderung an 0 kann nach dem-
selben - Beweisschema die Regularitatsaussage weiter verbessert Werden d. h. es
konnen fiir A gréBere Werte zugelassen werden. |

-’

3 ‘Hilfssﬁtze iiber die Abscha’itzunlg von Potentialen bei verz’indérlichen Gebicten

"Essei f = (f1 ..., fa) € H'™(S, R%), und fiir alle z, y € Sgélte

~

n 1/2 . B
o= (e —fop) zem—a )
Ferner éei fiir feste ¢ € (0, 1) und x, 8 > 0 o
Mlsse = 5 e < B .

Ist weiter g.= (g1, -.-, gq) € H“'(S, R%) mit.a = 1 + ¢, so definieren wir

Az, y) = Iumm—mm)ame&,Hmmiémmuﬂwm»

‘ Fur g =0sei A%z, y) =1 und |llglNs = 1. Ist nun m 2 0 eine ganze Zahl, so be-
~ trachten wir Integrale der Gestalt ,

- 2 l. \ | . : : '.
I zfi(iyl#(y) do,. o v | - (8)
S N .

r(z, y)m

Im weiteren sei 2 = 0 immer ganzzalflig und 4 € (0, 1) mit 1.4+ 2 = «.
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Lemma 3: Sind fe H'*1#(S, R), géH‘*i“(S,'EQ'") und wé H’“(S), so st
I € H‘““(S) und esxgzlt ’ i oy -

Mlli+142 = Cllualle HIg1Hase ||f||l+x+1 + Ilellesa HIghilsee + lealle |“9|||1+1+1)

Dre I(onstanteChangtwna B,&m, m sowie Lund 2 ab. Ist1 < hund0 <o <A S 1 —6 '

dann ist C glezchmaﬂzg beschrankt gegen eine von x, B, &, n,'m sowie b und & abhangzge
Konotante C.. o . . . ¢

Man sneht zunichst leicht ein, daB es genugt Integrale der Form (8) in einem Krels Kypp= R .
' abzuschitzen, wennyf;, g;, #¢ Funktionen in cinem Kreis K, = R? sind und die Integration
iiber K, erstreckt wird. Fir solche Integrale gelingt eine Abschatzung durch geeignete Um-
formungen des Integra.nden und Aerlegung des Integrationsgebictes unter Ausnutzung gewnssef‘

Eigenschaften der Ausdriicke 49z, y); vgl. [5: S. 80ff.]. Dieses Vorgehen cntspricht einer
konsequenten Weiterverfolgung der in den klassischen Arbeiten von L. LicHTENSYEIN [11, 12]
und J. SCHAUDFR [17] sowie von N. M. GU\TER 4] benuwtcn Methoden.

Es seien jetzt f0, f € H'*¢(S, R") so, daB ||f°l1+,, ”/lll-ﬂ‘ <$ und (7) gilt, und die
. entsprechenden Integrale (8) seien /, und 1,.

_ Lemma 4: Sind f", fre H’?‘“‘(S, R"), .g € H’;i“(S,' R2™) und p E H%4(8),
so gilt '

’ -“10 - -11”14 144 C{”u”t I”gl”l-rf “]fo - P”Hz (||fo”l+1+l + ”/‘1|[l+1+1) 'l‘ ”fo - fl|u+lu)

- Melles Ngllsse 1 — Plivee -+ Nl |||9|||1+1+1 i — f‘llm} ' 9) )

Bewels Wir zelgen dies nur fiir {9, f* € (S, R") g € C™(S, Rz”') und yx € C°°(S)
der allgemeine Fall IiBt sich unter Ausnutzung der Dichtheit von €% in C*

H

darauf zuriickfiihren. Wir setzen f* = (1 —s)f® + sf* fir s€[0,1]; es ist dann

Ifelliee. < B. Weiter existiert eine von «; ﬂ, ¢ abhiingige Konstante n > 0, so daB fiir

AP = Pl <ugile o >

! n

' \V2 c
: r,(x, y):=. (Z‘ (fi(=) ‘-/a’(y))z) 2%Ix -yl (se (o, 1] z,y € ).

Wu- konnen uns beim Bewels auf solche o, P beschranken Es seien I die Integrale (8) ,

- mit' f® anstelle von f. Dann gilt offenbar .
RN 4
7

-—a‘ (%) I
L= _(2m n ]) {:l A2m (z, y) (fi4(z) — [:(y) ) [((/:;1(;:))!":! °(:z:)) — (f'l(y) _f'o(y))]
] BN .
X uly) 40,

und die durch s > dI s/ds vermittelte Abblldung von [0, 1] nach C°(S) ist stetig. ~

(Man beachte dazu, daB I,,dI,/ds nur schwach singulire Integranden enthalten.)
Also ist d1,/ds eine Summe von Integralen der Art (8). Wenden wir nun Lemma 3 an,

so folgt dI,/ds € C*(S) und fur\“dl,/dsllmﬂ ergibt sich eine Abschntzung nach obenA

gegen den Ausdruck auf der rechten Seite von (9). Ferner ist ||d/,/ds]li+z+: unabhéngig
on s beschrinkt und deshalb folgt aus der Interpolatlonsabschauung fur ‘die
Holdernormen ) ’-

\

d1,, -,

ds’ ds

L al,,  dl,|

ds ds

1+ -1»1) .

(51, 82 € [0; 1]). -

l+l+4l - } 0

30 Anu.lysns B(l 6, Heft. 5 (1987)
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Daher vermittelt s > dI a/ds auch eine stetige Abblldung von [O 1] nach H™1+4(S),.-
und damit ist ||I0 — I,”,““ < f |[dI,/ds||,+l+l ds, woraus dle Behauptung folgt |

ES sel 'jet’Zt’ @ = ((pl» ‘Pz» (Ps) € .H‘H-'(S) Ra) und .

3 : 1/2 ] ! .
' ( Z (‘Pi(x) - <p.-(y>)2) Zale—yl @y lphi <p. (10) .
Dann vermmtelt ® eine ememdeutlge Abblldung von S auf die geschlossene Ljapunow- _
. Fliche S, := ¢(S). Diese berandet ein beschrinktes Gebiet Q,— R3. Ist f eine be-
liebige auf S gegebene Funktion, dann bezeichne f immer die, durch / =foglaufs,
"\ definierte Funktxon Wir betrachten nun die Potentiale

—,(2:)= é xl'adV,,, (x = (x,,ngxs.)él{‘*),\
(y‘ ))(@(y)'—w(x.))-' S |

wobel & und y auf S gegebene Funkfionen sind. '
Lemma5: Sind ¢ E"H’““(S R3), w € HHY4(S)y  und /ZE HY4S), so sind

P,
Zx W € H‘““(‘S’) z=12 3), und es gilt
lleP, N
< Jloolt
ax‘ .O @ (140 = O ”‘plll#-l#l " O ] X

W ilerns = Ol Dol Bl —+ Dlios e -+ il plssss)-

Bewgis: Nach particller Integration folgt

0P, nly)
' = [ %49
w(aw )() sf 7 — ot O

L4

dabei bezeichnet 7;(y) den Rlchtungskosmus der duBeren Normalen von S bez. der
z;-Achse. Nun konnen wir die Integrationen iber S, noch auf solche uber S trans- -
formleren und damit kénnen (0P,/oz;) o @, W, als Tntegrale iiber § von der Form (8)
dargcst,ellt, werden. Lemma 3 liefert dann die Behauptung |

Es seien nun ¢°, qol € H'*¢(S, R?) derart, daB (10) erfiillt ist. Die entsprechenden
Potentiale W0, W seien.mit den glelchen Funktlonen #, p gebildet, Aus Lemma 4
: erhalten wir dann -

Lemma6 Smd ¢°, <p1 € H‘““(S R3), p € HH*1+(S) uﬁd"pe H™4S), so gilt
0Py T 0Py

1

0
ox; L dx;

1+1+2 ' . o
S Clllg® — o ”l*r (”‘770||l+1+1 + ll@les142) + ”‘P ~9 "i+1+1}:

, CIWE =W °||m+z = C{llslle Il re (I9° — @ laee (l9°llicaea -+ pr‘l[mu)
+ llg® — ¢P1||:u+1) + II,uII, ||1P||1+1+1 |I<P = @'lhse + Nelliea llpllyse llg® — ‘Plllxﬂ}

¢
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» o 4 RN
4. Vorgabe des Gradienten des Potentials '

Gegeniiber Abschnitt 2 dndern wir unsere Aufgabenstellung jetzt dahingehend ab, .
daBl wir die Gestalt eines Kérpers aus bekannten Werten des Gradienten des Volumen-
potentials an der Oberfliche zu bestimmen suchen; dabei beschrinken wir uns auf den
Fall konstanter Dichte. Genauer suchen wir also zu-drei auf S gegebenen Funk-
tionen Gy, ¢y, Gy eine Einbettung ¢ : S — R3, so daB gilt ’

. ~ \
i — @i2) L ~ '
—————dV, = Gi(z) fir 2 = (x,, 7y, 2,) € S.
- ,n'fy—q)(x)ls P T ) (o 0 )

u‘w . N . . : ~
Wir bendtigen zunichst eine Vorbetrachtung. Dazu sei U eine offene Menge von °
Elementen ¢ € H*«(S, R mit den Eigenschaften (10), und fiir ¢ ¢ [0, 1] seien Ab-
bildungen E,: U — H**(S) definiert durch . ' -

P

) ‘ _ 1 — pa(2) 4 | ‘ .‘
EOD= ] T eer e Wy @S,

2, ‘ .

Lemma7: Die Abbildungen B, :(U n HY(S, B) — HoS), 1+ ¢ < a ¢ N, sind
Fréchet-differenzierbar und es gilt o - . .

%) (1 — @ul@) (Bily) — wilx)) ' '
(DE(9)y) (=) —f (7 = p@)F + A7 :‘dO,, -(x €9).

@ ’

Dabei seien ni(y) die Richtungscosinus der Guferen Normalen der Fliche Sy tm Punkty;
ferner werde die Suimmenkonvention benutzt. . ’ -

‘Beweis: a) Sei zuniichst ¢t > 0 und g € U gegeben. Wir-wihlen einen beliebigen
linearen beschrinkten Fortsetzungsoperator L: HY™¢(8,) — H*¢(Q.) und setzen
zur Abkiirzung y = L fiir p € H'*, Ist jetzt » € H'*¢(S, R?) und lllhse hinreichend
klein, dann wird durch z +> z + y(x) offenbar ein Homdéomorphismus von 2, auf
4., geliefert. Daher kann - : . :

2 + wiy) — (‘7’1(‘”) + %(':i)) - o
Efp + p)) =_f hi ¥ J(y)dV 11
- o) [+ v®) = @@ + pa) + ape” @ (D

geschrieben ‘werden, wobei J(y) = Det (a(y; + tgi(y))/ay,-)‘ die Funktionaldeter-
minante bezeichnet und im Integranden keine Singularititen auftreten. Wir kénnen
analog wie im Beweis von Lemma 1 zunédchst schliefen, daB E, als Abbildung von U-
. nach C°%S) Fréchet-differenzierbar ist, und zwar gilt fiir alle y € H*¢(S, R?)
, ‘
» , d — @iz
(PE@ ) @) = [ o (L) () ~ wim) a7,
T 2 .

y: \(ly — pl@)lF + ¢)°2
@

v - Yy — ‘1kx)' . |
o | ~'+f(~|y = oG £ 7 O #) 3Ve,
- gw . ] ‘ .
. .bz_w.'n'a,ch partiel]er Integration . ' 4 . . '
@ = [ = @) G — @) gy
(‘DE,(Q) ) (%) =f (|;/ — @) £ O)F do,, z€edl..

Se

30*
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f.

’

Bezeichnet nun DEj hlerm zuna.chst rein formal den Ausdruck auf der rechten Selte
so gilt offenbar

llm IIDEz(w DEo(‘P)"r(HHe:c") = lifn HEz(qJ) — Eo(@)llo ='0,

und zwar gleichmiBig fiir alle ¢ € U; man beachte dazu, daB in I)Eo nur schwach_
singulire Integrale auftreten. Daraus folgt aber (siehe wxeder [3: 8.6.3)), daB die
Abbildung E,: U — C%(S) stetig Fréchet-differenzierbar ist; die Stetigkeit des
Differentials folgt. dabei aus Lemma 6. !

b) Es sei ¢ € U n HY(S, ‘R3), y € HS, R?), 1 + € S a ¢'N und ||1p[|1+, so klein,

~daB o+ sy € U fiir s € [0, 1] gilt. Nach vorlgem Schrltt ist

- Ed(ip + W) ((p) DEO (p) y = f f(s) ds mlt

" f(S) = DEy(p + sw) Y — DEo(‘P) v;

dabei ist die Integrierbarkeit von f zunichst im Raum Co gesnchcrt Aus
Lémma 6 folgt aber, daB die Abbildung f:[0, 1] — H%(S). stetig ist, und es™gilt

1/(s)la = Cla, liglla )Ilwlla2 fiir s €[0,1]. Also ist [|[Eo(p + v) — Eolp) — DEy(9) ylla

'

T < Ca, @) lwlle?, d. Fo ist als Abblldung von U n H"(S ‘R3) nach H“(S) Frcchet-
dlfferenuerbar '

Wir bendtigen die Banachriume X = He(S, R3) X R3® mit den Normen “((p, s
= liplla + Jeal + leal + legl. Sei weiter V = U X R3. Wir. definieren nun eine Ab-
blldung 1* V — X, durch dic Festlegung F(gp, ¢) : _(G 8) mit’

s G,-(x)'z_ lfy'—_%dv +o (zES), s—f:ch (1_123)'

. 9y . .
Mit Hilfe von Lemma 7 sehen wir sofort, daB F Fréchet-dlfferenmelbar ist mit dem
Differential DF(p, c) (v, ¢) = (G, §), :

a (;) _ f (@) (i — @i(2)) (Biy) — wi(®))

v — p@)P 40y + &7 i

. Se

fx.nf(xw,(x)do, R o

':sw

Ist, nung, € U C°°(S) S0, daB q)o(S) =8 éilp, d_a-nn haben wir die besonders einfache

-)' ' Gest,a_lt

h f (@i — ) Y(@s(y) — 9i(2)) |

|y — xla do, + ¢ (% = 1, 2, 3) - . (12)

D =fx,.x,¢,(x)do,. —_— o

\ \

Wir fragen nun nach der Existenz einer Losung (v, ¢) hiervon bei gegebenen
(@, 3) € X, Muluplmeren wir dazu die Gleichungen (12) mit ;, addleren und be- -

achten (y; — =) i = —ly — =|*/2 fiir z, y € S, so folgt

, e
alp ) = — ( |y—r| ——0(x>) + e, Sy
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wobei @(x) = x,cp,(z) sei. Bei gegebenen (G, 3) € X,, 1 + e a e N, besitzen nun die,
Gleichungen (13), (14) genau eine Losung . ’

0 € HYS), ¢ € R? mit’ 11@lls + ‘“|c| s\0<a ll%lla) G, s)u.,

ti=1

Es la.Bt sich (12) nun umschrelben zu .

G(""’_‘(x))‘(ai) v |y0(y)|d0 500 (i) f ly% a0, + &
1 "l Zilin (15)

wobei (8/3x,),,, fiir den Grenzwert, der entsprechenden Ableitung bei Anniherung an §
von innen her steht. N un ist aber

)f i SR :
o) WA T

i

und daher konncn bei bereits bekannten @, ¢é; aus (1:)) in emdeutlger Weise dxe Funk-
tionen §; bzw. . = % © @y bestlmmt werden,-und damit sind da{m auch (13), (14) er-

fiillt. Es_ existiert also DF(p,, O) » — X, als linearer beschrankter Operator fur
‘allea>l+s,a¢N . Co . oo
- Es gei jetzt . .~ ’ : S : ) N
Go(x) = fy‘—""“(x)dV (z€8;i=1,23).-
iy — pol@)® T - :

. Po . C ) ) . .
- Theorem 2: Zu jedem a = 1 + ¢, a § N, existieren 8, 4 > 0, so dap es fiir beliebige -
Gi € HY(S) (i = 1,2, 3) mat ||G; — G%hy. < 6 genau je ein @ € U 0 H(S, R“) und -

“ (1 Ca C3) € R mit folgenden Eigenschaften gibt:- '
a) ||<P—%||1+e<Aund|c|<Afurz—123 ' '

b) der Schwerpunkt von 2, liegt.-im Nullpunkt;

)f ;")‘lldv Gil@) o (@€ S; =123,

Bewexs Wie wir berelts festgesu,llt haben, ist’ F V — Xy, stetig Frechet-

differenzierbar und DF(gy, 0)~': X 4, — X,;. existiert als linearer beschrinkter
Operator. Aus dem Beweis des Sat,zes iiber inverse Funktionen wissen wir dann, daf§ -
es Konstanten 6, 4 >0 gibt, so daB fiir G ¢ H“’(S R3) mit |G — GO < 6 die
Itemtlonsfolge (Un)0, %o = (@0, 0) und Upyy 1= u, — DF(uo)' (F(ua) — (G, 0)) fisr
n = 1,"wohldefiniert ist (d. h. u, € V) und in der X,,,-Norm gegen die eindeutig be-
stlmmte Losung u = (g, ¢) - von F(p,c) = (G, 0). mit" | — %, < 4 konvergiert. .
Ferner gilt |Ju, — %llse < O|lG — GO1ic (7 € N) fiir ein € > 0. Ist nun G € Ho(S, R3),
1+¢=<a¢Nund |¢ — Gy <9, dann ist u, € X, (n € N). Wir ‘wollen nun die
Konvergenz in der X,-Norm untersuchen. Z una.chst erhalten wir aus dem Mittelwert-
sat,z und Lemma 6 firn = 1

”un+l - n”a S C ”F(un) - (G O)Ila
< C, sup ”(DF(u,, 1+ Ny — u,,)) — DF( uo)) (u, — u,,_,)"

= Ca'{(llunlla + Wtnalle -+ lletolla) Il — u,.-lllm (ltn — Uollyre + Ity — Uollrse) ~
e ”un ‘_' un—l“l#e (”un - uq”a + ”un—l uo”a) . ' »
+ ”un un—l”a (”un '_u0”1+4+ ”un— - uo”nz)}

Ist also l& — G°y4. hinreichend k]em (in ‘Abhéingigkeit von a), so folgt

| ’
||un+l - un”a S Ca””un - uﬂ—l||l+l MB.X ”un”m ”un~l”a; “uolla} + — "un A— un—l”a N
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und deshalb ' ’ \ N : : i
» g (2 ;
lgia ol < sy Max () + 1l \
mit o )
" i — Unialle
.8y = - - . \ . :
i§)_ -2t ‘ ' ®

‘Wegen der Konvergenz von X s, fiir hinreichend kleines ”G G, ;.. folgt daraus zu-
Da-chst, die Beschra.nkthelb und damit sofort die Konvergenz von (u,)inder X, -\Torm ]
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