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Eswird das Problem behandelt, die Gestalt eins Korpers bei bekannter Dichte aus vorge-	- 
gebenen Wcrten.seines Nevtonschen Volumenpotentials oder dessen Gradienten an der Ober-

• fläche zu bestiinmen. Die Betrachtungen sind lokaler Art, d. h., der unbekannte Korper Iiegt 
in der Náhe ciner gegebenen Ausgangsfigur. Zn den Existenzbeweisen werden der Satz fiber 
inverse Funktionen und Abschktzungen für Potentiale bei veränderlichen Gebieten benutzt. 
flccaej&yeTcn 3aaqa o6 OIIPCtCJICHHH aiijxa TeJia, eCJiH 113BecTno ero IIJIOTHOCTa it ero IlbIOTO-
HOB 051,ëMIlW nOTenUHaJI FIJIFI rpagHeHT aroro n0'reliLtitaiia na nonepxHocrH. PaccyJtelIHH 
HOCHT JIoHaJrbIlblf xapaITep, T. C. He143BecTIIoe TCJIO HaxOJnTdn 136JII43H Hanepeg aajaiiiiof 

• HaxOHot (jitrypbI. B goita.3aTeJ7bCTuax CYiUCTBOBHHH HCH0JIh3yLOTCIT reopea 06 OGpaTlIblX 
IIYHFilUiHx H OreulH JIH noTelllWaJlOIi B cJly'Iae ucpCMeilHbiX 06jmcreü.	 . 
The problem to determine the shape of a solid body is treated if the density and the values of 
its Newtonian potential or the gradient of the latter on the surface are known. The eonsiderá 
tions have a local character, i.e. the unknown body is situated in a neighbourhood of a known 
initial configuration, in the existence proofs the inverse function theorem is used as well as 
estimations 'for potentials of variable domains.	.	. 

1. Einleituni 

In einer hekatuiten Arheit üher Randwertprobleme der physikalisehen Geoddsie 
diskutiert L.. HöRMANDER [6] das Problem, die Gestalt cities Körers (insbesondere 
der Erde) atis Messungen der Gravitationskraft und des Grvitationspotentials an 
seiner Oberfliehe zu bèstiinwen. Die Dichte des Korpers trittdabei riirgends explizit 
auf. Wir wollen nun solôhe Aufgaben untersueher, bei deien die Diehte von vorn-
hrein hekannt ist: natürlieh können dann das Potential und sein Gradientnieht 
mehr gleiehzeitig vorgegehen werden. EJnsere Betrachtungen sind lokaler Art, d. h. 
wir bleihen in der Nähe einer bekannten Ausgangsfigur. Dabei wird zunächst das 
linear'isierte Problem (Fréehet-Differential) untersueht und dann die niehtlineare 
Aufgabe mit 1-lilfe des Satzes tiber inverse Funktionen hehandelt. Entscheidend sind-
dabei gewisée . otentialtheoretischeAbsehüzungen. BeziigliehdcrvieIfaItigei in versen 
Aufgabeiistellungen in der Potentialtheorie verweisen vir auf G. ANGER [1, 21 
A. I. PRILEPKO [15j, F. SANSO [16]. sowie B. W. SCIULZE und G. VILDENHAIN 
[18: Kap. Hi, § 5].	 .	 . 

im ersten (und einfaeheren) Problem,wollen wir die Gestalt eines Korpers aiis be_ 
kannten Werten -seines Newtonsehen Volumenpotentials an der Oberflch& be-
stimmen. i)azu nehmen wir an, daB gich der Rand des gesuehten-Korpers als Graph 
((z, R(x)) JxE 3) über der Einheitssphare S R 3 darstellen ldBt und wir suchen die 
Radiusfunktion R. J)ieses Problem besitzt einerseits Verhindungen zur Theorie der 
Gleiehgewiehtsfiguren rotierender Flussigkeiten (vgl. z. B. die umfassende Dar-
stellung von L. LLCRrENSTEIN [9]), andererseits zu der Aufgabe, die Gestalt eines 
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Korpers so zu bestimmen, da seip Potential aul3erhalb dieses Korpers mit einem-
gegebenen Feld (welehes einer elliptischen 1)ifferentialgleichung geniigt) fiberein-
stimmt (vgl. V. M. JSAKOV [7, 8] und G. A. PAVLOV [14]). Tm Unterschied zu den 
eben erwä-hnten Arbeiten behandeln wir im Abschnitt 2 das Problem tinter mogliehst. 
geringen Regularitatsvoraussetzungen; so setzen .wir nur die Stetigkeit der .l)ichte 
voraüs. Abschnitt 3 enthält Abschatzungen fü ]? r otentiale hei veiändcrliChen Ge- 
hieten. Die Methode zur Herleitung solchr Absehatzungen geht in ihrem Kern auf 
L. LICHTENSTEIN [12] zuriick. Tm Absehnitt 4 ii ñtersuehen wir das Problem, die Gestalt 
cines Korpers aus den Werten des Gradienten des \Tolumenpotentials an der Ober-, 
flehe zu bestimnien. 1)azu nehmen wir konst.ante Dichte an. Genauer suchen wil-
1 zu drei auf. S gegebenen Funktionen-G 1 , 02, 03 eine Einhettung : S - I1.3 , so daB 
der Gradient des Volumenpotentials, erstreckt fiber Q (besehränktes Gebiet, das 
von p(S) hèrandet wird), in alien Punkten q(x) (also an der Oberfläche von Qq,) die 
vorgegebenen Werte G 1 (x), G2(x), 03(x) annimnit."Das linearisierte Problem läBt sich 
für den Fall einer Sphkre als Ansgangsfigur leicht diskutieren iind ds nichtlineare 
Problem können wir dann tinter wesentlicher Benutzung der 'Abschatzungen aus 
Ahschnitt 3 und des Sat,zes ii}er inverse Funktionen in den }-lölderräumen 11°, 
I <a q N, behandein. Dabei vertehen wir tinter U0 mit a = m + , 0 :!E^ rn E Z und 
0< 1, den Raum der rn-ma!- differenzierbaren Funkt.ionen, deren m-te Ab-
leititngen einer Holderbedingung mit dern Exponenten genügen. Im weiteren be-- 
zeichnen	und	die Normen in den Räumen CO bzw. flm• 

2. Vorgabe des Potentials 

Es sei S = {x € R3 1 	= 1} und M,.# = U E Go(s) I </(x) <	für x E S}, 
0 <a < ft < oo. Für 1? E	 wird vernlöge OR = {x € R3 1 jx <R(x/JxI), 
x	01 u {0} ein heschränktes tind bez. des Nullpnnktes sternforiniges Gebiet be-



sehrieben. Wir definieren nun für t E [0, 1] und 0 E G°(K) mit K '6 = {x € R3 1 X I ;;^j} 

' P(x) f (Ix -	12)1/2 
d V, x € R3. 

Es ist P, := P also gerade das zu Q, gehorige Newtonsehe Volunienpotential 
mit der Dichte . Wir setzen 0(R) (x) = P 0(R(x) x)', x € 5, und formulieren 

Lemma 1: Für t E [0, 1] ist 01 eine Fréchet-di//erenzierbare Abbildung von. M 
nach C°(S) mit dern Differential	 -	- 

(D0(R) E) (x) 
= f (JR(x)x—]?(y)yI2±12)"2 dO +

	(R(x) x) E(x) 

	

-	 (1) 
/üralle E EG°(S) und x  S mit	-	 - --

-	(x):= (grad P(x),x/IxI),	0	x€ R3 .	 -	- 
ar 

Beweis: a) Sei zunäehst 1> 0 und R € M. , p gegeben. Dann gilt  

G1 (R) (x) =-! /,(R(x), R(y), x, y) dO	'	 -	-
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init	 ,. 

Lo(ry) r2 
fg(S, u, x, y)	f (Isx —ry	2)112 

dr	(s,u> 0; x, y E 5). 
0. 

Es ist / eine C-Funktion bez. der Variablen s, u, x. Daher ist G :	- CO 
Fréchet-diiferenzierbar, und es gilt (vgl. [19: Bsp.'44]) 

•	

.. (DG(R) R) (x)
= f- /(.R(x), R(y), x, y ) (!/) dO 

+	 ..	 ., 

Daraus folgt aber sofort (1). 
.b) Wir niüssen die •Behauptung noch für t = 0 zeigen. Aus I R(x) x - R(y) y l. 

Ix - y I für R € M-und x, y € S und einigen trivialen Umforniungen der auf-
tretendenIntegranden erhält man leicht die Abschatzungen	 - 

R2(y) (Ry) y) E(y)	
dO	r R2(y) e(R(y) ) E 

dO r  
(i Rx) x - R(y) y 1 2 + t2)hI2 U J 11(x) x - 11(y) y 

- ;5 C(c, P, e, LO ) * V II111, 

IP (R(x) x) _L PR.e(R(x) x)I	C(x, , ) t,	 S 

LP6•	(11(x) x)._	(11(x) x) ^-C(x, , e, ) t
Or 

mit einem beliebig wählbareni E € (0, 1). Also gilt für alle 11 € .211a.fl 

S 110 t (R) –. G0 (R)I 0	C(x, ft, Lo) t, 

Il DG (R) - DQo(R)jI j( c . c )	C(x, fl, e, ) t' 

wobei D06(R) zunächst einfach für den Ausdruck auf der rechten Seite von . (1) 
steht. Nacheinem bekannten Satz (z. B. [3: 8.6.3])folgtaberausdeni Beweisschritta 
die Behauptung I 
• Der Beweis des nächsten Lemmas ist cinfach (vgl. z. B. [5: S. 9ff.]) und soil daher 

nicht angegeben werden. 

Lemma 2: Für R 1 112 €	R E GO(S) und alle x € S gilt 
R 1 2(y) e(R (y ) y) AM dO -- r 1122(Y) (R2(y) y) E(y) dO 

IR 1(x) x - R 1 (y) I	J R2(x) x - R2 (y) yj	V f 
S	 •	 -	 S 

•	
^s C(x, 19, , & IlPilo {IIB - 112 110' + w (IIR1 - R21)} 

(Rj(x) x) -	(112(x)	^5 C(, 19, c, ) JJR,- R2110'.Or 

Dabei kann e E . (0, 1) wieder beliebig gewahlt werden, und  
w0(ô) = sup '{Ie(x) - e(x')l I x, x' € K mit Ix - x'j	

,. -	• 

0 

bezeichn.et den Stetigkeitsmodut von e. •	 • 

/
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Folge rung: G ist .stetig ,Fréchei-dif/erenzierbar a18 Abbildung von	nach C?(S).
Wir wollen nun die Existenz von Losungen 1 € C°(S) der Oleichung 

DG(R) E = /	 /	 ( 2) 
bei festen R, und gegebenen 1€ C0(5) untersuchen. [Jnter der Voraiissetzung 
(3PR.e13r) (R(x) x) + 0 für x € 5, die im weiteren ininier erfiilit sein soil, steilt dies 
ganz ailgernein eine Integralgleichung 3. Art (mit schwach singuiaren) Kern) dar, 
die der FredholmschenTheorie zuganglich 1st. Die Existenz von Eigenlosuhgen hangt 
dabei naturlich sehr von dem gegenseitigen Verhältnis von 1? und e ab: 

A. Tm Fall homogener Kugein (d. h. R) - const) cxistieren drei linear unab-
hangige Eigenlosungen W(x) =x 1 (i = 1, 2 1 3) fur x = (x 1 , x2 ; x3 ) E S. Durch em 
einfaehes Storungsargurnent tinter Benutzung von Lemma 2 'ergiht sich daraus: 
1st Sift kugelahnlich und schwach inhornogen (d. h. R und U unterscheiden sich in 
der C°-Norm nur wenig von konstanten Funktionen), so existiert zu beliebigen 
W € Go(S) , s = (s 1 , s,, s) E It3 eine eindeutige Lösung R € GO(S) , a = (a 1 , a2 , a 3 ) E It3 
der Gleiehungen

-3 

	

i1	 S	 S 

f R3(x) U (R(x) x) R(x) ; dO = s	(i = 1, 2, 3). 

B. Die Integralgleichung (2) beitzt keine Eigenlsungen.	 I 

Wir erwähnen zwei konkrete Fälle, in denen letztercs cintritt: 
B'. Im Fall homogener Rotationsellipsoide besitzt (2) bis auf ahzählbar unendlich viele 

,,kritische"Werte des Verhältnisses der Halbachsen kein Eigenlosungen. Zum Beweis dieser 
Aussage wird eine Reihe von Eigenschaften der Legendreschen Funktionen 1. und 2. Art sowie 
das Courntsche Minimax-Prinzip benutzt; für Einzeiheiten siehe [5. 

B". Halten wir R E Mp festund konzeñtrieren die Dichte Q in einer kieinen Umgebuñg des 
•	Nuilpunkts (Korper mit .,schweren Kernen"), so ist kiar, daB wir auf these Weise das Auf-

treten von Eigcniosungen in (2) verhindern. 1st z. B. R(x) = 1, o(x) =	zJ) (d. h., die Dichte 

hängt nur vom Abstand 'zum Nullpunkt ab) und 0 	(j) <f (r) r2 dr, so bsitzt (2) keine 
Eigenlosungen.	 0 

Es sei nun Ro €	U(x) + 0 fürx E dQ11, und für OR wollen wir einen der FäiIe
A, Bannehthen. Ferner möge der Schwerpunkt von P. R. im Nullpunkt liegen Wir 
setzen W0(x) = Pn, 5 (R0 (x) x) für alle x E S. :	 S 

Theorem 1: Es exi.stieren Konslanten €5, A > 0 und drei linear unabhän-
gige Funktionen W 1 , W21 W3 € Cm (S) derart, dap es zu beliebigern W € G°(S) mit 
11  - W00 -< €5 genan je ein R E	und (a1 , a2 , a3 ) € Jt3 mit /olgendenEiqcnschaften 

gibt:	 S 

a) MR —R0 110 <A undlal <A /üri = 1,2,3;, 
b) der Schwerpunkt von OR lieg(im Nullpunkt; 

C) PRQ(R(x) x) = W(x) +E a1 W(x) /ür alle x E S. 

Zuatz (Regularitat): 1st W € H2(S) mit 0 < 2 < 2, so ist die nach Theorem 1 
bestimmte Radius/unktion R € M 5 eben/all.s am HI(S), /alLi (.PR5/r) (x) r= 0 /ii'r 
XEf2RiSt	 -	 - 

Beweis: Wir geben zunachst • die Wahl der Funktioner Wi an: Im Fall A sei 
W(x) = x ,, filr x = (x 1 , x2 , x3 ) € Sund im Fall B wähien wr drei linear unabhangige
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Funktioiien W1 € C'(S)so, dal 

Pet (K R1 , D 0 (R0)' WI ) 1 s 4 0) mit R1 (x) -,;R03(x) (Ro(x) x)	(3) 

1st. (Eine soiche Wahl ist stets moglich: Fir W 1 =D00(R0 )	ist 
-	Pet (( R1 , DG0(R0)- 1 W) L, ( s ) ) = Pet (( R, RI)L(S) ) + 0;, 

da die Funktionen iii linear unabhangig sind. Wählen wir darin W1 E Cm (S) mit 
11 W1,— W i llo hinreichend klein, so ist (3) erfiillt iirid die W 1 sind linear unabhängig.) 
Weitei sei X = C°(S) x R3 mit der Norm II(R, a)Ilx = II R II0 + Ia11 + Ia2 1 + Ia3I. 
1st U := MX . R3 so betrachten wir die Abbildung F: U -> X, die durch 
F(R,a) = (W, s) mit 

•	 W(x) 
'= 

P 0(R(x) x) + Xa1W1(x),	si 	f x1 (x) dV	(i = 1,2,3) 
1=1	

5 

gegeben wird. Offenbar ist F(RO , 0) = (W0, 0). Unter Benutzung der Folgerung aus 
Leii'ima 2 kOnnen wir nun sofort schuiel3en: F: U -> X iststetig Fréchet-differenzier-
bar und es gilt DF(R, a) (B, a) = (W, ) mit	 .. 

= D00(R)E +a1 W,	a j = fR(x)e(R(x)x)E(x)x 1 dO.	., (4)

(Man beachte
•	- R(x)  

= f x1 (x) dV ='f f x•r3 (rz) di' dOs ;	 - 
S	SO 

daher erhält man als Differential die angegebenen Ausdrücke für .) Weiter existiert 
DF(R0, O)': X .->- X als linearer beschränkter Operator. Im Fall A haben wir das 
bereits erwähnt. Im Fall B wissen wir zunãchst, daB die eindeutige bestiinnite 
Losu.ng E von DGO (R0) i = UT - (dl WI +' d2 W2 + t3 W3 ) die Form 

-	3	
5 

=	- , a'1 1 mit' 14 = DGO (RO) W, 1 = DG0(R0)-' W 
/	1=1	 . 

hat. Dann fordert die Gleichung fur s1 in (4) gerade 
3 

—! aI(R,,RI)L,(S) = - 
(B5, Ro)L( s )

	

2,3)	•	.	(5) 
i=1 

mit den .bereits eingeführten.F.unktionen R1 . Ween (3) existiert hierfür genau cine 
Losung a = (a 1 , a2 , a3). Deshalb hat auch (4) geriau eine Losung (B, a) € X, und 
offensichtlich gilt Il(R , â)lJx C l!( W, )iIx mit einer-geeignten Konstanten C. Damit 
sind die .Voraussetzungen des Satzes über inverse Furiktionen für unsere Abbildung F. 
erfiillt und Theorem  ist bewiesen U 

Bewcis ds Zusatze: Es sei W € 112(S), J JW --W0 11 0 <a und R € M.' ,,6 die 
nach Theorem 1 eindeutig bestimmte Radiusfunktion. •Wir vernierken zunächst, 
daB PR .Q(x) für alle x € R3 stetig differenierbar ist ünd die ersten Ableitungen 
einr Holderbedingung mit elnem beliebigen Eponsnten kleiner I genügen (dazu 
genugt e E CO, B € M ,fl). Ferner sci x0 € S. Wir wählen eine konvexe Unigehung 
V g fl3 von R(x0 )'x0 so, daB 

ar 
(x) ^	0 for alle x € V 

IS	

5"	 5	

5,
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gilt. Wegen der Stetigkeit von R können wir dann eine Umgebung Y. 9 S von x0 

wählen, so daB R(x) z) E V für alle x, y € V' gilt. Es sei zunächst 0 <2 :!91. Für 
- x, y E V' schreiben wir dann unterBenutzung des Mittelwertsatzes 

W(x) -, V(y) +	a( W1 (x)	W1 (y)) = PR , Q (Rx) x) - PR(R(y) y) 

•	= (R(x)	R(y)) aP
	

(xi ) + Pn , (R(y) x)_ PR (R(y) y); 
ar 

dabei liegt x1. € R3 auf der Verbindungsstrecke von R(x) x, R(y) x und somit in V. 
Wegeh (6) folgt daraus die Holderstetigkeit von B mit dem Exponerten -2. 1st 
1 <2 <2, so wählen wir in einer Umgebung von x0 auf S lokale Koordinaten und 
bezeichnen mit D eine Ableitung nach einer dieser Koordinaten. Wegen (6) erhálten 
wir aUs den Auflosungssatzen	 • 

• •	DR(x) =
	

(R(x) x)) _
I 

ar 

	

x JR(x) (dPR0(R(x) x), Dx) —DW(x) -
	

a1DW1(x)}.

• Daraus folgt auch für 1 <2 <2 die Behauptung I 

Bemerkung: Bei .Verschärfung der Glattheitsforderung an ç kann nach dem-
selben Beweisschema die Regularitatsaussage weiter verbessert werden, d. h. ,es 
können für 1 groBere Werte zugelassen werden.	 -	J 

3. Hillssãtze fiber die AbschAtzung von Potentialen bei verAnderlichen Oebieten 

- Es sei / = (/j, 	/,,) € H1 (S, R'), und für alle x, y € S gelte 
•	

r(x,y):= (
	

(f(x) - /.(y))2) > a Ix - y.	 (7) 

Ferner sei für feste E € (0, 1) und1 a, > 0 

-	 Il/ii1+e	y il/i '+ <	.	 • 

1st weiter g= (g 1 , ..., g) € Ha(S, RQ ) mit a	1 + E, so definieren wir 

A(x, ) =	(gi(x) - g1(y)) (x,'?; € 5),	1119111a = Z(llgiiia II ilil+) 
1=1	 •	1=1	j4-i 

Fur.q = 0 sei A°(x, y) = 1 und iiI g lfl0	1. 1st nun m 0 eine ganze Zahi, so be-
- trachten wir Integrale der Gestalt	 - 

1(x) =
f

(y)dO.	•	 •	

0	 •	

( 8)
r(x, y)2m+l. 

Im w*eiteren sei 1	0 immer ganzzalIig iitid 2 €(0, 1) nit t.+ 2	e. 

'0
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Lemma 3: Sind /E H''(S, R'), g € H' 12(S,R2m) un1 1u'E H12(S), so 1st 
I E H112(9), und esgilt.  

-	IIllIi+i+i	C( Il ulli III g I	II/IIi	± lAk-1 lll g lil , .+, + IIijL Fl II IL+i+A) 

Die KnstanteCMngt von afi,e,n,msowielund2ab. Isti ^ hundO <	A 1 —6,
damn ist C gieichmäig beschrãnkt gegen eine von a, fi, e, it, ii sôwie h und 6 abhdngige 
Kónstante  

Man sieht zuniichst leichi em, claS es genilgt, Integrle der Form (8) in einem Kreis K512 

abzuschätzen, wenn,J/ 1 , g1, a Funktionen in einem Kreis K.	112 sind und die Integration 
Ober K. erstreckt wird. Für soiche lntegrale gelingt eine Abschatzung durch gecignete Um- _

 formungen des Integranden und Zerlegungdes lntegrationsgebietes untciAusnutzung gewisser 
Eigenschaften der Ausdrüeke A 0(z, y); vgl.[5: S. NMI. Dieses Vorgehen entspricht einer 
konsequenten Weiterverfolgung der in den kiassisehen Arbeiten von L. LICHTENStEIN [11, 12] 
und J.-SCHAUDER [17] sowie von N. M. GÜNTER [4] benutzten Methoden. 

Es seien jetzt 10, /' E H I ^ C (S, 11") so', daB 11/0 11 1+8 , li/'Ii-i- < fl und (7) gilt, und die 
• entsprechenden Tntegrale (8) seien 10 und I. 

• Lemma 4:. Sind f°, E H'' 2(S, R'); g E H''(S, RIm ) und	t € H'(S),
so gilt 

11 10 - 1 1I	C{HulL 1I1 g 1l11+2 Il/0 - IIR+ (M/0II1+1+2 + lI/i1++a) ± 11/0 —i'Ik+i;) 

-1- IIuII,+i I II II	10 - /'lIi+ -I- ILu IL I! ll I 11+1+2 111° - t'ii+} .•	(9) - 

Beweis: Wir zeigen dies nur für 10 , u1 € C'(S, 11"), g € C(S, RIm) und u € C(S); 

der ailgemeine Fall laBt sich unter Ausnutzung der Dichtheit von C. in C' 
daiauf zuruckführen. Wir setzen /8 = (1 - s) /0 + s/' für s € [0, 11; es 1st dann 
II/8I6 <. We 	existiert eine von a; , e abhangie Konstante 71 > 0, so daB für 
11/1 - /'ll+ <71 gilt	 . 

r(x y) = (i (1,8(X) - /,8(y))2)	Ix - l (s € [0, 11 x, y € 5) 

Wir können uns beini Beweis auf solche'fo, /1 beschr1nken. Es seieñ I die Integale (8), 
rnit/8 anstelle von I. Dann gilt offenbar  

dl

—(2m + 1') •j' •J. 
A 2m(x, ,) (18() - / a(y) ) [(/,1(x)__/o(x))	(t'(y) _f.O(y))] 

0=!	 r3(x,y) 
'S 

und die dureh s	dl. -Ids veimittelte Abbildung von [0, 1] nach C°(S) ist stetig. 
(Man beachte dazu, daB I, d18/ds nur schwach singulare Integranden erithalten.)	- - 
Also ist d18/ds eine Summe von Integralen der Art (8). Wenden wir nun Lemma 3 an, 
so folgt dI,/ds € C(S) und fur ' 11d181dsll:+141 ergibt sich eineAbschatzung nach oben. 
gegen den Ausdruck auf der rechten Seite von (9). Ferner ist IIdI8IdsII+2+2 unabhangig 
on s besehränkt und deshaib folgt aus der Interpolationsabschätzung far 'die 

Höldernormen  

—  
	

(si, 2 E [0,' 
ds	ds	 ds	(Is 

30 Analysis Bd. 0, heft 5 (1987)
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Daher vermittelt s i- d13/ds auch eine stetige Abbildung von [0, 1] nach H'12(S), 

und darnit ist 1110 -. 11111+1+1 5 f IIdI81d8 ll:+i+2 ds, woius die Behauptung folgt I 
0 

Es sei jetzt q = (q, 922 773) E -H1-(S, R3) und 
•	 3	 1/2 

- 92(y))2) 	- y (x, y E S), I192I6+ <.	 (10) 

Dann vermittelt eine eineindeutige Abbildung vonS auf die gesch1ossene Ljapunow- 
Fláche Sc := 92(5). Diese berandet ein heschränktes Gehiet, Q, c R. 1st / eine he-
liebige au.f S gegebene Funktion, dann bezeichne 7 imnier die durch / = / a qr' auf S 
definierte Funktion. Wir betrachten nun die Potentiale 

• S

	 x)=f1dV	(x=(xl,x2,x3)E R3),' 

W,(x) = f y — (x))()— (x)) 
(y) dO	(x E S i = 1, 2, 3), 

wobei y und auf S gegebene Funktionen sind. 

Lemma 5: Sind 9, EI1112(S, 1t), , E H' 12(S) und a E I111(S), so sind 
OP

09,, W i E H'' 2(S) (i = 1, 2, 3), und es gilt 
axi

OP, 
0 99 CujI1+i+, 

vX1	
11

141+2 

II W111 ^ C(	I1wIl	IllIi+i+ + lI,li+i IIIIi+ + IIlI; Illl1+12).	- 
Beweis: Nach partieller Integration folgt 

•	1-ap, 
a 99 (x) — C	flj()	

dO 
•	\X	)	.J I?J-92(X)I	

" 
- Sq' 

dabei bezeichnet n4 (y) den Richtungskosinus der äuf3eren Normalen von 8, hez. der 
;-Achse. Nun könñen wir die Integrationen uber S noch auf soiche über S trans-
formieren, und dam it können (Pc/axj) a , Wi als Integrale Ober S on der Form (8) 
dargesteilt werden. Lemma 3 liefert dann die Behauptung I 

Es seien nun TO,,pl E H 1 (S, R3) derart, daB (10)_efii1It ist. Die entsprechenden 
Potentiale W,°, W' seienmit den gleichen Funktionen u, ip gebildet. Aus Lemma 4 
erhalten wir dann - 

Lemma 6:-Sind 920,921 E IJI1(S, It3),	€ ll''(S) und u € H' 2(S), so gilt 
•	 - 

• Oxi	 ax1	1±1±2 

^C{j 92° — 921 11 1+ , (11920 l1 1+1+2 + II'll+. 2) + 11920	9)1II,A} 

ii p7.1 — 1471011141+2	C(ILU IL IltplI+ 01920 — 92 1 11 1+c (IIq °IIj+1+1 -1- llW'IIl+l+A) 

+ 110 — 011 1, 1+2) + HAI, ilIl1++1 It° —	+ lluII:+1 IFcII+ 11920 — 

.5
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4. Vorgabe des Gradienten des Potentials 

Gegenuber Abschi-iitt 2 ändern wir unsere Aufgabenstellung jetzt dahingehend ab, 
daB wir die Gestalt eines Korpers alis hekanntenWertén des Gradienten des Volurnen-
potentials an der Oberfläche zubestimnien suehen; dabei beschränken wir uns auf den 

u Fall konstanter Dichte. Genaer suchen wir also zu -drei auf S gegebenen Funk-
tionen G 1 , G2 , G!3 elne Einbettung : S --	so daB gilt 

fürx=(x1,x2,x3)ES. j ly—q'(x)j 

Wir benotigen zunachst eine Vorbetrachtung: Dazu sçi U eine offene Menge von 
Elétrienten p € H'(S, R3) mit den -Eigenschaften (10), und für t E [0, 1] seien Ab-
bildiingen E1 : U -> Bh +(S) definiert diirch 

, Op) (x)	
(I	

dV	(x € 5). 
S2 

9P 

Lemma7: Die Abbildungen E1 : ( U n Hb(S, 113)) JP(S), 1 + E a 4 N, sind 
Fréchet-di//erenzierbar und es gilt	 - 

(DE,() p) (x)= f flj() (	q1(x)) (3(y) 

	

( y - (x)1 2 + t2)312	 (x € S). 
ST 

Dabei seien n 1 (y) die Richtungscosinws der dufJeren Nornialen der Fldche S,, im Punkt y; 
ferner werde die Summenkonvention bewutzt.	 - 

Beweis: a) Sei zunaehst t > 0 und q € U gegeben. Wirwählen einen beliebigen 
linearen beschränkten Fortsetzungsoperator L: H1 (S9,) -> Hl± e(Qç) und setzen 
zur Abkurzung = L fiirzp € JP'. 1st jetzt t' € H1e(S, R3) und Ilip1j i, hinreichend 
klein, dann wird durch x x + (x) offenbar'ein Honioomorphismus von Q auf 
Q geliefert. Daher kann 

E1( ± ) (x)	f	+ (Y) - ( (X) ± i(X))	
J(y) dv	(11)

(I( + , (y)) - (p(x) + ,(X))12 + t2)3/2 

gesehrieben werden, wobei J(y) = Det (a(y + ,(y))19y1 ) die Funktionaldeter-
niinante bezeichnet und im integranden keine Singularitäten auftreten. Wir köanen 
analog wie in-i Beweis von Lemma 1 zunächst schlieBen, daB Et als Abbildung von U-
naeh Go(s) Fréchet-differenzierbar 1st, und zwar gilt für alle ip E ll'(S, 1t) 

(DE) v) (x)
 f iv_;  Yi (Y _q,(x)2±t)3/2) (() - (x)) dV 

'	(-Iy —q(x)± 12)3/2 div (y) dV, 

bzw. nach partieller Integration 

(DEp) ø) (x) = f n(y) (Yi - 92i(x)) (j(y )	v(x))
ly - (x)2+ t2))32 

S91

dO9,	x E S. 

30*
9
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Bezeichnet nun DE0 hierin zuiächst rein formal den Ausdruek auf der rechten Seite, 
so gilt offenbar 

lim JIDE() -	 = liñi E(q) - E0(ç)j0 = 0, 
t•-4•O. 

und zwar gleichmal3ig für alle T E U; man beachte dazi, daB in DE0 nur schwach
B singulare Interale auftreten. Daraus folgt aber (siehe vieder [3: 8.6.3]), da die 

Abbildung E0 : U —> C°(S) stetig Fréchet-differenzierbar ist; die Stetigkeit des 
- Differentials fGlgt. dabei aus Lemma 6.	 - 

h) Es sei 99 E U n HG(S, Ra) , ip € H°(S, R3), I +	a	und	so klein,
daB T + sip E U für s € [0, 11 gilt. Naëh vorigern Schritt , ist 

E + ) - E) - DE0() ip = fl(s) ds wit. 
0. 

f(s) = DE0(p + ,ip) ip - DE0 (97) ip; 

dabei ist die IntegrIerharkeit von / zunächst im Ratim CO gesichert. Aus 
Lemma 6 folgt aber, dB die Abbildung /: [0,. 11 —> HO (S) . stetig 1st, und. esgilt 
IIf(s)Il^ C(a, III )IIip I! 2 fUi s E' [0, 11. Also ist II E0((P + ip) — E0() - DE,() ip 

;^S C(a, II0II0)	d. h., E0 ist als Abbildung von U n Rb (S , R.3) nach HO(S) Fréchet-
differenzierbar I 

Wir benötign die Banachräunie 'X0 = HO(S, R3 ) x R3 mit den Nornien I( c)110 
= IiI + ,i c I + Icl + 1c31. Sei weiter V = U x R3. Wir. definieren nun ein Ab-
bildung F: V — X i+e durch die Festlegung F(, c) :=(G, s) wit - 

I	Gi(x)f dVv+ci (x€S), s=fxdV2	(i=1,2,3). 

Mit Hilfe von Lenima 7 sehen wir sofort, daB F Fréchet-differenzierbar ist mit dem 
Differential DF(ç, c) (ip, o)  

•	 ((x) .= 
r n,(y) (y. — (x))	T ipj(X)) 

dO + &, 
•	 .1	 Iy —(x)I 

/	 Sc, 

.1, = f ;n(x) 1(x) dOs.	
0 

•	-	 - Sc,	 S 

1st nun 92
0

€ U n C(S) so, daB (S) = S gilt, dann hahen wir die besonders einfache 
Gestalt 

-	Oo-'(x))	
f

(Yi.	
dO +. 6i	(i= 1,2,3)	(12) 

•	= f xx,ip(x) dOs .	 •	 -	 (13) 
S	 . 

Wir fragen nun nach der Existenz elner Lasung (ip, ) hiervon bei gegebenen 
€ X0. Multiplizieren wir dazu die Gleichungeli (12) mit x 1 , addieren und be 

achten (y1 - x) x = — l y - x12/2 für x, y E 5, so folgt 

xjG,(o-'(x)) 
= - (I y°x dO -	0(x)) 6x1	 (14)
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wobei 0(x) = ; 1 (x) sei. Bei gegebenen (O, a) E X0, 1 + 	a 4 N, besitzen nun die 
Gleichungen (13), (14) genäli eine Losung	 - 

0 E JJ0(5, E R3 mi	 ^C(a, IIolI) 11(6,)IIa 

Es läI3t sich (12) nun umschreiben zu 

= ()f Iy—xI 
dO - j(x)	

IY X 

dO + C,, 

wobei (01ax) 10 für den Grenzwert der entsprechenden Ableitung bei Annäherung an S 
von innen her steht. Nun ist aber 

(axi)i.
r 

 J IY - xl	
U	3	 S	 . 

S 

und daher könncn bei bereits bekannten 0, e j aus (15) in eindeutiger Weise die Funk-
tionen bzw. y j = o 00 bestirnrnt werden,-und damit Sind dann auch (13),(14) er-
füllt. Es. existiert also DF( 0, 0)-': X0 - X0 als linearer beschränkter Operator für 
allea	+e;aN;	-S 

Es sei jetzt 

G°(x) =f
y - p0,1(x) dV	(x €8; i = 1, Z, 3).

1 x) 3  y —(	 . 	 .5 

Theorem 2: Zu jedem a > 1 + s, a N, existieren 6, LI >0, so dap es/ür beliebige 
Gi € HG (S) (i = 1, 2, 3) mit IjG j - G0lJ, < 6 genau je ein ip € U o 110(5, R3) und 
(c1 , c2 , c3) E R3 mit /olgenden Eigen.scha/ten gibt: 

a) J - OIl1+e < LI und lcd < A /fir i = 1, 2, 3; 

b) der &hwerpunkt von Q9, liegt. im Nullpunkt; 

f
y1 — (x) 
ly_(x)l3d0i+c	(XES;i==1,2,3). 

- 

Beweis: Wie wir bereits festgestellt haben, ist F: V—> X11 stetig Fréchet-
differenzierbar urid DF( 0, 0)_i: X1 , ->, X1,, existiert als linearer beschränkteE 
Operator. Aus dein Beweis des Satzes über inverse Funktionen wissen wirdann, daB 
es Konstanten 6,A >0 gibt, so daB Mr 0 € Hi+e(S R3) mit JIG GO < 6 die 
Iterationsfolge (u 0)'_0 , u0 = (, 0) und u,,. :='u0 - DF(u0) (F(u0 ) - (G, 0)) für 
n ^ 1, 1wohldefiniert ist (d. h. u,, E V) und in der X1 -Norm gegen die eindeutig be-
stimmte Losung u = (, c) von F(, c) = (0, 0) mit Ilu — uolli,. <LI konvergierL. 
Ferner gilt 11u0 — u016+. ;5 C l G — G°ll-^ (n € N) für ein C> 0. 1st nun 0 E H°(S, 113), 
1 -f-e :!^ a j Nund 11 0 — G0 11 i+, <6, dann ist u,, € -K3 (n EN). Wirwollen nun die 
Konvergenz in der X3-Norm untersuchen. Zunächsterhalten wir aus dem Mitteiwert-
satz iind Lemma 6 für n > 1 

llu + - u,,	C0 IIF (u0) - (0, 0)1I	 S 

-	 ^ C0 sup I(DF(u0_i S-f- 9(u,, — u0_ 1 )) — DF(uo)) (u0 - un_i)IL 
eo1	 .	 .	S 

S	
C0'{(11u0110 + 11u0_1110 + 11u0110) hun	U.71111+1 (h un - uohhi + IIun_i - 'hhi+r) 
+ hlu - u_ lI	(Il u - u Ib + hhu,_i - ul!) 
-I- hl u -- U.-, 1 1. (h u - u0111+-f- Hun-1 - u0111+1)}. 

1st also ho— G°Il+. hinreichend klein (in Abhangigkeit von a), so folgt 

-	 -	Max {iiUnhia, Ihtn-ihho, hh u hh} +	11 24- 7 Un_lila
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und deshaib	 '. 

C,"s Max {IIu } + II
ui - 

ln	 2 
mit

n-i	- 
Sn	 2 

Wegen derKonvergenz von!' s für hinreichend kleines J IG - G°111±, folgt daraus zu-
nichst die Besehränktheit urid damit sofort die Konvergenz von (i.z,) in der X 0-Norni U 
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