Zeitschrift far Analysis
. U . Lo - und ihre Anwendungen
N : : . Bd. 6 (5) 1987, S. 471 —478

Ein Oszillationskriterum

K. MORGENTHAL
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Fur die Glexchung
() = —fx(t—r)dr(t z) (—o< A<t < o)
. . r=Q ‘
wird ein Oszillationssatz bewicsen, der ein fruheres Resultat des Autors und., em Kntermm
. von B. R. Hunt und J. A. Yorke verallgemeinert.

JIJm ypanuemm ‘ N : . : . I L
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z'(t) = —fx(t—t)dr(t r) ) k;oo<.“i.§t<oo)
=0,

) noua'mmemﬂ OCLUUJIIIALLMOHHAH TeopeMa, Ko'ropan o6obmaer (ORHMH- MpEHHT peaym,'rar
aBTOpA I KPHTepUtt B. P. l"yH'ra n M. A. Uopka.

An oscillation theorem for the equation } o

() = — fz(z —Ddn  (~oo < A't< ) _
v=0 . . o AN . . T
is proved which genera.llzes an earlier result of the author and a criterion of B. R. Hunt and
J. A. Yorke.

\
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1. Einleitung

" Wir betrachten die Funktidnal-Dif{crentialgleichung
z'(t —fx(t—r)dr(t 7). (‘-ooA<'Agz<oo) (),
. =0 N ’
unter den ubhchen Vorausseuungen iiber den Kern (¢, ) (vgl [7, 8]) und verwenden
die in [7] benut,lt,en Bezeichnungen o(t), 4(t) usw.

Der Bequemlu.hkelt halber stellen wir die Voraussetzungen iiber den Kern und die benutzten
Bezeichnungen noch einmal zusammen: . - .

1. r(tt)lstdcﬁmertbchSt<oo0St<oo C. )
2. Es gilt 7(t,0) =0 (A St < oo), und bei jedem ¢ € [4, oo) |st r(¢, ») monoton nicht-

fallend.
*) Es existiert eine auf [4, oo) stetige Funktion o(t) = 0, so daB gilt: .

‘31 (¢, ) = r(t, a(t)) (Agt<ooa(t)§r<oo) .

<
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3.2.  7(¢, a(t)) ist stetig auf [A‘,-oo).

. min{a(t),s(t')) e ! )
3.3. - lim fpmﬂ—ﬁuma=o (A St < ).

eI
" Beid £t < oo'sel M'(t) = r(t, o(t)) und
s = sup e = 05 S () = O,
T AR = inf {z g(‘) 2r(t, v) = r(t, o (1))}
Weiter sei ' '

' N

d=inf {0(t): 4 <t < o0}, 4y = sup{A(t) ASt<oo}

mﬂsmw—nmngﬂ‘(A<T<m) )
Wir setzen im foléende’n stets M(t) > 0 (A st< co) and .
lim (¢ — A@)) =00 * . . (2)'

{—o0
- »

voraus. Wegen (2) ist "—oo < ET) 4T < oo) und E(T) — oo fiir T — co.
Nach [7: Satz 9] gilt der folgende Osz11]ablonssabz

Satz 1:.Ist

. - lim | M(s)ds > —, : - (3)
=00 [ . .
e=a . o , ‘ : /
" s0 besitzt (1) nur oszillierende Losuwgen
In der vorliegenden Arbeit geben wir nur eine \'erallgememerung dieses Sat,7es an.,
" In [2] haben B. R. HuxT und J A. Yorke fiir .

0 - —Saal ~Tw)  @St<w),
. i= o - T @)
¢; und T stctlg und posmv auf [O oo}, . .

das folgende Krlt,erxum bewiesen.

Y

Satz 2: Sind die Funktionen T,~ nach oben beschrdnkt, ) -
- T,'(t) <7 G=1..10<t<o0), B (5) '
1. . ' ’ ' : . V ¢ s
" lim T:t) ¢:(8)} > — : . - ‘ ‘
l_m()d )q()) _ o . ®

so besitzt (4) nur oszillzerende Ldsungen

Es zeigt sich, da man durch Spezialisierung aus ‘unserem Osz1llatlonskntermm '
_eine ,,Integralform des Kriteriums von Hunt und Yorke gewinnen kann, dle dieses
verallgemeinert.

v N > _

~
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Bemerkdng: Rar die Gleichung (4) lautet die Bedingung (3) -

t . . .
. : 1 -
lim f (2 q.(s)) ds)>L. , )
t—o0 . i=1 € ) . T .
t—minT,(t) . ’ '
15j5<n

Die Bedmgungen (6) und (7) sind ,,unabhangxg“ d. h., man kann Gleichungen angeben fur
die jeweils nur eine dieser Bedingungen erfiillt ist.
Bez. welterer Arbeiten zur bet,mchtetcn l‘\'agestellung vcrwelsen wir auf [l 3—6,8—10].

!
N

. ! N
2. Ein Osz‘illationss.at-z

Fiir ¢t € [4, o0) sei W, die Menge der W;chst,umspunkte der Funktion (¢, -). Diese
. st abgeschlossen und wegen der Voraussetzung M(t) > 0 ist W, == 0. Im folgenden
setzen wir stets 6(¢) = min {r: v € W} > 0 voraus: Es gilt W, S [4(t), A(t)).

"Satz 3: Wenn eine auf (0, oo) stehge positive und beschrdnkte Funktzon P existiert,
jur die die Unglewhungen

lim m—f f r)drs r)ds >'l ‘ (8)
t—oo\ aew, Y [ : X
. ’ —-—a T= ‘ R R
und ' — .
' t T . . .
lim ( [ f w(t) dr(s 7) ds) >0 T (9)
“"’°t6u)zo. - o < :
erfiilllt sind, so beéztzt (1) nur oszzllzerende Losungen I ;-

Beweis: Wir nehmen an, (1) bestt,ze eine mchtosulherende Losung f. Da nit. f
‘auch: —f L08ung von (1) ist, kénnen wir f(t) > O fiir alle hinreichend groBen ¢ an-
nehmen und wegen E(T) — oo fiir T — oo ein T, mit E(E(Tl)) =4 und 0 < / t)
bei E(E(T )) < t < oo wiihlen. Es gilt dann -

Bt

/(t),=' — [t —v)drit,v) < 0 (E(T,) <t < ),
r=0- . .

‘ so daB f auf [E(T',), o0) monoton nichtwachsend ist. Eé'sei
L ft—1) '
t) = mn ———

0= oo

T(t) sei.eine Stel]e in W,, an der das Minimum angenommen wird. Da y nach Voraus-

setzung beschrinkt ist, existiert eine Konsmnte K > 0 mit w(t) S K0 <t<oo)
Wegen der Monotonie von f gilt daher ‘

G ZUYK>0 (T Si<oe) o)

(T, St <o)

’

Aus der Definibion von g(¢) folgt

/(t)S—g(t)f(t)fw(r)d”r) M st<oo). R EF)

=0
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Sei g, = h_m g(t). Wegen (10) ist g, = 1/K > 0. Wir zeigen nun, daB im Falltgo < o0

DtV e ’ s
1 ’ R . . .
lim y(T) dr(s ) ds' g — o (12)
s ‘(/J(T )‘ ‘1{“) x'/o‘ € ] B 4 |
. und im Fall go = 00 _
‘ . . o
‘ lu'n( f f p(t) dr(s, 1:) ds) =0 o : o (13)
N >0\ T(t) 1= ,

’ gilt. Da (12) der Vorausset&ung (8) und (13) der Voraussebzung (9) wnderspncht

_ist damit der Satz bewiesen.
a) Seig, < oco. Zubeliebigem ¢ > 0kénnen wirdannein T, > T, mit g, — & < g(t)
(T'y <t < oo) wihlen. Aus (11) erhalten wir

)< — (90— 0).[ p(m)drit,r) (Ta<t<o0). _ (14)
T =0 : ’ '
V' i i . . . )
~ Wir wiahlen nun ein T3 = T,, so daB t — A(t) 2 T, (T35 <t < oo) gilt. Dann ist
auch ¢t — T'(t) =T, (T3 < t < o0) und durch Integration erhalten wir aus (14)
t oo - o 1 a ‘ i
= (g0 — ¢) f | v@drs, s (Ti<t< o).

C T 2o

I it — 7)
0]

Wegen In 2 < i/e und der Definition von-g(t) folgt

- ’ t oo -

szt [ f o @sis
—gt) = _ y(z) dr(s, T) ds (T <t < o0).
e TS (T ro <o e

Beit — oo, unter Beachtung vone > 0 belleblg und g, > 0, crhalten wir hieraus'(12).
b) Sei g, = co. Wir nehmen an, (13) sei nicht erfiillt. Dann kénnen w1r em T,
mit E(T,) = T, und ein.c > 0 so wa.hlen daB . : .

0<c<f fw)dr(sz)ds (E(T.)gz<5o) (15)(

{— T(t) =0 °

gllt Wir wahlen Zu Jedem t =T, zwei Werte t; und tz, sodal ¢ — T(t) <l <y <t
sowie . )

ffw(r ar(s, 7)ds = — und f ftp(‘t) dr(s, z) ds = —
4 =0 . . ty r—o )

gelten. Dann 1st s — T(s) St s <)
Wiirde dies namllch fiir ein s* € [¢,, t] nicht gelten, so wiire

F'd oo

f p(7) dr(s, z)ds% ff (r)dr(s,r)ds:—
Tty =

2*—T(s®) 1=0
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im Wlderspruch zu (15). Bel L<s<st gllb also wegen der Monotome von f ‘und
Y <= K- :

Fo < — gls) fts f p(x) dr(s, 7 B

‘ ' 2_/(%/1(—7'_:;)(;)),1 (r)dr(Szg—-gK—f drs 7).
Hieraus erhalten wir durch Integration v
fo — foy's 14 f f yio dr(s, Sy

' und weit;er, da f(t) > 0 ist, ~ B

’

. Wegen g, = oo kénnen wir ein Ts > T,y mit 1611'/02 < g(t) ( E(T;) <t < cxp) wiahlen.
Beachten w1r dies und (11), so erhalten wir oo

,, ) 6 . - - 1 ’
102 % P amasecs

s

“und Integfation liefert

. % 2 ;g?; IGK f f‘lp(t) dr(s, 7) ds _g (Ts <t < oo) o

fy t=0
m Widerspruch zu (16). Damit ist Satz 3 bewiesen 1 )

Ist, hm w(é(t)) > 0, so folgt aus (8) die-Ungleichung (9). Dies ist z. B der Fall'
wenn 1/; monoton nicht fillt und §, > 0 le Also gllt der folgende

. Satz 4: Ist §, > 0 und ezzstzert eine au/ (0, oo) stetige, positive, monoton nichi-
fallende und_beschrinkte Funktion vy, die (8) erfillt, so .besztzt (1) nur oszillierende
" Lasungen. : .

-~

3. Spezialﬁille '

‘

I. Satz 1 1st ein Spczmlf&ll von Satz 3. Wa.hlt, man niamlich in letzterem y(r) = 1,

. so reduz1eren sich (8) und (9 ) wegen M(s) = fdr(.s, z) auf die eine Bedmgung (3)
=0
von Satz 1. Da man in Satz 3 iiber p noch verfiigen kann ist er eine Verallge-

meinerung von Satz 1 (s. unten).
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I Gilt 0 < é, < 4 < oo, so kénnen wir in Satz 4.

(r)— T fir0<t< 44
Ao fﬁr-A0<T<w

'wiihlen und erhalten das folgende Kriterium. . : =
Satz 5: G’zltO<6o£Ao<oound o Lo e .
. . . 1
. lim | min — f frdrs ‘[) ds >—
S5 aeW, '’ : e
, . t &« =0

r s besitzt (1) nur oszillierende Lésungen.

Wir betrachten . wieder die spezielle G]elchung (4) mit stemgen und positiven g;
" und T;. Der zugehorige Kern r(t, r) 1st ein ,,Sprungl\ern Fir diesen.Spezialfall -
- nimmt Satz 5 die folgende Form an. C

- SatzBa: Gill (5), 6 = inf (1) 1 g,'/ég@,o;gz<.oo} > 0 und ist

~

i’ : e e N

. 1 1 . B
-~ Lm { min (t)f(ZT(S)q.(s)) > = | (17?.

t—0c0 1,—<_ién
=2 . =Ty - : b

. 0 besitzt (4) nur oszillierende Losungen.

- Ist die Bedingung (6) des Kriteriums von Hunt und Yorke crfu]lt so gilt auch die
]ntegralbedmgung (17)."Man kann daher Satz 5a als eine Integra]form des Kriteriums
*_von Hunt und Yorke auffassen. Es lassen sich leicht Beispiele angeben, bei denen (17)
erfiillt. ist, (6) aber nicht. (17) ist also eine Verallgemeinerung von (6). Allerdings
wird in Satz 5a noch die Voraussetzung d, > 0 gebrauchb die im hntermm von
‘Hunt und Yorke nicht benoblgb w1rd

HI. Wir betrachten

2(t) = —alt) z(t ~ 1) —b(t)x(t —%) 0<t<oo, sy,
"a und b stetig und positiv auf [0, co). - .

Hier wird dic Bedingung (3) von Satz 1 zu

. - . . ° ] \

t—00-
—1/2 .

lim [ (a(s) + b(s)) ds > —. | o ' S (19)
-und die Bedingung (6) voﬁ Satz 2 zu
lim (a(t) + = b(t)) > 1 L : | (20)

t—-»oo

/

" Die Bedmgung (17) von Satz 58, wird zu

‘\ ¢ ¢ .

lim { min_ ~f(a(s) + = b(s)) ds, : f(d(s)# %b(s)) ds| ,>£—
$->00 . ) AN

t-1 . . S t—1/2
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und mwan erkennt soforﬁ, daBl diese Ungleichung sich auf
. . - ) . .
. 1. . : -
lim | (2a(s) + b(s)) ds > : S (21)
. t—o0 . . . . .
(—1/2 N :

reduziert..Ist (19) erfiillt, so gilt natiirlich auch (21). Es existieren aber Funktionena
und b, fiir die (21) erfiillt ist und (19) nicht. Dies zeigt, daB unser Satz 3 den Satz 1
echt verallgemeinert. Aus (20) folgt (21), es existieren aber Funktionen a und b, fiir
die (21) erfiillt ist und (20) nicht. Dle Bedmgung (17) ist also tatsichlich eine Verall-
gemeinerung von (6). ,
y IV. Wir bemerken *daf der Beweis des Satzes 3 unmittelbar auf die. Unglelchung

t

x(l§ fxt—«r)drtr) (—oo<Agz.’<'oc'), o (22)‘
=0 , . _ . :

iibertragbar ist und wir daher das fdlgende Korollar zu Satz 3 (bzw. Satz 4)-haben:

Existiert eine Funktion y mit den in Satz:3 (Satz 4) gemmnten E’zgenscha/ten s0
besitzt (22) keine final posztu,e Losung.

Dicse Bemerkung kann niitzlich sein. Zum Belsplel sind fur die Gluchung (18) -~
mit a(t) = (1,1 + 0,5 sin 2at)/e und b(t) = e~! die Bedingungen (19)—(21). nicht
erfiillt. Trotzdem ist sofort zu sehen, daB (18) in diesem Fall nur oszillierende Lo-
sungen besitzt. Wiirde namlich eine final positive Losung f existieren, so wire dicse
fiir alle hmrelchend groBen ¢ Losung der Ungleichung’ z* (t) < — “a(t).x(t — 1), -die

jedoch wegen f ds > 1,1/e keine fmal posmven Losungen haben kann.
-1 _

V. Wie oben schon gezeigt, gibt es Glelchungen fiir dierdie Bedingung (17) -von
Satz5a erfiillt ist, die Bedingung(3) von Satz 1 aber nicht. Fiir z (t) = —a(t) z(t —3/2)
— b(t) 2(t — 1) mit a(t) = (e”* 4 0,01)/e und b(t) = (1. + 0,7 sin 2at)/e kann man
leicht nachrechnen, daB umgekehrt (3) erfiillt ist und (17) nicht. In diesem Fall kann .

man auch nicht wie in Belsplel IV schlieBen, denn es’ist -
\ :

. Lot ' ’ PR t
: 1 i 1
lim fa(s) ds <—" und ‘lim | b(s)ds = —.
>0 : € . T t—ooo -
=32 , : t=1"
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