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Ein Oszfflationskriterum 

K. MORGENTHAL	. 

Für die Gleichung  

X (t) = — fx(t - ) dr(t )	(—cc < A t < cc) 

wird cin OsziLlationssatz bewiesen, der ein früheres Resultat des Autors undein Kriterium 
von B. R. Hunt und J. A. Yorke veraligemeinert.  

,Lin ypaBueHun  

x'(t)=	Lt - T) dr(t, r)-.	(—c,o< A	t <cc) 

oHa3bIBaeTcn oc[HJ!JIH[HoHHaH TeopeMa, xoopan o6o6[qaeT 0LHH- npeailhllft peayma 
aopa ii FcpIaTepuft B. P. l'yHTa H M. A. Hopua.  
An oscillation theorem for the equation	 - 

x'(t) = _fx(e — r)dr(t;T)	(—cc <:At <cc) 

is proved, which generalizes an earlier result of the author and a criterion of B. R. Hunt and 
J. A. Yorke.	 .. 

1. Einloitung 

'Wir betrachten die Funktional-Thfferentialgleichung 

x (t) = _fx(t — r) dr(t, r)	(— < A :5-. t < cc)	 (1) 

unter den iiblichen Voraussetzungen uber den Kern r(t, -r) (vgl. [7, 8]) und verwenden 
die in [7] benutzten Bezeichnungen c(t), 4(t) usw.	 S 

Der Bequemlichkeit halber stellen wir die Voraussetzungen über den Kern und die benutzten 
Bezeichnungen noch einmal zusammen: 

1. r(t, t) ist definiert bci A :!9 t < cc, 0 :5-. r < cc;	 S 

•	2. Es gilt r(t, 0) = 0 (A :5^ t < cc), und bei jedem t E [A, cc) ist r(t,.) monoton nicht-
fallend.	• 

3. Es existiert eine auf (A, cc) stetige Funktion 0(t) ^0, so dali gilt: 

3.1.	r(t, r) = r(t, (t))	(A	t < cc,c(t) ^S T < cc)..	. 

•	 .
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•	3.2.	r(t, a(t)) ist stetig auf [A, co). 

	

min( (i),a(t'))	 V 

•	3.3.	tim	flr(t, x) - r(t', t)I dt = 0	(A	t < co).	 • 

•	 A^t' 

-	 Bei A f,- t < 00 sei M(t) = r(t, a(t)) und	 -	V 

•	 ö(t) = sup IT j^ 0: r	o(t), 1r(t, r) = 0},	 V 

•	
V 4(t) = ml jr	0 : r(t, ) = r(t, o(t))} . 

Weiter sei	-	 V	 S	

-	 V 

•	V	inf{(t):A	t< oo},J ='sup4(t):A :!9t< co},	

V 

•	 E(T)	inf It —1(	
V 

'P}	(A < T < oc).. 

V	 Wir setzen mi folgenden stets M(t) > 'O (A	t < co) und V	
V 

S	 Jim (t—zl(t))=oc	 V	 (2) 
V S	 - V	

V 

voraus. Wegen (2) ist ' -00 <E(T)- (A :9 T'< cc) und E(T) cc für T - cc. 
Nach [7: Satz 9] gilt der folgende Oszillationssatz. 

Satz l:.Ist 

• !

	

	fM(s)ds>i,	 -	(3)

e 

	

t-6(t)	
V	

/ 

so besitzt (1) nur oszillierende Lösun gem.	 •	 V 

In der vorliegenden Arbeit geben wir mir eiie Veraligeineinerung dieses Satzes an., 
• In [2] haben B. R. HUNT und J. A. YORKE für	

V 

x'(t) = T q1 (t) x(t V Ti(t)) 
V 

(0 < t < cc),	 V 

V	 •	 •	 • 

q1 und Tj stetig und positiv auf [0, co),	 V 

• V 

this folgende Kriterium hewiesen.	 •	V	

V	 •	
V 

Satz 2: Sind die Fun,ktionen T j nach oben beschrankt, 
V	

V -

	 T(t)	T	(i = 1, ..., n; 0	t < cc),	 •	 (5) 
V 

und gilt. 
V	

V :

	 •	

• V 

iim(j T1 (t) q(t) >--,	 V 

	

e	 - (6) 
so besitzt (4) nur oszillierende Losungen.	 - V	

V 

	

Es zeigt sich, dal man durch Spezialisierung aus unsçrem Oszillationskriteriuni	V 

- eine ,,Integralform" des Kriteriums von Hunt und Yorke gewinnen "nn, die dieses 
V 

verailgemeinert.	 - 

' V	 '	 -
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Bemerkung: Eflr die Gleichung (4) lautet die Bedingung (3). 

1'	In	\	 1 
JA I	I	(	q)) ds % > -.	 (7) '-i	j	='	i	I	e 

% £—rninTU) 
\ I^_j2s;n  

Die Bedingungen (6) und (7) sind ,,unabhängig", d. h., man kann GIeichungen'aigeben, fUi 
die jeweils nur eine dieser Bedingungen erfullt ist. 

Bez. weiterer Arbeiten zur betrachteten Fragestellungverweisen wir auf [1, 3-6, 8-10]. 

2. Ein Oszillationssatz	 S 

Für t E [A, oo) sei W die Mnge der Wachstunispunkte der Funktion r(t,..). Diese 
ist abgeschlossen und wegen der Voraussetziing M(t) > 0 ist W,' + 0: Tm folgenden 
set.zen wir stets ô(t) = mm {r: t E W 1 }> 0 voraus Es gilt W	[6(t), 

Satz 3: Wenn eine au/ (0, oo) stetige, Positive und beschrãnkte Fumktion pexistiert, 
für die die Ungleichungen 

lim (in	f f()dr(s,)ds	1	(8) 
t^oo i €w,p(x)	 e 

•	 \	 t—	=0	 J	/ 
und	 .	 . 

lim 

	

(.i 1 ()dr(s)ds)>0	 (9) 
i—co t— 6(1) =0	 . 

er/üllt sind, SO besitzt (1) nur oszillierende Losungen. 

Beweis: Wir nehmen an, (1) besitze eine niehtoszillierende Losung /. Da mit 

auch -t Losung von (1) ist, können ir /(t) > 0 für allé hinreichend gro8en t an- 
nehmen und wegen E(T) -'- oo für T -- co *ein T1 mit E(E(T1)). A und 0 <1(t) 
bei E(E(T1 ))	t < oo wählen. Es gilt dann 

I'm = _f /(t - r) dr(t, r) ^	(E(T3) < t <  

so daB / auf [E(T 1 ), oc) monoton niehtwachsend it. Essei 

g(t) = mint(t —T) 
(T 1 :!E^t <oc). 

zew, /(t) ip(t) 

T(t) sei eine Stelle in W1 , an der das Minimum angenoniinen wird. Da V nach Voraus-
setzung beschrankt 1st, existiert eine Konstante K > 0 mit (t) ^5 K (0 <t < cc). 

•	Wegen der Monotonie von / gilt daher	.	S 

g(t)	1/K.> 0	(T1	t < oo).	 (U) 
•	Aus der Definition von g(t) folgt	 S 

co 

/ (t) ^S —g(t) /(t)f(r) dr(t, t)	(T1 :!E^: t < cc)	 (II)
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Sei g0 = urn g(t). Wegen (10) ist g0 ^i- 1/K> 0. Wir zeigen nun, dat3 im Fall-go < 00 

	

1	f	?P^T) dr (s, r) d8 :E^: 
e	

(12) 
,—*oo i tp(T(t))  

/ 
und im Fall g0 = 00 

•	-.	iim( f	fv(r)dr(sr)ds) = 0	 (13) 
1— T(i) t=o 

/ gilt. Da (12) der Voraussetzung (8) und (13) der VorausstAung (9) widerpricht 
ist dawit der Satz be.viesen. 

a) Sei g0 <00. Zu beliebigem e > 0 können wir daiin ein 7'2> T 1 mit g0 - . < g(t) 
(T2	t < oo) wählen. Aus (11) erhalten wir 

I'M- (go - e) /(t)-f(T) dr(, )	(T2	t <	). -	 (14) 
0 

Wir wählen nun ein T3 ? T2 , so daB t— /1(t)	1'2 (T3 t < ) gilt. Dann ist 
auch t - T(t) ^ T2 (T3	t < oo) und durch Integration erhaltei3 wirais (14) 

•in ' tt
	 )
 f,- f	) dr(s,r) ds.	(T3 

	

—T(t) =0	 - - 

Wegen In).	A/e und der Definition von-g(t) folgt	- 

t	00 
go 

g(t)	 f f ip(r) dr(s , 'r) ds	(T3	t <00). 

—T(1) z'-0	 - 

Bei I —> oc, unter Beachtung von e> 0 beliebig und g0 > 0, erhalten wir hieraus(12). 
h) Sei g0 = oo. Wir nehmen an, (13) sci nicht erfullt. Dann können wir ein T4 

mit E(T4) > T 1 und ein,c > 0 so wählen, daB • '	 • • 

Q < c < f f;	) dr(s,r) ds	(E(T4 ) :E^ I < oo)	• •	 (15)' 

I—T(t) T=O 

gilt. Wir wählen zii jedem t	T4 zwei Werte Ii und . t2 , so daBI - T(t) <'2 <1 1 <I 
sowie	 •	 -	 - 

•(  ff(r)dr(s,)ds=+ und ff(r)dr(sr)ds =	—• 

gelten. Dann ist s - T(s) !S^ t2 01 15s 15t ) .	 - 
Wiirdc dies närnlich für em s E [t i , I] nicht gelten, so ware 

r dr(s, T) ds '
	f f (t) dr(s, r) ds f f 	=	-. 

o—T(a') T=0	 t T0	 /
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ml Widerspruch zu (15). Bel. t,	s t gilt also wegen der Monotonie von I und	-. 
(t) ^ K

co 

•	f(s) ^ - g(s) /(s)f) dr(s, ) 

00	
00 

=	
dr(s r) 	I(t2)f) dr(s, t) 

Hieraus erhalten wir durch Integration	 •	 S 

t	00 

1(t) - /(t) ^ _)ff ( T ) dr(s, r) ds = -	1(12) 

•und weiter, da 1(t)> 0 ist, 

1(12 )	4K 
•	

.••	 /(1)<(T4t<oo).	 •	 (16) 

• Wegei g0 = cc kännen wir ein T5 > T4 mit 16K/c2 <g(t) (E(T5) t < o) wählen. 
Beachten wir dies und (11), so erhalten wir 

co 

1 1 ( t )	16K 

/(t)	_if (r) dr(t x)	(E(T5 ) :!E^ t < cc) 

und Integration liefert	 • 

•	
.	 =.(T5:!E^t<00)	S 

A41)	TO --)	f 
92 t=O 

im Widerspruch zu (16). Damit ist Satz 3 bewiesen I 

1st . urn (6(t)) > 0, so folgt aus (8) die -Ungleichung (9). Dies ist z. B. der Fall, 

wenn i.p monoton nicht fällt und 6 0 > 0 is.' Also gilt der folgende 

Satz 4: hI 60 > 0 und existiert eine au/ (0, cc) stetige, positive, monoton nicht-
fal2ende imnd beschrdnkte Funktion ip, die (8) erfullt, so besitzt (1) nur oszillierende 
Lösungen.	 • 

3. Spezialfälle	. 

I. Satz 1 ist ein Spezialfall von Satz 3. Wählt man nämlich in letzterem P(T) 
oo 

so reduzierensich (8). und (9) wegen M(s) =f dr(s, r) auf die ine Bedingung (3) 

von Satz 1. Da man in Satz 3 liber ip noch verfügen kann, 1st er eine Veralige-
meinerung von Satz 1 (s. unten).	 -	S
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•	II. Gilt 0 <o	cc, so können wir in Satz 4 

-	für O<r A0 
•	 .1

 
A 0 für A 0 < < cc	 S 

'wählen und erhalten das folgende Kritcrium. 

Satz 5:GiltO<ô0 A0 <oound	S	 S 

hrn(mm if f -r dr(s r) ds) > I 

so besitzt (1) nur oszillierende Losungen. 

\Vir betraehten.wieder die spezielle Glichung (4) mit sietigen und positiven q 
und T. Der zugehorige Kern r(t, r) ist cm ,,SprungkOrn". Für diesen Spezialfall - 
niinrnt Satz 5 die folgende Form an. 

Satz 5a: Gill (5), = inf {T(t): I :i	n, 0	t <oc > 0 und ist 

lim min'm	f (Zn T1 (s) q, (s)) ds >	 (17) 
15	 ,(t) 	 e -	•J	 t—T,(t) 

so besitzt (4) nur oszillierende Losungen. 

1st die Bedingung (6) des Kriteriums von Hunt und Yorke erfUBt, so gilt auch die 
Integralbedingung (17).Man kann daher Satz 5a als eine Integralform des Kriteriunìs 
von Hunt und Yorke auffassen. Es lassen sich leichtBeispiele angeben, bei denen (17) 

• erfullt. ist, (6) abér nicht. (17) ist also eine Veraligemeinerung von (6). Allerdings 
wird iii Satz 5a noeh die Voraussetzung 60 > 0 gebraucht, die im Kriterium von 
• Hunt und Yorke nieht henotigt ivird. 

•	 ifi. Wir betrachten	•	 - 

x'(t) = —a(t) x(t - 1) - b(t) x (e- _-),
	

0^,- t < 0.0,	•	(18) 

- a und b stetig und positiv auf [0, cc).	•	 S 
Hier wird die Bedingung (3) von Satzl zu	 S	 •	•.	

.5 

. 

f(a + b(s))ds > L	 S	 •	 (19) 
•	 -

 

8-112..	 S 

• • und die Bedingung (6) von Satz 2 zu 

•	urn (a(t) + -- b(t) > 1 .	 •	
• (20) 

•	 t--oo\	 2	C 

The Bedingung (17) von Satz 5a wird zu '	•	 • 

(rnn [ f (a(s) + - b(s)) ds 2f 
( '

,a(s) + .- ls) ds]) > 
-	•	 •
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und man erkennt sofort, daB these Ungleichung sich auf 

/	urn f .(2a(s) + b(s)) ds >- --.	 0 0	 (21) 
(-1/2	 .	 0 

reduziert..Ist (19) erfilllt, so gilt naturlich auch (21). Es existieren aber Funktionen a 
und b, für die (21) erfüllt ist und (19) nicht. Dies zeigt, daB unser Sàtz 3 den Satz 1 
echt veraligerneinert. AIlS (20) folgt (21), es existieren aber Funktionen a und b, für 
die (21) erfüllt ist und (20) nicht. Die Bedingung (17).ist also tat .sächlich eine Verall-
genleinerung von (6). 

IV. Wir benierken, 1daB der Beweis des Satzes 3 unniittelbar auf die. Ungleichung 

x(t) ^ —fx(t r)dr(t t)	(—oo <A ^ <oc)	 (22) 

ubertragbar 1st und wir daher das folgende Korollar zu Satz 3 (bzw. Satz 4)haben! 
'	Existiert eine Fünktion 0 mit den. in Satz :3 (Satz 4) genannten Eigenscha/ten, so 

besitzt (22) keine final positive Losung.	 .	0 

Diese Benierkung kann nützlieh scm. Zum Beispiel sind für die Gkichting (18) 
mit a(t) . = (1,1+ 0,5 sin 2xt)/e tmd b(t) = e 1 die Bedingungen (19)—(21) . nicht, 
erfüllt. .Trotzdem 1st sofort zu sehen, daB (18)' in diesem Fall nur oszillierende La-
sungen besitzt WUrde nämlich eine final positive Losung f existieren, so ware these 

•	für alle hinreichend groBen tLasung der Ungleichung'x'(t) ;5 —a(t)x(t - 1), die 

jedoëh wegenf a(s)ds> I,1/e keine final positiven Losungen haben kanri.	
• 

• V. Wie oben schon gezeigt, gibt es Gleichungen, für die'die Bedingung (17)-von 
Satz5a erfullt ist, die Bedingung(3) von Satz 1 aber nicht. Für x'(t) = —a(t) x(t - 3/2) 
- b(t) x(t —1) mit a(t) = (e- t ± 0,01)/e und b(t) = (1±.0,7 sin 271/)/c kann man 
leicht nachrechnen, daB_m ugekehrt (3) erfüllt 1st und.(17) nieh. In dieseni Fall knn 

Be man auch ,nicht wie in	ispiel IV schlie8en, denn esist	
0 

jim f a(s) ds <. und Aim f b(s) ds = _. 

t-3/2	 0	 jj	 0 
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