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. Integro- leferentlaloperatoren bei formal hyperbolischen
Dlﬁerentlalglelchungen '

K. W. Bauir ) _ S o

Wenn fiir eine formal hyperbolische Differentialgleichung cine eingliedrige Losungsdarstellung
mit Hilfe eines Differentialoperators bekannt ist, so ist es méglich, alle in einem Fundamental-
gebiet definierten Loésungen mit Hilfe eines Integro- Differentialoperators anzugcben Dabei
1484 sich der Kern des Integraloperators, der den zweiten Losungsanteil licfert, wiederum-durch
Differentialoperatoren ermitteln.’ Die Anwendung der Methode wird an verschiedenen Beispie-

" len demonstriert.

Ecaun pua gopmanbHo rumepGosnueckoro auddepeninaibHOro ypaBHeHHs U3BECTHO OJHO- *
“JleHHOE NPEeICTABIIEHME PELeHN A C nomowsio AuddepeHiManLHOro onepaTopa, To Bee B (hyH-
JaMeHTANLHOW 06JaCcTH ONpelesieH ke PeLIEHHA MOFYT GBITh OTIPEilelIeH bl C TOMOILBIO HHTEIPO-
AndepeniaibHQro -oiepatopa. -lIpn 9TOM ANPO HHTErpasbHOrO ONECPATOPA BANAWILMII
RTOPYIO Y4CTh PCUWIEHHA CHOBA MOMKET OHITH OnpefeseHo ¢ MOMOIBIO mnbtpepeuuuanmm\

. 0nepaTopoB. ITOT METOR I[eMOllC’I‘pMpyeTCﬂ HAa Pa3HBIX HpHMEpax.

"If a one-term representation of solutions by a differential operator is’'known for a formally -
- hyperbolic differential equation, then all solutions defined in a fundamental domain may be

determined by means of an integro-differential operator. Moreover, the kernel of the integral
operator, which yields the se¢ond part of the solution, may again be determined by differential
operators. The application of this method is illustrated by several examples. ’

B. RIEMANN [7] hat eine Darstellung von Lésungen hyperbolischer Differential-
gleichungen mit Hilfe eines Integraloperators angegeben. I. N. VExua [8] hat diese
Methode ins Komplexe iibertragen und einen allgemeinen Darstellungssatz fiir die in
einem Fundameéntalgebiet definierten Losungen formal hyperbolischer Differential-
gleichungen hergeleitet. Die Bedeutung und breite Anwendbarkeit der dabei als
Int;egralkem verwendeten Riemannfunktion hat E. LaNckau [6] herausgestellt und
zugleich einen Ubérblick iiber bis dahin bekannte Funktionen dieser Art gegeben.
Von K. W. Bavuer (1, 2] wurden Verfahren entwickelt, welche gestatten, die Rie-
mannfunktionen fiir solche formal hyperbolischen 'Different,ialgleichnngen zu he-
stimmen, fiir die zumindest eine eingliedrige Losungsdarstellung mit Hilfe eines Dif- .
ferentla.loperators bekannt ist. Unter Verwendung dieser Frge,bmsse wird im folgen-

" den gezeigt, daB fiir diese Klasse, von Differentialgleichungen ein Integro-Differential-

operator existiert, mit dem es mogllch ist, alle in einem Fundamentalgebiet definier-
ten Losungen anzugeben. . .

Satz: G sei ein I’undamentalgebzet im Sinne von 1. N, VEKUA [8]. Es gelte z, € G,
L €@, g(z) holomorph in G’ Y(8) holomorph in G Fiir die l)z/ferentmlglezchwzg

“w, + [log xa(z, C)L w; + Bu(z, ) w=0 . ()

w = Z"'a,(z, ) g®(z) (a, = 1,n€N) ' . ' . 2)'
- k=0 . ‘

in @XG bekannt;
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a) Dann er_ﬁdlt ‘man durch

!

v w=L,...Lg() +[ W)L, ... L M"di , (3)
. - 040(2, T) : .
' ‘ %o ” H
_mit wo(2, §) gemdp S - T
- ‘xk;l = By, By = By + (IOg Q‘k—l)z( (k =n,n—1,..,8 . . (4)

und .
[ : . a - i
b= g g Ol (BEN)
C7 N '
alle in G X @ deﬂmerten Lésungen von (1).

b) Ist eine Losung w von (1) vorgegeben, so ) ist die fiir die Darstellung (’%) er/orderlwhe '
) Zugeordmte Y emdeunq bestimmt und folgt gemaf

—1 2
( {) &
Die E;zeugende g erhalt man bet Vorgabe von w durch g(z) = [M0 MWl

lP(C) =2 [M0 o My wles, mit My, = (k€ N). (5) .

Bewels Nach P. BERGLEZ [4] besitzt (1) genau dann eine Losung der Form (2),
falls fiir ein » € N bei Anwendung von 4) B, =0 w1rd Fgr die Losungen der Diffe-
rentialgleichungen

Wt + [log alz, O)) we ¢ + Bk(Z, &) wy = 0.

gllb daruber hinaus v .
o Wy = Lkwk 1 und wk = My, k € N. B o (6)

Geht. man also von der leferentla.lglelchung Wozt + [log ag(2,-8)); wo.,c = O mit der
Lésung '

xo(20, T
%—w+fW)“”’
xo(2, 7)
' . 3 o
aus, so erhilt man durch Anwendung der Operat,oren L,.. \ ., L,-mit (3)eine Losung
'«von (1). Es ist zu zeigen, daB mit (3) alle Losungen von (1) in' G X @ vorliegen.
Nach L. N, VEI\L-A [8] erhilt man alle in G X G definierten Losungen von (1)4durc’h

ez, 0) = OR(z, 803 0) N
+f@mRthOﬂ+f%mR%ﬂzm oM
' mit )y o . ‘ -
‘ - C : w(201 4‘0):

. . . : . .\ : (8)
Py(2) = wi(2, Lo) + w(z, o) [log an(z, Lo)les = Pall) = welz0, £), .
- wobei R(z, {;t, ) die Riemannfunktion zu (1), ®(z) und D,(L) beliebige in G bzw. G’
.holomorphe Funktlonen bezeichnen. Der Losungsantell

[4 ) .
U(z,C)’:fY’(r)Ln...L,Mdr - L (9)

""o(z: T)
Lo ~ o
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'-vpn (3) muB sich gemdB (7) dé,rsl:qllen lassen. Mit (8) folgt C = 0 und @,(2) = 0 und
wegen [L, ... Ly(xo(zo, 7)/xo(2, 7))]icc = O .

20 = [ "I’(r)[aZn;”Ll&“o(lo,,T)] . -

of ao(2, T)

o
r
-0

Ist umgekehrt eine Lésung der Form

V(z,0) = [ ®s(z) Rz, 7:2,0) dr
T o : . ‘ -
.vorgegeben und setzt man voraus, daB sich V(z, £) in der Form (3) darstellen laBt, so
. erhillt man mit @, und M,_, gemaB (8) bzw. (5) ' ' :

D,({) _ - g -‘ : "2, T)
_B"(zo’ () —. [L{l—l e ng(z)],___:. +{f "I/(‘[) [Ln-l .e “Ll ——'AO(Z, ‘t) - d’[
und ’ ' » ) : _
¥ , P8) 1 e oL
m [Mo. = 111,,_‘2 oo C)L’:. = Q. g (10)

. Wennalso V iiBe‘rhaupt in der Form (3) darstellbar-ist, so muBﬂoéWendig (10) gelten.

Geht man nun von ciner Losung W dér Form (9) niit Y(f) gemaB (10) aus, so folgt
durch partielle Integration, wenn man noch M}_, = (—l/B,,(z, r)) dfot, k.€ N, ver-
wendet, T ' ’

W= {[L L,‘w] [Mo* LM, ﬂ} '}'zc
‘ 1=z

(2, T) —B,,(Zp,.‘l')

=1,

9 .
~ 1 2 o @) 1
. = M. M,
+f B\(2, T) [31. My 1'1"‘—2 —B,(2, T)]z:z.
[© ' . :

fTa ; oz, T)
X [5{ L, ---L{ |

‘Mit; P* = (1/By(z,, 7)) 8/0v, k € N, folgt sodann

W = {}::E_ b . ' Oy

oo T a Dy(t) R oz, T) :
. - * . 2 ® 0\%0»
o ,,+f[_?r M¥ M, D r)L“ [L,,....L,P,} mtelar.
- : Lo . . . : -

:'Nach n-facher partieller Integration und entsprechéndér Umforinung erhiilt man’
schlieBlich . L . o

- k=0 ! .“0(2) T) ot _Bn(zo.v ‘t) t={y

= ‘ \ . | . =t
w=y llL, ...L,P,*.‘..ptw] [M.*...'M* Py(z) ] | }
0‘0(2: t) g

. . g .
R f By(t) L, ... LP,* .. P 2ol0T) g

31 Analysis Bd. 6, Heft 6 (1087)
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wobei. P‘. Pl* = 1 fur k = 0-und M,, M, —1firk=n—1zu setzen s,
Wie in [2] ge/clgt wurde, gilt jedoch : : .

R(zg,7;2,8) = Ly ... LP*. P*w

- ' o 0‘0(2» 1)

sowie-L; ... LPy* .. P* %olZ, T) _ ilZ, T) und damit -
ot . . 0‘0(2’ 'C') ak(z9 T)

I
e

Lk+1L'k LlPk* l P!* ag(29, T)
. . N ' L2 “o(zs T) =7

Es folgt sodann .

f' ®y(v) Rz, 732, 8) dv = L, ... Lig(z) + f W)L, ... L, “"(("';”T’)) dv- (11)
s [A%))

© e =2{[ P "°(Z°”)] [M* My, 20 ] } o
. =20 = Lo

ot xo(2, T) ™ —B.(2, 7)

mit

. Zusammenfassend gilt damit: _Nach I. N: VERUA [8] erhiilt man alle in G X @ defi-
nierten Losungen von (1) gemaB (7). Der 3. Summand in (7) laBt sich entsprechend

© (11) mit:¥(¢) gemiB (10) darstellen. Der 2. Summand in (7) laBt sich, wie-R. HEER- .
'SINK [5] gezeigt hat,.durch L, ... L,g,(z) mit einer geeigneten Erzcugendern g,(z) dar--
“atellen. Den 1. Summand in (7) erh.’ilt, man unter Verwendung von [2] gemédD

. CR(zo, L0327, L) = L,, - oLago( ) mit go(2) = C [/),,* SLP* “_"(3-0—’)] ",
E . . lXo(Z 'K) 1=2,
Dannt, 148t sich die Gesamt,hmt derin G X @ defmlerten Losungen von (1) auch in der
Form (3) darstellen.
Ist eine Losung w von-(1y vorgegeben so gilt mit- <D2 und M,,_, gemdB (8) bzw. (5)
und mit (10), daB die Zugeordnete ¥(¢) eindeutig gemif (5) bestimmt ist. Wendet man
- die Operatoren Jlfl,, 15 --+» My nacheinander auf w an, so erhdlt man mit (3) und der
zweiten Bellehnng von (6) .

-

4

‘ . o welze,T) ,
My Ma_w = g(z) + | ()22l dr.
Mo -1 .{( ) [ S\)ao(z,r)
Mit £ = folgt sodann g(z) # T - .
Bexspu le: 1. “Fiir die leferentmlglelchung o ) -
c iye —Kwr—nw—() meNy" . . (12)
'ist cine emghednge Losuj_l_gsdarstelluhé dér Form (2) bekannt, und zwar (vel. [3)) -
: k=0 \:k : _
Hier gilto, = exp 2, B = —n; mlt,(4) erhalt b manoy, = (= 1)% nted/kt, B,‘ —k, und damit

o = (—l)" nlet, B, = 0. Die Kernfunktlon fur den Integraloperator folgt sodann mlt

S Qol2gs 7)) _ 8, etti=1 = (¢ — )" JRTREF - - .
LI -~ 1 . N hl -
aplz. 1) - . ‘ . .
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N

und man crhilt die allgemeine Lésungsdarstellung (3) in der Form

2 . . . . . ] - . . . .
w = S,9(2) + f () (¢ = 1) ertie-o d. : : ).

In 9] wurde berelt.s von H. WALLNER auf andere Art gezeigt, daB mit (13) eine Loésung von (12)
vorhegt Die Frage, ob mit (13) a!le in G ><G definierten Losungen von (1") vorlleaen, wurde
.in [9] nicht untersucht. . : . ‘ - :

2. Fir die Differentialgleichung

/ w(n 41—} -
Wer -+ — wp — L——'———-—) w =0

.m ) n? . )
(REN,A€C. =2+ AQ{n—}—l n+ 2 .271.}.:;.—.‘;;0) Woe N
gllb die Losungsdmstellung (vgl. [3] o
) n Q)
an = S*g(z) = Y (- 1)k ( ) (-1 — )),, iy ui—)
. - k=0, 0"
«)\lit ag =14 B, = —aln - 1 — Z)/n? folgt bei \"erwendung Avbn (4)
’ o — 1)Y=k g ' ’ ’ . I s
D= S gy e, - ME L2 A
g it -9t i
¢ o .
und damit xg =" (—1)"aln + 1 — 2), pA—27 ", By = 0. Bildet man mit «, den. betreffendc ¢

Integmlkern 8o erhdlt man mit

.

A 1—d), [c _',]'n

(z 4 )" 7

Sy(z + 1)2" 1=

‘nach geeigneter ‘Normierung der /ugeordnetcn Y(r) die allgemcme Los'ungsdarstellung (3)

gemaB
4

w=Szg(z)'—i-—l,—‘f9’(t)udt.
.n .

(z + 7)i-n

3. Fir die Differentialgleichung

_ 1 1 4 1 o
e+ 1 4 - g A | ——— — 1w =0"
“‘“L'[ Tt 6+n+1}“‘ "[(6+n)= ]:w .

(n€N,d = 20)

+ist gleichfalls cine eingliédrige Lssungsdarstellung der Form (2) bekannt, und zwar

n _ 1)841 : <
= S = 5 [ T A el N Gl AM-,] {rrgiia) .
o - : ..' '

= g1’ . 13

mltA (”‘)';—( n )—~1—,‘m=0,1,..?,'n..Hiex:gilt,mic(tl)fiirlc=0,1,...,n
" . : N . .

L m—1/6+n R
(— )™k n)(8 + k) o o S
xp = o By=k -1,
kYO 4k + 1) 6+ ky? :
‘.und man erhalt die Darstellung (3) nach geeigneter Normierung von 9‘(1) mit
‘o : . Lo (20—2)
e w:,gsg(z).;.fgu(,)sawd,
. _ RN z ;
[
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