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Die Bevorzugung hexagonaler Strukturen
bei symmetrischen Oberflichenformen magnetischer Fliissigkeiten o

K. QUASTHOFF

\ ' -

Es wird eine mugnetnsche ideale Flussigkeit unter dem EinfluB eines vertlkfllcn homogenen -
Magnetfeldes betrachtet. Uber rhombischen Gittern beliebigen Gitterwinkels werden Gleich-
gewichtszustiinde der freien Oberfliche bestimmt. Insbesondere werden fiir cine Gitterlinge I,
die Verzweigungsgleichungen gélost und uber regelmiBigem 6-Eck-Gitter fir Gittcrléngcn
1>1, Losungen der Verzweigungsgleichungen berechnet. Die regelmiBigen 6-Eck-Strukturen
haben in cmcm von phySll\allschen Parametcrn abhiingenden Intervall die kleinste Fnergle ]
Pa(‘cma'rpm;ae'rm{ MATHMTHAA HACATBHAA KULKOCTH MON BIAMAHIEM BEPTHKANBLHOIO Oj(HO:
ponHoro MargutHoro monfA. Ha pomOnueckix peweTkax ¢ JoOHM YIJIOM CTPOATCA KOH-
¢urypaunn passHosecisa cpodoanoii mosepxuocti. B wactiocry, dH HEKOTOPOIT AAHHE [
OTPEBKOB PEINETKH PEIAOTCA GiyprALHOHHLIE YPABHEHMA 1 HA pelynﬂpum‘( HIECTHYTOMNb-
HBIX pellleTKax ¢ JJiHOI oTpeskon | > I, AA0TCA pewenns 6ndypKaLioHHbIX YPpaBHeHHii.
Peryanapuuic HECTHYTOIBHBIE CTPYKTYPH B HCKOTOPOM OT (driziueckux napamerpon 3anuca-
1EM HHTEPBAIIC HMEIOT HANMEHDILYIO 3uep1mo

A mdgnetl(. ideal fluid under the influence of a vertlcal homogeneous magnetic field is consider-
‘ed.- Over rhombic lattices iith arbitrary angle equilibrium configurations of the free surface -
arc determined. Especially, for some lattice length [;.the bifurcation equations are solved and
.over r(,guhr hexagonal lattices with lattice length I > I, solutions of the bifurcation equations"
are given. The regular he\agmml structures, in an mtcrval depcndmg on physical parameters,
have smallest enugy . .

1. Einleitung: )

-

“In einem Gebiet Q- = {(z, ¥, 2) € R3: z < {(x, y)} sei cine ideale magnetische Flissig- -
keit der Permeabilitit u >_1 und Oberflichenspannung 8 gegeben Fiir die Induktion
B und das Magnetfeld H gelte B = uH. Die l'lusmgkelt sei unendlich tief. Uber der
- freien Oberfliche I': z = {(%, y) befinde sich im Gebiet Q+ = {(z, y,2) € R3:2 > ¢}
Vakuum. Ist das Feld H homogen und wirkt es vertikal zur freien Oberfliche z'= 0,
so kann es bei gewissen Feldstirken zur Ausbildung zellularer Strukturen auf der
Oberflache kommen (dhnliches Verhalten ist auch von dem Bénard-Problem be-
kannt). Man interessiert sich nun fiir mogliche stabile Gleichgewichtszustinde der
freien Oberfliche z = {(, ) unter Einwirkung des Magnetfeldes. Innerhalb unserer
Losungsklasse werden dabei regelmifige hexagonale Strukturcn bevorzugt, was auch "
gut mit experimentellen Ergebnissen iibereinstimmt.

- Das Problem wird durch folgende Gleichungen beschneben wobei H* und H- das
Vlagnctfelcl in 2+ bzw. 2~ bezeichnen:

div H = " und  rot H= = 0 in O,

+ = H,” und H,* =pH,”  anrl -
34 Analysis Bd. 6, Heft 6 (1987) _ /
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(H, Normal- und H; Tangentialkomponente von H). Durch 'den~Ansatz o

}[‘“ = HV(z I ut(z, v, z))», H- = HV(z/,u + u (x Y z))

geht das Prohlem in fo]gende Randwertaufgabe fiir die Potentlalc u*, u” uber:

N

Adut = O. in Q% . L
1 —pu o out ou- - : (1)
+ __ gy ¢ t = u = .
u u -+ cons 3. ,u o " =0 fir z={zv)
er suchen perlodlsche Losungcn und betrachtm dcshalb die Potentiale u* als
periodisch uber gewissen Gittern: .

- Es seien in der (z, y)-Ebene zwei Vektoren w, = 2nl(l 0) und w, = 2xl(g, p)
(l € R*;p =sin 0undq = cos 0 mit 0 < 0, < 8 < =/2) ausgezeichnet. Dann erzeugen
diese Vektoren 'ein Gitter A, vermége A; = {w = kyw, + kyw,; ky, k, € Z}. 6 heiBt
Gitterwinkel von A,;. Das von w,, w, erzeugte Parallclogramm sei mit P, bezéichnet.
Fiir einen festen Vektor w’ und fiir X = (z, y) wird die Funktion ei“’X betrachtet.
Sie ist  genau dann A,- perlodlsch wenn elv'(X+o) — elo’X fiir alle we A, ist,
das heiit, wenn o'w/2x fiir alle € A, ganzzahlig ist. Durch diese Bedmwung wird
das zu A, duale Gitter A, festgelégt, in dem die beiden Vektoren

= O, 1/pl, ' = (p, —9)pb | N @
_eine Basis bild‘en.‘ ) S L

2. Kritische Punkte . .
Dle gesuchten Glelchgewmhtszustande erhdlt man aus der Bedmgung, daB die erste
~Variation der potentiellen Energie-gleich 0 sein soll. Bezeichnet ¢ die. Dichte und g die
Schwerebeschleunigung, so ist « = (28/og) 12 die Kapzllantatskonstante der Fliissig-
keit. Die potentielle Energie, dle in unserem Fall mit der Gesamtenergie iiberein-
stimmt, wird dann durch :

A b

= 5 7, 2
| »E—lgpfl/lfl?{l . fc:z &
. P, . : .

1 A
+_ o +1]2 -12
8=8l%p (fll{ tav /lu I dV)

gegeben. L\ach Einsetzen der LOSUngen ut, u” des Randwertproblems (1) in "den -
Magnetfeldantell von E erhilt man, nach part,leller Integration

E= & fV1+wc|2dzdy+2ﬁl2 fczdxdy

- rH ;
nﬁlz(fluldV) 8ﬂl2(f[Vu|dV)

s

- Der vom Parallelfeld stammende unendliche Anteil wurde dabei abgezogen, da er

wegen der Inkompressibilitat der Fliissigkeit nichts zur Variation beitrigt- Um die
Energie des Systems in Abhingigkeit von der freien Oberfliche z = {(z, y) zu mini-

\
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- mieren, wird das \Energi'efunktional mittels z = lz,, y = la,, 2 — {(x, y) = lzy auf
ein Festrandgebiet transformiert. Dabei sollen {(z, )/l in n(z,, z,) und u*(z, ¥, z) in
UV — p) vE(xy, o, 24) )/ue iibergehen. Die Integration erfolgt iiber die transformierten
Gebiete S= und 4,,so daB die Gitterlange [ als zusitzlicher Parameter in unser Pro-
blem emgeht Das Energiefunktional hat nun die Gestalt -

]/———V : COuHE
L+ 1991 42, da, +— ey diy — 1=
828p u

/ .

) J (77)

mit

S Jm =w f |Vos|2dV + f' |Vor|? dV — 2 f Ve Vzz, V1) av.
N 4 - 2".1)2:(7}117]11 + vz."z:) dV + /‘f’u’ |V77I2 dl/ + f u"-e |V77l2d1/

Das Minimumproblem fir £ = E(y) ist dabei unter den Nebenbedingungen vi
" A,-periodisch .und v*(z;, 2,, 0) — v~ (x,, %y, 0) = n(xy, ;) + const zu stellen (BEYER .
S [2n. - ) » ) ~ o v
) Far das so transformierte Problem mit dem Energiefunktional F hatte BEYER [2] gezeigt,

daB die triviale Losung z = 0 stabil bleibt, solange die zweite Variation von E positiv definit
ist. Der kleinste Feldstirkewert H,, fiir den die zweite Variation gleich 0 wird, ist durch H.?*
= Voyp (8au(l + p)/(1 — p)?) gegeben. Neben H fihrte Brver durch die Gleichung H?
= H>(1 + ¢) noch den Parameter.¢ ein. Er betrachtete dann das Funktional E fir Poten-
tiale ut € 36, = {n € H¥P,): n und seinc_Ableitungen bis zur Ordnung s — 1 sind A,-peri-
odisch} und zeigte, daB E fiir s = 3 bzw. die erste Variation von E fiir s = 4 im Punkt
(n,.& 1 — 1) = (0,0, 0) analytisch is_t. Mit

= 5 n,eieX und Anp = 3 . wn, eieX
0FweA,’ 0k we N
erhilt das Ener,giefhnkti.onal die Gestalt )
E(n) = (Lh, k) + E™ + X & — 1)i Ei(n*+3) @)
D itjrkze ‘ .
mit ) . . -
Ered = (—e(An, n) + (An, An?[2 — nAn) (n — 1)[2.

, — (7, A3+ GF, AP)[4) V2 Yap — (Va2 1VnI)/8, (4)
(Lh, By = (B, Blgmo.=, = const % (lwl V2Ua) kot - T (5)
OFweA, “
b= X }, elwX . .

O*wE/h' B . L

L ist ein Fredholm -Operator vom Index 0 und bildet vom Hn]bertraum J, in Hs—a ab.
An dlese Ergebnisse schlieBen wir an.

Der Gitterwinkel 6sollte 0 < 0, < 0 < n/2 fiir ein gewisses 00 erfullen Deshalb hat
nach (2) ein Vektor aus A,” einen Betrag von mindestens |w,” +-w, |'= V2/V1 ~+ cos 6,.
Aus (5) erhidlt man hieraus; daB fir H = H_ die 2. Variation von E positiv definit
bleibt, falls 1 <L, = «/J1 + cos 0 gilt. L hat genau dann einen nichttrivialen
Nullraum N(L), wenn le ]/2 l/a gilt, und es ist ‘ Lo

1=1

N(L) = {(p = Z zj¢,: p; =¢X und |w = ]/El/olc} 5 ! ’,

)
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Sind w,’, w,’ die Basnsvektorcn in (2) und soll, fur gew isse m,, m, € L, Jw;| = |m,w,
+ Moy’ = l/2 /o sein, so muB .
L m2 -+ my2 — 2gmymy, = p (}/él/a) L N ()

‘gelten. Die Gitterlingen I, die dieser Gleichung geniigen, heillen kritisch, und all diese
sind zu untersuchen, denn H, hingt nicht von I ab. Wird (6) in Abhdngigkeit von ¢
diskutiert und sind w,’, w,’ die Vektoren aus (2), so erhalt man mit [, = a/(l/é p):

(i) Fir I, <! <l ist dim N(L) = 2, die. Basiselemente von N(L) sind ¢, , -
= edlersedmX wobei m Losung von (6) in der Situation m, = m, ist..

(ii) Fiir I = [ ist dim N(L) = 6,/falls ¢ = (2m? — 1)/(2m?) fiir ein m € Z gilt, mit
o = ezt X g o — exie’X ynd g, = e tlevtemX ypd ist dim N(L) =4 im
Falle aller anderen q mit @, , = ex1*/X und ¢, , = c*““'x.

(iii) Fur I > l wird die Lsung von ( ) wie folgt bestimmt. Die Anzahl der Losun-

- gender zu am,? 4 bm,m, -+ cmy® = m (mit paarweise prlmen Koeffizienten @, b undc)
gehdrenden Pellschen Gleichung ¢ — Du® = 4 (D = b® — 4ac) gibt die Anzahl der
zueinander assoziterten Losungen (m,, m,) an (vgl dazu auch DrRICHLET [4]).

(iii), Ist g irrational, so muB (6) in der Form m,2 + mo? = 2mymaq -+ (1 — ¢?) 21.2/a?
= m untersucht wcrden Fiir diese-existieren jeweils vier /uemander assoziierte
Lo%ungcn Fiir jede Gitterlange I ist hier dim N(L) = 4. ’

(iii), "Ist ¢ = 7/s rat,lona] (#,8) = 1, so haben wir dic folgenden drei Fille: Fur

g = 0 lautet (6) m,? + Mme? = m, und es existieren vier assoziierte Losungen, fir
¢ = 1/2 geht (6) in m,2 — m,m, -+ m,> = m iiber, und s existieren sechs-assoziicrte
Lésungen, fiir alle anderen ¢ hat (6) die Form sm,2 — Mg - smy? = m, und es

- existieren nur zwei assoziierte Losungen. Im weiteren sei in diesen drei Fillen m
echtes Produkt von Primzahlpotenzen und die zu betrachtende Glcxchung l6sbar
(Bedingungen an m fiir die Losbarkeit der Gleichung érhilt' man aus dem Reziprozi-
tatsgesetz; so miissen fiir ¢ = 0 die Primzahlen von der Form 4k + 1 und fiir¢ = 1/2
von der Form 3k + 1 sein.) Dic Anzahl der primen Losungen ist ein Vielfaches der

. Anzahl der assoziierten Losungen. Um nichtprime Loésungen zu erhalten, mufl man

von m alle moglichen Kombinationen ‘von geraden Potenzen abspalten und vom -

Restfaktor in allen Fiillen wieder dic Anzahl der primen Lésungen bestimmen. Die

Gesamtanzahl aller Losungen gibt die Dimension des Nullraumes an. Sie ist in unse-

rem Fall Vielfaches von 2, 4 oder 6 und kann bellcblg grol werden.

Fiir ¢ = 1/2 erhalten wir speziell

Satz 1: Uber einem regelmaﬂzqen hexagonalen Gitter ist genau dann dim N(L) = 12,
wenn (E[oc)z = 2P/3 mit einer Primzahl P =1 (mod 3) gilt.

< -

oo .
3. Herleitung der Verzweigungsgleichungen

_'Die'Verz{\?eigllngsgleichungen fiir das im Abschnitt 2 genannte Variationsproblem
E(n) — Min, die wir hier allgemein als F(g, 2) = 0 schreiben wollen, erhilt man aus
der Eulerschen Gleichung (E,, n) = 0. Letztere schreiben wir allgemein als

Gw, ) =0, . LeR,  G(0,0) = 0. (7

Dabei sei G analytisch iiber einem Hilbertraum, die Fréchet-Ableitung L = G, (0, 0)
ein Fredholm-Operator vom Index Null mit dim N(L) = und {g,;..., @} als
Basis in N(L). Dann kann man die Zerlegung nach Ljapunov-Schmidt (s. ctwa
CrHOW und HaLE [3]) wie folgt durchfiihren: Ist @ der Orthogonalprojektor auf den
Wertebereich R(L) von L, S0 projiziert P.= I — @ auf das orthogonale Komplement;
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R(L)*, und die Gleichung G(u, 2) = 0 ist dquivalent zum System
QG(u, %) = 0, - )
PG(u, 7). = 0. - o : . (9)

“Sel im weiteren y € N(L)! und ¢ = 2,9, + - -+ 2,9, € N(L). Dann ist (8) in einer
kleinen Uingebung von (u, 2) = (0, 0) eindeutig nach y auflésbar (Satz von BaxNAcH)..
Wird die Lésung (g, 2) in (9) eingesetzt, so erhiilt man die Verzweigungsgleichungen
1’G(<p + (e, 2), /'.) = 0. Ist L selbstadjungiert, so hat P die Form P. = (o) -

. 'j' o 'i_‘(" q’n) @n> WoOraus Fl?’l + e+ 'Frﬂpn =0 mit F;‘ = (G(‘P + W(q% A) ;)‘ ‘pj)
fir j = 1,..., n folgt. Wegen der linearen Unabhingigkeit der g; lautet das System
der Verzweigungsgleichungen schlieBlich Fy(p, 2) =0 (j = 1, ..., 7), und es besteht
demnach aus » Gleichungen in den Variablen z, ..., z,. Im" konkreten Fall unserer
Eulerschen Gleichung (E,, ) = 0 kann die entsprechende Gleichung (8) durch suk-

" zessive Approximation gelést werden. : ' :

Fiir y = (z10y + -+ + 2,9,) + y-Aithren wir folgende Variablentransformation ein
(dim N(L) = 2kk’, mit k = 2 bzw. 3 und k'-€ Z):

-

JEN
z; = a; ¢4, - Zjp = a; e~ 34, bmn = dgpay + Mgy — dania)- (10)

" ' ; s 3k,
Fiir k = 3" haben die Elemente aus N(L) dann die Gestalt 2 a; cos (m(co/ + d;)),
: : j=1

. iz
wobei die w; durch die Losungspaare (m,, m,) von (6) bestimmt werden. Im Falle .
E>1 sollenf\ngn die o; so dl.quhntln_]_eriert werden, daB wy, 41, W0, Wansa(m =0, ...,

k" — 1) zu zucinander assoziierten Lésungen gehéren, Damit erhilt man Ered (vgl.
(4)) in der Form \ : ' o '

.

Kk ' K—1

Bt = —2¢ |o|? Zl a’® — 3(u — 1) wf? Z;)a:zn+1a§'n+2a:'x"n+3 €0s by, - 659
R 1= n= . -
k&’ . . . . ’
+ ot X (5a,~‘/4'+ 2 f(6:) aaza;2/2), o : (1)
j=1. ) Lo :

mit d, als Kroneckersymbol, 6;; als Winkel zwischen w;/und w; und
g
3 P

J0) = 2(—9 — 2cos? 0 + V2 4((1 + cos %2 + (1 — cos B)?/2)).
Hier gibt (11) den reduzierten Eneréieteil liber allgemeinem rhombischen Gitter an.
. Da in den Variablen a;,d; die Verzweigungsgleichungen E,, & iEy/a; + Terme
héherer Ordnung = 0 (j = 1, 2., kk’) lauten, erhalten wir aus (11) die Koeffizienten
bis zur 3. Ordnung in den ;. Mit 7 = 3p(u — 1) gibt das.fiir { = l, speziell

(03 Kroneckersymbol!) 4 . ,
—d4p2ea, — cS_,:o,a €08 byoaya3 + 5a,% + fa,a% + 6qf a2 + T, = O,
3

—4prea, — 6goﬁ‘005 b10asa, + 5a.® + fdaa,%0y + faa,® + T, =0, (13)
3
On (—4])28‘13 - 530117 €08 byt + 5ag® + f'aya,® + faza.® + Ta) =0|.
mit f:= §(0), ' := f(26). und Tcrlllen T,, T,, Ty héherer Ordnung. Vérzichtet n?an-
darauf, die Anzahl der Lésungen auf Vollstindigkeit zu untersuchen, so geniigt es,
" mittels Rescaling und dem Theorem iiber implizite Funktionen das System (13) ohne

i
3
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Berii_cksicht‘igung der héheren nichtlinearen Terme zu 16sen. Man -erhilt so erste
Niaherungen fiir die Losungen der Ver‘/wcigungsgleichungen Aussagen iiber die
Vollstiandigkeit der Losungen erhalten wir durch die Ausnutzung der. Kovarianz des
Problems beziiglich der kompl(:\en Konjugation (G(u,-2) ist reell), be/uéllch der
Gruppe der Translationen in der (z, )-Ebene und beziiglich der Gruppe der Dreh-
spiegelungen, die das Gitter invariant l&ssen (dlese Gruppe heilit Holoedne des
Gitters).

Sau 2 (SATTI\GER [7] Ist G(u, 2) kownant bezuglwh einer Darstellung T:.g.— I‘,
einer Gruppe G (d. h. T,G(u, 2) G(Tgu 2) fiir g€ G), so gilt:
1) T.kommutiert mit L, ¢ -
) T lift den Nullraum N(L) invariant,
iii) TyF(p, 2) = F(Typ, 4) fiir g € G.

‘Die Kovamanz belugllch l\omplexer Konjugatlon fithrt dcmnach zu -
- Fiz, ..., z,,) = F,(zl, ceer 2q) (z = 1',-..., n). .

Satz 3: Die Wirkung der Darstellungen auf N(L) ist wie folgt (j = 1, ..., n): -

Ca) T = c‘""“(p, fiir die Darstellung der Translation T,

. b) Tp; = @, fiir dee ‘Darstellung der Holoedrie T,, wobez die Darstellunq die (p,
in derselben Weise wie die Dreh- épzeqelunq r die Ecken des von den w; jerzeugten Polygons
vertauscht. o N

. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Gestalt der qa, und der Darstellung (Tgu) (z)
Co=au(gTl) b . . _

.' . ! . l o ’

4. Struktur und Losungen der Verzweigungsgleichungen fiir dim N(L) = 4
Die Holoedrie wird durch Drchung um n und dirch Spiegelung an der Winkelhal-
bierenden zu w,, w, erzeugt. Das cntspncht den Pcrmutabloncn (13) (24) und (12) (34)

Esgilt .,
: 4

T.F (¢, /‘.>=21 T, (Fi(p, 7)) qv,(¢,.>, F(Z'p, 2) 2 (Tops ) Tl ;) -
. 1= '

Nach Satz 2 erhalt man hieraus T, F(zy, ..., 2,) = F(z3, 24, 21, 25) fiir die Df'ehnng
und, T, Fj(z, .., 24) = Fi{(2, 21, 24, 23) fiir dle Sple,gelung Da ¢ reell sein soll, muB
z; = z;;p sein. Deshalb ist mit (14) T', F(2,, ..., 24) = Fj(z1, >, 24), so daBi die Anzahl
der zu behandelnden Gleichungen halbiert w1rd Aus. T, F, = F, erhalt man Fy(z,,

z3) = F\(2a, 21, 2§, 73), d. h.," Fy geht durch eine Varlablenpcrmntatlon aus F, -

hervor Es g(,nugt deshalb, dlc Struktur von, F, zu untersuchen.

Satz 4: Die kovarianten Terme n-ler Ordnung der Gleichung F\(zy,...,25) =0

haben die Ge.slalt el %+, 2 mit k1 € N

Beweis: Die Terme n-ter Ordmmg sind f:= Yzt o 2yl i Nach Satz 3 ist K

lil=n

fir die Darstellung der Trans]ablon T, T.E\(z, .. ,z4) s F (z,, , 2,), na'ch.'

. SatL 2 ist F\To(zy, ---, 24) =-Fi(e!%2,, ..., el* “’24) woraus fiir a € R? folg‘t‘

A : e 1
eiw.a, — )_'zln ezt et +"“")“f,*l4.,,".
oo l{lI=n ‘

Koeffnzmnten&ergleich nach den z; gibt’ o, = w,¢; + -+ + w,l. Im Viereck-Gitter - .

"wird der Nullvektor nur durch w, + w;, w; + w, erzeugt Also ist deshalb 2, = 73,
7,2 = i,. Mit den Variablen aus (10) erhilt man hleraus die Behiauptung B

~

(14)
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Die Verzwelgungsglelchungen lauten’

F, = e‘d( 4p% + 5a,® + [(0) az + Z Pijpet(pn — 1) a,%a;%) =0
Fy = a, etds(— 4P25+5a'2 + f(0) a\® + .SPUI:IC(/‘—. ])’az k) =0f
. : (15).
\
. Satz.5: Falls f(0) == 5 ist, hat (15) bis auf Vana,blenpermulatwn genau zwer Lésun-
‘gen. Fiir deren erste Naherungen gilt X \

a = 0, a?= 4p25/a "~ (Rolls) . ' C(16)
» a2 = a2 = 4p2£/( 6)) (Vzereck Lésung). o (17)

s - Beweis: a; = 0 oder a,2 = a,? reduzieren (15) auf eine Gleichung, die nach dem
Satz itber implizite Funl\tloncn emdcutxg nach a@,? auflosbar ist. Ist a,® = a.? SO
betrachtet man

Fiay, — Fya, = (5 — (6) )(a'l"z —af) + X Piiklﬁi(.“ =1y
((alka'Z) (a)'as%) 2) = 0.

: Das ist fiir alle k, 7 durch @,2 — a,? teilbar. Nach der Division bleibt eine Potenzrelhe

mit Ahsolutglied 8 — f(8). Fiir f(f) = 5 _existieren deshalb keine weiteren klcinen

Losungen. Fiir f{8) = 5 hdngen dxc Lésungen von Kneffmenton P; hoherer Ordnungr
‘abll

2

L

5. Struktur und Losungen der Verzweigungsgleichungen fiir dim N(L) = 6

- Nach Abschnitt 2 ist im Falle dim N(L) = 6 zwingend ¢ = (2m? — 1)/(2m?), m € Z.
Das Vorgehen ist analog zum vierdimensionalen Fall. Die Holoedrie. wird- eueugt
durch die Spiegelung an der Achse w;w, mit der Darstellung

. ’ Tr,(zh coer 26) = (215 265 %55 24 23 Zy) . . _ (18) :
und durch die 'l);‘ehllng A ' . '
fir m = 1um n/? T, (2yy o0y 26) = (22',.23, z,,,.zs,‘zs, z), ' ‘(19)
fur m > 1um =: T (21, 00, 26) =/ (zd, 25, 265 215 29, 23) - \ 20y

Firm =1 crhalt man aus (19), daB.sich F, und Fj durch- Vafiablenpermutation aus
1‘ ergeben,’und (14) liefert Fy = %ua (k = 1, 2, 3), weshalb es geniigt, die Struktur
fnr F, zu untersuchen. Fiir m> 1 erha.lt man aus (18) Fy(zy, ..., 2) = Fy(zy, 23, 29,

. 21, %5, 25), und, (20), (14) licfert ¢benfalls Fy = Fy,, (Ic =1,2, 3) doch lassen sich
keine Beuehungen zwischen F, und F, herstellen.

Satz 6: Die kovarianten Terme n- -ter Ordnung der Gleichung F\(z,,...,25) = 0
haben die Gestalt S

Sa 2"(“ 2l'a 224y + azéiaaazi:) (alazma. )i4+f. ei(d,——md.'—i—md.)(i.—f.)-

mit S gleich a, €' oder a;"a,™ eimtdrzds) Fijr m > 1 lauten dze kovananten Terme m
Fo(zy, .. ,zG)—O . ‘ i ,

a, 2:.a 2"+'a3-i-(a,(tz'"a3 )c.+:. e (d.+(d.-md.—md,)(h u))

Bewcls ‘Wir ‘'wenden wie in ‘Abschnitt 4 auf die Terme n-ter Ordnung dle Dar-
stcllung der Translation T, an und erhalten w, = w/%, + -+ + wels. In A, kann w,

.
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auch durch m(w, 4+ ws) erzeugt werden, der Nullvektor durch w; + m(wz + w;),
wy + Mm(w; + w) und durch w, + w,, ws + w5, w3 + w. Die Synimetrie zwischen
(225 26) und (23, 2z5) witd durch 7, Fy = F\T,, gegeben. Mit (10) erhilt_man fiir #, die’
Behauptung. Im Falle m > 1 ergibt sich die Bchauptung fur F, durch analoges Vor-
gehen 8

Damit konnen wir in allen Fiéllen die Struktur der Ver7we1gungsglelchungen an-
“geben, und wir erhalten fiir dle Terime hoherer Ordnung 7', T,, T’y aus (13) erst ein-
mal

_ Ty = ay 3 PuiyiiAui, i, - @a™as™ €08 bo X Quii,-iuA ki i,
“mit - . ‘ '

Apiyiy = [ — 1) @y (ay¥as?s + a 22a,2is) (alaz"‘a )"+'° COS bpo(Zy — 25)]

wobei diec Summation in der ersten Summe fiir M := 201, + % + 43) + 3(3, -+ 15)

+k41=>3undé; 4 - + i5 > 0 erfolgen soll und in der zweiten Summe fiir M > 2.

Fiir m = ! erhilt man T2 und T, durch zyklisches Vertauschen der a, @y, a3. Fiir
m > 1ist )

T, = a, ) Ry, i;ek(/‘ —1)a ?i’a22i'axzi’(alazmaam)i‘;i’ cos oty — ¥5)

wobcn wieder tiber M = 3und 4, 4 --- + 75 > 0 zu summieren ist, und T3 erhdlt man
durch Vertauschen von a, mit a,.

Satz7: a) Fir m = 1 haben die Verzweigungsgleichungen (13) bis auf Variablen-
permutation nur Losungen der Korm a,® = a,?. Fiir deren erste Niherungen gilt

a, =a, =0, a2 =4p%/5 (Rolls),. : i (21)
4, =0, a2 =a?=4p%/(5+[) (Viereck-Losung), (22)
@ = =a = g1 £ YT+ (5 + 27) 126/@0)/(2(5 + 2/))_

(regelmaﬂzge 6-Eck- Losungen) - ‘ (23)

Fur den Fall a,®> = a,? 3 a;® mit a; :%: 0r=1,2, ‘3) erhalten wir die Losung unter
. der zusdtzlichen Voraussetzung, daf ]/e, g und a; (1 = 1,2, 3) von gleicher Ordnung
klein sind, und fir deren erste -Niherung gilt

@ =a’ = (3¢ — 5@/ — 5))/(f +5), . a® = @[~ 5). ey

by Fir m > 1 gilt fiir die ersten Ndherungen der Lé&ungen von (13). unter der Vor-
aussetzung; daf Ve, i und a; (s = 1, 2, 3) von gleicher Ordnung klein sind,
' )

@ =a,=0, a?=4p%5 (Rolls), _

a, =0, g? = a2 = 4p%/(5 + f) (Viereck-Lisung),

4 =0, a?=ag?=4p%/f +5), . (25)
‘ ' 2.5 20(5 — 9f 4 f

a|2 — a32/= 4p 8(0 /) a22 — 4p 6(0 2/ i /). . . (26)

25 4 5f — 22’ 25 + 5" — 2f2

Beweis: (21) und (23) erhilt man mittels des Satzes iiber implizite Funktionen
(in diesen Fillen wird das System (13) auf eine Gleichiing reduziert). Fiir @, = 0 ist
azl’y — a,F3 .durch a3 — a,? teilbar. Nach der Division bléibt eine Potenzreihe mit
Absolutglied f — 5 == 0, weshalb nur die Lésung. a,? = a;? auftreten kann. F, = 0
llefert o= y(e) woraus (22) folgt. :
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Seien nun alle ¢; + 0 und gelte a;? +a fir ¢ 4. Dann ist a,(a2 — a?) F,
+ @5(as® — a.%) Fy 4 ag(a,® — a,%) Fy durch (a,® — 4,?) (@, — a3?) (@, — @;?) teilbar.
Es bleibt wleder eine Potenzreihe mit Absolutglied f — 5, so daB’ nur Lésungen
der Form a,? = a,? (blS auf Variablenpermutation) existieren.

Es bleibt @,2 = @,% == a4? zu behandeln. Hier und in allen Fillen fiir m > 1 machen
- wirdie Voraussetzunge =& g =p'%a; =ai) (i = 1,2,3)und setzen (a,’, a,’, a;’)
- = z. Dann haben die Vcrzwexgungsglelchungen (13), die im folgenden als linear un-
abhingig angesehen werden kénnen, die Gestalt

Fi = 73fi(x) + Z).fg;,(x) —0 =1,k
. j=0

(2. B.ist k = 2 fiir-a,2 = a,?, weil F, und F, nach (13)-dann identisch sind). Ist

(@), - fel@)) = 0 fiir'z = x,, so haben wir G(z, 2) := (Fy(z, 2)]73, ..., Fy(x, 2)[73) .
= 0 zu losen, wobel Gz, 0) = O gilt. Ist die Determinante der Jal\obl-\/latrw
(0G(z, /)/ax) ander Stelle (z,, 0) ungleich 0, so besitzt die Gleichung G(z,-2) = Oin einer
kleinen Umgebung von' 2 = 0 eine eindeutige analytlsche Losung x(2) (Satz iiber
analytische implizite Funktionen). Konkret lésen wir (13) mit 7', =T, =T, =0
(das entspricht 2 = 0) und erhalten nach einer einfachen Rechnung (24)—(26). Da
wir die Struktur der Verzweigungsgleichungen kennen, kénnen wir abhingige Glei-
" chungen aussondern. Fiir das verbleibende System bestimmen wir die Determinante
der Jacobi-Matrix an der Stelle (z,, 0), d. h. fiir die Lisungen (24)—(26) und T =1,
= T3 = 0. In allen Fillen ist die Detcrmmante ungleich 0 (QUASI‘HOFF (6h o

’

0 . 4 . .. I3 ~ .. 3 - > .
6. Holoedrie-invariante Losungen iiber regelmiBigem 6-Eck-Gitter

Wir suchen nun Losungen der Verzweigungsgleichungen iiber regelméi.ﬁigelil hexa-
gonalen Gitter fiir dim N(L) = 12. Dieser Fall tritt ein, wenn (I/x)2 = 2P/3 mit einer
Primzahl P =1 (mod 3) gllt (vgl. Satz 1). Fir das Bénard:Problem wurden von
‘KIRCHGASSNER [5] Losungen im Fall P = 7 bestlmmt A

Satz 8: Uber regelmdfigem - hexagonalen Gztte7 der Gitterlinge 1 = I.P mit einer
Primzahl P = 1 (mod 3) haben die holoedrie-invarianten Losungen der Verzwezgungs- .
gleichungen in erster’ Naherung die Gestalt '

i+ V¥ 1268

2§' 4 .
S=35+2f (13) + }(014)"+' f(0|§)'+'/,(0|‘o)-

£

(Ll = ke = aG =

Beweis: Wir haben ein System von zwoélf Verzweigungsgleichungen zu 16sen. Die
Kovarianz.beziiglich komplexer Konjugation (14) halbiert wieder die Anzahl der
C.leichungen Die Wirkung der Darstellung der Holoedrie auf den Nullraum erhalt
man wie folgt. Trigt -man die zu den Basiselementen des Nullraumes gehorenden ‘
w; am Nullpunl\t cines kartesischen Koordinatensystems an, so bilden die Endpunkte
der Vektoren ein 12-Eck, das noch genauer beschrieben werden kann. Nach Abschnitt
.2/(iii), und der nach (10) vereinbarten Numerierung der w; bilden 4+-w,, +w,, +w, und
+wy, Fows, +we je ein rcgclmaBlges 6-Eck. Bestimmt nun ein Losungspaar (my, my)
“der Gleichung (6) (jetzt in der Form m,2 4 m,2 — m;m, = P) einen Vektor wj, S0-ist
auch (m, — my, m,y) Lésung von (6) und bestimmt einen Vektor, der das Bild von
; bei der Spiegelung an der z-Achse ist. Demnach geht das zweite 6-Eck durch Spie-
gelung an der z-Achse aus dem ersten hervor. Die Holocdrie des 12- hcks wird dlso
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durch Splegelung an der z-Achse und durch Drehung um /3 gegeben, so daBl man -
nach analogem Vorgehen wie in Abschnitt 4 die Gleichungen Fi(z,, ..., 2;,) = 0
(f =2, ..., 6) durch Variablenpermutation aus der Gleichung F,(z,, .. z,z) =0 cr-
halt. Die holoedrie-invariante Losung @, = -+ = ag reduziert deshalb da-s System auf
eine Gleichung. Deren TFerme bis zur 3. Ordnung erhilt man aus dem Gradienten
des reduzierten Energieteils (11) mit ¥ = 3 und k¥’ = 2. Die Verzweigungsgleichung
_ ist nach dem Satz iiber implizite Funktlonen auflosbar; als erste Naherung erhdlt
man dle angegebene Gesta.lt ]

7. Stabilitat

»
'

Instabile Losungen iiber einem Nullraum fester Dimension kann man durch die
Forderung aussondern, daB die zweite Variation £, der Energic £ = E() positiv
“definit sein soll. Aquwalent dazu ist, dall die Hessesche Matrix zu (11) positive Eigen-
werte haben muB. Man erhilt hicraus, da fiir dim N(L) = 4 und ! = [/, Rolls nur
iiber Gittern mit f(8) > 5 (etwa 6 < 73,32°) stabil sein kénnen, die Viereck- -Loésungen
nur iiber Gittern mit f(8) < 5. Fiir dim N(L) = 6, m = 1 kénnen nur'die Losungen
@, = a, = ay stabil sein. Um .Aussagen iiber das Stabilitatsverhalten fiir Losungen
" iiber. Nullriumen verschiedener Dimensionen zu treffen, wird die Energie, geteilt
durch die Flache des Parallelogrammes P,, direkt berechnet. Wir setzen ab jetzt

, 5—{—2/(?):12:16.569..., Eez—:x 1—+-]/1+12R:1:—z

Pl

. Dann ist fiir die iiber regelmaBigem 6:Eck-Gitter stab_llen Losungen a, = a, = a,
nach (11) By = @23z — 322/4)/(9R3) der genannte Energicwert in erster Ndherung.
Fiir die Tésungen iiber vierdimensionalem Nullraum (Satz 5)"ist Ex = ¢3(1 — 4p?)/ "
(20p%) der entsprechende Energiewert im Falle von Rolls und Ey = X1 — 4p?%)/
(21; (5+ 1(6))) derjénige im Falle von Viereck-Losungen. Fiir die triviale Losung
a, = a, = a; = 0 ist der Encrgleausdruck identisch Null Deshalb geniigt es, g und
E, in dem Bereich zu betracht.en wo sie negativ sind. Das gllt fiir 6 > n/6. Es ist’

. g2
Mi =Eqg|—) = ——,
| wol'nvER(o) R (4) 5
- o %2R — 60) + 42(20 — R) + 4R)
‘o E’s — ER = y - :
R mn. \ 72OR3 (- -

‘Daraus érhalt man Ky < Eg fir =0. 0284 <.F/ (v — 1)2. Viereck-Lésungen. -sind
. generell instabil, weil Ey > Eg,fiiralle 6 gllt Fir ! = I, und m > 1 erhalten wir die
folgenden Energiewerte fiir

21): By’ = —4e%5, - S
(22): By = —8f + 5 |

(25): By, = —82(/' + 5),, ‘
' . o / 4 - / _ 5 '

20): B = =5 ¢ (1- 307 =5 =50 — 5) +2(f*5)2)

In Abhéngigkeit von 0 wird wucdcr das Minimum der ecinzelnen Energieausdriicke
~ bestimmt. f(§) ist streng monoton fallend. -Betrachtet man -f als Funktion von-
y = cos 6, so lst @) strcng monot,on wauhsend und £(26) cntspncht fCy? — 1). Fir

.
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‘m > 1 ist der Definitionsbereich von f = f(y) gleich [7/8 1). Es ist dE‘G |dy = c"(lf)

+ 10yf,'If, — 5(f — B)/(f —.B)) > 0, sodaB Ef,, = E (7/8) = (0.582....) e ist. Setzt
manauch fiic E,’, £5, und bv, obige Werteein, so erhilt man E¢’ > EY, > E, > Ey .
Rolls haben iiber diesen Gittern die kleinste Energie., Jedoch ist Eg — ER = jmiz?
X (23(R[5 — 3) + 42(1 — R/[3)/( ‘36R3)) sodaB fiir —0.0251 < ¢f(u — 1)® < 27.98 die
regelmaBigen 6-Eck- Losungcn ¢ine kleinere Energie als die Losungen itber Gittern
mit m > 1 besitzen.

Fiir die Losungen iiber zwolfdnnensxonalem Nullraum 1st dle Lnerglc in erster
l\aherung .

)

E,, = #( 1+ Y1+ 12,9x)‘( + YT+ 125% + 128z + ISSx)/ S“)

mit S aus Sat/ 8. Um Eg¢ mit E,o zu verglelchen brauchen wir'Aussagen iiber 3.

- Satz 9: Es ist
!

-

100 + 101) + 1(0g) = —60 + 32W mit 25442 < W < 2.549.

"> Beweis: Aus (12) folgt f(0) = f(0 + =) = f(§ — n). Es ist deshalb B

. N '

o + [01s) + f(016) = —60 4 Y28 3 ((1 + cos )2 + (1 — cos a)?2)
- . ’ t=1 . - ,

mit &, = 0,4, oy = 014 + 72/3 und a5 = 6,, — 7/3. Die Extremwerte dieser Summe

: wurden bérechnet, woraus.die Behauptung des Satzes folgte K .

. Andercrseit's ist

1
[
7

B, 8 (L4 YT 2R ) (1 + V1 + V1 & 12Rz + 18Rz)
B 2R (1 4 yT £ 12Sr2 )* (1411 T VT 125 + 185z)

=: F(x) .

i

~ ~

-wegen R < S streng monoton fallend.-Es ist zum Belsplel F(lOO) > 1; fiir genugcnd'
kleine x lst demnach 136 < E,,. Damit haben wir . ‘

Sapz 10: Uber rhombischen Gittern mit dem Gilterwinkel ‘0, f(8) =+ 5, und der Gitter- i

.ldnge 1 =1, sind innerkalb des Bereiches —0.0251 < (e — 1)% < 27.98 die regel-
‘mafigen 6-Eck-Strukturen’die einzigen stabilen Strukturen. Sie besitzen auch eine

kleinere Energie als die holoedrie-invarianten Losungen der V erzwezgungsqlezchunqen
im Falle dlm N(L = 12 bei belwbzger Gztterlange L . R

\
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