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Die Bevorzugung hexagonaler Strukturen 
bei symmetrisehen Oberflächenformen magnetischer Flüssigkeiten 

K. QUAsTII0FF 

Es wird eine magnetisehe ideale Flüssigkeit tinter dem EinfluB cities vertikalen homogenen 
Magnetfeldes betrachtet. liber rhonibischen Gittern beliebigen Gitterwinkels werden Gleich' 
gewichtszustande der freien Oberfläche bestirnint. lnsbesondere werden für cine Gitterlänge I 
die Verzweigungsgleichungen gelostund über regelmal3igetn 6-Eck-Gitter für Gitterlangen 
> lc Losungen der Verzweigungsgleichungen berechnet. Die regelmat3igen 6-Eck-Strukturen 

haben in einem von physikalischen Parametern abhängenden Intervall die kleinste Energie. 

PaccMaTplivaeTcn MariIaTIJan it5ealbnafl	IkR0CTb nog HJIIIHHIICM BepTIiJcaJibnoI-o oiio 
pouioro Malunriloro riojia. Ha poM6n'lecxllx peweT1ax C 1106111-0 yI'JIoM CT0flTCH R0I1-

1Ii'ypaIIIil paiinoecuri cn000iioü notiepxiiocrii. B 'iaciioc'iu,	in lie"U'rulmii tiJuilibI 
OTpCJROB peiiienii pewalorca 6114)ypi-caulloiIllbIe ypanneiiun it iia pelyJifipillix L1!ecTnyroJlb. 
HbIX pelilerxax C jtJiiiHOii opeaoa 1 > l iaiocn pewenun 6I1(j)yPKaulIoiIlliIX ypanHeIIuhi. 
Peiythpiiuc lIiecT11y1'0bHbIe cTpyRTypFi B IleRoTopoM OT !mti1T4 eci-cux napaMeTpoli aanitcii-
u.eM uhlTepElaJie UMCIOT FlaItsIehibwyio auiepi'iuo. 

A magnetic ideal fluid under the influence Of a vertical homogeneous magnetic field is consider- 
ed; Over rhombic lattices vith arbitrary angle equilibrium configurations of the free surface - 
are determined. Especially, for some lattice length 1the bifurcation equations are solved and 
over regular hexagonal lattices with lattice length I > l solutions of the bifurcation equations 
are given. The regular hexagonal structures, in an interval depending on physical parameters, 
have smallest energy.	 - 

1. Einleitung-  

In einein Gehiet Q = {(x, y, z) E B: z < (x, y)} sei eine ideate magnetisehe FlUssig-
keit der Permeabilitdt u > I und Ober/tdchenspannung 9 gegeben. Fur die induktion. 
B und das Magnet feld It gelte B = 1u11. Die Flüssigkeit sei unendlich tief. Uber der 
freien Oberflache F: z = (x, y) befinde sich un Gebiet Q = {(x, y, z) E R3 : z > } 
Vakuum. 1st das Feld IL honiogen und wirkt es vertikal zur freien Oberfläche z= 0, 
so kann es hei gevissen Feldstãrken zur Ausbildung zellularer Strukturen auf der 
Oherfläche koninien (dlinlicliesi Verhalten ist auch von dciii Bénard-Probleni be-
kannt). Man interessiert sich nun für niogliche stabile Gleiehgewichtszustande der 
freien Oherfläche z = (x, y) uriter Einwirkitng des Magnetfelde's. Innerhaib unserer 
Losungsklasse werden dabei regetnial3ige hexagonalo Strukturen bevorzugt, was auch' 
gut nut experiniertellen Ergebnissen ii bereinstimnit. 

1)as Problem wird' dureh folgende Gleichungen heschrieben, wobei H tind 11 das 
Magnetfeld in Q bzw. Q bezeichnen: 

div 11± = 0 und rot H = 0	in Q, 

= Hi	und 11,, + = ull	an P 

34 Analysis 11(1. 6, Heft 6 (1987)
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( H ,, Normal- und H, 'l'angentialkomponente von H). Durch'denAnsatz 

IL = HV(z + u, y, z)),	•H = RV(z/z + u-(x, y, z)).


geht das Problem in folgende Randwert.aufgab'e für die Potentiale u, u fiber: 

Llu=O in Q±, 

l— (1)

+'const, ----,u—=O fur z=(x,y).

an 

Wir suchen periodische Losungen und betrachten deshaib die Potentiale u±. als 
• periodisch über gewissen Gittern: 

Es seien in der (x, y)-Ebene zwei Vektoren co, = 2d(1, O) und c0 2 = 2il(q, p)


	

• (1 E R+ ; p = sin 0 und q = cos Omit 0 <00 ^S 0	t/2) ausgezeichnet. Dann erzeugen 
these Vektoren in Gitter A, vermöge A,	{w = k 1 w 1 + k2(t)2; Ic 1 , Ic2 € Z}. 0 hei8t

Gitterwinkel von A,. Das von a, w2 erzeugte Paralieiogramm sei wit P, bezéichnet. 

• Für einen festen Vektor W ' und für X = (x, y) wird die Funktion eX betrachtet. 
Sie ist genau dann A,-peribdisch, wenn e" für alle w€ A, ist, 
dassheiBt, wenn w'w/2i für alle w E A,ganzzahiig ist. Durch these Bedingung wird 
das zu A, dude G'iUer A,' festgeiegt, in deni die beiden Vektoren	 - 

= (0, l)/pl,	w2' = (p, —q)/pl .	 s	(2) 

eine Basis bilden.	 - 

2. Krit.isehe Punkte 

- Die gesuchten Gleichgewichtszustände erhäit man aus der Bedingung, daB die erste 
-Variation der potentiellen Energiegleich 0 sein soil. Bezeich net g die Dichie und g die 
Schwerebeschleunigung, so ist x = (2fi/og) 1/2 die Kapillaritãtskonstante der Flüssig-
keit. Die potentielle Energie, die in unserem Fall mit der Gesamtenergie überein-
stimnit, wird danndurch 

•	•:	- . 2dd 8J2dd	 S 

5- f	2#12p 

+ 812p 
fIH+l2dv+fH-2dv 

-	 I 
gegeben. Nach Einsetzen der Losungen u, u des Randwertproblems (1) in den 
Magnetfeldanteil von E erhält man nach partieller Integration 

E ,=	f fj + JV^1'2 dx d^ + Q9 f ^2 d,l dy - 

8nj l2p (I IVn+I2dV) ±8ffl2p(f VudV);  

Der voni Parallelfeld stammende unendliche Anteil wurde dabei abgezogen, da er 
wegen der Inkompressibilitat der Flussigkeit nicht .s zur .Variation beiträgt- Urn die 
Energie des Systems in Abhngigkejt von der freien Obeiflaclie z = (x, y) zu mini-

m
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niieren, wird das 'Energiéfunktional mittels x 1x 1 , y = Tx2, z — (x, y) = 1x3 auf 
ein Festrándgebiet t.ransforniiert. Dabei sollen (x, y)/l in 7ft, x2) und u(x, y, z) in 
1(1 — 1u) v(x1 ,x2 , x3 )fjz ubergehen. Die Integration erfolgt über die transforniierteri 
Gebiete S und A 1 , so da3 die Gitterlange I ala zusätzlicher Parameter in unser Pro-
blem eingeht. Das Energiefunktional hat nun die Gestalt

JU 
E(7)) 

=/ 1 

Vi ±IVl2dx dx2 ±f?)2dxd	
1H2(I _ /i)2	/ 

mit
-	J()	,if I Vv:1 2 dV + f VvI2 dV — 2t f v(vii, +	dv 

	

S-	 S.	 S 

• — 2f v;,(v, + v',?7x) d  + izf u2 I ViiI 2 dV +f 1 V711 dv. 

Das Minimumproblem für E = E() ist dabei unter den Nehenbedingungen v 
• A 1 -periodisch ünd	x21 0) — v(x1 , x21 0) = 7(x 1 , x2) + const zu stellen (BEYER - 

[2]).	-	 •-
Für das so transformierte Problem mit dem Energiefunktional E hatte BEYER [2] gezeigt, 

diB die triviale Lasting z = 0 stibil bleibt, solange di zweite Variation von E positiv definit 
ist. Der kleinste Feldstiirkewert H, für den die zweite Variation gleich 0 wird, ist durch H2 
= 1 (8t,i(1 + z)/(1 — 1)2) gcgcben. Neben H führte BEYER durch die ()leichung H2 

• = H 20 + a) noch den Parameter a em. Er betrachtete darn das Funktiona E für Poten-. 
,tiale u± . € X8 = 177 E 118(p1): i und seine Ableitungen bis zur Ordnung s — 1 sind A 1 -peri-
odisch} und zeigte, daB E für s 3 bzw. die erstè Variation , von E für s 1- 4 im Punkt 
(, a, t — 1) = (0, 0, 0) analytisch 1st. Mit 

77 =	' , eX und A71 =	(.')?l,o eIwX	 S 

	

0+-EA,'	 0*w(A, 

erhält das Energiefünktional die estalt 

= (Lh, ii) + E' +	E	— I )i 1Ijk('7)	 (3)	-. - 
i+j±k2 

mit
Ereq = (—a(Ai1, ) + (An, A72/2	77A) (i — 1)/2.	- 

- (3, A 3 )13. + (, A 32)/4) F2 l/p — (JVI 2 , Vr,1 2 )/	 (4) 

(Lh, ii) = (E,,,h, h)I O,H=H, = const 2 (i	— F2 l/c)' 1h. 12',	 (5) 
-

h =	' 11,,,	 •• 
•	0oA,' 

L ist cin Fred holm-Operator vom Index 0 und bildet voni Hilbertraum X 3 in X8_2 ab. 
An these Ergebnisse schlieBen wir an. 

Der Gitterwinkel 0 sollte 0 < 00 0 r/2 fur ein gewisses 0 0 erf ill len. Deshaib hat 
nach (2) ciri Vektor atis A 1 ' einen Betrag von mindestens w 1 ' +-12'I = j/2/1 + cos 0. 
Aus (5) erhalt man hieraus; dat) für H = Hc die 2. Variation von F 1)OSitiV definit 
bleibt, falls 1 < L. = x /I" i ± cos Oo gilt. L hat genau dann elnen nichttrivialen 
Nuliraum N(L), s'enn IwI = j/2 l/c gilt, und es ist	 - 

N(L) =	 = e,X und lu) j l= iriI}. 

3 4 *	 /
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Sind w 1 ', co,, ' die Basisvektoren in (2) und soil, fur gewisse m 1 , m., E Z, o, = In?jwi' 

+ 7112w21 = J/2 l/a scm, so mui3	- 

M 1 2 + m02 - 2qmm2 = p2((2l/) 2	.	 .	( 6) 
ge1ten. Die Gitterlangen 1, die dieser Gleichung genhigen, hei6en krilisch, und all these 
sind zu untersuchen, denn H C hangt nicht von I ab. Wird (6) in Ahhargigkeit von q 

•	diskutiert und sind w 1 ', w2' die Vektoren atis (2), so erhält man mit I. = 4(1/2 p): 

	

(I) Für 1,. 1	I < I ist dim N(L) = 2, die Basiselemente von N(L) sind i2
= e± ,'.')mX, wohei m Losung von (6) in der Situation m = m2 ist.. 
(ii) Für 1 = 1 ist dim N(L) = 6(faiis q = (27712 - 1)/(2m2) fur ein m € Z gilt., wit 

	

= C±,	= e±I'X.und 9 ,5.6	C 1( ,+ )nzX und ist dim N(L) = 4 mi 
Falie alier andren q " 'it 12 =	und 993.4 = e±mfl,X. 

(iii) Für 1 > l wird die Losung son (6) vie folgt hest.inimt. Die Anzahl der .Lösun-
S . genderzu am 1 2 + bmm2 + cm 2 2 = m (mitpaarweisepriiiienKoeffizienten a, b Lind G) 

gehorenden Pellschen Gleichüng (2 - Du2 = 4 (D = b2 - 4ac) gibt die Anzahl der 
zucinander assoziierten Losungen (m 1 , m2) an (vgl. dazu auch J)TRTCIILET [4]). 

(iii) 1st q irrational, so niul3 (6) in der Form m 1 2 + ni22 = 2m1 m2q f- (1 - 2) 2i2/a2 
= rn untersucht werden. Für diese existieren jeweils vier zueinander assoziierte 
Losngen. Für jede Gitteriange list her dliii N(L) = 4. 

(ui) 2 Jst q = r/s rational, (t, s) = 1, so haben wit' die folgenden drei Fàile: Für 
q = 0 lautet (6) m 1 2 + m22 = m, urid es existieren vier assoziierte Losungei, for 
q = 1/2 geht (6) in m i 2 - mm2 -f- m22 = m Ober, undes existieren sechsassoziierte 
LOsungen , fur alie anderen q hat (6) die Form 87,,Z,2 - 71 1 m2 -f- 8711,2 = m, 11 n es 
existiereii nut zwei assoziierte Losungen. Tm weiteren sci in diesen drei Fallen m 
echtes Produkt von Primzahlpoten'ien iIn(1 die zu bt .rachtende Gleichung lösbar 
(Bedirigungen an m für die Lösbarkeit der Gieichiing érhäit' man aus dciii Reziprozi-
tätsgcsetz; so mussen für q = 0 die Primzahien von der Form 4k + 1 Lind für q = 1/2 
von der Form 3k + 1 sein.) Die Anahi der primnen Losungen ist em Vielfaches der 
Anzahi der assoziierten Lösungen. Urn nicht-prinie Losungen zu crhalten, niuB man 
Von m alie moglichen Koimibunationen von geraden Potenzen ahspaiteri und vom 
Rest.faktor in alien Fallen wieder die Anzahl der prinlen Losungen bestimumen. Die 
Gesarutanzahl alier Losungen giht die i)imension des Nullraumes an. Sic ist in tirise-
rem Fall' Vicifaches von 2, 4 odcr 6 undkann beliebig groB werden. 

Für q = 1/2 erhaiten wir spezieli 

Satz 1: fIber einem regelmdf3iqen hexagonalen (Jitter ist genau damn dliii N(L) = 12, 
wenn (i/a) 2 = 2P/3 mit einer Rrimzahi P = 1 (mod 3) gilt. 

3. Herlcitung der Verzweigungsgleichungen - 

'Die Verzeigungsgleichungcn für clas immi Abschnitt 2 genannte Vat-iationsproblem 
E() -. Min, die wir hier allgemiiein als F(99, 2) = 0 schreihen woilen, erhalt man atis 
der Eulersehen Gicichung (E n ,	= 0. Letzt.cre schreihen wir ailgenmein als 

G(u, 2) = 0, . 2 E W',	0(0, 0) = 0.	 (7) 
Dabei sci 0 anaiytisch hiber eineni Hiihertraumim, die Fréchet-Abieltung L = G(0, 0) 
ciii Fred hoim-Operator voni Index Null mit dint N(L) =-n mid ..., ,,) als 
Basis in N(L). Dann kann man die Zerlegung nach Ljapimnov-Schmidt (s. etva 
OHow und HALE [3]) vie folgt durchfhihrcn: 1st Q der OrtHogonalprojektor auf den 
Wertebereich R(L) von L,so projiziert P. = I - Q auf das ort.hogonaie Kompleinent-



Hexagonale Strukturen bei Oberflächen form en magn. Fiussigkeiten	521 

R(L) 1 , iind die Gleichung G(u, 2) = 0 ist aquivalent zumSysteni 
QG(u, 2) = 0,	 (8) 
PG(u, 2) = 0.	-	 (9) 

Sei liii weiteren tp E N(L)1 und 92 = ZI92I +	+ Zn92n € N(L). Dann ist (8) in einer - 
kleinen Umgebung von (u, 2)	(0, 0) eindeutig nach tp auflösbar (Satz von BANACH).. 
Wird die Losung	, 2) in (9) eingesetzt, so erhält man die Verzweigungsgleichungen 
PG(p +	, 2), 2) = 0. 1st L seibstadjungiert, so hat P die Form P. = (., ) 
± .....( . ,TO Pn, voraus F1 (p1 + + F 92 = 0 mit F, = (G(92 + 2), 2), 92,) 
für j. = I,...., it folgt. . Wegen der linearen Unabhangigkeit der q lautet das, System 
der VerzweigungsgleichungenschljeBlich F1 ( 92, ).) = 0 (j = 1, ..., n), und es besteht 
demnach atis it Gleichungen in den Variablen z 1 , ..., z,. Tm konkreten Fall unserer 
Eulersehen Gleichung KE,, ?1) = 0 kann die entsprechende Gleichung (8) durch suk-
zessi ye Approximation nation gelost werden. 

Für 71 —.: (z 1 92 1 + ... ± z 92 ) + 92 'fuhren wir folgende Variablentransforniation ei'n 
(dim N(L) =2kk', mit k = 2 bzw. 3 und k'-€ Z): 

= a eu',	z,. &, = aj C u',	bmn = d3 r.+ i + m(d3+3 - d3+2 ).	10) 

Für k = 3 ha.heri die Elemente aus N(L) dann die Gestalt '.a;cos (m(w, ± 
wobei die w j durch die Losungspaare (m 1 , m2 ) von (6) bestinimt werden. Tm Falle 
k' > I solIerinun die	so durehnunieriert werden, daB w3+1 , 0)3fl+21	(n = 0, 
k' - 1) zu zueinander assoziierten Losungen gehoren Damit erhält man Ered (vgl. 
(4)) in der Form

kk'	 k'-I 
Ered = —2e w 12 ' a 2 - 3(u - 1) w1 3 E aln+,a' am 3n+2 3n+3 cos bm -	 j1	 n0	 3 

+ w i 4 L* (5a,4/4 +- E f(0) a 12a,2/2,	 S	 '	 ( ii)

j<i 

nut & als Kroneckersymhol, 0 ais Winkel zwischen wund w, und 

/(0) = 2(_9 — 2 cos2 0 + JF2 4((1 + cos 0)3/2 + (1 - cos 0)312)). 

Flier giht (ii) den reduzierten Energieteil fiber aligerneineni rhombisehen Gitter an. 
Da in den Variablen a1, d1 die Verzweigungsgleichungen E0, ± iEd,/a1,+ Terme 

höherer Ordnung = 0 = 1,:-.., Ick') lauten, erhalten wir aus (11)dieKoeffizienten 
his zur 3. Ordnung in den a,. Mit = 3p(,u — 1) gibt das für 1 = l speziell 
( 63k Kroneckersymhol!)

7 
—4p2ea 1 - & i cos b 10a2a3 + 5a 1 3 + /a1 a2 + 3k/ 'aj a3 2	T = 0, N

—4p2ea2 — &/i'cos boa3a1 + 5a2 3 + /a2a3263 + /a2a 2 + T2 = 0,	(13) 

(_4p2ra3 -	cos b 0a 1 a2 + 5a33 + /'a3a 2 + /a3a2 2 + T3) = 0 

mit / /(0), /' /(20) unci Ternien T1 , T2 , T3 höherer Ordnung. Verzichtet uan 
darauf, die Anzahl der Losungen auf Vollst.ändigkeit zuuntersuehen, so genügt es, 
mittels Resealing und cnu Theorem über inuplizite Funktionen das System (13) ohne
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Berucksichtigung der höheren nichtlinearen Terme zu Iösen: Man 'erliält so erste 
Naherungen für die Losuiigen der Verzweigungsgleichungen. Aussagen fiber die 
Vollstandigkeit der. Losungen C' rhalten Or durch die Ausnutzting der. KovarianzVdes 
Problems beziiglich der komplexen Konjugat .ion (G(u,.2) ist reell), .beziiglich der 

.Gruppe der Translationen in der (x, y)-Ebene und bezuglich der Gruppe der Dreh-
spiegelungen, die das Gitter invariant lassen (diese Gruppe heil3t Holoedrie des 
Gitters). - 

Satz 2 (SATTINGERV[7]): 181 G(u, 2) kovariantbeziiglicheinerDarstellung T:,g.- T9 
einer G'ruppe G (d. h. TQG(u, 2) = G(T9u, ).) für g E G), so gilt: 

i) T./commutiert m.it L,	 - 

ii) T ld/t den Nuliraurn N(L) invariant, 
iii) TgF(, 2) = F(T9 , 2) /iir g E G.	 V 

Die Kovarianz heztiglich koniplexer Konjugation führt demnach zu V 

z)= F 1 ( 1 , ...,	)	(i = 1,...., n)..	-	-	(14) 

Satz 3: Die Wirkung der Darstellungen au/ N(L) ist wie tolgt (j = 1, ..., n): 
- a) Tap 1 = ei°p /ür die Darstellung der Translation T0, 
• h) Trp j = r() /iir die Darstellung der 1-Joloedrie Tr, wobei (lie Darstellung (lie Pj 

in derselben Weise wie die Dreh-Spiegelung r die Ecken des voA den w erzeu glen Polygons 
vertau.scht. 

V	 Der Beweis ergiht sich sofort aus der Gestalt der q, und derDarstellung (T9u) (x) 
= nV(g1x) • 	

V	

V	
V 

4. Struktur und Lösungen der Terzwcigungsgleichungen für dim N(L) = 4 

Die Holoedrie wrd durch 1)rehung urn i unci dürch Spiegelung an der Winkeihal-
bierenden zu w 1 , w 2 erzeugt. Das entspricht den Perinutationen (13) (24) und (12) (34). 
Es gilt	 V	

V 

TrF(, 2) 
=	

T(F(, 2)) T' ( 0,	F(T, 2) = _Y F(T,fl i'(). V 

Nach Satz 2 erhiilt man hieraus Tr,F j (Z i , ..., z4 ) = F1 ( z3 , z41 z 1 z 2 ) für die J)rehung 
und T,F(z 1 , . .., z4 ) = F(z2 , z 1 , z41 z3 ) Mr die Spiegelung. .l)a p reell semi soil, muB 
Zj = z 2 sein. Deshaib ist mit (14) T,F 1 (z 1 , ..., z4 )	F(z 1 , ;V••, z4), so daB die Ahzahf

der zu behandeinden Gleichungen halbiert wird. AusT.F 1 = F2 erhält man F2(z1, 

Z4) = :P ] ( Z2, z 1 , z, z3), d. h., F2 geht durch eine VariablenpermutatiOn aus F1 
hervor. EsgenUgt deshaib, die Struktur von F 1 zu mmnterstichen. 

Satz 4: Die kovarianten Terme n-ter Ordnung der G'leichung F 1 (z j , ..., z4) = 0 
haben die Gestalt &d a i 2k + 1a221 mit k, 1 E N.	 V 

Beweis: Die Terme n-ter Ordnung sind /:= E	Nach Sat 3 ist 
IiJ=n	V	

V 

für die i)arst.ellung der Translation T0 T01' 1 (z 1 , ..., z4) = el 0F1 (z j, ..., z4), nach 
Satz 2 ist F 1 T0 (z1 , ..., z4) =-F1(e'°'°z, ..., e"°'z 4 ), woraus für a E R2 folgt	V 

et af =	' z1	z4	± + i,w,)a/' . 

IiI=-n 

Koeffizientenvergleich nach den z1 gibt co, = w1i1 +	+ w4i4. mi Viereck-Gitter

wird der Nullvektor nur durch w1 + w31 w2 ± w 4 erzeugt. Also ist deshaib i 1 = i3, 

= i4 . Mit den Variablen aus (10) erhält man hieraus die Behauptung I
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Die Verzweigungsgleichungen lauten 

F1	a1 eid(4p2e + 5a12 + 1(0) a2 2 + E P kIe(, - 1) a 1 a22 ) =-0 
a2 eld( 4p2 + 5a22 + /(0 a12 + E PI)kle(ii - I )i a22ka121) = 0

(15). 

Satz 5: Fails 1(0) + 5 ist, hat (15) bis auf Variablenpermutatiom genau zwei Lösun-
gen. Für deren er.ste Naherungen gilt 

a 1 = d,	a22 = 4p2e/5	(Rolls)	 (16) 

a 2 = a2 2 = 4p2/(5 + 1(0))	(Viereók-Lósung).	 (17) 

Beweis: a 1 = 0 oder a 1 2 = a22 reduzieren (15) auf eine Gleichiing, die nach dem 
Satz über implizite Funj-tionen eindeut .ig nách a22 auflösbar ist. 1st a 1 2	a 2, so 
betrachtet man	 - 

F 1 a2 - F2a1 =(5 - 1(0)) (a 2 - a22) +E P1kl (,u -i-- 1)i 
X ((a ika2 I ) 2 - (aila2)2) = 0. 

Das isf für alle k, I durch a 2 - a 22 t.eilbar. Nach der Division bleibt eine Potenzreihe 
mit Absolutglied 5 - /(0). Für /(0)	5. existieren deshaib keine weiteren kielnen 

	

Lusuuigen. Für 1(0) = 5 hangen die Losungen von Koeffizienten Pijk, hOherer Ordruhg	- 
ahi 

5. Struktnr und Lüsungcri der Verzweigungsgleichungen, für dim N(L) = 6 

Nach Abschnitt. 2 ist im Falle dim N(L) 6 iwingend q = (2rn2 - 1)/(2m2 ), mE Z. 
Das Vorgehen 1st analog zum vierdimensionalen Fall. Die Holoedrie wird erzeugt 
durch die Spiegettng an der Achse w 1 w4 mit derDarstelltihg 

Tr,(Zi, : ' z6 ) = (z 1 , z61 z, z41 z31 z2 )	 ( 18) 

itnd durch die Drehung 
für in = 1 urn r J3 :Tr(z i, . . ., z6)= (z21 z31 z41 z5 , z6 , z),	 (19) 
für m > 1 urn : T,(z 1 , . ., z6 ) = (z41 z51 z61 z 1 , z21 z3 ).	 (20) 

Fnr rn = I erhält man aus (19), daB. sich F2 und F3 durch Variablenperinutation aus 
ergeben,'und (14) liefert Fk = Fk+ a (k = 1, 2, 3), weshalb es genugt, die Struktur 

für F1 zu untersuchen. Für m-> . 1 erhält man aus (18) .F3 (z 1 , ..., z6 ) = F2 (z4 , z31 z01 

z 1 , z5 , z 5 ), 'und (20), (14) liefert ëbenfalls P= 17L.73 (k = 1 1 2, 3), doch lassen sich 
keine Beziehungen zwlscheh F1 und F2 herstellen. 

Satz 6: Die kovarianten Terme. .n-ter Ordnung der Gleichung F 1 (z, ..., z6 ) = 0 
haben die Gestalt  

Sa 1 2 (a22'a 2" + a22 aa2i ) (a1 a2ma3m)i+i. et' ,nd,+md,)(i,—i,) 

mit ,S' qleich ai eld, oder a2mc 3m e Irn(d . d ; ) . Für rn > 1 lauten die kovarianten Terme in 
.... . Z6) = 0 

a 1 'a2	1a 2i (at ma m)i+i, e 1 ((.+ (d, - ,Hd.± md,)(i,— i,)) 

Bewpis: Wir wnden vie in Abschnitt 4 auf die,Terine n-ter Ordnung die Dar- 
stellung. der Translaiori Ta an und erhalten co, = w 1 i 1 +	+ W 66 . In A 1 ' kann w1
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auch durch m(w2 + W5) erzeugt werden, der Nullvektor diirch co,+ m(u)3 + (05), 
w4 + m(a 2 + a) und durch w ± a, w2 + w, (03 + W6 . J)ie Syninietrie zwischen 

• (Z21 26) und (z31 25 ) wiId durch Tr,F i = F 1 T1',. gegeben. Mit (10) erhaltman fur .F 1 die 
Behauptung. Thi Falle m> 1 ergibt sich die Behauptung für F2 durch analoges Vor-
geheni 

Daniit können wir in alien Fallen die Struktur der Verzweigiingsgleiehungen an- 
geben, und wirerhaiten für die Ternie höherer Ordnung '1, T21 T3 atis (13) erst em- 
nial  = 

a1 E Pkj; .... IAkj;,...;,	a2 a	cos bmo E Qk11,.AkI;...;, 
mit	-	S 

Akl;, ... I, = [ek ( ,a - 1)' a12(a22La32i -I- a22i a32 ) (a1a2ma3m)i.+i cos bm o(i4 - i5)], 
wobei die Summation in der . ersten Sumnie für Al := 2(i 1 + i,.+ i) + 3(i4 + i5) 
+ k + I 3iindi1 + + i5 > Oerfolgensoliundin der zweitenSuniniefiirlf 2. 
Für m = 1 erhäit man T2 und T3 durch zykiisches Vertauschen der a 1 , a2 , a3 . Für 
rn> list

T2 _. a2 .2' Rkli	 !'(1u —1)' a i Sia22ia.3 2i(a1 a2ma3m)iri cos bmo(i4	i5) 

wobei wieder Ober Al ^ 3 und i 1 + ... + i5 > 0 Zn SUmmieren ist, und 7 3 erhäit man 
diirch Vertausehen von a 2 nut a3 .	- 

Satz 7: a) Für m = 1 haben. die Verzweigungsgleichungen (13) bis au/ Variablen- 
permutation nur Lösungen der Form a 1 2 = a2 2. Für deren erste Nãherungen gilt 

a1 = a2 = 0, a3 2 ,= 4p2e/5	(Rolls),	.	 (21) 
a1 = 0, a2 2 = a32 = 4p2c/(5 i-f-- /)	(Viereck-LOsung),	 (22) 

a1 2 = a2 2 = a3 2 =	- J/l + (5 + 2/) 12e/p 2)/(2( + 2/)). 
(regelmdf3ige 6-Ecic-L5sungen).	.	 (23)


Für den Fall a 1 2 = a2 2 H- a3 2 mit a1 0 (i = 1, 2, 3) erhalten wir die LOsung unter 
de* zusdtzlichen Vorau.ssetzung, dap 3/c, p und a; (i = 1, 2, 3) von gleicher Ordnung 
klein sind, und für deren erste -Naherung gilt 

a 1 2 = a22 = (3e	5p2/(/	5)2 	+ 5),	a32	1n2/ - 5).	(24) 
b) Für rn > I gilt für die ersten Naherungen iler Lösungen von (13). unter der Vor-

au.setzung, dap )/c, p und a; (i = 1, 2,3) von gleicher Ordnung klein sind, 

a1 =a2 = 0 1	a32 = 4p2e/5	 (Rolls), 
a 1 = 0,	a2 2 = a3 2 = 4p2c/(5 + /)	(Viereck-Lôsung),	S 

a2 = 0 1	a12 = a32 = 4p2e/(/' + 5),	 (25)


a 1 = a3 2	2'
= 

4p2e(5 - I)	2 - 4p2c(5 - 2/+ /,)   	 26 25 -f- 5/' - 2/a'	a2 - 25 + 5/' - 2/2 

Beweis: (21) und (23) erhält man mittels des Satzes Ober iupiizite Funktionen 
(in diesen Fällén wird das System (13) auf eine Gleichiing reduziert). Für a1 = 0 ist 
a3F2 - a2)"3 durch a3 2 - a2 2 teiibar. Nach der Division bièiht eine Potepzreihe mit 
Absolutgiied I - 5 H- 0, weshaib nur die Losung. a2 2 = a32 auftreten kann. F1 = 0 
liefert p = rt(e), woraus (22) folgt.
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Seien nun alle a 1	0 und gelte a 12	a,2 für i	j. Dann ist a 1 (a2 2 - a3 2 ) F1

+ a2 (a32 - a 1 2 ) F2 + a3(a 1 2 - a22) F3 dureh (a32 - a 1 2 ) (a22 - a32) (a 2 - a2 2 ) teilbar. 
Es bieibt wieder eine' Potenzreihe mit Absolutglied / - 5, so daB nur Losungen 
der Form a i 2 = a22 (bis auf Variablenpermutation) existieren.	 - 

Es bleibt a 1 2 = a22	a32 zu behandein. Hier nnd in alien Fallen fur m > I machen 
wir die Vorausset.zung e =	p = p'2; a1 = a 1 '). (i = 1, 2, 3) und setzen (a 1 ', a2 ', a3')


x. Dann habei die Vcrzweigungsgieichungen (13), die im folgenden als linear tin-
abhangig angesehen werden können, die Gestalt 

F1	23/ 1 (x) +	 —Y22ig1 (x) = 0	(i = I,..., Ic) 

(z. B. ist Ic = 2 für a 2 = a32, veil F1 und F3 nach (13) dann identisch sind). 1st 
(f(x), ..., /,(x)) = 0 fürx = x0, so haben wir G(x, 2) := (Fi(x,2)/23, ..., F(x, 2)123) 
= 0 zu lösen, wobei G(x0, 0) = 0 gilt. 1st. die Determinante der Jakobi-Matrix 
(G(x, 2)10x) an der Stelle (x 0, 0) ungleich 0, so besit.zt die Gleichung G(x,2) = 0 in einer 
kieinen Unigebung von 2. = 0 eine eindeutige analytisehe Losung x(2) (Satz Uber 
analytische implizite Funktionen). Konkret Ibsen wir (13) mit T = T, = T3 0 
(das entsprieht 2. = 0) und erhalten näch finer einfachen Rechnung (24)—(26). Da 
wir die Struktur der Verzweigiinsgleichungen kennen, können wir abhangige Glei-
chungen aussondern. Für das verbleibende System bestimnien wir die Determinante 
der Jacobi-Matrix an der Stelle (x 0 , 0), d. h. fur die Losungen (24)—(26) und T1 
=.T3	0. In alien Fallen ist die Determinante ungleich 0 (QÜASTROFF [6]) I 

6. Holoedrie-invariante Lösungen über rgeiinäBigem 6-Eck-Gitter 

Wir suchen nun LOsungen der Verzweigungsgleichungen über regeimaBigent hexa-
gonalen Gitter für diiii N(L) = 12. J)ieser Fall tritt em, wenn (1/a) 2 = 2P/3 mit einer 
Primzahl 1' 1 (mod 3) gilt (vgl. Satz 1). Far das .Bénard;Probleni wurden von 
KIRCHOASSNER [5] Losungen mi Fall P = 7 bestinhf!lt. 

Sat z 8: Uber regelrndf3igern hexagonalen Gitter der Gitterlange 1 = iP mit einer 
Primzahl P 1 (mod 3) haben die holoedrie-invarianten, Lósungen der Verzweigungs-
gleichungen in erster Ndherun1j die Gestalt 

p + + l2th a 1 = = a6— -	
29 

= 5 + 2/ () + /( 014)+ /( 0 15)- +1016). 

Beweis: Wir hahen cin System von zwölf Verzweigungsgieichungen zu Ibsen. Die 

Kovarianzbeziiglich komplexer Konjugation (14) haibiert wieder die Anzahl der 

Gleichungen. Die Wirkung der .l)arstellung. der Holoedrie auf den Nuliraum erhäit

man vie folgt. Tragt man die zii den Basiseleinenten des Nullraiinies gehorenden 

co i am Nullpunkt eines kartesischen Koordinatensystenis an, so bilden die Endpunkte

der Vektoren ein 12-Eck, das noch genaiter beschrieben werden kann. Nach Ahschnitt

2/(iii) 2 und der nach (10) vereinharten Niimerierung der w . biiden ±Wi, +w 21 +w3 und


±w 5, w6 je cin regeimaBiges 6-Eck. Bestinimt nun em Losungspaar (rn, m2)

tier Gleichung (6) (jetzt in der Form rn 1 2 + m2 2 - rn 1 ni2 = P) cinen Vektor w 1 , so ist

auch (m 2 - rn, m2 ) Losung von (6) und bestininit einen Vektor, der das Bud von 

w1 hei dr Siiegelung an der x-Achse ist. Deninach geht das zweite 6-Eck durch Spie-




getting an der x-Aehse aus deiii ersten hervor. Die Holoedrie des 12 2Ecks wird also
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durch Spiegeliing an der x-Achse und dutch Drehung urn 21/3 gegeben, so daB man 
nach analogeni Vorgehen wie in Abschnitt 4 die Gleichungen F1 (z 1 , ..., z 12 ) = 0 
(i = 2, ..., 6) durch Variablenperinutation aus der Gleichung F1 (z 1 , ..., z 1 ) = 0 er-
halt. Die holoedrie-invariante Losung a 1 = ... = a6 reduziert deshaib das System auf 
eine Gleichung. Deren Terme his zur 3. Ordnung eihält man ausdem Gradienten 
des reduziertenEnergieteils (11) mt/c = 3und k' = 2. Die Verzweigungsgleichung 
1st nach deni Satz fiber implizite Funktionen auflosbar als erste Naherung erhäit 
man die angegebene Gestalt I 

7. StabilitäL 

Jnstabile Losungen fiber eineni Nullraurn fester Dimension kann nian durch die 
Forderung aussondern, daB die zweite Variation E, der Energie E = E(71 ) positiv 
definitsein soil. Aquivalentdazu ist, daB die Flessesche Matrix zu (ii) positive Eigen-
werte hahen niuB. Man erhält hieraus, daB für dim N(L) _' 4 und I = I, Rolls nur 
über Gittern mit 1(0) > 5 (etwa 0 < 73,32°) stabil sein können, die Viereck-LOsungen 
nur über Gittern mit 1(0) < 5. Für dim N(L) = 6, m = 1 können nur die Losungen 
a 1 = a2 = a3 stabil scm. Urn Aussagen Ober das St .ahilitätsverhalten für Lösungeri 
fiber. Nuliraurnen verschiedener Dimensionen zu treffen, wird die Energie, geteilt 
durch die Fläche des Parallelogratmirnes I?1 , direkt berechnet. Wit setzen ab jetzt 

5+2I(--)=R=16569...	4=x, 1+I'l+l2Rx=z. 

Dann ist für die Uber regeimaBigem 6-Eck-Gitter stahilen Losungen a 1 = a2a3 
nach (11) E6 = 4z(z - 3z2/4)/(9R3) der genannte Energiewert in erster Naherung. 
Für die Losungen iibervierdimensionaiern Nuilraun1 , (Satz 5)ist ER = 82(I - 
(20p4 ) der eritsprechende Energiewertmmi Falie -von Rolls und E = 2(1 - 
(2p4(5'+ 1(0))) derj6nige 1111 Falle von Viereck-Losun gen. Für die triviale Lösung 
a 1	a2 = a3	0 'St der Energieausdruck identisch Null. J)eshalb genugt es, Ej, tind

Ev in deni Bereich Zn betrachten, wo sie negativ sirid. 1)as gilt für 0 > 21/6. Es 1st 

MinE(0) = ER (-i-)	--ç- 

— 60) ± 4z(20' R) ± 4R) 
E6 — A R M ,. =	 ' 720R3	 . 

• i)araus erhält man E6 < ER für -0.0284 .Jcu - 1) 2 . Viereck-Losungen -hind 
• gerierell instbil, weil E > ER ,,,, fur alle 0 gilt. Für I = l unci ni > 1 erhalten wit die 
folgenden Energiewerte fur 

(21): ER' = _42/5 ,	-, 

(22): .E' 1	_8e2(f + 5), 

(25): E, = _8c2(/'+ 5), 

2	'—	
4 2/	 2(/-5) 

	

6). E 6 T	E k . 20(/ — 5)— 5(1' — 5) + 2(/ — 5)2 

In Ahhangigkeit von 0 wird wieder das Minimum der einzelnen Energieausdriicke 
bestimrnt. /(0) ist streng monoton fallend. Betrachtct man / als Funkion von 
y = cos 0, so 1st /(y) streng monoton wachsend, und 1(20) entspricht /(2y 2	1). Für
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rn > 1 ist der Definitionsbereich von / = 1(y) gleich [7/8, 1). Es ist dE6 '/dy = c2(10 
+ IOy/'// - 5(1' - 5)/(/ -, 5)) > 0, so daB E'6Mft = E6 '(7/8)	(0.582...) _2 ist. Setzt 
man auch für	E und E 0 obige Werteein, so erhält man E6' > E',> E 1 > ER'.

Rolls haben iiber diesen Gittern die kleinste Energie., Jedoch ist E6 - ER ' = 

X (z(R/5 —3) + 4z(1 - R/5)/(36R3)), so daB für —0.0251 < f/(,u - 1)2 < 27.98 die 
regelmaBigen 6-Eck-Losungen dine kleinere Energie als die Losungen uber Gittern 
mit m > I besitzen. .	 . . .	S 

Für die Losungén Ober zwölfdimensionalens Nullrauni 1st . die Energie in erster 
• Naherung  

E12 =	+ 1I ± 12Sx)2 (i ± /i ± 128x + 18Sx)/9S) 

mit S aus Satz 8. Urn E6 mit E12 zu vergleichen, brauchen wir'Aussagen Ober S. 

- Satz 9: Es ist 

- /(0 14) . + /(0 15 ) + 1(0 16 )	— 60 + 32W mit 2.542 < W <2.549. 

Beweis: Aus (12) folgt /(0) = /(0 ± ) = /(0 —a) . Es ist deshalb 

1(0 14 ) + I(0) + 1(0 16 ) = — 60 + j'28E (( + cps )3/2 + (1 — cos1)3/2) 

mit u 1014, u 2 = 014 + 43 und u = 014 — 43. Die Extremwerte dieser Summe 
wurdenberechnet. , woraus die Behauptung des Satzes folgte I 

Andererseits ist

(i + i/i ± I2Rx) 2 (i ± Vi +V 1 + l2Rx + l8Rx) —. 
- 2R3	 2 	(x) 

F 12	(i + Vl + 125x) (i ±I ± V1 + 128x + 185x) 

wegen 1? < S.streng monoton fallend.Es ist ziin Beispiel F(100)	1; fiirgeniigend

klcine x 1st dentnach E6 < E12 . 1)arnit haben wir 

Satz 10: Uber rhombischen Gittern mit dern Gi(terwinkel 0, /(0) 5, und der Gitter-
lange 1 = 1 sind innerhalb des Bereiches —0.0251 < E/(fi —,1)2 < 27.98 die regel-
nlaf3i,qen 6-Eck-,S'trukturen die einziqen stabilew Struktuen. Sie besitzen auch eine 
kleinere Energie als die holoedrie-invarianten LSsun gem der J7erzweigang.sgleichungen 
-im. Falle dini .N(L)	12 bei beliebiger Gitterlãnge 1. 
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