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Stabilititskriterien fiir Niiherungsverfahren
bei singuliren Integralgleichungen in LP

S. PrROssporRF.und A. RATHSFELD

Es werden Niherungsverfahren fiir eindimensionale singulire Integralgleichungen mit stiick-
weise stetigen l\oeffmcntcn auf einfachen geschlossenen Ljapunow-Kurven-betrachtet. Fir
Galerkin-Verfahren mit Spline-Funktionen und fir l\ollokdtlonsvcrf.lhrcn mit Spline- und
trigonometrischen Ansatzfunktionen werden notwendige und hinreichende Kriterien fiir ihre
Stabilitat' in L? hergeleitet. Das Kernstiick bildet cin allgemeines Stabilititskriterium far
“Folgen von Niheringsoperatoren mit 71rku|dntcnstrul\tur

Pd(,(,\iannBaIOTCﬂ npudHeHHbIe .\ICTonu pelucunﬂ o,lHO\ieprl\ CHHT Vﬂnpuu\ HHTErpadlb-
HBIX  YpaBHEHMIl C KyCOUHO-HENpPEPHBHEIMI KODDGHIMEHTAMIT HA TMPOCTBIX HAMKHYTHIX
kpusnx Jlanyuosa. Il meroxa [aaepkina co crualiH-GYHKIIAMI 1T METOOA KOJIOKAIIMI
CO CIIIA{iH- 1T TPHIOHOMETPHYECKN M QYHKINHMY BHBOATCA HCOGXOMIMBIC 1T ZOCTATOYHEIC
YCAOBMA NIX y(:’roiitmnocnl B LP. llentpaabnana yacth — o0l Kputepnil ycrofiunpoctit
NOCJICOBATEABbHOCTH AUNPOKCHMHPYIOIINX ONMEPATOPOB, HMEWIHX IHPKYJIAHTHYIO, CTPYK-"
T..YP}'- . . - . : i
Approximation methods for one-dimensional singular integral cquabiohs with piecewise con-
-tinuous coefficients on simple closed Liapunov curves are considered. For spline Galerkin meth-
ods and for spline and trwonomt,trlc collocation, necessary and sufficient conditions for their
. stabnhty in L? are given. Thc central idea is a general st,abnllt,y criterion for sequences of appro-

Ximate operators with urculant structure. .

/

0. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden Naherungsverfahren zur Lésung der Gleichun‘g

1

(Az) ()= alt) 2t) + D) —= f 20 e <y

(y e L), 1 < p < o) . N " o o (0.1)

untersucht, wobei I” =-{y(s):s € [0, 1}} eine einfache geschlossene Ljapunov-Kurve
und a, b auf I" vorgegebene stiickweise stetige Funktionen bezeichnen (vgl. Abschnitt
1.2). Fiir die gesuchte Funktion z € L"(I‘) soll eine '\aherung x, aus dem Raunyr der

trigonometrischen Polynome 7', = I 4, &: & € CL(n = 27 £ 1) bzw. aus dem Spline-

Raum S,4 bestimmt werden (eine auf I erklirte Funktion ¢ gehort dem Spline-Raum
Sp¢der Ordnung d =2 0an, wenn g o yeine (d — 1)-mal stctlg differenzierbare Funktion
ist und ihré Einschrinkung auf das Intervall [Ic/n /n) fiir ungerades d bzw.
auf [(k — 1/2)/n, (k + 1/2)/n) fiir gerades d ein l’olynom vom Grade kleiner oder
gleich d ist). Beim sogenannten e- Kollokationsver/akren (—1/2 < & £ 1/2) bestimmt
man 2, aus dem Gleichungssystem (4z,) (y( /71)) = J(y .s)/n)) (k=0,.

n — ]) benn Galerkin- Ver/alnen mit Spline- Funktwnen aus dem C‘Ielchungssvstem
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(Azy; ™) = (y, ) (k= 0,...,n — 1), wobei (-, -) das L*-Skalarprodukt und
{gx™} eine Basis des Raumes S,¢ bezeichnet. ) '
Bekanntlich gehoren die genannten Verfahren zur Klasse der |[Projektionsverfahren,
.bei denen eine Niherungslosung z, € im K, der Operatorgleichung Az = y aus der
Gleichung K Az, = K,y bestimmt wird, wobei K, gegebene Projektoren bezeich-
nen. Ein Projektionsverfahren: heilit stabil, wenn ein 6 > 0 und ein n, € N derart .
" existieren, daB fiir alle n = n, und alle ¢ € im K, die Ungleichung |K, A(p(")”'
= 0 llp™| gilt. Aus der Stabilitit des Projektionsverfahrens 18t sich, unter gewissen
zusatzhchen Voraussetzungen leicht die Konvergenz der Niherungslésung z, gegen-
die Losung « der Gleichung (0.1) ableiten (vgl. Abschnitt 1.1). Deshalb ist es wichtig
“zu wissen, fiir welche Operatoren 4 ein betrachtetes Projektionsverfahren stabil ist.
Fiir dic Kollokation mit trigonometrischen Ansatzfunktionen (in diesem Fall kann
aus Symmetriegriinden & = 0 vorausgesetzt werden) wird im Abschnitt 6.3 gezeigt,
daB das Verfahren fiir den Operator 4 der Gestalt (0.1) im Falle des hmhcntskrelses

Ty = {ye(s) = exp (i2ns): s € R} genau dannstabil in LP(I}), 1 < p < oo, ist, wenn 4

und 4_, := al — bS, (vgl. Abschnitt 1.2) im Raum LP(I}) invertierbar smd Die Not-
wendigkeit dieser Bedingungen wurde zuerst von JUNGHANNS und SILBERMANN [11]
(mit.anderen I Methoden) bewiesen. In [10] wurde fiir den Spezialfall p = 2 auch ihre
Hinlanglichkeit gezeigt. Fiir die Stabilitit des e-Kollokationsverfahrens mit Splinc-
“Funktionen in _LP(I") wird im Abschnitt 6.1 eine notwendige und hinreichende Be-
dingung angegeben Im Spezialfall ¢ = 0 lautet diese, daB-fiiralle t € I’ entweder die
Halbgerade (—oo 0] den Kreishogen L

ﬂ)a(e+o>+b<t+ o
. ) alt+0) —bt+0) . - - :
o j (t—0>+b< o) o
o Hl_“ ) == € 0 02
nit , -, . .
\ I:u' ; : ' i .furp——2

,() —;]..S.i,., (,., (1’_' %) | A) - ( (1 _ %):(ﬂ _ 1)) / (,,(1 _ ;)) i 2.

nicht schneidet oder die Halbgcrade (—o0, 0) obigen Kreisbogen in zwei inneren
Punkten schneidet (dabei soll ein Beriihrungspunkt als doppelter Schnittpunkt zih-
len). Im Fall p = 2 erhilt man hieraus (bzw. aus Satz 6.1 und Satz 6.2) die bekannten
_ Stabilititsbedingungen von PR6sSDORF und ScEMIDT [15], ARNOLD und WENDLAND
. [2], PrOssDORF und RATHSFELD [13] sowic ScHMmIDT [18]. Im Abschnitt 6.2 wird -
gezeigt, daB im Falle stetiger Koeffizienten @, b das Galerkin-Verfahren in allen,
Raumen LP(Iy) (1 < p < o0) gleichzeitig stabil ist, ndmlich genau dann, wenn fiir
alle t € I'y und % € [—1, 1] die Bedingung a(t) -+ b(t) 2 == O erfiillt ist. Falls @ und b
stiickweise stetig sind und die Sprungstellen dieser Funktionen zu den Unstetigkeits-
stellen der Splines aus S,° gehdren, ist das Galerkin-Verfahren fiir d = 0 genau dann
stabil in L?(J%), wenn die 0-Kollokation stabil ist. Im Spezialfall p = 2 erhilt nian die
Stabilitatskriterien von ScHMIDT [20] sowie PROSSDORF und RATHSFELD [14]. - ~
Beim Beweis der oben genannten Stabilititskriterien wird gezeigt, daB die Matri-
zen der Kollokations- bzw. Galerkin- -Gleichungssysteme eine-einheitliche Struktur
“besitzen: In Analogxe zur Gestalt des Operators 4 = al + bSr, haben sie im wesent-

lichen die Gestalt a, + b; 24y Dabei sind a, = (a(yo (k + e)/gL 6k_ ),‘_, und apalog
b, \Diagonalmatrizenund Zy ein Zirkulant der Gestalt X

(1 )_’ ofexp (z2-zs/n)) exp (i2ns(k — l)/n)) , ' , o
Kl ’ . v

N 40



.

Sta,!')ilitéitskriterien fiir Naherungsverfahren bei sing. Int.-,gl. 541

wobei g eine auf Ty erklirte stiickweise stetige Funktion ist, die durch das jeweilige
Verfahren festgelegt ist. Die Eigenwerte von Z, sind also Funktionswerte von 0-
Mit Lemima 5.1 wird ein Stabilitatskriterium fir Matrixfolgen der Gestalt {a, + b,Z,}
bewiesen, aus dem sich leicht die einzelnen Stabilitdtsbedingungen fiir die "Kolloka-
tions- und Galerkin-Verfahren ableiten lassen. Letzteres stellt eine Verallgemcmerung
von [13: Theorem 0.1] dar.

1

1. Abstraktc Nz‘iﬁerungsvcrfahrcn und singulire Integraloperatoren

1.1 Es sei X ein Banach-Raum, #(X) die Menge aller stet,lgen linearen Operatorcn in °
X und 4 € 2(X) invertierbar. Die Gleichung 4z = y (y € X) soll nidherungsweise
gelost werden. Dazu sei in X eine Folge beschrinkter Projektoren L, gegeben, die

stark gegen die identische Abbildung konvergiert. AuBerdem soll eine Folge von
Naherungsoperatoren 4, € £(im L,) derart gcoeben sein, dall .A4,L, stark gegen 4

konvergiert. Aus der Glelchung Az, = yn (Yn € im L) bestlmmt man dann eine .

\’aherungslosung z, € im L,. Ein solches L\aherungsverfahren heilit konvergent,

wenn ein n, € N derart existiert, daB die Gleichung A4,x, = y, furallen = g und alle -

¥, € im L, eindeutig 16sbar ist und wenn fiir alle y € X und alle bolgcn {ya) = im L, mit

yn — y die entsprechende Folge der Naherungslosungen z, gegen x = A~ly konver-

giert. Das Niaherungsverfahren mit den Operatoren 4, bzw. die Operatorfolge {d,}--

- heiBt stabil, wenn ein n, ¢ N derart existiert, dall 4, fiii‘ n=mn, iInvertierbar ist und
sup [[4,~Y| < oco gilt. Bekanntlich konvergiert das \Taherungsverfahren genau dann,

wenn es stabil ist (vgl. [8]). Projektionsverfahren kénnen als Spezialfall solcher all- ~

gemeineri ‘Niherungsverfahren betrachtet werden. In diesem "Fall wihlt man noch

eine Folge von Projektoren K, im Raum X mit im K, = im L, und setzt °

- A, = K,A|ym1, sowiey, = K,y. ~ : R

1.2 Im folgenden sollen Naherungsverfahren zur Losung einer singularen Integral-
" gleichung der’ Gestalt (0.1) auf einer Kurve I'" untersucht werden. Dabei sei I" eine
- einfache gcschlossene Ljapunow-Kurve in der komplexen Ebene €. Die Kurve be-
sitzt also eine 1-periodische Pa\ramcterdarstellung y: R — € mit einer stetigen, nir-
. g(,nds verschwindenden Ableitung . Es soll im weiteren vordusgesetat werden, daB
" 9" einer Lipschitz-Bedingung geniigt und I positiv orientiert ist.

; Auf I' werden nun verschiedene Funktionenraume betrachtet. Der Grundrgum X
unserer singularen Integralgleichung sei L?(I") (1 <7p < o). Wenn

)
172 . . -

k) = [ (5 y) (x) exp (—i27kz) dz

- ’ —1/2

. den k-ten Fourier-Koeffizienten einer auf I' erklirten Funktion f bezeichnet, dann sei

FI? der Banach-Raum aller auf I, definierten -Funktionen f, deren Norm ||f|lgs -

(Z 1 k)l”)'“’ endlich' ist. Die Rdume aller stetigen und aller stiickweise stetigen

Funktionen auf I’ sollen mit C(I') . bzw. PC(I') bezeichnet werden. Dabei heilit /“.
stiickweise stetig, wenn f bis auf endlich viele Punkte stetig ist und in allen Punkten

¢ € I' endliche einseitige Grenzwerte f(¢ -+ 0) =: f(¢) und f(¢t — 0) existieren. Die ab-
geschlossene Hiille von PC(I_") (beziiglich der Supremumnorm) soll mit PC(I") be-
zeichnet werden. Ferner sei PC¥I") die Menge aller f € PC(TI"),  die auBerhalb der
Sprungstéllen zweimal stetlg differenzierbar sind und deren zweite Ableitung .zu

PC(I") gehort.
.~ In den Rdumen L”(F) bzw. FIP (1 <p < oo) kann man den singuldren Integral-
operator 4 = al + bSr betrachten, wobei @ und b die Operatoren der 3 Multiplikation

N /

f
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mit den Funktionen a, b € PC(I") baw. @, b € PC%(I'y) bezeichnen und Sy der durch
. ¢ ) °

F. 1)
r

(rx)(t)— = /Lr)tdr (tel)

definierte Cauchysche singulire Operator ist. Mit den Bezcnchnungen c=a+ b :
d=a—b,Pr=(+ 8r)/2 und Qr = I — P liBt sich 4 in der Form 4 = cP,.
4 d@r schreiben. Bekanntlich ist 4 ¢ .[’(L”(l’)) genau dann_ein Noetherscher Opera- .
tor (auch Fredholmscher Operator genannt), wenn fiir alle ¢ €.I" der Kreisbogen K
aus (0.2) nicht durch 0 verliuft. Der Operator A4ce .[’(L”(F)) ist invertierbar, wenn
zusitzlich der funktionentheorctische Index der auf natiirliche Weise orientierten
Kurve, die durch Vereinigung der Punktmenge {(d~1¢) (£): ¢t € I'} und der dle Spriinge
der Funktion d-'¢ verbindenden Kreishégen K entsteht, gleich 0 ist (vgl. [9]). Der
Operator 4 = al + bSp, € £(FI?) ist genau dann inverticrbar, wenn der Operator
4de .f(L"(I’ )) (1/p + 1jg = 1) invertierbar ist (vgl. [9: Kap. XIV]).

2, Zirkulaﬂten , !

Im /usammenhang mit den in der Emleltung beschriebenen Niherungsverfahren sowie mit

den Projektoren, die im Abs« hnitt 3 betrachtet werden séllen, treten verschiedene Zirkulanten

auf. Eine Matrix (d; )% i k=0 heiBt Zirkwlant, wenn die Elemente jeder zur Hauptdiagonalen

parallelen Diagonalen emandu‘ glel(‘h sind und wenn'ferner die Elemente der k-ten Diagonale

itber -der Hauptdmgonalc (k=1,...,n — 1) mit den Elementen der (n — k)-ten Dmgonale

unter der Hauptdiagonale uborcnmtlmmcn Ziel diescs Abschnittes ist es, fir spezielle erku :
ldntenfolgcn eine geecignete Normabschiatzung (Lemma 2.1) her/ulcnten

2 1 Im wexteren scivder Einfachheit halber n = 2r + 1 vorausgesetzt. (D Der Fall
n = 2r kann vollig analog behandelt werden.) Es soll niit I7(n) der komplexe n-dimen- ~
sionale [P-Raum, mit ||-{|, dessen Norm und mit & = (¢4, ..., &)T dessen Eleimente be-
zeichnet werden. Fir einen Operator 4, € f(l”(n)) der offenbar mit einer Matrix aus .
Cn>n identifiziert werden kann, soll [|4,]|, die iibliche Operatornorm bezeichnen. Ana-
log zu [12: Kap. VI] fithrt man in [?(n) dic diskrete Fourier-Transformation U und
ihre Inverse U~} ein: .

. o J -' ] ) ~
(U, = V_L[ Jex p(ﬂjkl) & und , (U-), = ]? 2 exp ( 2?ﬂkl) &.
n I=~r . I==r

Fir £ € C*’soll M, den \Iulhphkatmnsopu&tor (0;%61) € £(1P(n)) und C; den Fal-
'tungsoperator (&k=1) € £(IP(n)) bezeichnen, wobei k& - I diejenige Zahl aus {—r o
-ist, die sich ‘'von £ — I nur um ein ganzzahllges Vielfaches von # unterscheidet. Dlé
. Matrix M, ist also eine Diagonalmatrix und C; ein Zirkulant. Fir 4, € f(l”(n)) sei
A = UA4,U"'. Wie man leicht sieht, ist 4, genau dann ein 7|rku]ant, wenn es ein
£€C mit A4, = UM U gibt. Es gilt C, = hi/ 2 genau dann, wenn 5 = n"120U¢,
d.h. ¢ = n“/"U 1 ist. In Analogie zu den laltungsoperatoren auf der reellen Achse
erhiilt man die Youngsche Ungleichung (|C¢ll, < |£[}, (E € l'(n)).

2.2 In den folgenden Abschnitten treten Alrknllanten 6n auf, deren’ Elgenwcrte
Funkhonswcrte einer Funktion o € PC(I%) sind:

On = (g(c.\p (12rk/n)) 6i-k)i-k-—fz < Py = UI;"U-I



L E O sup lo(t)| + Var o} er/ullt ist.

Lo 3. Spline-R:‘iume und Projektoren
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"Lemma 2.1: Es sei 1 < p < oo. Dann gibt es eine Konstante C > 0 derart, daf fiir
alle Funlctwnen o€ PC(I‘O) mit beschrankter Variation Varp die Abschatzung 19allp
/

Beweis: a) Zuerst sei o die charakteristische Funktion des Kreisbogens zwischen
zwei beliebigen festen Punkten anf I'y. Offensichtlich kann vorausgesetzt werden,
daB —1 kein innerer Punkt des Trigers supp g ist. W‘enn P, e (L7 Fo) durch

(Z f(k) l") Z‘ f(k) tk deflmert wird, dann glbb es zwei vonn abhingige Zahlen:

k= —r

T uve derart, daB der Operator Pt *Qr, t“l"Prt ’limp, € .Y’(lm P,) in der Basis A
' {t’},,_, die Matrix g, hat. Der gleiche Operator besitzt beziiglich der Basis )

1 . .

Vo e, ml)=— 3 exp (—z%ky/n) “, | @
- . ]——r vy !

die Matrix 4,. Aus w,,(exp (i2n7/n ) =0 (k,j = —7,"..,7) und |23: Kap. X/(7.6),

(7.7)] folgt die Existenz einer Konstanten D > 0, so daB - . -

S bl = Dnow 14, (cetpm) . (22

k= --r

D"'?l"”” 111 é
Lo(T)

gilt. Folglich ist, die mit, 2 nmltlplmerte ‘Operatornorm eines Operators aus Z(im P )
groBer oder gleich der #(IP(n))-Norm seiner Matrix beziiglich der Basis {zpk} Weil abcr

"die Operatoren P t~Q LU Pt imp, fiir alle w,v € Z und n € N gleichmiBig be:

schrinkt sind, gibt es eine von der charaktcnstlschen Funktlon ¢ unabhingige Kon- °
stante C > 0 mit ||o,,||p < C.
b) Es sei jetzt o eine stiickweise konstante Funktion, d. h , fiir alle ¢ aus dem Kreis-

"bogen zwischen- exp (127s;) und. exp (127sp5,) (0 = 5o < s, - < sy = 1) sei o(t)

=p € C.Wenny*(k=1,..., N)die charaktenstlsthcbunktlon des Bogens zwischen
I und exp (:2zs;) be/elchnet dann gilt :

e

gﬂ“—ﬂm + Bear®s -

- 12ally {Z 1Br — Beal + _|I\3.v\'—||} sup ”('.k)n/\”p‘
Aus a) folgt [10,ll, < C{sup |o(t)] + Var oh. A _
¢) SchlieBlich sei o € PC(I') eine beliebige Funktion mit beschrinkter Variation.
Dann existiert eine Folge {o*} stiickweise konstanter Funktionen, die fiir' k — oo in
der Supremimnorm gegen o konvergiert und fiic die- Var p* < Var p gilt. Fir jedes

feste n ind k& — oo konvergieren die Operatoren (¢¥)," gegen g,. Mithin ergibt sich,

184ll, < lim sup [[(¢"),M, < Clsup lo(t)] + Var o} 8
- k—o0 .

In diesem Abschnitt werden Tnterpolatlons- und Orbhoplo;cktorcn auf die Spline- Riume s,e

untersucht. Fir diese Projektoren lassen sich unter Verwendung der im Abschnitt 2.2 bc-

trachteten Zirkulanten gewisse explizite Darstellungsformeln angeben. Mit diesen wird dann

die starke Konvergenz der Projektoren_gezeigt und im niichsten Abschnitt die Diagonal-

Zirkulanten-Struktur.der Matrizen beim Kollokations- und Galerkin-Verfahren nachgewiesen.
: -
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3 1 Im Raum S, 1iBt sich eine Basis {p,™} wie folgt angeben (vgl [3:Section 4.2)):
Frklart, man die Faltung fx g zweier-auf R definierter Funktionen f und g als Integral

4

(f+9) () =

g(s) ds (te R),

st /70 die auf R erklirte charakteristische. Funktion dcs Intervalls [—1/2 1/2] und
. {I* die (d + 1)-fache . Faltung von IT1°, so sei

Bylo)) = Mon — k) (k€ (—r,om), s [~—-1/2 + Ic/n, 12 + k/n)). ’

LLemma 3.1 [o] Es ser 1 < p < oo. Dann gibt es eine Konslante C > 0 derart, daﬂ
/ur alle n € N und alle & € IP(n) gilt i )

!

Ot g, <

Z 579’7(")

j==r

sOn.—?/» nsn,,.
n

3.2 Fiir Zzwei Funktionen / g € L¥([I") soll das Ska]drpxodul\t‘durch

1/2

(/, g)' [ (%)) g(#(9)) )

—-1/2 . ~

definiert ﬁein Den OrthoprOJektor L, des Raumes L¥TI") auf 8,4 kann man auch im ..
Raum LP(I') (1 < p < oo) definieren: Fiir f € L?( F) soll L,f € 8,¢ diejenige Funktion °
sein, die fiir alle g™ € S,¢ die Gleichung (L,f, ¢) = (f, ¢™) erfullt Um eine expli-

zite Formel fiir L, zu erhalten, setzt man Lf= 2 & und = (f, ¢«"). Dann
fo]gt aus der Deflmtlon von' L, k=~r v

7

(@™, @) ey € =, £= (§—n cens E,)'I;, N = (N-rs oo, )T (3.1)

Die Elemente (¢, ;™) der Gramschen Matrix lassen sich iiber die Fourlcr-Kocffl-
~ zienten hestimmen. Fs gilt

.

. ¢
C e ™) = 2 @) ) 7 D).

" Unter Benutzung der fiir alle p, k € Z und ® € S,¢ in [1] bewiéscnen Formel

(BP)" (b k) = (DD GO () P (p o e (3.2)

“und der fiir u € {=7, } gnltlgen Bcnchung

(@™ 07) (8) = (7™ 0 9) (s — w/n),

, L i2ak S (3.3)
(@I (k) = exp ——— (@) (k) o

\

erhilt man -

I

-1

=

L (3278(7 — k) /n) x(exp (i2ns/n)) ‘ . (34) . )

™ @) —
(3 ;")
(‘P 2 ¥y ' ,n2 s=0 \I

1
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mit ’ : - o
(wpwm»—undeﬂwnzw+kewn , ‘
(se(0,1).
(m)A (s) := f exp (—i2nys) [14(y) dy -

Die Gramsche Matrix ((@™, (™)) ist also ein Zirkulant und hat-die Gestalt n-1&,.

Wenn [-, -] das iibliche Skalarprodukt des Raumes {%(n) bezeichnet, dann folgt aus
Lemina 3 1 :

(2 C] = C’Zn( Z Ck"l’k("): Z Ci‘P;(ﬂ)) = C*[&.L, (] - (C € lz(n))

-

Somit geniigen die hlgenwerte von &,, d.h. die Funktionswerte x(exp (i27k/n))
. (k=0,...,n = 1), der Abschitzung C < | (exp (12nk/n))|. Die Funktion & be-
sitzt also auf I'y keine Nullstellen, und aus (3.1) erhilt man als gesuchte Daistellllng
fiir den Projektor L,

&= nla )" . ' NG

Lemma 3.2 (vgl. [4]): Die Folge {L,} st in L”(F) l<p< oo) glewhmaﬁzg be-

schrankt und konvergiert stark gegen den zdentzschen Operator.

Beweis: Aus der Holderschen Unglenchung undLemma 3.1 folgt fiir eine geelg-
nete Konstante C > 0 ~ :

N “ (foy) n(w") o'y)n,,«’é Cn‘”" I(F o P ollies

L

(k (d+1)/2 & Hd+l)l")
n

'”77”}7 < Cn Y (fllgoiry.

Hieraus'ergibt sich zusammen mit (3.5), Lemma 2.1 und Lemma 3.1 T

Z fupk

k=-r

|anf”mr) =

< Cn'7 i8],
n - .

scwﬂmbﬁw*+&mwﬂt%WQSCMMm

Dle Folge {L,) ist also in allen Rdumen L) (1 < p < o0) glexchmaBlg beschrankt.
In LX) folgt die starke Konvergenz aus [7: Theorem 1). Unter Benutzung der Hol-
.dcrschcn Ungleichung ergibt sich aus ihr die LP-Konvergenz L

3. 3 Der Interpolationsprojektor K, mit dem Blldraum S ¢ wird fiir Rlemann inte-

grierbare Funktionen f durch (K,f) (y (k + e)fn)) = f(y((k + ¢ ym)) (k= —r, ..., 7).

. erklart. Fiir alle ¢ € (—1/2, 1/2 ist in [19] die Ex1steru dieses PI‘OJel\tOI‘S gezelgt

Um wieder eine explizite Formel herzuleiten, setzt man K,,/ = Z&(p,‘(") und 7 -

= /(y ((k + e)/n)) Dann-folgt ' k=—r

WW@w+ammhq§—n - | 68

Die Elemente der hier links stehenden Matrlx konnen nun iiber die Fourier-Reihe

berechnet werden. Es ergibt sich

wwm+uﬂ—zmm<mWMW+amy
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Unter Ausnutzung von (3.2) und (3.3) erﬁélﬁ man

N 1 n-1 . ’ V
4(7-)( WG + e /n)) == é(')cxp (i27zs(7' — k)/n) Q(exp (i2:tS/?l))
mit, fir s € (0, 1), |

/

: ' exp (ink(2e 4 d + 1))
1 27 = a\A d+1 29
g(ex.p (a: -zs_)) - (TN (s) %+ exp (z?jes) k‘z:z TEET
.Folglich gilt ((pk(")(y (G + e)/n)))' ;= On Durch Berechnung von (/74" (vgl. [14:
Beweis zu Lemma 2.1}) sicht man, daB o auf FO keine Nullstellen besitzt (vgl. [19])
Aus ( 36) ergibt sich nun

‘

E= (oA ' ' t , ; (3.7)

Lcmma 3.3: -Fiir alle Rzemann-mtegrwrbarcn Funktionen f auf T gzlt K of > f
(n — 00) in der Norm von Iry<p< oo)

Beweis: Analog zu [15: Lemma 2.1} /elgt man f — DV ‘_‘ 771:%(") — 0, wobei D

die von ¢, j und » unabhanglgc Summe Z wk(")( (G + ¢ /n)) belelchnct Es mub also
nur noch ks-—r

. r '
nf—lf‘me%“L»O, d-h. w7 (e, 9 — D7Yyll, — 0
e . . -
" bewiesen werden. Nach Lemma 2.1. geniigt es,

WMy — Dl >0, doh. 5 (e — D) il > 0

zu'zeigen. Letzteres beweist man analog zu [15: Lemma 2.1). Dabei ist zu beachten,
daB in jeder Zeile,von ', nur d von 0 verschiedene Elemente stchen 8

4. Die Nﬁhci'llnvsopel;atorell fiir Spline-Methoden'

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Matrizen der Niiher ungsopc-mtorcn fur smgularc Integral-
operatoren zu bestimmen, die bei Kollokations: und Galerkin-Verfahren mit Splinc-Ansatz-
funktionen-auftreten. AuBerdem soll hier die starke Konvergenz dieser Naherungsoperatoren
gcgcn den singuldren Integraloperator in LP(I') (1 < p < co) bewiesen werden. Wenn K, und
n die in Abschnitt 3 definierten Projektoren bezeichnen, dann lift sich das Niherungssystem
des Kollokations- bzw. des Galerkin-Verfahrens als Operatorglelchung der Form K Az, = K,y
bzw. Lydaz, = Lyy schreiben. Es miissen also die \ah(.rungsopcmtoren KpoA|s,e € ..‘t’(S ) und
L,A|s,s € 2(S, ‘) untersucht werden. ‘

N

~

4.1 Zuerst sollen d1e \aherungsoperatoren fir den Multlp]lkamonsoperator unter-

sucht werden. Es sei a € PC(I'). Dann folgt aus (3.7), dall K,als . in der Basis
{p™} die Matrix :

A .’(g,“l) N g, mit a,, = (6k ta( ((k + e)[n) ))““_' . > (4 1) ,

besxt7t (Fiir lateinische Buchstaben z. B. a,. soll die Matrix a, wie in (4.1) erldart,
sein. Fiir griechische Buchstaben, z. B. g, soll g, wie in Abschmtt 2.2 deflmert wer-
den.) .
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Lemma 4.1: Es sei a € PC(I"). Die Operatoren K,,lalsna stnd in.L?(]"') (1 <p <o)
gleichmadpig beschrankt, und (K ,aL,} konvergiert stark gegen a. ‘

Beweis: Aus (4.1), lla,ll, < sup {la(z)]: 7 € I}, Lemma 2.1 und Lemma 3.1 folgt
. die gleichmiBige Beschranktheit. Es geniigt also, die Konvergenz K,aL.f — af
fiir stetige' Funktionen f zu beweisen. : ) -
Fir k,l € Z soll k = I € {—r, ..., 7} wieder diejenige Zahl sein, dic sich von k — [
nur um ein ganzzahliges Vielfaches von n unterscheidet. Es sei ¢ €, FI'. Dann hangt -
.das Element der k-ten Zeile und [-ten Spalte des Zirkulanten -0, nur von k =1 ab
und soll im weiteren mit $, .-, bezeichnet werden. Falls g eine Potenzfunktion
“o(t) =t (w € Z) ist, dann gilt 4, = 1, wenn u + k ein Vielfaches von = ist, und
Oak = 0, wenn u 4 k nicht durch = teilbar ist. Es ergibt sich
e

, A
bak = Y 0(ng — k), . falls o(t) = Y o(s) ¢ ¢ FIt. (4.2)
. g€Z . S€Z . -

. . ‘ .
-Aus dieser Formel und der Youngschen Ungleichung erhilt man {|§,]jc < lollep. Zu- -
sammen mit dieser Abschéitzung folgt aus dem Beweis zu Leima 3.2, daB die Folge ;
{L,} auch in dem mit der Supremumnorm versehenen Raum C(I") gleichméBig be-

schrinkt ist. Fir d > 1 ergibt sich aus [7: Theorem 1] die starke Konvergenz von .
{Ln} gegen den identischen Operator des Raumes C(I'). Hieraus schlieBt man zu-""
sammen mit der Beschrinktheit des Multiplikationsoperators a € :.Z’(IT(F)) und der
starken Konvergenz von {K,} gegen den Einbettungsoperator von PC(I") in L?P(I')
(vgl. Lemma 3.3); daB {K,aL,} stark gegen den Operator a: C(I") > L?(I") konver-
giert. Fiir d = 0 folgt dic Behauptung des Lemmas aus dem Beweis von [15: Lemma
41 ()} 0 . : . E

Etwas komplizierter gestaltet sich der Fall des Galerkin-Verfahrens. chri w(a, d)
den Stetigkeitsmodul.einer Funktion a € C(I") bezeichnet, so gilt

(@ge™, ¢,M) = a(y(jfn) (g™, @) + O(n"1a(a, n-1)). "

Da nur 44 4- 1 Diagonalen der Matrix {(ag.™, <p,-(")))§.,‘.__,. von 0 verschiedene Ele-
mente enthalten, ergibt sich : ‘

ll((apt™, ¢j(")));_k___, —\a,,ﬁl“&,,“p = O(n‘lw(a,}r‘)).

Damit ecrhilt man aus (3.5) fiir die Matrix L,als,« beziiglich der Basis {@'} die Be-
ziehungen :

Lna‘]sr.“ = ’)L((X'—l),,/\ ((aq’k("): q)/(")))i.lc» ”Lna[S,."’ - (a_l)lJ(\ an&n”p - 0.
o ' (4.3)

Es sei nun d = 0 und a € PC(I,). Die Unstetigkeitsstellen von a sollen in der Menge
“{exp (in(2k + 1)/no): k =0, ...,y — 1} fiir ein gewisses n, € N_enthalten und n
" ein ungerades Vielfaches von n, sein. Danp fallen die Sprungstellen von a unter die
Unstetigkeitsstellen der Funktionen aus S,°. In diesem Falle liBt sich (4.3) genauso .
wie fiir stetige Funktionen a beweisen.
4.2 Der Niherungsoperator der Kollokation fiir den Cauchyschen singuliren Opera-
tor besitzt beziiglich der Basis {p,®} die Matrix (vgl. (3.7)) '

Ve

KuStlsie = (0" ((Srage®) (ol + e)fm)))] e, : (4.4)
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Die Matrixelemente (Srg™) (yo((7 + & /n)) lassen sich iber die Fourier-Reihe wie
folgt bestimmen: ; : ,

(Srge™) (yo (7—+—)) = T (@™ (5) sign (s + i) exp 22U+ 9,
n sez 2 n .

" Unter Verwendung der-Beziehungen (3.2) und (3.3) ergibt sich analog zur Berech-

nung von @™ {y(( 7 + &)n))> : ' .
. + 1 »n-1 2/ —_ k . .
) o B ()

mit, firz € (0,1),. v o

v

. ) . ‘ ) N exp (ink(2‘s + d -+ 1))
,or(exp (z2ln:z:)) = (I (z) 24+ exp (12aex) E | ($.+ k)a+1

Zusammen mit (4.4) erhdlt man - LI

sign (Ic + —;—)

KoSrlsi = (@) 8 = (0 ') R @5

Lemma 4.2: Die Opemloren K,Srts,a sind in" LP(Iy) (1 < p < c.\')) glezchmaﬂzg
beschmnkt und {K ,Sr,Ly} konvergzert starlc gegen Sy.

Beweis: Die Beschrinktheit folgt aus (4.5), Lemma 3.1 und Lcmma 2.1. Die starke
Konvergenz zeigt man wie im Beweis zu [15: Lemma 3.3] 1

Fiir die Matrix LoSr,|s,e ergiiot sich unter Benutzung von (3.5) )
LaSrils,e = 206" ((Srepe™, @, ™)) ke - . . (46

Das S’kalarprodt\xk_t- (Sre™, @;™) wird mit Hilfe der Fouricr—Koeffiziériten wie folgt
bestimmt: - o SRS -

- (Sr@™, ;) =z (w") (s) sign (s+ 1/2) (70 (5).
[ .

,Analog zur Bcrechnung von (%(") ™) erha,lt,vman

(Srpe®, ) = — 5 exp (i2s(j — k)jn) loxp (2sjm).
: : 8=0 T .
“mit, fiir z € (0,.1), b

‘ﬁ(exp (i2mc)) = (TN b(x)|2 22+ 3 (x4 k)-2a+n gign (k + 1/2).
: ' . kel ) [
Zusarﬁ_men mit (4.6) ergibt sich also .
LiSrls,s = (3 a B = O o SRR )

4.3 Nun soll die Matrix des \Taherungsopemtors fiir. den singuldren Operator
A = al 4 bSp, be@tlmmt werden. Aus der fiir den InterpolatlonsprOJel\tor bekann-
ten Bcuehung K.b(I-— K,).= 0, aus (4.1) und (4.5) folgt .

K,Als,« = Kqa|s« + K b|s,.dKnSr.,'|s a= (0 ‘1),, (a,, + ba(o7 o) ’\) On- (4.8)

Fiir die Orthopro;cl\toren auf die.Spline-Réume gilt eine zu K.b(/ — 'K,) = 0 ana-
loge Bemehung, wie das folgende. Lemma Lelgt '

Y
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\

];emma 4.3 (vgl.’[14: Beweis zu Lemma 1:1]): Es sei f € C(I') oder d = 0 und ’
| € PC(I'), und die Sprungstellen von f mogen zu den Unstetigkeitsstellen der Funktionen
“aus S,° gehoren. Dann gilt |ILaf(I — Ly)ll — O. . . -

d N

Aus diesem Lemma ergibt sich zusammen mit (4.3) und {4.7) : oo
' Ladls,e — (@71, (an + (6 8)a") G4l 0. 49

SchlieBlicb sei noch bemerkt, daB beim Kollokationsverfahlfen fiir den Operator
.der Gestalt A = a/ + Spb mit stetigen Koeffizienten eine zu (4.8) analoge Formel
gilt. Dies folgt aus ' — ' '

Lemma 4.4 (vgl. [i5: Beweis zu Lemma 4.2]): Es sei d ='0,' und f soll einer Lz'p-.
schitz-Bedingung geniigen. Dann gibt es eine Konstante C > 0 derart, daf fiir alle'n gilt
WEwSr(l — Ka) {La)| < C(log n)/n. - : ‘ !

5. Stahilitﬁt}speziellcr Matrixfolgen mit Zirkulantenstruktur

5.1 Um dic Stabilitit des Kollokationsverfahrens nachzuweisen, geniigt es nach
Formel (4.8) und Lemma 2.1, die Stabilitit der Folge {a, + ba(o~ 20}, zu zeigen. Zu
diesem Zweck wird im vorliegenden Abschnitt ein Stabilititskriterium fiir Matrix-
folgen {B,} der Gestalt B, = a,&, + b,8, € Z(IP(n)) mit @, b, «, B € PO(I,) bewiesen.
Fiir dieses Kriterium werglen Qperatoren B, und Br benétigt, die von v € I'y'und
a, b, &, f abhingen und wie folgt definiert sind: .

B, = a(éx(z +‘0) Pr, +«(r — 0)Qr,) + b((z + 0) Pf, + Bz '—'0) Qr.), -
7 B = (a(r +0) Pr, + a(z — 0)Qr,) & + (b(z + 0) Pr, + b(z — 0) Qr,) B.
Hierbei wird fiir « € PC(I'y) die Funktion's € PO(Iy) durch &(t) = (t-1) erklirt,

Lemma ;5.1:-F'£ér beliebige Funktionen a,b € PC(I')) und «, f € PCYTy) ist die
Folge {B,} genau dann stabil, wenn fiir alle v € I'y die Operatoren B, € ¥ (LP(I’O)) und .-
Br € L (FIP) invertierbar sind. - : ‘ ' :

Der Beweis dieses Lemmas wird in den Abschnitten 5.2 bis 5.6 gefiihrt werden.

. 5.2 Zuerst soll gezeigt werden, daB fiir stabile Folgen {B,} die Operatoren B, aus™
.Z’(LP(I‘O)) invertierbar sind. Es sei L, der Orthoprojektor aus Abschhnitt 3 mit d = 0. .-
Aufgrund des Lemmas 3.1 kann man die Matrix B, mit dem Operator aus L(im L,)
identifizieren, der beziiglich der Basis {p,™};__, die Matrixdarstellung B, besitzt.
. Wenn {B,} stabil ist, dann existieren ein n, € N und ein 6 > 0 derart, daB die Un--
gleichungen :

NBoLofllsira Z 8 (Lufllzry  (f E.L”(Fo), n 2 ) (5.1)

erfiillt sind. AuBerdem ist dann die Folge der adjungierten Matrizen B,* ¢ ;Y’(l"(n),)
1/p + 1/g = 1, stabil, und es gilt analog : .

1Ba*Lagllzacr = 6 ILnglizern, (g € LAT), n = ). ‘ (5.2)

In Lemma 5.2 wird aber gezeigt we;rdén, daB {B,L,} stark gegen B, € .‘t’(LPb(.I_’O))
-und {B,*L,} stark gegen B,* ¢ .Y’(,Lq(l’o)) konvergiert. Durch Grenziibergang in (5.1)
und (5.2) erhilt man dann [|Bifllscry = 6 Ifllsry und (1B y*gllary = 6 llgllzary; d. h.,
B, ist invertierbar. Die Invertierbarkeit von B, fiir ein beliebiges = € I, ergibt sich

'36 Analysis Bd. 6, Heft 6 (1987) ’ °
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nun folgendermafen. Man wihlt eine Folge von Matrizen W, — .Y’(lp(n)) mit |Wyl,
= [|(Wg") Y|, = 1 (siehe unten) und zeigt, daB {W,'B,(W,")"! L,} stark gegen B, und
{(W *By(War) ! * L } stark gegen B.* konvergiert (Siehe Lemma 5.2). Wenn nun {B,}
stabil ist; so lst auch {W,'B,(W,)!} stabil, und’ analog zur Invcrtlerbarkut von B,
schlieBt man auf die Invcrtlerbarkelt von B,.

Fiir v = exp (¢2ns) € I, und n € N sei k(n, ) = min {k' €Z: k' = ns) und W '
= (exp (—12rk(n; 7) u/n) b, ,,); - Insbesondere ist W, die identische Matrix. Wie
ma,n leicht Lexgen kann, gilt ||W o= (W39)"Yl, = 1, und fiir alle @, « € PCO(Iy) ist

Waea, =a W,,, Woian(W, ' (‘y"),.A,y"(e);za(z exp 1—217(:‘—’)) (5.3) .

L’emma 5.2 'Dz'e Folge {W ‘B (WaF)1 L,,} konvergzert stark gegen B, et (LP(FO))

Bewels Aufgrund von (5.3) ist

Y

e . igmk ,

W,,',B,,(W,,')-l = @M + b, ()= B (e exp ?—’%’—f))
Es genugt also, a,L, — a und (y"),," L (a(r 4 0) Pr, + a(x — 0)@Qr ) zu zeigen.
Die Konvergenz a,L, — a folgt ats Lemma 4.1 und Formel (4.1), bei der im Falle
4 = 0 die Funktlon o identisch gleich 1 ist. Die starke Konvergenz von {(y )™ Ly}

zeigt man analog zum Beweis von Lemma 4.2 1

\

- Unter Beriicksichtigung von ( ‘B W(Wat) 1 )* = ('y )n ’\'(6),, + (PN (b), folgt,’za;us
dcm Bewexs von-Lemma 5.2 die starke Konvergenz { W, "B, (W,*))* L, — B.*.

5. 3 Analog zum Abschmtt 5.2 la.Bt sich auch die Inverticrbarkeit der Operatoren
B (7€ I'y) beweisen. Die Rolle des Projektors L, aus .Abschnitt 5.2 iibernimmt
]etzt der im Teil a) des Beweises von Lemma 2.1 cmgcfuhrte Projektor P,, der aber
-im Raum FI? betrachtet werden soll. Dann kann man eine Matrix aus ]’(ll’(n)) mit
dem Operator aus £(im P,) identifizieren, der beziiglich der Basis {ti}]._, diese Matrix-
darstellung besitzt. An Stellé von W,* benétigt man Matrizen V7, die wie folgt defi-
niert werden: Fiir 7 = exp (12as) € I'y, und n € N sei m(n,7) = min {m' € Z: m’
=ns—¢ (vgl. 4 1)) und V. := U Y exp (—i2nm(n, ) un) ,“,),“,__, U (vgl
Abschnitt 2.1). Wie man lelcht zeigen kann, gilt ||V,'[l, = (Va")"ll, = 1 (vgl. Young-

Vit = &aVt, Vian(Va)t = (), . c(8) = a (t exp 22’—"‘:‘—”) - (5.4)
. \ |

Lemma 5.3: Dié Folge {V,,‘B,,'l( V)1 P;} konvergiert stark gegen B¢ ,Z"(Fl”).

Beweis: Aufgrund von (5.4) ist -

VB Vi)t = (c)n &4 '+'(d"),,. Bar - A= b (z exp'ﬁ’%).

- Es geniigt also, (c™), P .—> (c(z + 0) Pr, + ¢(x'— 0) Q,—) und a,,P,,——i & zu zeigen.

Die KonvergenL von {(c"),, P} ist aufgrund der Diagonalgestalt der Operatoren be-
ziiglich der Basis {t/};cz offensichtlich. Fiir die Konvergenz von {&,P,} fithrt man den”
" Interpolationsprojektor M, ein, der fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f -
durch : ‘ .

(M,f) (exp (i2nk/n)) = flexp (i22k/n)), & = —-y, e (5.5)

°
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sowie M ,f € im P, erklirt wird (vgl.[23]). Dann hat der Néherungsoperator Mo&limp,,
der bei der trigonometrischen Kollokation fiir den Multiplikationsoperator & ent-
steht, beziiglich: der Basis {ti}z"-—' die Matrixdarstellung &y Aus [llix\l:Iilfssa;-z 2.4]

folgt die FI>-Konvergenz &,P, — & Unter Ausnutzung der gleichmiBigen Beschrinkt-
* heit von {&,P,} und der Hélderschen Ungleichung ergibt sich die Konvergenz in °
FIP (1 <p < o)l ‘ o -

_ Die Matrix (V,*B,( Va*)~1)* hat die Gestalt (%), (¢"), + (B)a” (@"),. Nach Lemma 5.3
~ gilt also auch (V. !By(Vy)"Y)* P, — (B)* € £(FI9) (1/p + 1/q = 1). Hierrhit und

unter Benutzung von Lemma 5.3 zeigt man analog zum- Abschnitt 5.2 die Inverticr-
barkeit von B € f(Flp). o o - -
- 5.4 Die Hinlinglichkeit der in Lemma 5.1 formulierten Stabilitidtsbedingungen
ergibt sich aus einem lokalen Prinzip fiir Niherungsverfahren: (siche nachfolgendes
"Lemma 5.4). Der vollstindige Beweis dieses Prinzips ist in [17] angegeben. Er beruht
auf den Beweisgedanken zu den lokalen Prinzipien aus [9, 11]. .

Der Operator L, (d = 0)' soll wie'im Abschnitt 3.2 definiert sein. Akinlich wie in
Abschnitt 5.2 werden im wéiteren die Riume f(lp(n)) und £(im_L,) identifiziert. Da
nach' Lemma 5.2 die Folge {B,L,} stark gegen B, konvergiert, kann man fiir den
Operator B, € .Y’(LP(I’O)) das Naherungsverfahren mit den Operatoren B, betrachten.
Um die Stabilitit dieses Verfahrens zu beweisen, treffen wir die folgenden’ Verein-.
barungen :. Die Menge aller Folgen {m,},.cn, wobei m eine auf I, beliebig oft differen-
zierbare nichtnegative Funktion ist, sei mit 3¢ bezeichnet. Ferner sei {to="1,7, ...,
wx} (R € N) eine fixierte Teilmenge von: Iy, die alle Sprungstcllen der Funktionen «
und f enthdlt, und W,* = W, fiir{ =0, 1, ..., R. SchlieBlich sei § die Menge aller

Linearkombinationen von Matrixfolgen der Form {b,(W," ! L,TW,D, + C,}, wo- - -

bei b€ PO(I) ist, T € £(L?(I;)) ein kompakter -Operator und C,, D, € £(I?(n))
* Operatoren mit sup {|Dylly: » € N} < oo bzw. JICull, — 0 sind.. Mit diesen Bezeichnun- .
- gen sollen drei Voraussetzungen erfiillt ‘sein : _ ) :
a) Es sollen inverticrbare * Operatoren Bt €'.Z’(‘L7"(I"o)) derart existieren, daf3
AW B (W, L,)} stark gegen' Bf konvergiert. . L '
b)-Fiir alle {m,} ¢ M gelte {m,B, — B,m,} € N. ‘ , , :
¢) Fiir ein gewisses N € N sollen Matrizenfolgen {m,} € 9 und (R} =1,...,N)
derart existieren, dab sup {||R4||,: 7 € N} < co und m,iB,R,} = m,ji ist. Die Summe
fa = mat + -+ + m,¥ soll fiir geniigend groBes n inverticrbar und die Folgeder inver-
sen Matrizen {f,~1) gleichmaBig beschrinkt sein. -

Lemma 5.4 (siche [17]): Wenn die Voraussetzungen a)—c)A erfillt sind, dann.ist die
Folge {B,} stabil. . N ‘ . ' ’

Fiir den Beweis der Hinlﬁnglichkeit der Stabilifiitsbedinguﬁgen aus Lemma 5.1
_geniigt es also, die Giiltigkeit, der Bedingung?n a)—c) zu zeigen. :

v

5.5 Falls die St\abi]it-éitsbedingungen aus Lemma 5.i'erfijllt,sii1d, folgt die Bedin-

gung a) aus Lemma 5.2. Die Bedingung b) folgt aus m,a, = a,m,, m,b, = b,m, und -
dem folgenden . o C b . :

_ Lemma 5.5: (i) dus‘\im,} € M und & € C(Iy) n PCHTY) folgt Mg, — &umyll, 0.
(i1) Aus {ni,} € M und « € PCYTy) folgt (m,&, — &,m,) € f. '
Beweis: (i) Aus (4.2) und &(k)| < Ck-2 folgt fiir eine geeignete (andere) Kon--

stante C > 0 und fiir alle k€ {—r,...,7} die Abschitzung &, < Ck~% 4+ Cn-2.

Zusammen mit [m{y,((k + &)/n)) — m(yo((l + e)[n))] £ C(k = l)/n ergibt sich fiir

e

e
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" das Flemént der k-ten Zeile und l-ten Spalte von (m;a,, — &,m,) die Abschatzung

I(m Yo (k -+ &)/n)) — m(}’o( 1+ €) /n))) & it

< Clk =1l tn?

’

+ C(k - l Yy~
Unt,cr Benutzung der Y(;ungschen Ungleichung schlieBt man
[madn — &pmall, < C (e = O 20"t + (B = 1) 2% iacillp
3 , = C’n;l log n — 0. . _ o '
(ii) Es sei x 1= o o (vgl. (4.5)), und fiir ¢ €<I, ’und alle s.€ Iy sei xh(s) 1= x(t71s).
Dann st o= — 2-_1} 1/2((z; + O) — «fr; — O)) ' € PC(Iy) n C(I,), denn es

gilt x(1 4 0) = £1. Also geniigt es, {m,,(»”!) (,c’:) A my,) € §t zu zeigen. Wenn -»"
« (n € N) durch x%(s) = r(e\p —1i2ak(n, t;)/n) s) erklart wird, konvergiert ' ||(»"),

— (™)l aufgrund der. J)eflmtlon von k(n 7;) gegen 0. Weil die Fourier-Transforma-
tion U € f(lz(n)) isometrisch ist, ergibt sich unter Benutzung von (5.3) dic Konver-
genz 1](3:': — (W) 1 2,W |, — 0. Diese Nullfolge ist in f(l”(n)) (1 <p < o) be-
ziiglich- n glelChmaBlg beschrankt. Aus der Interpolationstheorie. (su.he (21]) folgt
||( (t) N — (W,I )1 2, W ||, — 0. Esgeniigt also,

{m,,(W Nl Wi — (Waiy 12, Woim,) € &,
d.h. (W)t (mp2, — &em,) Wil € R

zu 7e1ge/n Die » Formeln (4.1) und (4.5) ecrgeben m,%, — 2,m, = K,,,mK,,S,-‘I "
— K, Sr KymL, Dann mul wegen K,m(l.— K,}) =0 und Lemma 4.4 nur noch

(W) 1K ('ero Srm) Wi} € & bewiesen werden. Da mSr, — Sp,m den Raum
L?(Ty) kompakt in C(Ig) abbildet und dic Folgen {K,} und {L,} stark gegen die Ein-
bettung von C(I'y) nach LP(I'y) konvergieren (vgl. Lemma 3.3 und Lemwma 3.2), ist

{(K, — L,) (mSr, — 8r,m)} eine Nullfolge des Raumes .Z’(L”(I‘0 ) Aus {(W,) i)-1 L,,(m;LSr°
T — Sr m) W,i} € & folgt die Behauptung 1

5. 6 Jetzt wird b(,\nesen daB zu jedem 7 € I'y Folgen {m,"} € M und {R,'} existieren,
- so daB mi(zr).= 1 und m,'B,R," = m,* gilt. Ist dies gezeigt, dannkann man Punkte ,
;€N (t=1,...,N) mit f = m'- + <+ + m'~ > 0 wihlen, und die Bedingung c)
ist fiir m,* = 'rh,," und R, = R,% erful]t
Wie im Abschnitt 5.3 soll wneder .t’(l?’(n ) mit .Z’(lm P,) identifiziert ‘wcrden. Fiir
alle {m,}, {m,"}, {m,""} mit mum,"”" = mp,, my"'m," = my’' und m( ) = 1gilt )
. L i

’”lan’m'nl(Vn')-] = ”Ln(PnB‘ + Dnl + .- + D”G)

S mit _ :
Dt = (V') [Vwan(Va)™" (a(r +0) Pr, +a(r — 0) Qr,)]
X Varma (V)7 a Vs (V) 2,
N (V) [Vatbal Vi)t — (b(z + 0) Pr, + b(x — 0) Qr,}]

X V'm,,(V B,, wmy (Vo)L L i

D2 = (V)™ (a(z 4 0) Pr, + a(r — 0) Qr,) Varm,' (V)™
Y 8y — Pi&) Vamy (V)1
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Dat = (V) (0 +.0) Pr, + b(z — 0)Qu) Varm' (V)"
X [ﬁn - PuB] Vn:'mn'( Vn')_l: . - "

Dy® = (Vi)' Vo, (V') ™ (alx + 0) Pr, + afz — 0) Q)

X & Vam, (V) — 1),
Di = (V)™ Virma (V)72 (b(x + 0) Pr, + bz — 0) Q) \
X BVaem (Ve — 1. K ‘

o Wg'arih die Operatoren Br inverticrbar sind, ergibt sich

~

7nanmn,( Vn')_l,(‘B:)_l P, = mn([ + Dn): D, = (D"ll uRE o 1)"6) (Bl)_an'

- Falls ||D,]l, < 1/2 gilt, ist fiic R, = ma' (V)" (BY)! Py(I + D,)"! die gesuchte Be-
ziehung m,B,R, = m, erfiillt. Es geniigt also zu zeigen, daBl durch geeignete ' Wahl
der Folgen {m,}, {m,’} und {m,"’} die Operatoren D,}, ..., D5 geniigend klein gemacht
werden kénnen. Fiir diec Operatoren D,!, D,2 folgt dies aus dem folgenden Lemma,

" welches sich analog zu [13: Lemma 3.2] beweisen l4Bt.

: L_exﬁ ma5.6: Es sei ac PC(Iy) und 6 > 0. Dann gibt es eine Umgebung des
Punktes 1 auf Iy, so daf fiir alle m € C(Iy) mit m(Iy) <= [0, 1] und suppm & U gilt

{{VreaVay ' — (a(z + 0) Pr, + a(zr — 0).Qr,)} M| ¢ rap,y < 6- '

Die gesuchte Abschitzung fiir die Operatoren D,5, D, ergibt sich aus dem nichsten
Lemma, das aus dem Beweis vori [17: Lemma 4.2] abgelcitet werden kann.

Lemma 5.7: Zu jedem v € Ty, § > 0 und jeder Umgebung U, des Punktes 1 auf
T’ gibt es eine weitere Umgebung U, auf I'y mit-1 € Uy S U,, so daf fiir alle m, m’ €
C(To) mit m(Iy), m'(I'y) = [0, 1] und suppm S Uy, S U, S {t€ Iy: m'(t) = 1} gilt
Hm,,P,,B’(m,,' —_ I)”_{(plp) <.d. T~ . > - ’

Die Abschitzung fiir D,3 und D,* schlieBlich folgt aus -

Lemma 5.8:. Fiir & € PCXTI,) und vorgegebenes ¢ >0 gibt'es eine Umgebung U.
des Punktes 1 auf T, so daf fiir alle m € C(Ig) mit m(Iy) = [0, 1] und suppm S U
gllt ”mn(&n - Pn&) nln”f(imPnl < 4. ’ - '

Beweis: a) Zuerst benétigt man eine Abséhz’itzung fiir die Elemente der Matrix
(&n — Pu&|imp,), und zwar wird die Existenz solcher Konstanten ¢ >0und 6 >0
gezeigt, daB gilt (vgl. Beweis zu Lemma 4.1)

.

(@M @) = &il <= On1 fiiralle 1eZ mit I <on. - (5.6)
Jedes s € Z mit —kn < s < knoist eindeljtig als Summe s = 's# 4 darstellbar,
wobei 2k ein Teiler von s# und —k < u < k ist. Wenn ‘

o1 kn . ' :
Kpi b = == exp (:2nsl/2kn) alexp (:27s/2kn
k= gy & oxp (i2nsl[2kn) afexp (i2ns/2kn)

gesetzt wird, dann erhilt man )

Gpy = 1 2 exp (2als*[2kn) afexp (i2ns* 2kn)) .
2kn s=—kn+1 . . .
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- Also gilt &notk — &aq = &4 4 + &5 Mit ’
3",’,' exp (t2xals/2kn)

bk = & ) (i2752kn)) — 9% 2k
. A 2kn [ (e\l (e2ns] n) ‘\(ehp (127s / 71))]
' © i afexp z2ns#/2kn) "
&= 2 oTn < [exp (z2nsl/2kn) — exp (zzﬂzs#/gkn)]
- . s=—kn+1

. Wenn “zwischen exp (i27s/2kn) und exp (z21s#/2lcn ) keine Sprhngstelle von a liegt, .
gilt [a(exp (z2ns/2kn)) — oz(exp z2ns#]2kn))| < Cn~V. Somlt ergibt-sich |&}, . A< onL
Fiir &2, erhalt man -

1 k

V8% = Gafuak Mt /3,. s gp X (oxp (2aluj2kn) =1]. ,
u=—k+1 . o )
Mit Hilfe der Summenformcl-fur die geometrlschc Reihe schlie'Bt n;nan
o ~ sin (alfn) i2n1/2kn
: ‘ﬂ"'l'k T alln  exp (22nl/2kn) xp (i2nl/2kn) — X
und . :
' - “sin (;rzl/ 1 .
1 =Tt 1= ———— (al[n)* 1.
kl_?:oﬂu.l.k ﬂl/ l /n) {7112‘1 21(’ 1)! ('[l/",) :} )

2 Folghch gxlt fiir ()N (1) — &, = lml Gk — Ga) dle Abschatzun" (&N (1) — i !

<Ot + Cig,qf Int, Ausammen mit (&) () = Cl“ crgibt sich ](oc)" () — &,, i
< Cn~1 + C ()™ (1) = &,.4 In"1, woraus unmittelbar (5.6) folgt.
b) Wenn die Umgebung U in Lemma 5.8 geniigend klein gewihlt wird, dann ent-
- halt die Matrix ‘{m,(&, — P.&) m,}, abgesehen von einer [én] % [6n]-Untermatrix,
- nur Nullelemente. Die von 0 verschiedenen Elemente dieser Matrix sind aufgrund von
a) kleinet oder gleich Cn=1.: Aus der "Youngschen Ungleichung folgt aber, daB die
Norm einer solchen Matrix klemer oder glelch 206 ist L.

- ’ - . \
6. Stabilitit spezicller Niherungsverfahren \ .
' 6.1 Es soll zuerst das e-Kollokationsverfahren mit Spline-Ansatzfunktionen fiir
e € (—1/2, 1/2) betrachtet werden Dazu sei » die Funkt;10n o~ 'c aus (4 5), d. h., fiir -
T € (0 1) sei . :

‘

Ze}(p (ink(2e +d+1 ) (x + k)—94-1 SIgn (k + 1/2)

keZ

N )__,'exp (mk(2e+d+ 1)) (z + k)~

x(exp (i2nx)) :=

Satz6.1: Fir ee€(—1/2,1/2), abePCUI) und A—aI-{—bSre_‘z( o(I)

(lp< oo) ist die e-Kollokation genau dann stabzl wenn der Operator Aelk (L VA ))
~und /ur alle'v € I" die Operatoren ‘

A= Pp,(a(z +0) + b(r + 0) ,) + Qn(a(r —0) + bz — 0) %) € L(FIp)

invertierbar sind.
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- Beweis: a) Zuerst sei I' = I'y. Nach Abschnitt 5.1 ist die e-Kollokation genau

dann stabil, wenn die Folge {a, + b,4,} stabil ist. Aus Lemma 5.1 folgt die Behaup-

tung. . ‘ . o A i
b) Es sei y die.Parameterdarstellung einer beliebigen Kurve I". Wenn {g,(} die in
. Abschnitt 3.1 definierte Basis des Raumes S,% auf I" und {g{")} die entsprechende
Basis des Spline-Raumes S§;, auf I'; bezeichnen, dann gilt g, = ¢ Lo "1 (k = 0, ...,

*m— 1; y:=yoy,!). Es sei K, der in Abschnitt 3.3 eingefiihrte Interpolationspro- -
jektor auf I' und K, , der entsprechende Projektor-auf I',. Ferner seia,:= a o s

by :=boy, Ag:= apgl + bySr, und fiir € L?(I'y) der Operator T durch

. 1 . ; - . \
(T2) (1) = bo(t) — f 2(5) {'(8) (1) = 2(0) ™ — (s — 97} ds
- . z :

definiert. Offensichtlich besitzt der Kollokationsoperator K;A4|s « beziiglich {g; (™22}
die gleichée Matrix wie K, (4o + T)|se, beziglich der Basis {g{"}}iZj. Aus Lenima
- 3.1 folgt, daBdie e-Kollokation fiir den Operator 4 getiau dann stabil ist, wenn sie
fiir 4o + T stabilist. Der Operator T bildet aber L?(I'y) kompakt in PC(I,) ab. Unter
Benutzung: bekannter Stérungssitze (vgl. (8, 16]) ergibt sich, daB die s-Kollokation
" fiir Ay 4+ T genau dann stabil ist, wenn sie fiir 4, stabil ist. Damit ist der Fall einer
beliebigen Kurve I' auf den Spezialfall I = I'y zuriickgefiihrt B

Bemerkung6.1: Fir I’ =-I’,~, folgt aus Lemma 4.1 und Lemma 4.2 die Konvergenz

' K,AL, -> A. Analog zum Teil b) des vorstehenden Beweises 1aBt sich diese Konvergenz fiir .

eine beliebige Kurve I" zeigen. Wenn die e-Kollokation stabil ist und wenn die rechte Seitey
Riemann-integricrbar ist, dann konvergieren die Niherungslosungen- z, des Kollokations-

* verfahrens gegen die exakte Losung der Gleichung (vgl. Lemma 3.3-und Abschnitt 1.1).

Folgerung 6.1: Fiir a,b € PC(I") und A = al + bSr € £(L?(I')) ist die 0-Kollo-
+ kation genaw dann stabil, wenn fir alle t € I' entweder die Halbgerade (—o0,0] den
Kreisbogen K aus (0.2) nicht schneidet oder (—oo, 0) den Bogen K in zwei inneren
Punkten schneidet. o ) ) . A : '

"Beweis: Es sei v = —;—-(1 +#)und

Ky = {[d-te(t + 0) pt + (1 — w))ffu + ¢-'d(t — 0) (1 — )]s e € [0, 1]} *

Der Operato_r.A‘ ist offensichtlich genau dann invertierbar, wenn
(Pr.e(t — 0)/d(t + 0) + Qr,) A*(a(t.— 0) + bt — 0) %) .
= Prjod lo(t.+ 0)+ (1 — o))fo + (1 — ) 7t — O))} +Qr, ~ (6.1)

im Raum_ FIP invertierbar ist. Aufgrund des Invertierbarkeitskriteriums aus Ab-
schnitt 1.2 ist dies dann und nur dann der Fall, wenn der Koordinatenursprung nicht
in das von K, und K eingeschlossene Gebiet G fillt. Aus der fiir alle v und u € [0, 1]
giiltigen Aquivalenz der Beziehungen . '

»d=le(t + 0) + (1 — ) d-Te(t — 0) = —u (1 — p)

N

und . _ ) _ ..
v[d~le(t+ 0) u + (1 — w))/[p. 4 (1 — ) c¥d(t — 0)]
+ (1I'— »).d"o(t — 0y = 0

’ folgt,.daBA(foo,_ 0] die Strecke S = {ud~'c(t + 0) + (1 — u) d*"c(l —0):ue [6; 1)

genau dann schneidet, wenn 0 zu dem von S und K, eingeschlossenen Gebiet gehort.

td
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Falls (— oo, 0] die Strecke S schneidet, liegt 0 dann und nur dann in ¢, wenn (— oo, 0] I
den Bogen K .in einem inneren Punkt schneidet. Falls (—oo, 0] die Strecke S nicht
schneidet, liegt 0 wiederum genau dann in G, wenn (— oo, 0] den Bogen K in einem

inneren Punkt schneidet, B ' ,

Im Falle & = 1/2 existiert kein Interpolationsprojektor mit dem Blldraum Syé. Es
sei deshalb (S,¢)’ derinder Parameterdarstellung um (2n)~! verschobene Spline- Raum
d. h. y gehort zu (S,%) genau dann, wennein @ € 5,4 mit p(y(s)) = w(y(s + (2n)“))

fir alle s € R existiert. Wenn K, dendurch K,’f € (S, 4 und (K,'f) (y((k + 1/2) )n)) ..

= f(y k4 1/2)/n)) (k = —r, ..., r) definierten Inter })olatlonsprOJel\tor bezeichnet,

dann ist das L\aherungssystem der 1/2-Kollokation dquivalent zu K, ‘Az, = K, Y.

—\nalog wic in Abschnitt 1.1 erklirt man die Stabilitit der Operatoren K, A]S ¢
— (S,9%). .

Sat/ 6.2: Fiir a,b € PCO(I') und A = - al + bS8, € .T(LP(I‘ ) (1 < p < o0) ist die
1 /2 Kollokation genawu dann stabil, wenn fir alle t € I' entweder die Ilalbgemde [0, o).
- den Kreisbogen K aus (0.2) nzcht schneidet oder (0, co).den Bogen K in zuez inneren .
Punkten schneidet. A

Bewels Das durch (qok(") (y(s ) = <p‘(")( (s -+ (2n) )) definierte Funktionssystem
{(g'™)'} 224 ist cine Basisin (S,9)". Analog zu (4.8) zeigt man, daB die Ma.trm von K, Als,a
beziiglich dcr Basen {g™} und {(@‘")'} die Gestalt (o' 1), {a (00 1), + by} 8, besitzt,
wobei o und o die gleiche Bedeutung wie in Abschnitb 4 (e =1/2) llabén und o’ die
in Abschmtt 3.3 mit ¢ = O eingefithrte Funktion ist. Aus den Beweisen von Satz

6.1 und Folgerung 6.1 folgt die Bchauptung 1

6.2 Beim- Galerkin-Verfahren mit . Spline-Funktionen soll der Einfachheit halber
der Fall I" = I'y betrachtet werden.

Satz 6. 3 Fir a,b € C(I'y) und A =al + bSr, € .l”(L"(PO)) (1 <p < ) ist das
Galerkin-Verfahren genau dann kom’ergent,‘uemz fir alle 2 € [—1,1) und t € T, die
Bedingung a(zr) + b(x) 7 = 0 erfullt ist.

Beweis: Weil y, = L,y -y und L AL, - A4 gilt, geniigt es, die Stabilitat der
Folge {L,Als,s zu untersuchen Aufgrund von (4.9) muB nur die Stabilitat der
Folge {(«a71)},N (@, + ba%,) &) gczcngt werden, wobei x := «71f gesetzt wird. Die Be-
hauptung des Satzes ergibt sich nun genau wie im Beweis von Satz 6.1 11 -

Analog zum vorigen Satz und Folgerung 6.1 zcigt man

Satz 6.4: Dze Funktionen a, b € PC(I,) seien auferhalb der Menge {ex P z-z(2k + 1)/
920) k=0,. 0— 1} stetig, und es sei d-= 0. Auferdem sollen nur solche Unter-

teilungen in n Teilinlervalle und solche Spline-Rdaume 8,° betrachtel werden, fiir dien
ein ungerades Vielfaches von n, ist. Dann ist das Galerkin-Verfahren fiir A = al + bSy,
€t (L”(Po)) I < p < o0) mit- Ansalzfunktionen aus S,° genau dann konvergent, wenn
fiir alle t € 1‘0 entweder die Halbgerade (—oo, 0} den Kreisbogen K aus (0.2) nicht-
schneidet oder (— o0, 0) den Bogen K in zwet inneren Punkten schneidet.

Bemerkung 6.2: Wie man bereits im Falle der Multiplikationsoperatoren schen kann,
garantiert dic Bedingung des letzten Satzed nicht die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens mit
Splines aus 8,9 (d > 0). Fiir diesen Fall erscheint es natiirlich, analog zu [14] die verallgemciner-
ten Spline- Raume ‘P8, einzufiihren. Ks LiBt sich zeigen, daB die Bedmgung aus Satz 6.4 fur
die LP-Konvergenz des Galerkin-Verfahrens mit Ansatzfunktionen sowohl aus 8,4 als auch aus
PS4 (d > 0) notwendig ist. Im Falle p = 2 ist die Bedingung des Satzes 6.4, d. h.

,u(d"c) (t4+0) 4 (1 —p)(de)(t —0)g (—0c0,0] firale t¢teI, pe€[0,1],

eine notwendige und hinrcichende Bedingung fir die L2-Konvergenz des Galerkin-Verfahrens
let Ansatzfunktionen aus PSy (d = 0) (siche [14]).
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6.3 Als letztes Verfahren soll die trigonometrische Kollokation betrachtet werden.
Bei dieser Mecthode ist "das Kollol\atlonssystem dquivalent zu M, Az, = M,y (vgl
(5.5)). ,

Satz 6.5: Fir c,d € PO(I'y) und A = cPr, + dQr, € ¥(L*(I'y)) (1 < p < oo) ist
das tngonomelnsche Kollokationsverfahren genau dann stabil, wenn Aund 4_, = cQr,
+ dPr, im Raum L?(T,) invertierbar sind.

. Beweis: Es sei « die charakteristische Funktion des Kreisbogens von 1 nach —1
auf I'y und B =1 — & Dann besitzt M Pr,IT = Pr,|r, beziiglich {#};._, die

Matrix «, und beziiglich {,}}.._, die Matrix &,. Der Operator M 2Alr, hat beu]ghch

{wi} die Gestalt ¢,&, 4 d,f, und aus Lemma 5.1 folgt die Behauptung (vgl. (2.2)) 8

Die Bemerkung 6:1 gilt auch fur die trigonometrische Kollokation.

Alle Resultate dieser Arbeit, die sich auf Niherungsverfahren fiir den Operator 4 = al
+ bSr beziehen, lassen sich ohne Schwierigkeiten auf Operatoren der Form 4 -+ 7' iber-
tragen, wobei I kompakt ist, AuBerdem kénnen mit der benutzten Technik anch Systeme von
singulidren Integralgleichungen betrachtet. werden. Aus Lemma 5.1 lassen sich auch Stabili-
tiitskriterien fur die Teilgebietsmethode (vgl. {6]) oder fiir Quadraturformelmethoden ableiten.
Unter Ausnutzung der Approximationseigenschaft und der inversen Eigenschaft fur Spline-
- Funktioneén bzw. trigonometrische Polynome erhiilt man die Stabilitit der Verfahren in be-
stimmten gobolev Rinmen sowie asymptotischc Konvergenzabschiitzungen (vgl. [2, 18]).
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