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Stabilitätskriterien für Näheru ngsverfahren 
hei singulären Integraigleichungen in L 

S. PROSSDOrtF.Llfld A. RATHSFELD 

Es werden Nitherungsverfahren fur eindiniensionale singulare integraigleichungen mit stuck-
weise stetigen Koeffizienten amif einfachen geschlossenen Ljapunow-Kurven'betrachtet. Für 
Galerkin-Verfahren mit Spline-Funktionen und für Kollokationsverfahren mit Spline- und 
trigonotmiet.rischen Ansatzfunktionen werden notwendie und hinreichende Kriterien für dire 
Stabilität in LP hergeleitet. Das Kernstück bildct cin allgemeines Stabiiität .skriterium für 
Folgen von Niiheriingsoperatoren nut Zirkulantenstruktur. 

PaccuiaTplrBaloTcs flpliO uHelilible MeTObl peiiieiiits OHOMCi)IlblX CIIHI'yJiFipllhlX Ii IiTCl'})IJlb-
ilbiX ypaBlieFilifi C uyco'iiio-lleIIpephIBlluMlm na flpOCTbiX3aMHllyTblX 
KliBhIX Tlnnyuona. Ji ji i-i MeToJLa 1'a2lepllllla CO CnJIaflFl-(1yH1-nkllHMIt ii MCTO.1 Iojl:IoHalfIirl 
Co cnjiaitii- liJili TpnrolloMeTpnleeNeiMu Ji)'Htiil1nsiu BiABo/HTc5 1,1e015X0iilMble ii 7jocTaTo4IlbIe 
YCi1OBIIH lix ycToui .iltiiocTii B LP . UeuTpazlbllan MacTb - 0611miii }-pIlTepun ycTofi t ill hlocTl! 
hloCJleouaTeJiblIocTIl a1ImIpolChiMlipvlouillx onepaTopon. ilMelomulix InpsyJ1RuTllylO, CTpyle-
TVpv. 

Approximation methods for one-dimensional singular integral equations with piecewise con-
tinuous coefficients on simple closed Liapunov curves are considered. For spline Calerkin meth- 
ods and for spline and trigoiionictric collocation, necessary and sufficient conditions for their 
stability in , LP are given. The central idea is a general stability criterion for sequences of appro-
ximate operators with circulant structure. 

/ 
0. Einloitung 

In der vorliegenden Arbeit werden Nahcrungsvcrfahren zur Losung der Gleiehun'g 

(Ax) (1)	a(t) x(t) + h(t)	f	= () 

(y €LI'(P), 1 <p <	 .	 •'	 (0.1) 

tintersticlit, wohel .1' ={y(s): s € [0, 1} eine eiiifache gesehlossene Ljapunov-Kurve 
unci a, b auf P vorgegebene stiickweise stetige Funktionen hezeichnen (vgl. Abschiiitt 
1.2). Fiii die gesuchte Fuktion x € LI'(P) soil eine Naherung x ails dciii Rauni der 

I.  
trigononietrischen Polynome 'I',, = E	j € C . (n = 2)- +. 1) bzw. aus deni Spline- 
Raumii ,S',,d bestiniint verden (elne auf 1' erklärte Funktion 99 gehbrt deni Spline-Raiiin 
S'd der Ordnungd ^ 0 an, wenn o y eine (d — 1)-nial stetig differenzierbare Funktion 
1st tind ihré Einschrankung auf das Intervall [k/n, (k + 1)/n) fur ungerades d bzw. 
auf [(Ic - 1/2)/n, (Ic + 1/2)/n) für gerades (I ein Polynoni voni Grade kleincr oder - 
gleich dist). Beim sogenannten z-Kollokalionsver/ahren (-1/2 < z	1/2) bestimnnit 
titan	aus dciii Gleichimngssysteni (Ax,,) (y((k ± s)/n)) = y(y((k + e)/n)) (k = 0, 
n - 1), birii Galerkin- J'er/ahren mit Spline-Funktionen atis dent Cleichitngssystent
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(Axe ; 92k ) ) = (y, q() (k = 0, ..., ii - 1), wobei (. •) ds L2-Skalarprodukt und 
{k"} eine Basis des Raurnes S',,d bezeichnet. 

Bekanntlich gehoren die genannten Verfahren zur Kiasse der IProjek1ionsver/ahren, 
- bei denen eine Naherungslosung x,, E 1111 K der Operatorgleiehung Ax i aus der 
Gleichung KAx = Ky bestinimt wird, wobei K gegebene Projektoren bezeich-
nen. Ein Projekt.ionsverfahren heil3t stabil, wenn em	> 0 Lind em n0 E I' derart •	existieren, daB für alie n ^ n0 und alie q) E im K die Ungleichung !K,A(n)II 

b II"I gilt. Aus der Stabilität des Projektionsverfahrens läBt sich, unter gewissen 
zusätziichen Vora ussetzungen,leicht die Konvergenzder. Naherungsiosung x,, gegen 
die Lasting x der Gleichung (0.1) ableiten (vgl. Abschnitt 1.1). Deshaib ist es wichtig 
zu wissen, für welche Operatoren A ein betraehtetes Projektionsverfahren stabil ist. 

• Für (lie Koliokation iiiit trigonomet.rischen Ansatzfunkt.ionen (in dieseni Fall kann 
aus Symnietriegrunden e = 0 vorausgesetzt werden) wird im Abschnitt 6.3 gezeigt., 
dalI das Verfahren für den Operator A der Gestalt (0.1) irn Fálle des Einheitskreises 
I'0 = y0 (s) = exp (i2s): s E R} genau dann stabil in LP(I'0), 1 <p < oo, ist, venn A 
und A := al - bS,-, (vgl. Ahschriitt. 1.2) ml Raum LP(I'0 ) invertierbar sind. Die Not-
wendigkeit dieser Bedingungen wurde ziierst von JUNGHANNS urd SILBERMANN [11] 

• (niit.anderen Methoden) bewiesen. In [10] wurde für den Spezialfail p '= 2 auch ihre 
Hinianglichkeit gezeigt. Für die Stahilitt des e-Kollokat .ionsverfahrens mit Spline-
'Funktionen in LP(J') wird im Ahschnitt 6.1 eine notwendige und hinreichendé Be-
dingung angegeben. Tm Spezialfall e = 0 lautet diese, dalI für alle t € I' entweder die 

	

•	Haibgeracle (-00, 01 den Kreishogen 
a(t±0)±b(t-l--0)  

K = j	a(t ±0) - b(L'+ 0) 

a(t 10)	 :	€ [0, ii}	 (0.2) 
nut., 

•	 I	 fürp =2, 
tC(t)=L I I	2\ \	I. I - 2\	 . I /	2\\ sin z 1 - - i exp	1 - - Cu - 1) sin 71  - - fur p 2, 

nicht schneidet oder die Halbgerade (-00, 0) obigen Kreisbogen in zwei inneren 
Punkten schneidet(dabei soil ein Beruhrungspunkt ais doppelterSchnittpunkt zäh-
len). mi Fail p = 2 erhält man hieraus (bzw.'aus Satz 6.1 und Satz 6.2) die bekannten 

•

	

	Stabiiitatsbedingungen von PRöSSDORF Lind SCHIDP [15], ARNOLD Lind WENDLAND 
• [2], PRöSSDORF und RATHSFELD ,[13] sowie SCHMIDT [18]. Im Abschnitt 6.2 wird 

gezeigt, daB irn Falie stetiger Koeffizienten a, b das Gale'rkih-Verfahren in allen, 
Räumen LP(r0 ) J. < p < oo) gieichzeitig stabil ist, nãnilich genau dann, venn für 
aile t € F0 und A E [---1, 1] die Bedingung a(1) - 5(t) A 0 erfüllt ist. Falls a und b 
stückweise stetig sind und die Sprungstellen dieser Funktionen zu den Unstètigkeis-

	

•	stelien der Splines aus S° gehoren, ist das Galerkin-Verfahren für d = 0 genau dann 
stabii in LP(1'0 ), wenn die 0-Koliokation stahil ist. Tm Spezialfalip = 2 erhält nian die 
Stabilität.skrit.erien von SCHMIDT [201 sowie PROSSDORF und RATHSFELD [14].	- 

Beni Beweis der oben genannten Stabilitätskriterien wird gezeigt, dalI die Matri-
• zen der Koilokations- bzw. Galerkin-Gleichungssystenie eineeinheitliche Struktul 

	

•	besitzen: In Analogie zur Gestalt des Operators A = al + bS, hahen sie ml wesent-
lichen die Get.alt a + b" Z, Dabei sind a = (a(yo((k + e)/?)) 6k	und apalog
b,, Diagonal matrizenund Z,, ein Zirkulantder Gestalt 

(-(exp (i2s1n)) exp (i2s(k - 1)/n)
)k. l ' 80	• 
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wobei e eine auf .T' erklärte stiickweise stetige Funktion ist, die durch dasjeweilige 
Verfahren festgelegt ist. Die Eigenwerte von Z, Sind also Funktionswerte von e. 
Mit Lemma 5.1 wird ein Stabilitätskriterium für Matrixfolgen der Gestalt {a + bZ7J 
bewiesen, aus deni sich leicht die einzelnen St.abilitatsbedingungen für die Kollok.-
tions- und Galerkin-Verfahren ableiten lassen. .Letzteres stelit eine Verailgemeinerung 
von [13: Theorem 0.11 dar. 

1. Abstrakte Nãherungsverfahren und singniire Integraloperatoren 

1.1 Es sei X ein Banach-Raum, (X) die Menge aller stetigen lineren Operatoren in 
X und A E Y(X) invertierbar. Die Gleichung Ax = y (y € X) soil nalerungsweise 
gelost werden. Dazu sei in X eine Folge heschränkter Projektoren L gegeben, die 
stark gegen die identische Abbildung konvergiert. Aul3erdem soil eine Folge von 
Näherungsoperatoren An € .(im L) derart ggeben sein, daB stark gegen A 
konvergiert. Aus der Gleichung AnXn .= y,, (y,, € mi Ln) bestitunit man dann eine 
Naherungslosung x,, € im L. Ein solches Naherungsverfahren heiBt konvergent, 
wenn ein n0 € N derart existiert, daB die Gleichung Ax = y,, für alle ii	n0 und aIle 
y,, € im L eindeutig lösbar ist und wenn für alley .€ X und alle Foigen (y,j im Ln nut 
y, —* y die entsprechende Folge der Naherungslosungen X,, gegen x = A'y 'konver-
giert. flas Naherungsverfahren mit den Operatoren An bzw. die Operatorfolge {A}-
heiBt stabil, wenn ein n0 e N,derart existiert, daB A für n^n0 invcrt. ierbar ist und 
sup IA-*I < — ,gilt. Bekanntlich konvergiert das Naherungsverfahrengenau dann, 
wenn es stabil ist (vgl. [8]). Projektionsverfahren können als Spezialfall solcher all- - 
gemeinen	 ni Naherungsverfahren betrachtet werden. In diese Fall wähJt man noch
eine Folge von Projektoren K im Raum ,X mit im K. = irn L,, und setzt 
An = KnAI imL, sowie y,, = K,,y.	

0 

	

1.2 Tm folgenden sollen Naherungsverfahren zur Losungeiner singularen Integral-	0 

gleichung der ,Gestalt (0.1) auf einer Kurve I' untersucht werden. Dábei sei I' eine 
einfache geschlossene. Ljàpunow-Kurve in der komplexen Ebene C. Die Kurve be-
sitzt also eine 1-periodisehe Paameterdarstellung y: it	C mit einer stetigen, nir-



gends Verschwinclenclen Ableitung y'. Es soil im weiteren vorãusgesetzt werden, daB 
y einer Lipschitz-Bedingung geniigt und P positiv orie'ntiert'ist.	0 

Auf P werden nun verschiedene Funktionenraunue betrachtet. Der Grundrum X 
iinserer singularen Integraigleichung sci LP(P) (1 < p < oo). Wenn 

0	 1/2 

f(k) = f (to y) (x) exp (—i2kx) dx 
—1/2	 0 

den Ic-ten Fourier-Koeffizienten ciner auf Perklärten Funktion / bezeichnet, dann sd 
FlP der Banach-Raum alier auf P0 definierten 'Funktionen /, deren Norm 1 111!Fjp 
= (E I1(k)I\" P endlich ist. Die Räumne alier stetigen Lind aller stiuckweise stetigen 

kEZ / 
Funktionen auf P soilen mit C(r) hzw. PC(P) bezeichnet werden. Dabei heil3t 
stückweise stetig, wenn / bis auf endlich viele Punkte stetig ist und in. alien Punkten 
I E P endiiche cinseitige Grenzwerte /(t + 0) = : 1(1) und /(t — 0) existieren. Die ab-
geschlossene Hülle von PC(P) (bezuglich der Supreniumnorm) soil mit FC(P) he-
zeichnet werden. Ferner sci P'2(r) die Menge aller / € PC(P),- die auBerhalb der 
Sprungsteilen zweimal stetig differenzicrbar Sind und de'rCn zweite Ableitung zu 
PC(P) gehort.  

In den Räunuen L(f) bzw Fl (1 <p < oo) kann man den singularen Integral-
operator A = al ± bSr betrachten, wobei a und b die Operatoren' der ryjtijlikation
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mit den Funktionen a, b €	(1') bzw. , b € PC 2(r0 ) bezeichnen und Sr der durch 

(Srx) (1) = -1
	

dv	(1 € F) ni	•r — t 

definierte Cauchysehe singuläre Operator ist. Mit den Bezeichnungen c = a + b, 
d = a - b, Pr (I + Sr)12 tirid Qr I - "r lä6t. sich A in der Form A = cPr. 
+ dQr schreiben. Bekanntlich ist A € .f(Lv(P)) genan dann, ein Noetherscher Opera- 
tor (auch Fredholmschcr Operator genannt), wenn für alle t E .F der Kreisbogen K 
aus (0.2) nicht durch 0 verlauft. Der Operator A € .2'(LP(F)) ist invertierhar, wenn 
zusätzljch der funktionentheoretjsche Index der auf natürliche Weise orientierten 
Kurve, die durch Vereinigurig der Punkt . nienge ((d - 1 c) (1): t € F} und der die Sprunge 
der Funktion d-' verhindenden Kreishogen K entsteht, gleich 0 ist (vgl. [91). Der 
Operator 4 = al + bSr, € (F1P) ist genau dann invertierbar, wenn der Operator 
A € (L(P0)) (i/p + l/q	1) iiivert.ierhar ist (vgl. [9: Kap. XIV]). 

2. Zirkulanten 

Tin Zusammenhang mit den in der Einleit.ung heschriebenen Näherungsverfahren sowie mit 
den Projektoren, die irn Abschnitt :3 bet.rachtet werden sôIIen, treten vcrschiedene Zirkulanten 
auf. Eine Matrix (d k)+1 1 0 heii3t Zzrkulant, wenn die Elemente jedr zur Hauptdiagonalen 
parallelen Diagonalen einander gleich sind und wennferner die Eletnente der k-ten Diagonale 
uber der Hauptdiagonale (k = 1, .-.., n - 1) mit den Elementen der (n - k)-ten Diagonale 
unter der Hauptdiagonale übereinst-irnmen. Ziel diesesAbschnittes ist es, für spezielle Zirku. 
lantenfoigen eine geeignete Norrnabschatzting (Lemma 2.1) herzuleiten 

2.1 Jrn weiteren sei\der Einfachheit halber n	2r ± 1 vorausgesetzt. (Der Fall 
2r kann voIlig analog hehandelt werden.) Es soil mit l(n) der kOmplexe n-diiien-

sionale lP-Raum, mit 11 . J dessen Norm und wit = (hr, . .., r) ' dessen Elemente he-
zeichnet werden. Für einen Operator A,, € ( lP(n)), der offenhar mit einer Matrix atis 
C Xn identifiziert werden kann, soil IJ A II die jibliche Operatornorm bezeichnen. Aria-
log zu [12: Kap. VI] fuhrt man in 1P(n) die diskrete Fourier-Transformation U und 
ihre Inverse U- ' em: 

1	1 i2ilcl'	 I	/ - i2'rkl =	 exp(	
.)	

und . ( 0 )k =	 ex1)(	
) 

i• 
i/fl I—r	 Vi=__r	n 

Für € C 'soil M den Multi plikationsoperator ( óIkk) € ( 1P(n)) und C4 den Fal-
tungsoperator (4—' 1) € ( 1P(n) bezeichnen, wobei k ldiejenige Záhl aus {—r, ..., r} 
ist,, die sich von k - 1 nur urn em ganzzahliges Vielfaches von n unterscheidet. Die 
Matrix 211z ist also eine Thagonalniat.rix und C ein Zirkulant. Fur A € (lv(n)) sei 
A = UAU -1. \Vie man leieht sieht, ist A genau dnn ein Zirkulant, wenn esein 

€ C mit A = UM5 U-' gibt. Es gilt C =	genau dann, wenn 91 = 7112U,
d. Ii. = 71+1/2U_11 ist. In Analogie zu den Faltungsoperat.oren auf der reellen Aehse 
erhält man die Youngsche LJngleichung II C I	!IIi ( € 

2.2 In den folgenden Abschnitten treten Zirkulanten 	auf, deren Eigenwerte 
Funktionsvertë einer Funktion n € P'(F0) sind: 

O n	(o(exp (i2ik/n)) ôj.k).k--r, - Un = UoU1
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Leinnia 2.1: Es sei 1 <p < oo. Dann gibi es eine Konstante C > 0 derarl, dap /fir 

alle Funktjonen , E PC(r) mit beschrãnkter Variation Var die Abschdtzung jL5n 
:5 C{sup I(t)! + Var Lo l er/üllt ist.  

Beweis: a) Zuerst, sei die charaLteristische Funktion des Kreisbogens zwischen 
zwei beliebigen fest.n Punkten auf .T'0. Offensichtlich kann vorausgeset.zt werden, 
daB —1 kein innerer Punkt des Tragers supp ist. Wénn P. E 1(LP(F0)) durbh 
P (E f(k) tic) = Ef(k) t' definiert wird, dann giht es zwei von n abhangige 
u, v € Z derart, daB der Operator Pn t_ UQrot9VPrt_ t Jimpn Y(im P) in der Basis 
{t}_ die Matrix e. hat. Der gleiche Operator besitzt . bezuglich der Basis 

k}--,	Vk(t)	 exp (—i2ir/cj/i) t,	S	 (2.1)

ni=-r 

die Matrix	. Aus ipk(exp (i2-zj/n)) = bk .) (k, j = —r,*..., r) und 123: Kap. X/(7.6), 
( 7.7 )1 folgt die Existenz elner Konstanten D > 0, so daB	-	-	 - 

	

D?l'	HIP kvlk	:!E^: Dn	IIJI	( € 1P(n))	 (2.2) 
k= -i	LP(f,) 

gilt. Folglich 1st di ,, i t 1)2 mititiplizierteOperatornorm cmos Operators ais (ini P) 
groBer oder gleich der (1(n))-Norrn seiner Matrix hezuglich der Basis {k}. Weil aher 

	

• 'die Operatoren	 far alle u, v € Z Lind n E N gleichmal3ig he 
• sehränkt sind, giht es eine von der charakteristischen Funkt.ion o unabhangige Koti-

stante C > 0 11" t IIo,,I < C. 
b) Es sei jetzt eine stiickweise konst .ante Funkt .ion, d. Ii., für alle t aus dciii Kreis 

hogen zwischen exp (i2-rsic) iind exp (2'5ic+i) (0 = s0 <, s,	< sv = 1) sei (t) 
= flk € C. Wenn Z" (k = 1, ..., N) die charakterist .ische Funktion des Bogens zwischen 
1 und cxli (2'k) bezeichnet, dann gilt 

E (/3k-I /3k) y" + 

	

k=i	 - 
/

(N—I 
•	lk?np	I !' /3	/3k-i I + I/3.v	sup 1(7 k) All 

1,1=1	 SJk=I ...... 

Aus a) folgt IkII	C{sup I(t)l + Var }. 
c) Schlief3lich sei 0 € PC(F0 ) eine beliehige Fiinktion mit beschränkter Variation. 

Dann existiert eine Folge {} stückweise konstanter Funktionen, die fürk - oo in 
der Supremiimnorm gegen konvergiert und für die Var o" < Var gilt Far jedes 
feste n and k —3W oo korivergieren die Operatoren (ok)A gegen ,. Mithin ergiht. sich, 

IIenhIp ;5 urn up I1( k ) A ll < C{sup o(t)l + Var o} I 
k-+o 

• 3. Spline-lliutiie und Projektoren 

In dièsein Abschnitt werden Interpolations- iiiid Orthopt-ojcktorcn auf die Spline-Raume S',,d 
untcrsucht. Fur these Projektoen lassen sich tinter Vcrvcndung der irn Ahsplinitt 2.2 be-
tracht,eten Zirkulanten gewisse explizite Darstclliingsformeln angeben. Mit diesen wird dann 
die starke Konvergenz der Projektoren_ gczeigt und im niichsten Abschnitt die Diagonal-

- Zirku lanten-Strukturder Matrizen beirn Kollokatious- und Calerkin-\'ei-fahren nachgewiesen. 

N
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3.1 liii Rauni S,,d IãBt sich eine Basis {9(0} wie folgt angeben (vgl. [3: Section 4.2]): 
Erkiart man die FaIt .ung / * g zweierauf R dfiniert'er Funkt.ionen./ und gals Integral 

(/* g) (t)	/(t — .s) g(s) ds	(t E R),5 

ist ff0 die aüf R erk1rt.e charakteristischeFunktion des intervalls [-1/2, 1/2] und 
[Jd die (d + 1)-fache.Faltung von J70, so sd	 . 

J7d(5j - Ic) (Ic E { — r, ..., r}, s € [— 1/2 + k/n, 1/2'+ k/n]). 

Lemma 3.1 [5]: Es sei 1 <p < oo. Damn gibt es eine Konslante C > 0 derart, dap 
für alle a E N und alle € 1P (n) gilt	 S	 . 

0'n 1IP II	 $Ppi 	Cn'P I!IJ. 11LP(r) 
3.2 Fur 7wei Funktionen f, g E L2 (f') soil das Skalarprodultdurch 

1/2  

•	 (/, g)	f /(y(s)) g(y(s)) ds. 
-1/2	

5	

5	 S	 - 

definiert sein. Den Orthoprojekt.or L,, des Rauines L2(P) auif Sd karin man auch jun 
,Rauru L(f') (1 <p < oo) definieren: Für / E L(I') soil L/E S, diejenigeFunktion 
scm, die für alie	) E8 d die Gleichung (L,f, (f2)) = (/, ( ?0) erfiilit. Urn eine expli. 

7	 5'. 

zite Foruiel für L zu erhalten, setzt man L8/ =	(") und 17k = (
f, ()). Dann 

folgt auis der Definition von-L. 

	

j))k__r	= fl,	(-r,	, 7)T,	 ...,	(3.1) 

Die Eienien	1( te (k'0,	)der Gramsehen Matrix lassen sich fiber die Fourier-KOeffi- 
zienten hest.immen. Es gilt	 .	S 

	

= E ( , ) ) A (1) (5(fl))A (1):	 5 

IEZ 

Untér Benutzung derfiir. 	alle , k € Z Lund q() € 38d in El] hewiesenen Forniel 

((fl))A (p + kn) _(_l)k(d±I1 ()A (p) p'/(p ±kn)	 (3.2) 

und (ler fur u E {-r, ..., r} güit.igen Beziehung	 S 

5	
5-	

5 

o y) (s) = (q0(fl) o y (s — u/i),	 S	 • 

S	 .	

5	 5	

(3.3) 

S	

( (n))A (k) = exp	((n))^ (k)	 - -	S 

erhalt man	 S 

S	 •	•	1	-'	 S 

	

q 5()) = —i- 	exp (i2'ts(j — k)/n) (exp (i2s/n))	 (3.4) 
. 80
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mitl	 - 
x(exp (127ts)) ,: = (Ila)A (8 ) 11 82(d+ 1)	'(s + k)2(2+'), 
-	. -	 !CEZ	

(s E (0, 1)). 
(Th	(s)	 f exp (—i2zys) JJd(y) d?/	 '. 

P. 

Die Gramsche Matrix	,())) ist also ein Zirkulant und hat-die Gestalt n'c1T 
Wenn [., -] das übliche Skalarprodukt des Raumes 12 (n) bezeichnet, dann folgt aus 
Lemma 3.1

] :S C?n 
(krk	

=	I	(	12(n)). 

Soniit geniigen die Eigenwerte von &,,, d. h. die Funktionswerte x(exp (i22ik/n)) 
(k = 0, ..., n - 1), der Abschatzung C I(exp (i2 k1n))I. Die Funktion a be-
sit.zt also auf P0 keine Nullstellen, und aus (3. 1) eThält man áls gesuehte Darstellung 
für den Projektor L 

= fl(1)A .	 (3.5) 
Lemma 3.2 (vgl. [4]): Die Folge {L} ist in L(P) (1 <p < oo) g1eichmaig be-

schrãikt und konvergiert stark gegen den identischen Operator. 

Beweis: Aus der Hölderschen UngleichungundLeninia 3.1 folgt für eine geig-
nete Konstante C> 0 

(I a y) jk—(d+1)12 +(d+1;12	 ° y)g	—1/q RI o y ) .......)IIL, 

	

n	n	I LP 

^ Cn111  
Hierausergibt sich zusammen mit (3.5), Lemma 2.1 und Lemma 3.1 

r 

Lfl/IJLP(r) =492k	Cn1P	1, 

	

k=—r	L(F) 

^ CnhhI1Va 1 ± sup I 1 (t)I} iii	c I. III ILPr. 

Die Fole {L} ist also in alien Räunien LP(P) (I <p < ) gleichmalig beschränkt. 
In L2(P) folgt die starke Konvergenz aus [7: Theorem 1]. Unter Benutzung der Höl-
derschen Ungleichung ergibt sich aus ihr die L P-Knvergenz U 

3.3 Der Interpolationsprojektor K mit deni .Bildraum S wird für Rieinann-inte- 
grierbare Funktionen / durch (K,,/) (y((k ± e)/n)) = /(y((k + e)/n)) (k = —r, ..., r). 
erklärt. Für alle E E (-1/2, 1/2) ist in [19] die Existenz dieses Projektors gezeit. 

Urn wieder elne explizite Forniel herzuleiten, setzt man K/ = '	und 
= I(y((k+ E)/n)). Dann-folgt	 . 

(?(y(U .+	))).k=—r = ?1 '.	 (3.6) 

Die Elemente dei hier links stehenden Matrix können nun fiber die Fourier-Rejhe - 
berechnet werden. Es ergibt sich	 . 

q'k("(y((j + e)/n)) = .^: (9'k")^ (1) exp (i2(j + e) 1/n)	.	- 
IEZ



/ 
546	S. PROSSDORF und A. RATHSFELD 

Unter Ausnutzung von (3.2) und (3.3) erhäl man 

1	—' 
q k" ) (y ( O + ) /n)) = •-	exp (i2rs(j - k)/n) (exp (i2rs/n)) 

mit, für s E (0,I),

+ 
(exp (i2rrs)) = (Ird)A (s) s'' exp (i2'ies)	

exp (i k(2	d + 1))
(s + k)d 

Folglich gilt ( pk( y ((j ± E)Ifl ))  = Dureh Berechnung von (JId)A (vgl. [14: 
Beweis zu Lemma 2.1]) sieht man, daB 0 auf I'0 keine Nullstellen hesit.zt (vgl. [19]). 
Aus (3.6) ergibt sich nun 

S	

= ( )	 .	

5	

(3.7) 

L e ni ma 3.3: •Für alte Riemann-integrierbaren Funklionen 'I au/ I' gilt K/ — / 
(n — oc) in der Norm von. LP(]') (1 <p < oc). 

Beweis: Analog zu [15: Lemma 2.1] zeigt man / — D 1 !'	— 0, wobei D. 
die von e, j und n unahhangige Summe E k((( j + ) /n)) bezeichnet. Es znuB also 
nurnoch

Knl-	 . 0,	d. h.	—l/P 1(0_1)A -. D-1 iII —> 0 

bewiesen werden. Nach Lemma 2.1genUgt es, 

'IP 11,7 —	— 0,	d. h. 
k=_ç	

— D-1(fln)k)	(n) - 0 

zuzeigen. Let.zteres heweist nian analog zu [15: Lemma 2.11. .Dabei ist zu beachten, 
daB in jeder Zeile von 0 nur d von 0 versehiedene Elemente stehen I 

4. Die Nãherungsoperatoren für Spline-Methoden 

This Ziel dieses Abschnittes ist es, die Matrizen der Niiherungsoperat.oren für singulare Tntegral-
operatoren zu bestinirnen, die bei Koilokations und Galerkin-Verfahren mit Spiine-Ansatz-
funktioncn aiiftreten. Aul3erdein soil hier die starke Konvergenz dieser Niherungsoperatoren 
gegen den singuiaren Integraloperator in LP(F) (1 < p < oo) bewiesen werden. Wenn K,, und 
L,, cue in Abschnitt 3 definierte,, Projektoien hezeichnen, dann iiLf3t sich das Nä tier ungssystem 
des Koliokations- bzw. des Caicrkin-Verfahrens als Operatorgieichung der Form K,,Az,, = K,,y 
bzw. L,,.4x,, = L,,y schreihen. Es mussen also die Nahertingsoperatoren K,,A Isa E (S,,d) ittid 
L,,A Isd € (S,,') itntersucht werden. 

4.1 Zuerst sollen die Näheriingsoperatoren für den iMultiplikationsoperator unter-
siicht werden. Es sei a €.PC(f'). Dariri folgt aus (3.7), daB K,,aIsa in der Basis 
{k°°} die Matrix	 S 

(01),,Aa,,ô,, tiiit a = (Ok,1 a(y((k + e)/n))),	 (4.1) 

besitzt. (Fur lateinisëhe Buchstaben, z. B. a,.soll die Matrix an wie in (4.1) erkiärt 
scm. For griechische BucIisthen, z. B.	soIl On wie in Abschnitt 2.2 definiert wer-
den.)	 S	 -
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'Lemma 4.1: Es sei a € PC(P). Die Operatoren Ka S d sizd in LP(f) (1 <p < oo) 
gleichmaflig beschrãnkt, und {KaL} konvergiert stark geen a. 

Bew'eis: At's (4.1), 11aj1p :5: sup (Ia(r)I : r € I'), Lemma 2.1 und Lemma 3.1 folgt 
die gleiehniäBige .Beschränktheit. Es genügt also, die Konvergenz KaL/ — a/ 
fur stetige'Funktionen / zit heweisen. 

Für k, 1 € Z soil k	1 € {—r, ..., r} wieder diejenige Zahi sein, die sich von k — 1
nUr urn ein ganzzahliges Vielfaches von n unterscheidet. Es sei p E . F1'. Dánn hangt 
das Element der k-ten Zeile und 1-ten Spalte des Zirkulanten ,, nur von k	l äb
und soil im weiteren mit L5 nk--1 hezeichnet werden. Falls 6 eine l'otenzfunktion 

tL (u € Z) ist, dann gilt .k = 1, wenn u + kein Vielfaches von n ist, und 
= 0, wenn u+ k nicht durch n teilhar ist. Es ergibt sich 

=	' (nq — Ic),	falls	(t) =	' p(s) t8 E. F1 1 .	 (4.2) 
QEZ	 sEZ 

-Atis dieser Forinel und der IroungsC hen Ungleichung erhält man 	Zu-



salumen mit dieser Abschatzung folgt atis deni Beweis zu Lemma 3.2, daB die Folge; 
{L} auch in dern mit der Supremumnorrn versehenen Raum C(P) gleichniaBig be-
schränkt ist. Für d	1 ergibt sich aus [7: Theorem 11 die starke Konvergenz von
{L} gegen den identischen Operator des Raurnes C(1"). Hierthis schlief3t nian zu-
sarurnen mit der Beschränktheit des Miiltiplikationsoperat.ors a € J(PC(f)) und der 
starken Konvergenz von (K} gegen den Einbettungsoperator von FJ(f) in LP(J") 
(vgl. Lemma 3.3), daB {KaL,j stark gegen den Operator a: c(r) LP(f') konver-
giert. Fur d = 0 folgt die Behauptung des Lemmas aus deni Beweis von [15: Lemma 
4.1 (b)] I	 - 

Etwas koiimplizierter gestaltet sich der Fall des Galerkin-Verfahrens. Wenn w(a, 6) 
den Stet.igkeitsmodul.einer Funktion a € c(r) bezeichnet, so gilt 

(ak(',	(n)) = a(y(j/n))	)) ± O(n'a(a, n')). 

Da niir 4d + 1 Diagonalen der Matrix '((a ("), (ü ))J k__r von 0 verschiedene Ele-
mente enthalten, ergibt sich 

I I(aü, — a?iII = O(nw(a, ?11)). 
/ 

Danmit erhält man atis (3.5) für die Matrix LaJs,d bezuiglich der Basis {k'} die Be-
ziehungen 

LflaIsd = ?i(--1)A ((a(p,('), q'1))k,	IL flaIsd — (ct'),4 'a.eiJ1, —3. 0.
(4.3) 

Es sei nun d = 0 und a € PC(['0 ). Die Unstetigkeitsstcllen von a sollen in der Menge 
{exp (i(2k + 1)/no): Ic = 0, ..., no — i} für ein gewisses no € Nenthalten und 
ein ungerades Vielfaches von 77 0 scm. Dann p fallen die Sprungstelleri von a linter die 
LJnstet. igkeit.sstellen der Ftmnktionen atis	In dieseni Falle laBt sich (4.3) genauso
vie für stetige Funktionen a beweisen. 

4.2 'Der Näherurigsoperator der Kollokation für den Cauchyschen singulären Opera-
torbesitzt bezuiglich der Basis ((k)) die Matrix (vgl. (3.7)) 

= (0_1)A (S'j.0q(")) (?'o((j -+. E)/n))); k -r	 (4.4)
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])ie Matrixeleiiiente (Sp0q(3)) ( yo((j + e)/n)) lassen sich fiber die Fourier-Reihe vie 
folgt bestimmen:	 - 

(St,q'") (Yo(_± ),) = ^' (()t' (s) sign ( + 1-) exp i2nsO + e)• 

Unter Verwendung derBezieliungen (32) und (3.3) ergibt sich analog zur Berech-
ntng von k'(Y((1 + )/n))' 

	

I Ii	 e\\	1	'	i2n 

	

± 	k)	1	1.	s (2J,p())	 exp	 exp i2ir —

mit, für x € (0, 1),  
exp (iik(2e + d ± 1))	1 

.a(exp (i2x)) := (11d),\ (x) xd±l ex  (i2iex)'	(x + k)	
sign (k t 

Zusammen mit (4.4) erhält man	
0 

K nSr,Is = (Lr ')n 6. = (c1c) A	 (4.5) 

Lemma 4.2: Die Operatoren KSr,s,,asind inL(i'0) (1 <p < cc) gleichmófiig 
beschrankt, und {KS j ,L} konvergiert stark0 gegen 

Beweis: Die Beschranktheit folgt atis (4.5), Lemma 3.1 und Lemma 2.1. Die starke 
Konvergenz zeigt man wie im Beweis zu [15: Lemma 3.3] I 

	

Für d i . e Matrix LnSr0 Isa ergibt sich unter Benutzung von (3.5)	 0 

LnSrols	1(_1)A ((Sr, j.k—r	 (4.6) 

Das Skaiarprodukt (Sfk', q9 ()) wird mit Hilfp der Fourier-Koeffizinten Nvic foigt 
bestimrnt:	

0	

0 

	

91(n)) = 'E ( k (ü ) A (s) sign (s + 1/2) ((n))A (s).	
0 

SEZ
S	I	 ' 

Analog zur Berechnung vn	(?2)) erhält man	 - 

0	

(Sr,q'k, q';Y) = --	exp (i2i8(j — k)/n) (exp (i2rs/n)) 
•	 0	 0	 '	 30	 0 

mit, für x E (0,1),	
0 

fl(exj (i2iix)) := (11')'' (x)I 2 x2 '	' (x + k) 2 '	sign (k + 1/2). 
kEZ	

0 

Zusamtiien mit (4.6) ergibt sich also	- 

	

= (_i)A	= (_i)A	 0	

(4.7) 

4.3 Nun soil die Matrix des Naherim'gsoprators für den singularen Operator 
A = al + bSr0 bestimmt werden. Aus der für den Interpolationsprojektor bekann-
ten Beziehung Kb(L— K).= 0, aus (4.1) und (4.5) folgt	-	 0 

+ KnbISaKUS'rOISa	(.o_i)A (a + bn(1a)n) ,,. (4.8) 

Für die Orthorojektorn auf die. Spline-Raume gilt eine zu Kb(I —Kr ) = 0 ana-
loge Beziehung, wie das foigendeLomma z?igt.
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Lemma 4.3 (vgi.'[14: Beweis zu Lemma 1.1]): Es sei / E 0(1') oder d = 0 und 
/ E P0(1'), und die Sprungstellen von / môgen zu den Unstetigkeil$sleiien der Fuiiktionen 
aus S,° ge/ia ren. Dann gill 114,1( 1 -	_± 0. 

Aus dieseni Lemma ergibt sich zusammn mit (4.3.) und 4.7) 

IlLAIs - (1)A (a + b,(a:1fl)A)	pp _ 0.	 (4.9) 
SchlieBlich sei noch hemerkt, dab beini Kollokationsverfahren für den Operator 
der Gestalt A = al + Sr,b mit stetigeri Koeffizienten eine zu (4.8) analoge Formel 
gilt. Dies folgt aus 

Lemma 4.4 (vgl. [15: Beweis zu Lemma 4.2]): Es sei d = 01 und / soil einer Lip-
schulz-Bedingung genügen. Dann gibt es eine Kouslante 0 > 0 derarl, dap /ür aile' n gilt 
IlKnSr,( I - K) 1II ;5 0(Iog n)/n.	 I 

5. Stahilität spezieller Matrixolgen mit Zirku.lantenstruktur 

5.1 Urn die Stabilität des Koliokationsverfahrens nachzuweisen, genUgt es nach 
Forniel (4.8) und Lemma 2.1, die Stabilitat der Folge Ia. + b( lc)^} zuzeigen.Zu 
diesem Zweek wird im vorliegenden Absehnitt ein Stabilitätskriterium für Matrix-
folgen {B} der Gestalt B. = a,,,, + bj,, E Y(1P(n)) mit a, b, a, E P0(1'0) bewiesen. 
Für dieses Kriteriuni wer1en Qperatoren B, und B' benotigt, die von r E P ' und 
a, b, a, fi abhangen und vie folgt definiert sind: 

•

	

	B, = a(a(r + 0) Pr. + . a(r - 0)Qr,) + b(9(r + 0) Pr. + (r - O)Qr,), 
B' = (a(r + 0) P, + a(T - 0) Qr.) & ± (b(t + 0) Pp, + b(r - 0) Qr.) . 

Hierbei wird f 6 a € P0(1'0 ) die Funktion € P0(P) durch (t) = a(1 1 ) erklärt. 

Lemma 5.1: Für beliebige Funklionen a, b  P0(PO) und a, fl € P02(P0) ist die 
Foige { B,,} genau dann slabil, wenn fib- atle r € ro die Operatoren B, € .'(LP (P0 )) und 
B' € 1(F(P) invertierbar sind. 

Der Beweis dieses Lemnis wird in den Abschnitten 5.2 bis 56 gefiihrt werden. 

5.2 Zuerst soil gezeigt werden, daB für stabile Folgen {B,,} die Operatoren B, aus 
Y(LP(P0)) invertierbar sind. Es sei L. der Orthoprojektor aus Abschiiitt 3 nut d = 0. 
Aufgrund des Lemmas 3.1 kann man die Matrix B. mit dém Operator aus (im 4,) identifizieren, der bezüglich der Basis { pk"}—, die Matrixdarstellung B. besitzt. 
Wenn {B,,} stahil ist, dann existieren ein no € iN und ein ô > 0 derart, dab die On-
gleichungen 

.IIBflLflIIILP CF.)	lI1n/llLP(f)	(I €L'(P), fl	n)	 (5.1) 

erfüilt sind. Aul3erdeni ist dann die Folge der adjungierten Matrizen B,,* € 
i/p + 11q = 1, stahil, und es gilt analog 

IIBfl L,,glI Low,,	 (g € L(P0 ) , n 2^ no)..	.	(5.2) 
In Lemma .5.2 vird abergezeigt verden, dab (B,, 

I 
L.1 stark gegen B, € .i(LP(r0)) 

und {B,,*L,,} stark gegen B 1 * E %(LQ(P0)) konvergiert Durch Grenzuhergang in (5.1) 
und (5.2) erhält man dann IBIIIILP(r,) II/iLv(r., mind JB1*9g(,) IgjL(r,) d. h., 
B1 ist invertierbar. Die Invertierbarkeit von B, für ein beliebiges € To ergibt sich 

36 Arutly8i8 lid. 6, Heft 6(1087)



550	S. PROSSDORF und A. RATHSFELD	 . 

nun folgendermaBen. Man wdhiteinç Folge von Matrizen W,' .(tP(n)) mitt 11 w"111P 

= ( W'y'I 
=

I (siehe unten) und zeigt, daB { W'B( W,')' L} stark gegen B0 und 
{( W 0B(W 0y 1 )* L} stark gegen B, * konvergiert (iehë Leniina 5.2). Wenn nun (B0) 
stahil istç so ist auch (W0'B0(W)-1} stabil,.undanalogzurinvertierbarkeit von B1 
schlieSt man auf die Invertierbarkeit von B,.	- 

Für r = exp (i2rs) EI' und n € N sei k(n, ) = nun {k' € Z: k'	ns} und WO'
= (exp (—i2ik(n r) u/n) UV)V__?. Insbesondere ist W,, die identische Matrix. Wie 
man leicht zeigen kann, gilt II Wn'Ip- .II( Wh') -1 11p = 1, und für alle a, a € PC(F0) ist 

W01a0 = a00', W0'R(W0'Y1 = (fl)0A W	 , y"(t) := a ( exp j2n,	
(5.3). 

Lèmma5.2: Die Folge { WU rBO ( W0')' L0} konverjiert stark gegen B, € 

Beweis: Aufgrund von (5.3) ist 

WO'BO (W0 y' = a0(yf)0A -F- b 0 ()0A,	?'(t) := ( 
exp i2k(n, 

Es geniigt also, a 0L0 —* a und (ytl)0ts L0 - (a(r +0) Pr', + a(r - 0)'Q,-,) zu zeigen. 
Die Konvergenz a0L0.— a folgt aiis Lemma 4.1 und Formel (4.1), bei der mi Falle 
d = 0 die Fuñkt.ion Lo identisch gleich I ist. Die starke Konvergenz von ((y"),, " L0) 
zeigt man analog zuniBeweis von Lemma 4.2 I	. 

Unter Beriicksichtigung von (W0OB0(W00y1)*	 + (A") 0" (b) 0 folgt'aus
dciii BeweisvunLeurutna 5.2 die starke Konvergenz ( W0 0B0 ( Wn 0 ) 1 )* L0 ±B,*. 

5.3 Analog zum Abschnitt5.2 lBt sich auch die Invertietbarkeit der Operatoren 
B ( € 1') beweisen. Die Rolle des Projektors L0 aus Abschnitt 5.2 Ubernimmt 
jetzt der irn Tell a) des Beweises von Lemma 2.1 eingefuhrte Projektor F0 , der aber 
im Raum FIP betrachtet werden soil. Dann kann man eine Matrix aus Y(iP(n)) mit 
deni Operator aus .(im F0 ) identifizieren, der bezuglieh der Basis {ti} these Matrix-
darstellung besitzt. An Stellé von W,,' benotigt man Matrizen V,,', die wie folgt def i-
niert. werden: Für r = exp (i2is) € P0 und n € N sei rn(n, x) = min {n' e Z: m' 

n-s — e} (vgl. (4.1)) und V,,' := U '(exp (—i2im(n, r) 4/71)6u.v)i.v__r U (vgl. 
Abschnitt 2.1). Wie man leicht zeigen kann, gilt JjY n I jj, = II(V')-1IIp = 1 (vg). Young-
sche Ungleiehung), und für alle a, a € PC(P0) ist 

V0'a0(V,,')_1 = (c"),,, . c(t) := a (t	
i2m(n, T)) . (5.4) 

Lemma 5.3: Die .Folge 1 'VntO 'B 'V ") 1 P).konvergiert stark gegen B' € Y(F1P) 

• Beweis: Aufgrund von (5.4) ist	 0 

V0'B0(V,,')1 = (c	,, ±(d") 0	,	. d"(t) = b (t exp2	T)) 
n. 

Es genugt also, (c") 0 P0 — (c( + 0) P, + c(r— 0) Qr.) urud ,,P0 —' zu zeigen. 
Die Konvergenz von {(c") 0 F0) ist aufgrund der Diagonalgestalt der Operatoren be- 
zuglich der Basis It%, 'z offensichtlich. Für die Konvergenz.von {& 0P0 } fiihrt man den 
Interpolationsprojektor Mn em, der für alle Rieman n-integrierbaen Funktiqnen 
durch

(M 01) (exp (i271k/n)) = /(exp (i2zk/n),	k = — r, ..., r,	 ( 5.5)
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sowie M,,/ E in' F,, erklãrt wird (vgl. [23]). Dann hat der Naherungsoperator Mn5impn, 
der bei der 'trigonometrischen Kollokation für den Multiplikationsoperator	ent-
steht, bezuglieh. der Basis die Matrixdarstellung ti,,. Aus [11 :\Hilfssatz 2.41 
folgt die F12 Konergenz ,,P,, -. & [Inter Ausnutzung der gleichniaBigen Beschränkt-
heit von {,,P,,} und der Hölderschen TJngleichung ergibt sich die Konvergenz in 
F1P (1<p<oo)I	- 

Die Matrix (V,,'B,,( V,,)_1)* hat die Gestalt ()/' (c"),, + (Th* (d"),,. Nach Lemma5.3 
gilt also auch (V,,B,,(V,,y1)* F,, --> (B)* E . (Fl) (i/p + l/q = 1). Hieriit und 
unter Benutzung von Lemma 5.3 zeigt man analog zurn-Abschnitt 5.2 die Inertier-
barkeit von B' E 1(FZP). 

5.4 Die Hinlanglichkeit der in Lemma 5.1 formulierten Stabilitatsbedircgungen 
ergibt sich aus einem lokalen Prinzip für . Näherungsverfahren- (siehe nachfolgendes 
Lemma 5.4). Der vollstandige Beweis dieses Prinzips ist in [17] angegeben. Er beruht 
auf den Beweisgedanken zu den lokalen Prinzipien aus [9, 11]. 

Der Operator L. (d = 0)' soIl wieim Abschnitt 3.2 definiert sein. Ahnlich vie in 
Abschnitt 5.2 werden mi witeren die Räunie .Y'(iP(n)) und 2'(irnL,,) identifiziert. Dii 
nach' Lemma 5.2 die Folge {B,,L,,} stark gegen B1 konvergiert, kann man für den 
Operator B1 E Y(LP(I'(,)) das Näherungsverfahfen mit den Operatoren B. betrachten. 
Elm die- Stabiiitài dieses Verfahrens zu beweisen, treffen wir die folgenden Verein.. 
harungen : Die Menge aller Folgen {m,,} flE N, wobei m eine auf P0 beliebig oft differen	- - 
zierbare nichtnegative Funktion ist, sei mit 9JI bezeichnet. Ferner sei {r =1,  
t} (R E N) eine fixierte Teilmenge von- F0 , die alle Sprungstellen der Funktionen 
und fi enthält, und W,, = W,,* für i = 0, 1, ..., R. Schliel3lich sei	die Menge . aller	- - - 
Linearkombinationen von Matrixfolgen der Fdrm {b,,(W,,i)1 L,,TW,,D,, + C,,}, wo- - 
bei b € FC(f'0) ist, 7' E%(LP(P0 )) ein konipakter Operator und C,,, P,, E .0(lP(n)) 
Operatoren mit sup {IjD ,,lI : n € N} <	bzw. IIC,,Ilp -± 0 sind.. Mit diesen Bezeichnun- - 
gen sollen drei Voraussetzungen erfullt-sein:	 -	 - 

a) Es sollen invertierbare' Operftoren Bt €1(LP(P0)) derart existieren, daB {W,,IB,,(Wt)_1 L,,} stark gegen'Bi konvergiert.	 .	...	 - b) , FUr alle {rn,,}'E 9J gelte {m,,B,,	B,,rn,,} E PI  
c) Fur ein gewisses N € N sollen Matrizenfoigen {rn	-,,} € 3J und {R} (j	1, ..., N) - 

derart existieren, daB sup {{R,, i : n € N} < co und m,B,R,, i = m"i ist. 1ie Summe 
= rn,,' +	+ m.N soil für genügend grol3es n invertierbar und dieFolgederinver-

sen Matrizen {f,,_1} gleichniaBig beschränkt sein.	 -	- 
Lemma 5.4 (siehe [171): Wenn die Vorau&setzungen a)—c) er/ült sind, dannist die 

Folge {B,,} stabil.  

Für den Beweis der Hinlanglichkeit der Stabilitätsbedingungen aus Lemma 5.1 
genügt es also, die Gultigkeit, der Bedingungen a)—c) zu zeigen.	- 

5.5 Falls die Stabilit .atsbedingiingen aus Lemma 5.1erfülltsind, folgt die Bedin-
gung a) atis Lemnia 5.2. Di&Bedingung b) folgt aus ma,, = a,,m,,, rn,,b,, = b,,m,, und 

m de	folgenden -	-	-	-	 -	-	 - 

- Leinha 5.5: (I) Au.s'{n,,} € W und a E C(P0 ) n PC2(P0 ) /olgt Irn,,é,, —	-^ 0.
- (ii) Aus {ni,} € TZ und a € pc2(p) /olgt {m,,,, — ,,m,,} €  
Beweis: (i) Aus (4:2) und (k)I	Ck- 2 folgt für eine geeignete (andere) Kon-

stante C> 0 und für alle k € {—r, ..., r} die Abschatzung nki	Ck- 2 ± Cn2. 
Zusanitnen mit m(yo((k + e)/n)) — m(y0(( + e)/n))	C(k	l)/n ergibt sich für
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das Element der k-ten Zeile und 1-ten Spalte von (ni, —	die Abschatzung 

I(m (yo((k ± e ) /n)) — rn(yo((i + E)/fl)))5 . . k-' 1 ^. C(k	1)-i -i 

+ C(k -- 1) n. 

tinter Benutzung der Youngschen Ungleichung schlie!3t man 

IIm	— nninIIp ^ C II(k	1)-' n' + (k	1) n))_rII 
^ Cn log n — 0. 

(ii) Es sei x	ola (vgl. (4.5)), uncl für I €sI'o und alle s E P0 ,sei x t (s) := (Is). 

Dann ist '	a—	1/2(	+ 0) — x(	0))	.€ P02(r0 ) n C(I'0 ), denn es 

gilt (1	0) = +1. Also genügt es,	— (,)A rn} € St zu zeigen. Wenn- 
(n € N) durch x"(s) = x(exp (—i2irk(n, r1)/n) s) erklärt wird, konvergiert 

(')flhI aiifgrund der. Definition von k(n, t) gegen 0. Weil die Fourier-Transforma- 
t-ion U E (12(71)) isotnetrich 1st, ergibt sich unterBenut-zung von (5.3) die Konver-
genz j(")' — (W) W,,II2 —). 0. Diese Nullfbige ist in 1(IP(n)) (1 < p < oo) be-
züglich n. gleichmaBig beschränkt. Aus der Interpo1ationstheore(siehe [211) folgt 
- ()V.j)	W,,jllp— 0. Esenügt also, 

{m(W) ,i,JVU' — (W) PW,,im} € PI, 

d. h. ((W')	—	IV,,'} € S 

zu zeigen. Die 'Formein (4.1) upd (4.5) ergehen m,,,, — P.m. = KmKSr,L, 
— KnSroKn?flL,. Dann muB wegen K,ni(1. — K) = 0 und Lemma 4.4 nur noch 
{( Wn) Kn (?flSr, — Sr-.m) W} E bewieseri werden. Da mSr, — S1 ,rn den Rauni 
LP([',) kompakt in C(F0) abbildet iind die Folgen (K,,) und {L,,} stark gegen die Eiri-

• bett-ung von C(r0) nach LP(FO ) konvergieren (vgl. Lemma 3.3 und J.enitua 3.2), ist 
{(K,, — L,,) (mSj-, — S ,m)}e i ne Nu llfO IgedeS R UflIeS. (LP(Po )) . Aus {(W,,)' L,,(rnS,-, 
— Sj .,m) W,,1 ) € PI folgt die Behauptung I 

5.6 Jetzt wird bewiesen, daB zu jedem r € F, Folgen (m,,'} € all und {R,,'} existieren, 
so daB ml (r) = I und m,,'B,,R,,' = m,,* gilt. 1st dies gezeigt, dann kann man Punkte 
Ti E r (i = I, ..., N) wit / = rn' + + m' > 0 wahlen, und die Bedingung c) 
ist für m,, = i,," und R,,1 = R,,* erfüllt-. 

Wieimn Ahschnitt5.3 soil wieder !(lP(n)) mit Y(in) F,,) identifiziert werden. Für. 
•	alle {n,,},'{rn,,'}, {rn,,} mit ni,,m,," = m,,, rn,,rn,,* = rn,,** und rn(-r) = 1 gilt 

rn,,B,,rn,,'( JJ)_I = rn,,(P,,B' ± D,,' ± ... + D,,6) 

•aiiit
D,,' = (V,,*) [ V,,'a,,(V,,')— (a(r + 0)P 1 , + a(t — 0) Qr.)]	- 

-	
-	X V,,'m,,'( V,,''  

D,, 2	(V	[v,,'b,,( 1')'	(b(r + 0) P, + b(r — 0) Qr,)1 

X	 ,'(  
D,,3 

= ,( V,,*) (a(t + 0) Pr. + a(t — 0) Qr.) V,,'m,,'( V,,')	 - 

X [a,,
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D 4 = ( V' (b(r +.0) P , + b(r - 0) Qi.) V'm'( Vs')' 
X [j,, - PA V'm'(V')-', 

D 5 = ( Va ')-' V'm"( V8')-' (a(r + 0) Pr, + a(r - 0) Qr.) 

	

•X	 1], 

D 6 = ( V') 1 V'm"(V')-' (b(x + 0) Pr, +b(r - 0) Qr.)	s 

	

X	 - I]. 

Wènn die Operatoren B invertierbar sind, ergibt sich 

m,Bm'( V)- 1 (B')-' P = m(! + Do), D = A l ± + D 6) (B')-' P. 
Falls JI DnIJP <1/2 gilt, ist für R = m(V')-' (B')-' P,(J + D,)- 1 die gesuchte Be-ziehung m,BR = m, erfillit. Es genugt also zit zeigen, da!3 durch gecignete Wahl 
der Folgen {m,,}, {m'} iind {m"} die Opertoren D 1 , :.., D 6 genügend klein gemaèht 
werden können. Für die Operatoren D,,', D 2 folgt dies ausdem folgenden Leiiitiia, 
weiches sich analog zu [13: Lernitia 3.2] beweisen läBt. 

Ile ninia 5.6: Es sei a E	(f') und 6 > 0. Dann gibE es eine Urngebung des 
Punktes 1 auf I', so dap für alle n E C(P0) mit m(r0)	[0, 11 und supp m	U gilt 
II{Vn n ( Vnr)- l - (a(r + 0) Pr, + a(t - 0)Qr,)} rnnhJI(jmpn,< 

-Die gesuchte Abschatzung für die Operatoren Dn5 , D 6 ergibt sich aus dem näehsten 
Lenmia, das aus dem Beweis von [17: Lemma 4.2] abgeleitet werden kann. 

Lem ma 5.7: Zu jedem r € F0 , 6 > 0 und jeder Umgebung U 1 des Punkles 1 au/ 
I' gibE es eine weitere Urngebung U 2 au/ F0 mit 1 € U	U 1 , so dap für alle m, m' € 
c(r0) mit m(I'0 ), rn'(T'0 ) c [0, 11 und stipp m	U2	U 1	{t € F0 : W(t) = 1} gilt JmPB'(m' - I)II.rri < 6.	—	 • -	 - 

Die Absehitzung für D 3 und D 4 sehlief3lieh folgt aus 

Lem ma 5.8: Für a € PC2(F0) und vorgeqebenes 6 > 0 gibE es eine Umgebunq U 
des Punkles 1 au/ ro, so dap für alle m € C(P0) mit m(P0) [0, 1] und supp m U gilt fjm(	- P) mnILy tim p , < 6.	•	.	 . 

.Bcweis: a) Zuerst henotigt man eine Abshätzung für die Elemerite der Matrix 
(&n - und zvr wird die Existenz soicher Konst .anten C> 0 tind 6 > 0 gezeigt, daB gilt (vg]. Beweis zu Lemma 4.1) 

	

()A (1) -	iI 	Cn	für nIle 1 € Z mit Ill ;5 on.	•	(5.6) 
Jedes s € Z -mit —kin < s	kn ist eindeutig als Surniiie s = s* + u darsteilbar, wohei 2k 6in Teilër von s4 und —k < u :Ef Ic ist. Wenn	 ) 

kn.
exp (i2nsl/2kn) a(exp (i2rrs/2kn)) 

gcsetzt wird, dann erhält man 

	

1	kn 

	

= -7- 	exp (i22Is*12kn) a(exp (i2Ths*/2kn)). 
-
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Also gilt 4.l.k —	=	.l.k + n ,l.k "'it 

=	(i21s/2kn) [(ex1(i2sI2kn)) - (exp (i2s*/2kn))], 

	

Icn	x(exp (i2ts/2kn)) 
n.t.k =	 [exp (i221s1/2kn) — exp (i27t1s*/2kn)1. 

	

-	s=—kn±l	 2,n 

Wenn'zwischenexp (i2is/2kn) und exp (i2s*/2km) keine Sprtingstelle von N liegt, 
gilt (exp (i2ts/2kn)) — (exp (i2s*/2kn))I < Cu -1 . Somit ergibt.sich. IfkI < Cn. 
Fürerhält man 

	

jfl	it fl., 	 [exp (i2-ilu/2kn) —1]. 

Alit Hilfe der Suminenformel für die geonietrische Reihe schlieSt than 

	

sin (rl/n)	i2-i1/2km 
1k =

	

	 exp (i2-il/2kn) - 1 
il/n exp (i2il/2kn) —1 

und 
•	 sin (iil/n)	 I	00	1 

urn	=	*	— 1 = (1/n) i E	 (Tl/fl)' 
k—,00	 u/n	 (2u -- 1)! 

Foiglich gilt für ()t (1) — ,,. = lini	—	die Abschat.zung ()" (1) — 

Cn + C ctI in'. Zusanwien mit ()" (1)	CI-' crgibt sich (&)^ (t) — 
^ 

	

C71 -1 + C I(
&
)' (1)	n.11 1n 1 ,woraus unmittelbar (5.6) folgt. 

h) Wenn die Umgebung U in Lemma 5.8 genugend klein gewahlt wird, dann ent-
halt die Matrix (m,(&,, P) m}, ahgesehen von einer [nI x [n]-Unteirnatrix, 
nur Nullelernente. Die von 0 versehiedenen Eletitente dieser Matrix sinci aufgrund Von 

a) kleiner oder gleich Cn*: Aus der, Youngschen Ungleichung folgt aber, daB die 
Norm einer soichen Matrix kleiner oder gleich 2Cb ist I. 

•	6. StabilitAt spezieller Mherungsvertahren	 S	 - 

6.1 Es soil zuerst das e-Kollokationsverfahren mit Spline- Arisatzfunktionen for 
e E (-1/2, 1/2) betrachtet wérden. Dazu sei die Funktion o 1 c aus (4.5), d. h., fur 
xE(0,1)sei

E exp (ink(2 + d + 1)) (x + k)d sign (k ± 1/2) 
kEZ x(exp (2nx)) := - 

	

-	 E exp (iik(2e + d + 1)) (x + k)' 
kEZ. 

Satz 6.1: Für e E(-1/2, 1/2), a, b E PC(F) und A = al + bSr E i(LP(r)) 
(1 < p < oc) ist die e-Kollokatión genau dann slabil, wenn der Operator A € 
und für alle-r € P die Operatoren 

A' : Pr,(a(T + 0) ± b(r + 0) ) + Qr,(a(r Q) + b(r — 0) *) € Y(F1) 

invertierbar sind.
/
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Beweis: a) Zuerst sei 1' = I'd. Nach Abschnitt 5.1 ist die 6-Kollokation genau 
dann stabil, wenn die Folge (a +	stabil ist. Aus Lemma 5.1 folgt die Béhaup-
tung.	 S	 , 

b) Es sei y die .Parameterdaistel1ung einer beliebigen Kurve I'. We nn {q(fl)} die in 
Abschnitt 3.1 definierte Basis des Raumes Sd auf P und {$j'} die entsprechende 
Basis des Spline-Raurnes S; auf 1' bezeichnen, dann gilt	= 920.k 0 y 1 (k = 0, 
- 1; x:= o y'). Es sei K. der in Abschnitt 3.3 eingeführte liiterpolationspro-

jektor auf 1' und K0 ,, der entsprechende Projektor- auf I'0 . Ferner sei a0 : = a 0 X' b0 = b. o , A 0 := a0 ! + boSr. und für x E L(P0 ) der Operator T durch 

(Tx) (t) = b0(t)	f x(s) V(S) (i(s)— y(t)) -1	(s - t)	ds 

definiert. Offensichtlich besitzt der Kollokationsoperator K,A IS beziiglich 
die gleichê Matrix vie KO ,,(A O + T)J 5d bezüglich der Basis	. Aus Leninia 
3.1 folgt, dalI die r-Kollokation für den Operator A geriau dann stabil ist, wenn sic 
für A 0 + T stabil-ist. Per Operator T bildet aber LP(r0 ) kompakt in PC(1'0 ) ab.Unt.er 
Benutzung bekannter Storungssatze(vgl. [8, 16]) ergibt sich, daB die e-Kollokation 
für A 0 + T genau dann stabil ist, wenn sic für A 0 stabil ist. Damit isV der Fall einer 
beliebigen Kurve I' auf den Spezialfall P = P zurückgefuhrt I 

Bcmerkung6.1: Für 1'= r6 folgt aus Lemma 4.1 und Lemma 4.2 die Konvergenz 
K,,AL,, -4 A. Analog zum Teil b) des vorstehenden Beweises lällt sich dieseKonvergenz für 
eine beliebige Kurve I' zeigen. Wenn die e-Kollokation stabil 1st und wenn die rechte Seite y 
Riemann.integricr1ar ist, dann konvergieren die Näherungslosungen- x,, des Kollokations-
verfahrens gegen die exakte Losung der Gleiehung (vgl. Lemma 3.3und Abschnitt 1.1). 

'olgerung 6.1: Für a, b e PC(P) un% A al + bSr E J(LP(r')) ist die 0-Kolio-
kation genau damn stabit, wenn für alle I E I' entweder die Halbgerade (—co, , 0j den 
Kreisbogen K au (0.2) nicht schneidet oder (—cc, 0) den Bogen 'K in zwei inneren 
Punklen schneidet.	 S	 S	 - 

Beweis: Es sei v= --(1 ± ) und 

K = [d 1c(I + 0) ii + (1 - )]/[ t + c- I d(t - 0),(I. - s)]: it € [0, 1]}. 

Per Operator A' ist offensichtlich genau dann invertierbar, venn 

(Pr,c(t - 0)/d(t + 0) + Qi.) A'(a(t_ 0) ± b(t - 0) ,)-' 
= P.{vdc(t.+ 0)+ (1 - v)]/[v + (1 - v) c 1d(t - 0)]} + Qr.	•	( 6.1) 

mi Raum PIP invertierbar ist. Aufgrund des Invertierharkeitskriteriuns alis Ab- 
chnitt 1.2 1st dies dann und nur dann der Fall, venn der Koordinatenursprung nicht 

in das von K 1 und K eingeschlossene Gebiet G fällt. AUS der fur alle v und y 6 [0, 1) 
gültigen Aquivalenz der Beziehungen 

vd 1c(t + 0) + ( 1 - v) d'c(t - 0) = _- 1 (1 - u) 
und

v[d'c(t+ Q) ,u + (1 - u )]1[u +( 1 - ,u) c'd(t - 0)] 
± (1— v)dc(t - 0)= 0 

folgt, daB (—cc, 01 die Strecke S = {d'c() + 0) + (1 - i) d- 3 6(t - 0): y 6 [0 1 111 
genau dann sehnedet, vcnn 0 ZU dem von S und K eingeschlossenen Gebiet gehort. 

.4
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Falls (—cc, Oldie Strecke S schneidet, liegt 0 dann und nir clann in 0, wenn (— 00, 01 
den Bogen K in eiriem inneren Piinkt schneidet. . Falls (—cc, 01 die Strecke S nicht 
schneidet, liegt 0 wiederum genau dann in 0, wenn (—co, 01 den Bogen K in einem 
inneren.Punkt schneidet U

/ 
mi Falle e = 1/2 existiert kein Jnterpolationsprojekt.or mit deni Bildrauni S,. Es 

sei deshalb (S,,d)' der in der Pa ram etérdarstellung urn (2n) 1 .verschohene Spline-Raum, 
d. h. ip gehort zu (Sad)' genau dan, wenn ein q € S' d mnit	s)) = (y(s + (2m)1)) 
für alle s E R existiert. Wenn K,,' den durch K,,'/ € (S',,')' und (K,,'/) (y((k + 1/2)/n)) 
= /(y((k ± 1/2)/n)) (k = —r, ..., r) clefinierten Intetpolationsprojektor bzeichnet, 
dann ist das Naherungssystem der 1/2-Kollokation aquivalent zu K,,'Ax,, = K,*y. 
Analog wie in Abschnitt 1.1 erklärt man die Stabilitiit der Operatoren K,,'AIsa: 

Satz'6.2: Für a, b € P0(P) und A = al + bS,. € i(LP(P)) (1 <p < cc) ist die 
112-Kollokation genau dann stabil, wenn für alle I € P entweder die Iialhgerade [0, cc) 
den Kreisbogem K au.s (0.2) nicht schneidet oder (0, co)den Bogen K in zwei inneren 
l'unkten schneidet.	0 

Beweis: l)as diirch (pk)' (y(s)) = p(1)( y(s +* (2n)-1)) definierte Funktionssyst.eni 
{(k°') ' }: ist ejne  .Basis in (5,,d)'. Analog zu (4.8) zei gt. man, da!3 die Matrix von K,,'A s 
bezuglich der Baseri (çk) und k)'} die Gestalt. (o1),,A {a,,(oa i),,A ± b,,} 6 ,, besitzt, 
wobei 0 und 'a die gleiche Bedemitung wie in Abschnitt 4 (s = /2) haben und ' die 
in Abschnit.t 3.3 mit e = 0 eingefuhrt.e Funktion ist. Aus den Reweisen von Satz 
6.1 und Folgerung 6.1 folgt die Béhauptung I 

6.2 'Beini 'Galerkin-Verfahren immit .Spline-Funktionen soil der Enfachheit halber 
der Fall I' = I'0 bctraehtet werden. 

Satz 6.3: Für a, b € 0(P0) und A = a] + b5 1-, € .2'(LP(P0)) (1 <p < cc) ist das 
Galerkin- Verfahren genau damn konvergent, wénn für alle 2 € [— 1, 11 und T € ['0 die 
Bedingung a(r) + b(r) 2	0 cr1 üllt ist. 

Beweis: Well y,, = L,,y — y und L,,AL,, — A gilt., genügt es, die Stabiiität der 
Folge {LflAIsa} zu untersuchen. Aufgrund von (4.9) niuB nur die Stabilität der 
Folge {(a 1 ),,' (a,, + ge'eigtwerden, vohei x := a'j9 geset.zt wird. Die Be-
hauptung des Satzes ergiht sich nun genau wie im Beweis von Satz 6.1 U 

Analog zuw vorigen Satz und Folgerung 6.1 zeigt. man 
Satz 6.4: Die Funklionen a, b €. P0(P0 ) seien a'ufJerhalb der Menge {exp (i(2k ± 1)/ 

no): k = 0...... n 0 — 1) stetg, und es sei (1 = 0. Auf3erdem sollen nur soiche Unter-
tei1uqen in u Teilintervalle und soiche Spline-Rdume $,,0 betraclitet werden, /fir die n 
ein un.gerades Viel/aches von no ist. Dann ist das Galerkin- Ver/ahren für A = al + b8,., 
€ J(LP(P0)) (1. <p < cc) mit Ansatz/unktionen aus 5,,0 genau damn. konvergent, wenn 
/fir alte I € P0 entweder die ilalbgerade (—cc, OJ den Krei.sbogen K aus (0.2) nicht 
schneidet oder (—cc, 0) den Bogen K in zwei inneren Punkten echneidet. 

Bcmerkung 6.2: %Vie man bereits im Falle der Muitiplikationsoperatoren sehen kann, 
garantiert die Bed ingung des lotztcn Satze niclit die Konvergenz des Gaierkin-Verfahrens mit 
Splines aus S,,d (d> 0). Fir diesen Fall erseheint es natlirlich, analog zu [14] die verallgemciner. 
ten Spline-Raume 'PSd einzufiihren. Es laBt sich zeigen, daB die Bedingting aus Satz 6.4 für 
die LP Konvergenz des Galerkin-Verfabrens mit Ansatzfunktionen sowohl aus ,S',,d als auch aus 
PS'a (d > 0) notwendig ist. Im Falle p = 2 ist. die Bedingung des Satzes 6.4, d. h. 

,u(d'c) (1+ 0) -4- (1 — i) (dc).(t -- 0) 4 (— cc, 01	fiji' aHe	t € F,	p € [0, 11, 

eine notwendige und hinreichende Bedingung für die L2 - Konvergenz des Galerkin-Verfahrens 
mit Ansat.zfunktionen aims PSd (d ^- 0) (siehe [141).
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6.3 Ms letztes Verfahren soil die trigononietrische Kollokation betrachtet werden. 
Bei dieser Met.hodc ist das Kollokationssysteni aquivalent zu MAx = My (vgl. 
(55)) 

Satz 6.5: Für c, d € PC(TO ) und A = cPr. + dQr. € .E(L V (F0)) (1 <p < oo) ist 
da8 trigonornetrische Kollokation.sver/ahren genau dann stabil, wenn A und A_ 1 = cQr, 
+ dPr, im Raum LP ( P0 ) invertierbar sind. 

Beweis: Es sei a die charakteristische Funktion des Kreisbogens von 1 nach —1 
auf P0 tind	= 1 - a. Dann besitzt MnPr,I T,, = Pr,IT bezuglieh {ti} 	die 
Matrix a,, und beziiglich	die Matri} a,,. Der Operator M,AIr hat bezuglich
V'k} die Gestalt c,,&,, ± d,,a,,, und aus Lemma 5.1 folgt die Behauptung (vgl. (2.2)) 

Die Bemerkung 6:1 gilt auch für die trigononietrische Kollokation. 

Alle Resultate dieser Arbeit, die sich auf Näherungsverfahren für den Operator A = a! 
± bSr keziehen, lassen sich ohne Schwierigkeitep auf Operatoren der Form A + T über-
tngen, wobei T kompakt ist. Aul3erdcm können mit der benutzten Technik anch Systeme von 
singuhiren Integralgleichungen betrachtet werden. Aus Lemma 5.1 lassen sich auch Stabili-
tiitskriterien far die 'l'eilgebietsmethode (vgl.[6]) cider für Quadraturformelmethoden ableiten. 
Unter Ausnutzung der Approximationseigenschaft und dcrinversen Eigenschaft für Spline-
Funktionen bzw. trigonometrische Polynome erhält man die Stabilität der Verfahren in be-, 
stimmten Sobolev-Rii,inien sowie asymptotische Konvergenzabschatzungen (vgl. [2, 181). 
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