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Dissipativitit und globale Stabilitit des komplexen Loren'z-Sys,tems

- GLA LeoNov und V. REITMANN
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" Fir das komplexe Lorenz- System werden mit der \Icthode der Ljapunov-Funktionen die
Dissipativitit und die globale Asymptotik der Losungen bei bestimmten Pammetern ge7e1gt

NATUBHOCTB. W FI004bHAA YCTOYMBOCTE peuicinii npu onpenenélmux fapaMeTpax.

Usmg Liapunov functions it is shown that the complex Lorenz- System is dissipative and has a
. global dsvmptotl(, for some parameters

.
’

" 1. Einleitung ' A ' R o

Fiir die Untersuchung der Ausbreitung von Wellen mit Dispersion in instabilen Syste-
men wird in [3] ein Zugang von Stuart [4] angewandt, der auf der Stérungsrechnung
und der Methode der unterschiedlichen Skalierungen beruht. Tm Ergebnis dieser Vor-
gehensweise erhiillt man die AB-Gleichungen, d. h. ein System von Differentialglei-

(Korrekturterm): )
d*4 dA A
W-*—, 1ﬁ=“1A—ﬂ1AB, ’
B Cn S
S+ 4B = (— +a)iar, | -

wobei' d,, &, l\omplexe und d,, d3, B, reelle Parameter sind. ch in [3] gezeigt wurde,
- entsteht durch einfache Transformation aus den A B-Gleichungen das System

,m
das man als eine komplexe Verallgemeinerung der bekannten Lorénz-GleiChungen
der konvektiven Turbulenz [6, 8, 9] auffassen kann. In ihm sind @, b positive und

a=1—1e, r=nr +ir, (e, 7, 7, € R) komplexe Paramctcr w* bezelchnet die zu w
konjugiert komplexe Zahl. .

- . \
Ausgehend von der zweiten der AB-Gleichungen bestimmt die dritte C-Ieichlfng von (1) die
reelle GroBe z (z = ¢13, ¢ reelle Konstante), withrend die Gréien 2 und y im allgemeinen kom-
plex sind. Damit handelt es sich bei (1) um die komplexe Schreibweise eines Systems von fiinf

nen fur alle in Frage kommenden Parameter o, b, ¢ und r. Setzt man in (1) r, = ¢ = 0 und ver-
wendet reelle Anfangsbedingungen, so erhilt man_die reellen Lorenz-Gleichungen, fur die

v RN

IIJm KOMIIIeKCHOM cuctemul Jlopenna merogom QyHKWI JIANYHOBA JIOKA3KWBATCA JHCCH-

chungen fiir die komplexwertlge GroBe 4 (Amplitude), und die reellwertlge Grole B

1 . .
t=—0ox—y), -§=-—-xz+rx—ay, = —bz+ 5 (x*y + xy*),

gewshnlichen Differentialgleichungen im Reellen. Die globale Existenz der Lésungen von (1)
auf (0, 4 co) ergibt sich durch Verwendung der im weiteren angegebenen Ljapunov-Funktio- .
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numerisch bei bestimmten Parametern ein seltsamer Attraktor (d. h. eine anziehende Menge im
Phasenraum von (1), die nur aus instabilen Trajektorien besteht) gefunden wurde [6, 8, 9]. Auf

_das reelle Lorenz-System kommt man direkt, wenn man zur Lésung der Navier-Stokesschen
Glelchungen und der Kontinuititsgleichungen, die die Bewegung einer Fliissigkeit bei Vor-
handensein eines konstanten. Temperaturkoeffizienten in der Boussinesq-Niherung beschrei-
ben, einen Ansatz mit Galerkinschen Koordinatenfunktionen durchfithrt [8].

Wesentliche Flgenschaften desSystems (1) lassen sich durch dasStabilitatsverhalten
der Gleichgewichtszustinde charakterisieren. Fiir Im (r — a) == 0 sowie Im (r — a)
=20 und Re(r —a) <0 existiert nur. (0,0,0) als Gleichgewichtszustand.  Fiir-
Im (r — a) = 0 und Re (r — @) > 0 Kommt auBerdem ein Kontinuum von Gleich-
gewichtszustinden (H, H, |H|?/b) mit komp]exem H und |H|? = b(r; — 1) hinzu. Im
recllen System- (1) existiert dagegen’ Bei 0 < 7 < 1 nur der Glelchgewmhtszustand
(0,0, 0), wihrend -bei »> 1 noch dic beiden G]elchgewmhtszustande (:};V (r—1),
+Yb(r — 1), 7 — 1) vorhanden sind. In der- vorliegenden Arbeit werden zur Unter-
suchung der Stabilitdt dieser Gleichgewichtszustinde sowie der Dissipativitit des
Systems (1) Ljapunov-Funktionen eingesetzt. Es wird nachgewiesen, daB, bei be-
licbigen zuldssigen Parametern eine kompakte Menge im Phasenraum existiert,
die alle Trajektorien des Systems gelangen und-dort verbleiben. Gle;chgewnchbslagen
Gremzyklm Separatrixschlingen bzw. seltsamer Attraktor liegen, soweit vorhanden,
in dleser Menge. Dariiber hinaus werden Bedingungen formuliert, bei denen von den .
genannten Objekten nur Gleichgewichtslagen existicren kénnen. J)amlt konnen Er-
gebnisse, die fiir das reelle Lorenz-System mit Ljapunov-Funktionen gewonnen wur--
den {1, 7, 8], teilweise verschirft und auf das komplexe System iibertragen werden,

_ Die in der Arbéit vorkommenden Stabilititsbegriffe sind in der Literatur iiblich. Der Voll- -
-stindigkeit halber fiihren wir die entsprecheniden Definitionen hier an. Wir betrachten dazu
das autonome Differentialgleichungssystem

cE=fl@) . S @

" mit einer Funktion f: R? — R” fir die die, Losung z(- ,a:o) mit x(0; z) = z, fur beliebige
‘zg€ RPund t > 0 existicren soll. Wie bereits festgestellt wurde, lalit sich bei fixierten Para-
metern g, b, « und r das System (1) als System (2) i im R5 auffassen. Im weiteren-bezeichnet ||-||

- die-Euklidische Norm im R®". . .

Definition 1 [10] Das Systcm (2) henBt dissipativ (nach Levinson), wenn es eine Konstante
K > 0 gibt, sodaB fur jede seiner Losungen z(-; zo) ein Zeitpunkt T(:co) 2 0 mit |jz(¢; xo)|| =K
fur allet = ’1’(x0) e\nstnert

Defmlt,xon 2[2]): Das Systcm M aller, Glelchgewmhtszustandc von (2),d. h. solcher’c € Rn. .
fir die f(c) = 0 ist, heiBt stationdre Menge Das System (2) nennen wir global asymptotisch stabil,
wenn fiir jede seiner Losungen z(- ; z,) ein ¢ € M mit [[2(2; z,) — ¢l = O fiar t — oo existiert.:

- . \ s .
Definition 3 [12]: Wir sagen, ‘daB die stationire Menge M des Systems (2) ein Jlobaler
Attraktor ist, wenn fir jede seiner Lésungen 2(- ; z,) die Beziehung o(z(¢; z,), M) -0 furt — 00
gilt,. wobei o(y, M) den Abstand des Punktes y € R® zur Menge M bezeichnet. ' ~
In [2] wird das System (2), dessen stationire Menge ein globaler Attrakto_r ist, ein System
mat globaler Asymptolik genannt. T '

2, Dissipativitiit und globhale aéymptotische' Stabilitit

'

Es ist gut bekannt (siehe z. B. [t, 11]), daB das reelle Lorem System (1) bei beliebigen ¢ > 0,
#> 0 und b > 0 dissipativ ist. Im folgenden wird die Dissipativitit auch. fir das komplexe -
System (1) gezeigt und der Nachweis der globalen asymptotischen Stabilitit fiir |r + 1] < 2
erbracht. Es soll hier vermerkt werden, daB fir das System (1), das die Laser-Dynamik be-

!
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schreibt, 'die globale asymptotische Stabilitit dem Arbeitsregime des physikalischen Systems
entspricht [11]. Aussagen, die diese Stabilititsart charakterisieren, sind deshalb von prakti-
schem Interesse. Die beim Nachweis der entsprechenden Aussagen verwendeten Ljapunov-
Funktionen sind Verallgemeinerungen der in [1, 7, 8] benutzten quadratischgn Formen.

Satz 1: Es sei %o = min (1, b, a), und es mogen Zahlen 7 € (O 2. ) y > 0 und © mit
w—ﬂu—h—u—w+w—@p>0 S G

existieren. F_’emer ‘seien gegeben die Zahlen \

(4)

_op— 22 e (-2 )
T MM T (4).(6'— H 1!
und die Fun[ctioh o ' . '
W:CX'CXR%R, W(x Y2 ) = —[|x|2+)’(l?/|2+22)] —@z-

Dann existiert fﬁr eine beliebigé Losung (z, y, 2) von (1) und beliebiges 6> O etn Zewt-
punkt T = T(, z(0), y(0), 2(0)), so da fiir alle t = T gilt .
memmmngr+a , P )
und - ) o
Tx(t)lz<a+45/1+7 ' L , - (6) -
" Bevor wir zum Beweis vom Satz 1 kommen wollen wir elmge Folgerungen und. Be-

- merkungen’ emfugen
\

Folgeru ng 1: Das System (1) st dlsszpatw
Beweis: Offenbar 148t sich immer ein y > 0 so wihlen, daB yo — 4719272 > 0

gilt. Nun setzen wir @ = ¢ + yr,. Dann geht (3) in y(o = 4) (1 — 2) — 47 p¥,> =20

tiber. Dies ist erfiillt, wenn 2 > 0 hinreichend klein gewahlt wird. Die D1s51pat1v1ta.t
von (1) folgt dann daraus, dal die Menge {(x, ¥,2) € CXCXR: W(z, y,z) < const}
- kompakt und fur eine belleblge Lésung die Ungleichung (5) erfiillt ist 1

Folgerung 2: Es sei |r + 1] < 2. Dann ist das System (1) global’ aSJmptotzsch
‘stabil.

Bewels Mlty——ound O =0 geht (3) in a(a—))(l —))—4 ‘a2|r+ 12=0
iber. Wegen |r + 1]2 < 4 ist dies erfiillt, wenn “A>0 hmrelchend klein gewihlt
wird.- Aus (4) erhalten wir mit den gewihlten' Parametern P = & = 0, so_daB sich
‘aus (5) und O = . 0 die Behauptung ergibt &

i

cherkung 1 Bei |r + 1| < 2 existiert nur (0, 0, 0) als Gleichgew richtszustand im System
(1). Falls 7, a reell und » > 0 ist, erhalten wir aus Folgerung 2 die bckannte Aussage, daB bei
0 < r< 1t und beliebigen ¢ > 0 und b > 0 das reelle Lorenl System global asymptotisch
: stnbll ist (1, 11]. \

Bemerkung2: Fiir 7 = r, + try mit vy > 7= 1 4 (e + rz) (e — crz)/(a + 1) existiert
immer ein Grenzzyklus [3] .

-x(t) = H exp (wzt), y(t) = (1 + —) H exp (1.wt), 2(l) = |H|2 b+ ¢t > 0)’

" mit w = ole + rz)/(a + 1), und H€C bCllelg mit |11|2 = b(rl — 7y0). Flir e + r, =10 geht’
dieser in das oben beschriebene Kontinuum von Glelchgewmhtszustunden uber. Durch ein-
fache Umformungen luBt sich auch unabhunglg vom Sat7 1 zeigen, dal fur beliebiges r = r,

B
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+ ir, € Cmit 7y > r,, (6 > 0 beliebig) |r + 1] = 2 gilt, d. h., daB die Voraussctzung in Folge-
rung 2 nicht erfillt ist. Betrachtet man nun wie in 31 =2,6=08,r,=2,7r,=1und
e = 3, so ergibt sich fiir di¢c z-Koordinate des Grenzzyklus |z(t)[* < 0,44 fiir alle ¢ > 0. Satz 1
liefert eine Abschiitzung der z-Koordinate des Gebietes im Phasenraum, in dem sich der Grenz-
zyklus befindet. Wir wihlen dazu 2 = 0,4, 0 = 3 und v = 1.4 und erhalten aus (6) fiir eine be-
liebige Losung (z, y, z) des Systems (1), die Ungleichung lim sup |z(t)[2 < 2,67 fiir t-— co. In [3] .
wurde bei 7, & 0,1 ein Ubergang zum chaotischen Verhalten der Lésungén des Systems (1)
registriert. Aus Folgerung 2 ergibt sich, daB dies nur bei !r -+ 1]'= 2 méglich ist.

) gilt fiir alle

Beweis von Satz.1: Fir. einc beliebige Losung (z, 7; Z) von (\.{
d | . ' ' \
2 W05 90, 2(0) + 200 (=(0), y(0), 2(0)

="=(o = 2) 2O — (1 — &) [yl — y(b — 2) 2%t

1 -~ . : ) . .
. + E-(G + yr¥ = O)x*(t) y(t) + % (6 4 yr —0) z(t) y*(t) + OB — 22) 2()
. . N
< (b — 2) 22(t) + OB — 24) 2(t)y < 2T : ‘ o

In der Tat, die vorletzte Ungleichung hierin ist erfiillt, weikmit den Voraussetzungen
des Satzes immer : '

= AP =L =D YR+ 5 (o~ O) 2y

1 o
+ e+ rr—0lay*<0 ,/
fiir alle k'omblexcn z und y gilt; und die Richtigkeit der letzten Ungleic.hung ergibt
sich aus der Wahl von I' in (4). Aus (7) folgt durch Umstellung.d(W. — I')/dt + 24
X (W — I') £ 0. Integriert man diese Ungleichung entlang der Lésung von (1), so
erhdlt man . - -

W(a(t), y(0), (t)) < T+ [W((0), »(0), 2(0)) — I[e~2* .
fiir alle ¢ > 0, woraus sofort (5) folgt. B IR
. Wir beweisen nun fiir alle ¢ aus dem Giiltigkeitsbereich von (5), fiir die

=0F = o + 401 +) e

\
ist, die Ungleichung .

\d 203t < 0. - | ; , o ®

Dazu nehmch wir'an, dies sei nicht so. Dann gibties éin t, mit dem die Ungleichungen
(5) und (8) erfiillt sind und fiir das d |»(¢)|2/dt = 0 ist. Letzteres bedeutet Z(8) x*(t)
+ z(t) 2*(t) = 0, woraus sich wegen (1) —2¢ |z(t)[2 + o(:c*(t) y(t) + x(¢) y*(t)) =0
bzw. ' o

7 (B0 + 20y 0) 2 EOE 2 e +40/1+y) T (10)

ergibt. Aus der offensichtlichen Ungleichung (:i — ) (x — »)* = 0'fiir alle z, yeC
folgt 12(2)|* + [5()I12 = z(t) y*(t) + «*(¢) y(t). Hieraus und aus (10) ergibt sich [y(¢)]?
=zt = « NE 40/(1 -+ y). Benutzen wir dies und auBerdem noch a aus (4), so er-

'

s
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" halten wir .
’ ' o 2 2
W(at), y(0), 2(0) = [qu )+ 48y (z(t) —._%) - 07] ,

: 1 e '
- _Z_E[a(l+y)+7]+25>P+6.

Diese Ungleichung widerspricht (5). Damit ist (9) bewiesen.

Geniigt'die Losung (2, y, 2) von (1) der Ungleichung (5), so gibt es demnach zwei
Moglichkeiten-: - ' , .

a) Fiir ein t; = T ist |2(t)|> < « + 49/(1 + y). Dann bleibt eine solche Unglei-
chung auch fiir alle ¢ = ¢, erhalten. Ini anderen Falle wiirde ein ¢, > ¢, existicren, so -
dabB |z(t,)|* = « + 46/(1 + y) ist und (9) gilt. Diese Situation ist aber nicht moglich.
.. b) Fir alle t = Tist [z(t)]2 > « + 46/(1 + y) und folglich (9) erfiillt. Da aber die

Beziehung ‘ . _

i : :
21 1FOF = =20 j2(t)2 + ofz*() y(&) + (1) y*(0) -

gilt und die Tfajekforie wegen (5) einer kompakten Menge angehort, gibt es ein
e > 0, so dab (9) die stirkerc Ungleichung d |x(t)12/dt < —o fiir alle ¢t = T impli<
ziert. Dies ist auch nicht maglich, da |z(£)|2 — — oo fiir ¢ — + oo folgen wiirde .

3. Kontinuum von Gleichgewichtszustinden

<~ N

Beir = 1 verliert im reellen Lorenz-System der Koordinatenursprung seine globale Stabilitit,
und es entstehen zwei weitere Gleichgewichtszustiinde. Fir 7, > r,, existiert im-komplexen
Lorenz-System immer cin Grenzzyklus, der in ¢in Kontinuum von Gleichgewichtszustinden
ausarten kann. Es ist'deshalb von Interesse zu untersuchen, wann das Lorenz-System beziig- -
lich der Gesamtheit der Gleichgewichtszustinde stabil ist. Fiir diese Situation werden im Satz 2
hinreichendé Bedingungen formulicrt.’ Dieser Satz gestattet auBerdem fir feste ¢ und b die
Angabe von Bereichen fiir 7, in denen globale asymptotische Stabilitit vorliegt, also kein selt-
samer Attraktor im (reellen) Lorenz-System auftreten kann. In [1, 7] wird analytisch die glo- ]
bale asymptotische Stabilitiit des reellen Lorenz-Systems fiir » > 1 untersucht. Der folgende
Satz 2 verschirft in seiner Einschriankung auf den recllen Fall diese Ergebnisse und tibertrigt
sic auf das komplexe System (1). Er verallgemeinert auch das Ergebnis von V. 1. Yudovich
(formuliert in [1]), daB das réelle System (1) mit 206 — b < 0 global asymptotisch stabil ist.

Satz 2: Es seien folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Im (r — a) = 0 und Re (r — a) > 0.

(ii) 20 — b = Q. Falls 20 — b > 0 ist, so wird %, = min (1, b, 6) geselzt, und es
‘mogen dann Zahlen 7 € (0, Ay), y > 0 und O existieren mit (3)'und

1 [(b — 222 b%o 1)
T [4;.(1; 5t 1] < %%—5 "

.

’

(11)

Dann ist die stationdre Menge des Systems (1) ein globaler Attraktor.

Bevor wir zum' Beweis dieses Satzes kommen, stellen wir noch eine Hilfsaussage
bereit. Wir setzen voraus, dal die Bedingung (i) von Satz 2 erfiillt ist, und fiihren
folgende Variablentransformation durch, die der von V.I. Yudovich fiir das reelle

’
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2 tn'eu

System (1) benutzten [1] a-nalog und in d'ex‘ £ > 0ist:
e L : |2]2) !
==, — , = g2 _—,
" Ve V2 v ?) = (z b ) -
= ’%’— taer - €= (r — a)7l2, o

-~ .

Das Systefn (1) geht dann-in das folgende System liber:

~ ! . L

n=u, U= —pu—qn— e, q=qu—-2-(nuf+n*u)- (13).

’ .

Dabei ist p(n) = —n + B In|? fir alle 7 € C, und es gilt

(e + o) » . 20 &b

— —— L= —, R:—__, ,S':— 2 —b-
k=" P Ve N

 Auf Grund der getroffenen Voraussetzungen sind g >0, R>0und 8§ reell, withrend -

4 i.a. komplex ist. Deshalb ist ¢ immer reell; n und % kénnen komplex sein. Das Sy-

- stem (13) hat gegeniiber’dem Ausgangssystem (1) den Vorteil, daB sich fiir dieses rela-

tiv lel(,ht eine Ljapunov-Funktion vom Typ »Quadratische Form + Integral von

’ der Nichtlincaritat* angeben 1aBt. o -

Lemma: Gegeben set fw‘ belzebzge ﬂ >0 und S + 0 aus (1‘3 ) die Funklwn V:
CxCxR— Rmit

Al

1 1 B . (.-. .
Vo q) = (ISI 2+|u|2—|n|2+ﬁ|n|4). . e

Falls § > O ist, moge em & > 0 existieren, so daf sich fireine bt’lzebzge Losunq (7, u, q) »

von (13) ezn ty = t0(77 , w(0), q(O)) angeben laft mit

|7,(z)|2 < % Rew—& fir allet =t . . ', (15)
Dann gibt es ein 6, > 0, so dap fiir die Ablemmg av/dt entlang einer beltebzgen Losung
- (m u; g) von (13) ein ty = = £,(n(0), u(0), g( ) > 0 mit

—d—, V(ne), w(t), a) < —& (a0 + of) - furalle 12 t, (16)

existiert.

. Beweis: Wle man leicht sneht ist entlang einer bellcbxgen Lésung (7, u, q) von (13)
fur alle ¢ > o .

.

£ () — % (sign § + 1) 77(“) q(6) u*(t)

'ﬁ' V(0. w0, 40) = — g7

’ -

;— (sign S+ ) *(t )Q(t) u(‘) Re u Iu(t)l2 '

Wegen R > 0 und Rep = ¢(1 + a) 0‘112 > 0 gilt die Aussage des Lemmas sofort
fiir S < 0, da dann. die gemischten Produkte in dV/d¢ nicht vorkommen. Es sei nun

e
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S > 0. Wir betrachten die von £ > 0 abhingige Form F,: CxC > R, ~
. R : .
Fig,u) = — 141 — u(t) qu* — 7*) ¢*v — Rep |uf?, .

und fordern die Existenz eines 6, > 0, so daB es fiir das 7 einer beliebigen Losung

(n, u, q) von (13) ein ¢, = to(n(O), u(0), q(O)) mit Fi(g, u) £ —d,(lg2 + |uf?) fir alle

¢, w € Cund ¢ = ¢, gibt. Dafiir sind die Bedingungen R/S > 0 und (15) hinreichend B -

Beweis: von Satz 2: Wegen' der gestellten Bedingungen gilt fiir eine beliebige

Lésung (z, y, z) von (1) die Ungleichung (6). Anstelle von z(t) setzen wir in () wegen
(12) z(t) = ]/2_0 £717(¢) und erhalten fiir S > 0 die Beziehung
(B2 < (e3/20) o« + 206%(1 + y) 6 fiiralle ¢ = 4,

wobei t, > 0 hinreichend groB ist. Um (15) zu gewiihrleisten, ist die Ungleichung
e?x/20 < (R|S) Re p hinreichend. Die Bedingung (11) erhilt man dann, wenn in

~ dieser Ungleichung anstélle von R, S, « und u die GroBen aus (4), (12) und (13) ge-

setzt werden. . e
Es bezeichne Z( - ; Z,) eine Losung (z, y, z) von (1), fiir die:Z(0; %) = Z, ist. Weiter

sei V;: € X C xR — R die Funktion, die aus (14) bei der Variablentransformation

+(12) entsteht. Die Ableitung dV,(%(t; %)) /dt ist wegen (16) nichtpositiv und V,(z(- ; z,))
nach Satz-1 auf (0, +c0) beschrinkt. Folglich existiert ein endlicher Grenzwert
lim V\(%(¢; %)) = L fiir t - +o0. Wegen der Beschriinktheit der Losung (- ; Zo) ist
die Menge @ ihrer w-Grenzpunkte nicht leer. Es sei § € 2 und Z(- ; %) eine Losung von
(1) mit dem Anfangszustand 7. Bekanntlich [2] gilt dann Z(¢; 7) € 2 und folglich auch

V,(i(t; 37)) = L fiir ¢ > 0. Der Lésung Z(- ; ) moégen die Funktionen %(-; %), u(-; 7),’
q(-;7) laut (12) entsprechen. Wegen (16) ist ¢(t; 7) = O und u(t; ) = O fiir ¢ > 0.~

- Aus der ersten Gleichung von (13) ergibt sich #(t; §) = const fiir ¢ > 0. Wegen (12)
ist Z(¢; F) = const fiir ¢ >0, und folglich ist 2 in der, Menge der Gleichgewichtszu-
stinde.des Systems (1) enthalten. Der weitere Beweis des Satzes ve%‘léiuft wie in [2]

Beispiel: Bekanntlich fand E. N. Lorexz (8] im reellen System (1) bei ¢ = 10, b = 8/3,
r = 28 numerisch einen seltsamen Attraktor. Er verwendete dabei einen standardmiBigen
- 4-Punkte-Runge-Kutta-Algorithmus mit der Schrittweite A = 0,001. Satz 1 licfert Abschiit-

zungen fir das Gebict im Phasenraum von (1) mit den genannten Parametern, in-dem sich

der seltsame Attraktor befindet: Unmittelbares Einsetzen in (3) zeigt,dal sich bei dén Werten
A =0,47,y =0,025und © = 11,4 der seltsame Attraktor in einem Gebiet befindet, das laut (5)
durch das Ellipsoid 2-'[2? + 0,025(y® + 2%)] — 11,4z = 1876,44 begrenzt wird. Wir lassen wie
oben ¢ = 10, b = 8/3 und wollen nun mit Satz 2 Parametcrwerte » > 1 ermitteln, bei denen
globale asymptotische Stabilitit vorliegt, also kein seltsamer Attraktor im System (1) auf-
treten kann. Dazusetzen wir 2 = 0,4,y = 5,38 un,d © = 8,88. Die Voraussetzungen von Satz 2
sind mit diesen Werten firr < 1,86 erfillt. Die numerisch ermittelte Grenze der globalen asym-

ptotischen Stabilitdt fir o = 10, b = 8/3 liegt laut [6] bei r ~ 13,926. Die Auswahl von 2, y -

und O kann im vorliegenden Beispiel durch den Einsatz numerischer Verfahren noch verbessert
werden. ) - ’
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