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I)issipativität und globale Stabilität des komplexen Lorenz-Systerns	- 

G. A. LEONOV und V. RErrxs 

Für das komplexe Lorenz-System werden mit der Methode der Ljapunov-Funktionen die	S... 
Dissipativitat und die globale Asymptotik der Losungen bei bestimrnten Parametern gezeigt. 

1iJ1H .1oMflJieRclloü cHcTeMbI JIopeiva MüTOJLOM q)YHKU1111 JlHflyHOBa JOF3UBlOTCH JJ1CCH-
naTllBIIocTb.n rJloGaJlbHafl ycTou411BocTb pewcilnft iipu onpeeJieii1wx napaMeTpax. 

Using Liapunov functions it is shown that the complex Lorenz-System is dissipative and has a 
global asymptotic for some pararieters.	 . 

1. Einleitung 

Für die Untersuchung der Ausbreitung 'von Wellen nut Dispersion in instabilen Syste-
men wird in [31 ciii Zugang von Stuart . [4] angewandt, der auf der Storungsrechnung 
und der Methode der unterschiedliehen Skalierungen heruht. irn Ergebnis dieser Vor-
gehensweise erhält man die AB-Oleichungen, d. h. ein System von Differentialglei-
chungen für die komplexwertige Gr6f3e A (Amplitude), und die, reeliwertige GröBe B 
(Korrekiurterm): C	 .. 

d 2A	dA 
+4 _j T 

= a 1 A -	. .	.	. 

dB'	id	 ..	
1+ zl,,) I A 12, 

WT 

wobei LI 1 , a koniplexe und z1 21 z1 3 , th reelle Parameter sind. \Vie in [3] gezeigt vurde, 
entsteht durch einfache Transformation atis den AB-Gleichungen das System 

± = —a(x . — y),	= —xz + rx.— ay,	i = —bz,+	(xy + xy*), 

(1) 

das man als cine komplexe Verailgetneinerung der bekannten Lorenz-Glcieliungen 
der konvektiven Turbulenz [6, 8, 91 auffassen kann. In ihm sind , b ositive und 
a = 1 —.ie, r= r 1 + ir2 (e, r 1 , r2 E It) koniplexe Parameter; w* bezeichnet die zu w 
konjugiert komplexeZahi.	 . 

Ausgehend von der zweiten cler AB-Gleichungen bestirnmt die dritte Cleiehung von (1) die 
réelle GroBe z (z = cli, c recite Konstante), während die Or6l3en x und y in) allgemeinen kom-
plex sind. Dam it handelt es sich bei (1) urn die komplexe Sclireibweise eines Systems von fünf 
gewohnlichen Differentinlgleichungen ml Reelleii. Die globale Existenz der Losungen von (1) 
auf (0, +c.), ergibt sich durch Verwendung der im weiteren atigegehenen Ljapunov-l"unktio-
rìen für alle in Frage kommenden Parameter e, b, a und r. Setzt man in (1) r = e = 0 und ver-
wendet reelle Anfangsbedingungen, so erhält man_die reellen Lorenz-Gleichungen, für die
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numerisch bei bcstimmten Parametern ein seUsamer AUraktor, (d. h. cine anziehende Menge un 
Phasenraum von (1), die nur aus instabilen Trajektorien besteht) gefunden wurde [6, 8, 91. Auf 
das reelle Lorenz-System kommt man direkt, wenn man zur Losung der Navier-Stokesschen 
Gleichungen und der Kontinuitätsgieichungen, die die Bewegung ciner Flussigkeit bei Vor-
handensein eines konstantenTcmperaturkoeffizientcn in der oussiriesq-Naherung beschrei-
ben, einen Ansatz mit Galerkinsehen Koordinatenfunktionen durchfuhrt [8]. 

Wesent!iche Eigenschaf ten des Systems (1) lassen sich durch das Stabilitàtsverhalten 
der Gleichgewichtszustande charakterisieren. Für iim(r - a) + 0 sowie Tm (r - a) 
= 0 und Re (r - a) ;5 0 exist,iert nur. (0, 0, 0) als Gleichgewichtszustand. Für-
Tm (r - a) = 0 und Re (r - a) > 0 kommt auerdem ein Kontinuum von Gleich-
gewichtszustanden (H, H, lHI 2Ib) mit koniplexern H und 1H1 2 = b(r, - 1) hinzu. liii 
reellen System- (1) existiert dagegen gei 0 < r-	1 nur der Gleichgewichtszustand 
(0,'0, 0), während bei r> 1 noch die beiden Gleichgewichtszustande (+Vb(r - I), 

- 1), r - 1) vorhanden sind. In der vorliegenden Arbeit werden zur Unter-
suchung der Stabilität dieser Gleichgewichtszust .ande sowie der Dissipativitat des 
Systems (1) Ljapunov-Funktionen eingesetzt. Es wird nachgewiesen, daB hei be-
liebigen zulassigen Parametern eine konipakte Menge im Phasenrauni existiert, in 
die alle Trajektorien des Systems gelangen unddort verhleiben. Gleichgewichtslagen, 
Grenzzyklen, Separatrixschlingen bzw. seitsanier Attraktor liegen, soweit vorhanden, 
in dieser Menge. Darfiher hinaus werden Bedingungen formuliert, hei , ctenen von den 
geiiannten Objekten nur Gleichgewichtslagen existieren können. J)amit konneri Er-
gebnisse, die I iir das reelle Lorenz-System mit Ljapunov-Funktiorien gewonnen wur- - 
den [1, 7, 81, teilweise verscharft und aufdas komplexe System ubertragen werden, 

Die in der Arbit vorkommeñden Stabi!itatsbegriffe siid in der Literatur üblich. Der Voll-
ständigkeit haiber führen wir die entsprecheriden Definitionen hier an. Wir bctrachten dazu 
das autonorne Differentialgleichunssystem 

x= f(x) -	 (2) 

mit einer Funktion /: R"	W', für die die Losung x(-; x0) mit x(0; z) = x0 für beiicbigc

x0 € Rn und t > 0 cxisticren soil. \Vie bereits festgestellt wurde, Iäl3t sich bei fixierten Para-
metern a, b, a und das System (1) als System (2) im R5 auffassen. im weiteren bezeichnet 
die Eukiidische Norm im R. 

Definition 1 [101: Das System (2) heiBtdissipativ (nach Levinson), wenn es eine Konstante 
K > 0 gibt, so daB für jede seiner Losungen x( . ; x0 ) ein Zeitpunkt 2'(x0) ^t 0 mit Ix(t; x0)II K 
für alle t ^ TI'(x0 ) existiert. 

Definition 2 [2]: Das System Al aller-.Glechgewichtszustande von (2),d. h. soicherc € Rti. 
für die f(c) = 0 ist, heiBt statianãre Mengç. Das System (2) nennen wiT global asymptotisc/m stabil, 
wenn für jede seiner Losungen x( . ; x0 ein c € M mit lJx(t; x0 ) - dl - 0 für t ^ 00 existiert. 

Definition 3 [12]: Vir sagen, daB die stationäre Menge M des Systems (2) ein globaler 
Attrak(or ist, wenn für jede seiner Losungen z( . ; z) die Beziehung e(x(t; x0 ), M)	0 für   
gilt, wobei g(g, M) den Abstand des Punktes y € K" zur Menge M bezeichnet. 

In [2] wird das System (2), dessen stationäre Menge em glôbaler Attraktor ist, em System
mit globaler Asymptotik genannt. 

2. Dissipativität und glohale asymptotische Stabjlität 

Es ist gut bekannt (siehe z. B. [1, 11]), daB das reelle Lorenz-System (1) bei beliebigen a> 0, 
r> 0 Und b > 0 dissipativ ist. im folgenden wird die DissipativiVät auch für das komplexe 
System (1) gezeigt und der Nachweis der globalen asymptotischen Stabilität für lr + fl < 2 
erbracht. Es soil bier vermerkt werden, daB für das System (1), das die Laser-Dynamik be-
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schreibt, die globale asymptotisehe Stabitität dem Arbeitsreginie des physikalisehen Systems 
entspricht [11]. Aussagen, die these Stabilitätsart charakterisieren, sind deshaib von prakti. 
schem Interesse. Die beini Naehweis der entsprechendep Aussagen verwendeten Ljapunov- 
Funktionen sind Vera] gemeinerungen der in [1, 7, 81 benutzten quadratischen Formen. 

Satz 1: Es sei A 0  mm (1, b, a, und es môgen Zahlen A € (0, )), y > 0 undO mit 

.	.	 (3)	— 

existieren. Ferner seien gegeben die Zahien	I 

02(b — 2).) 2	 02	/(b — 22)2 
82(b —	

und a	
A l + y) 42(b'— 1) + 

1)	 (4) 

und die Funktio	 S 

W:CXCxR - R,	W(xy,z)= 

Dann eistier für eine beliebige Lösung (x, y, z) von (1) und beliebiges 6 . > 0 ein Zeit-
punkt T = 7*(5, x(0), y(0), z(0)), so dap für alle I > T gilt 

W(x(t); y ( i ), z(t))  	F +	.	 .	,.	 (5) 
und	...	 . 

k(t)12 < a + 4J(1 + y).	 .	 (6) 

Bevor wir zum Beweis vom Satz 1 komnien, wollenwir einige Folgerungen undBe-
• rnerkungeneinfhgen.	 S 

• Folgeru rig 1: Das System (1) ist dissiativ. 

• Beweis: Offenbar läBt sich imnier ein y> 0 so wählen, daB ya - 4"y 2r22 > 0 
gilt. Nun setzen wir 0 = a + yr1 . Dann geht (3) in y(a - 2) (1 — 2) — 4y2r22 0 
uber. Dies ist erfüllt, wenn ). > 0 hinreichend klein gewahlt wird. Die I)issipativitat 
von (1) folgt dann daraus, daB die Menge {(x, y, z) € C x  X R: W(x, y,-z) ^eonst} 
kompakt und für eine beliebige Lasung die Ungleichung (5) erfillIt ist I 

: Folgerung 2: Es sei Ir + fl <2. Dann ist das System (1) global asymptotisch 
stabil. 

• Bewèis: Mit y = a und 0 =0 geht (3) in p(a —2)(1 —2) 4a Ir + 112 > 0 
tiber. Wegen jr + 11 2 <4 ist dies erfüllt, wenn2 > 0 hinreichend klein gewahlt 
wird.- Aus (4) erhalten wir mit den gewählten Paratnetern F = a = 0, so.daB sich 
aus.(5) und 0 0 die Behauptung ergibt U	

S 

Bemerkung 1: Bei Ir + ii < 2 existiert nur (0,0,0) als Gleichg'ewiehtszustand ir System 
(1). Falls r, a reell und r > 0 1st, erhalten wir aus Folgerung 2 die bekannte Aussago, daB bei 
0< r.< 1 und beliebigen a> 0 und b > 0 das reelle Lorenz-System global asymptotisch 
stabil ist [1, 11].	 . 

Bemerkung 2: Für r = r1 + ir2 mit r1 >	= 1 + (e + r2 ) (e — ar2 )/(c ± 1)2 existiert - 
immer ein Grenzzyklus [3]	.	 .	. 

- x(t) = H exp (iwt),	y(t) = (i +	H exp (iwt),	z(1) = I H1 2 b	(1> 0)' 

mit w = a(e + r2 )/(a + 1), und H € C beliebig mit IH1 2 = b(r 1 — rj). Für e + r2 = 0 geht 
dieser in das oben beschriebene Kontinuum von Gleichgewichtszustiinden fiber. Dui'ch em-
fache Umformungen taUt sich auch unabhhngig vom Satz l zeigen, daB fUTr beliebiges r =
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± ir2 E € mit r 1 > r 11 . (a> 0 beliebig) ft ± Ij	2 gilt, ci. h., daB (lie Voraussetzung in Folge-




rung 2 nicht erfOilt ist. Betrachtet in'an nun vie in [3] a = 2, b = 0,8, r 1 = 2, r 2 = 1 und 
e = 3, so ergibt sich für die x-Koordinate des Grenzzyklus Jx(1)I 0,44 für idle t > 0. Satz I 
liefert eine Abschatzung der x-Koordinate des Gebietes im Phasenraurn, in dew sich der Grenz-
zykius befindet. Wir wahien dazu A = 0,4, 0 = 3 uiid y = 1,4 tind erhalten aus (6) für eine be-

•	liebige Losung (x, y, z) des Systems (1), die Ungleichung urn sup Ix(t)1 2	2,67 für t-+ c. in [3] 
wiirde bei r0	0,1 em tYbergang zum chaotischen Verhalten der Losungen des Systeths (1) 
registriert. Aus Folgerung 2 ergibt sich, daB dies nur hei r + 1	2 inoglich 1st.. 

Beweis von Sa'tz.l: Fur eine beliebige Losung (x, y; i) von (.1) gilt fliralle 

Tt 
-	W(x(t) y(t), z(t)) + 22 W(x(t), y(t), z(t)) 

-	
=	 (Cr'- 	— )_) Ix(t) 2 — y ( l - A) y ( 1 ) 1 2 — y(b — 2) z2(1) 

± (a + yr*	0) 
x*(t) y(t) + (a + yr —0) x,(t) *(t) ± 0(b —22) z(t) 

•	 y(b — 2) z2(t) + 0(b - 22) z(t) ^ 221'.	 (7) 

-

	

	In der Tat, die vorletzte Ungleichung hierin it erfiillt, weil'.niit den Voraussetzungen 

des Satzes mimer 

—(a — 2) 1x12 — .y( — 2) y 1 2 ±	(a + yr*	0) xy 

+(a+yr_0).xy*<0  

für alle komplexen x und y gilt ,, , und die Richtigkeit der letzten Ungleichung ergibt 
sich aus der Wahl von 1' in (4). Aus (7) folgt durch Umstellung.d(W — I')/dt + 22 
X (W - F)	0. Integriert man these Ungleichung entlang der Losung von (1), so 
erhält man	-	 - 

/	••	 W(x(t), y(t), z())	1' + 
F 
W(x(O, y(0), z(0)) —I'] e— 2AI - 

- für alle £ > 0, woraus sofort (5) folgt.	 I . 
Wir beweisen nun für alle I aus dent Giiltigkeitsbereich von (5), für die 

Ix(t)1 2	x+ 4i5/(1 ± y)	 (8) 

ist; die Ungleiehung .	 S 

\ d x(I)1 21dt <Ø•	.	 -	 (9) 

Dazu nehnien wir an, dies sei nieht so. Dann gibt es ein I, mit dew die lJngleiehungen 
(5) und (8) erfüllt sind und für das d x(I) 21dt ^ 0 ist. Letzteres hedeutet ±(t)x*(t) 
-ft. x(t) t*(t) > 0, woraiis sich \vegen (1) —2a I X(t)1 2, + a(x*(t) y( I ) + x(I) y*(t))	0 -bzw.	 - 

(*( y(t) + x(t)y*(I))	x(tfl 2	a + 46/(1 + y)	
•	

•	(10) 

ergibt.. Atis der offensichtliehen Urigleichung (x — y) (x — y)0 > Ofür alle x, y E C 
folgt x(1)1 2 + I y ( t )1 2	x(t) y*(t.) + x*(t) y( l ) . Hieraus und aus (10) ergibt sich Iy(1Y12 
> X(t) 2	a .± 46/(1 -ft y). Benutzen wir dies und auBerdem noch a aus (4), so er-
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halten wir 

-	 IV(x(t), NO, z(1))	.- [( 1 + y) + 46	Y (Z	
0)2 - (92]

 - 

J)iese Ungleichung widerspricht (5). .1)amit 1st (9) bewiesen. 
Genugt' die Losung (x, y, z) von (1) der Ungleichung (5), so gibt es demnach zwei 

Moglichkeiten: 
a) Für ein t ^ T ist I x( t j)1 2• < c + 4(51(1 + y). Dann bleibt eine solehe Unglei-

chung auth für alle t ^! t j erhalten. mi anderen Falle wtirde ein t, > t, exitieren, So - 
dat3 x0 2 )1 2 =a + 461(1 ± y) ist und (9) gilt. ])iese Situation ist aber nicht uioglich. 

b) Für alle I	Tist x(t) 2 > a + 46/(1 + y) und folglich (9) erfüllt. Da aber die 
Beziehung

d
Ix(t)1 2 = —2a x(1)1 2 .. j_. c(x*(t) y(t) -f x(t) y*(t)) 

gilt und die Trajektorie wegen (5) einer kornpakten Menge angehort., gibt es em 
> 0, so daB (9) die stärkerc Ungleichung d x(t.)1 21dt < - für alle I ^_- T impli: 

ziert. Dies ist auch nieht nioglich, da x(t) -. —co für t - + 00 folgen wurdel 

3. Kontmuum von Gleichgewichtszustanden 

- Bei r = I verliert im reellen Lorenz-System der Koordinatenursprung seine globale Stabilitat, 
und es entstehen zwei weitere Cleichgewichtszustande. Für r1 > r1 existiert im-komplexen 
Lorenz-System immer cin Grenzzyklus, der in cin Kontinuum von Gleichgewichtszustanden 
ausarten kann. Es ist deshalb von Interesse zu untersuchen, wann das Lorenz-System bezug-
lich der Cesamtheit der Gleichgewichtszustande stabil 1st. Für these Situation werden im Satz 2 
hinreicliend Bedingungen formuliert.'Dieser Satz gestattet aul3erdem für fete o und b die 
Angabe von Bercichen fur r, in denenglobale asymptotische Stabilität vorliegt., also kein selt-
samer Attraktor im (reellen) Lorenz-System auftreten kann. In [1, 7] wird analtisch die gb-
bale asymptotische Stabilitat des reellen Lorenz-Systems fur r > 1 untersucht. Der folgende 

• Satz 2 verschärft in seiner Einschrankuiig auf den reellcn Fall these Ergebnisso und Ubertrhgt 
sic auf das komplexe System (1). Er verallgemeinert auch das Ergebnis von V. 1. Yudovich 
(formiiliert in [I]), daB das relle System (1) 'mit 2o - b < 0 global asyniptotisch stabil ist. 

Satz 2: Es scien folgende Bedingungen er/üllt:	 - 
(i)Ini(r—a) = 0undRe(r—a)>0. 
(ii) 2a - b	Q. Falls 2u - b > 0 ist, so wird ;. 0	nun (1, b, a) ge.setzt, und es


mógendann Zahien 2 E (0, A), y > 0und 0 existieren mit (3) und 

1	(92 
14;,(b
(b - 22)2	b2(a + 1) 

y(l + y) • 	 - 2) + j < 2a -	 (11) 

Dann ist die stationãre Menge des System.s (1) ein giobaler A tirakior. 

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, stellen wir noch einc I-tilfsaussage 
bereit. Wir setzen voraus, daB die Bedingung (i) von Satz 2 erfüllt ist, uund fiihren 
folgende Variablentransforniation durch, die der von V. I. Yudovich für das reelle
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System (1) benutzten [1.] analog und in der'e> 0 ist: 
S	 r	Ix2 

r2cr x' 
-	 q=e2z-----), 

trieu =	 e = (r - a)_1/2.	 (12) 

Das System (1) geht dannin das folgende System über: 

=u,	 (13), 

Dabei ist () = - +	12 für al le q E C, und es gilt  

(a + a)	2cr	 2 
•	

-	 ,	
=----,	 R= 

- 
,	S=--(2a--b). 

AufGruiid der getroffenen Vora ussetzungen sind fl > 0, K> 0 und S reel!, wiihrend-
u i.a. komplex ist. Desha!b ist q inirnr reel!; q und u können komplex scm. Das Sy-
stern (13) hat gegenuber'deni Ausgangssystern (1) den Vorteil, daB sich für dieses rela-
tiv leicht eine Ljapunov-Funktion vom Typ ,,QUadratische Form ± Integral von 
der Niehtliriearität" angeben IäI3t.	

S 

Lem ma: Gegeben sei für beliebige fl > 0 und S 0 aus (13) die Fv.n.k(ion V: 
CXCxR -±Rmit	0 

V(,u,q) 

= -- (	
q2 + u1 2	17112+ --	4).	S	

(14) 
2 

Falls 5> 0 ist, möqe ein e1 > 0 existieren, so dap sich /fir eine beliebige Losung (ii, u, q) 
von (13) em5 t0 = t0 ( 1 (0), u(0), q(0)) angeben lä,8t mit 

- 177(t) 1 2	-- Re /z'— e	/fir alle t	t.	 S	
(15) 

Dann gibt es ein . 6, > 0, so dap /ür die Ableitung d V/dt entlang einer beliebigen Lösung 
(?j, u, q) von (13) ein t, = 4( 71 (0), u(0), q(0)) > 0 mit	 S 

-	

V((t), u(t), q(1)) 
^. _61(2(t) + lu(t)1 2 )	für alle t> 4	 (16)0 

existiert.	 S	 S	 -	 • 

/ Beweis: Wie man leicht sieht, ist entlang einer beliebigen Losung (, u, q) von (13) 
füral!et>0	 S 

Tt V((t), u(t), q(t)) = -
7SI 

q(t) i 	 (sign S+ 1) 71(t) q(t) u*(t) 

•	

-	 _-- (sign S + 1) 71*(t) q(t) u(t) - Re Y Iu(t)12. - 

Wegen R> Outd Rey = (1 +a) a- . 11 > 0 gilt die Aussage des Lemmas sfort 
für S <0, da dann die geniisehten Produkte in dV/dt nicht vorkommen. Es sei nun
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8> 0. Wir betrahten die von 1 >0 abhangige Form F: C xC -* R, 

Fg (q, u) —	R 
la'2 —	 — j (t)qu' — *(t)q*u — Rey J uJ2, 

und fordern die Existenz eines ô > 0, s daB es für das ij einer beliebigen Losung 
(, u, q) von (13) ein 1 = tO (71(0), u(0), q(0)) mit Fj(q, u) ^5 —6 1 (qj 2 + 1 u 1 2) für alle 
q, u E C und t	gibt.. l)afiir sind die Bedingungen R/S > 0 und (15) hinreichendl 

Beweis von Satz 2' 	der gesteiltén Bedingungen gilt für eine beliebige 

Losung (x, y, z) von (1) die Urigleichung (6). Anstelle 'ion x(1) set .zen wir in (6) wegen 
(12) x(1)=	'ij(1) und erhalten für 8 > Odie Beziehung	 - 

17(Oi 2 <( 2/2a) + 2&2/(1 + y) 6 für àlle t > 1, 
wobei 1 > 0 hinreichend groB ist. Uni (15) zu gewãhrleist .en, ist die Ungleichung 

2 x/2cr < (R/S) Rey hinreichend. Die Bedingung (11) erhält nian dann, wcnn in 
dieser Ungleichung anstélle von R, 8, a und ,u die Gr6l3en aus (4), (12) und (13) ge-
sctzt werden. 

Es bezeichne (• ;.To) eine Losung (x, y, z) von (1), für die(0; ) = ist. Weiter 
sei V 1 : C x C x R -- R die Funktion, die aus (14) bei der Variahientransformation 
(12) entsteht. Die Ab1eitungdV 1 ((1;;))/dtist wegen (16) nichtpositiv und V1 (( . ; 2:0)) 
nach Satz- 1 auf (0, +oo) beschränkt. Folglich existiert 'ein endlicher Grenzwert 
Urn V 1 ((t; )) = L fur t - +00. Wegen der Beschränktheit der Lütitig 3( . i) ist 
die Menge Q ihrer (o-Grenzpunkte niht leer. Es sei 9 € Q und (. ; ) eine Losung von 
(1) mit deni Anfangsustand P. Bekanntlich [21 gilt dann (1; ) € Q und foiglich auch 
V i ((t; )) = Ii für 1> 0. Der Losung Y( . ; ) iiiögen die Funktionen j( . ; ), u(.; ), 
q( . ;) laut (12) entsprechen. Wegen (16) ist q(1;) = 0 und u(1) = 0 für 1>0. 
Aus der ersten Gleichung von (13) ergibt sich (t; ) = const für 1> 0. Wegen (12) 
ist (t; ) = const für t > 0, und foiglich ist .Q in der Menge der Gleichgewichtszu-
stände.des Systems (1) enthalten. Der weitere Beweis des Satzes verläuft vie in [2] I 

Beispiel: Bekanntlich fañd E. N. LORENZ [8] irn reellen System (1) bei a = 10, b = 8/3, 
r = 28 numerisch einen seitsamen Attraktor. Er verwendete dahei einen standardmaBigen 
4-Punkte-Runge-Kutta-Algorithmus mit der Schrittweite h 0,001. Satz 1 liefert Abschtt-
zungen für dos Gebiet im Phasenraurn von (1) mit den genannten Parametern, in -dem sich 
der seltsathe Attraktor befindet: Unmittelbares Einsetzen in (3) zeigt, daB sich bei den Werten 
A = 0,47, y =0,025 undO = 11,4 der seitsame Attraktor in einem Gebiet befindet, das laut (5) 
dureh das Ellipsoid 2[x2 + 0,025(y2 + z2 )] — . 11,4z = 1876,44 begrenzt wird. Wir lassen wie 
oben a	10, b = 8/3 und wollen nun mit Satz 2 Para meterwerte r > 1 ermitteln, bei denen

globale asymptotische Stabilitat vorliegt also lein seitsamer Attraktor im System (1) auf -
treten kann. Dazu setzen wir A = 0,4, y = 5,38 und 0 = 8,88. Die Voraussetzungen von Satz 2 
sind mit diesen Verten für r < 1,86 erfüllt. Die numerisch ermittelte Crenze derglobalen asym-
ptotischen Stabilitat für a = 10, b = 8/3 liegt laut [6] . bei r 13,926. Die Auswahl von 2, y 
undO kann im vorliegenden Beispiel durch den Einsatz numerischer Verfahrennoch verbesset 
werdn. 
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