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Gieichgewichtsfiguren magnetiseher Flussigkeiten 

K. 'BEYER 

Herrn Prof. Dr. Paul Gifiithr zum 60. Geburtstag gewidmet 

Es werden Gleichgewichtsfiguren m'agnetischer Flussigkeitstropfen unter dem Einflul3 eines: 
Magnetfeldes und der Oberfiachenspannung untersucht. Nachgewiesen werden Existenz und 
Unität derartiger Figuren in Kugelnhe bei hinreichend schwachem'Aul3enfeld. 

14ccJIey1oTcR pauHoaednue irypii Hanan MarHTHol H(IIHOCTH n0A BJH1fIHIreM MacmiT-
HOrO HOJIR 14 HOBXHOCTHOFO HaTFUHeHmR. CHTaH MarHu'rnoe noie JocTaTo4Ho cJIa6Ne 
IoHa3aIaaIoTcH cyuecTBoBaune 11 eI,1thcTBeHHocTb nryp TaHoro poa B oKpcT1iocTn uiapa. 
Equilibrium configurations of magnetic liquid drops subject to , an applied magnetic field' 
and to surface tension are investigated. Existence and'uniqiieness of such configurations in 
the neighbourhood of a sphere' in sufficiently weak fields are p'roved.' 

1. Magnetisehe Fliissigkeiten' (Ferro/luide) sind Materialien mit magnetisehen und 
Fiiissigkeitseigenschaften [11]. Ein in einem äu!3eren Magnetfeid befindlicher Tropfen 
eines Ferrofluids wird daher eine merkliche Abweichung von seiner unter der Ober-
fiachenspannung ursprunglichen Kugelform erfahren. Wir stellen uns hier die Auf-
gâbe, these Deformation in einern honiogenen Magnetfeid zu berechnen. Auf die 
Verhaltnisse in ailgemeineren Feldern soil noch. an añdercr Stélle eingegangen 
werden. Die freie Oberfläche S des (inkompressiblen) Tropfens ist durch das Prinzip 
der virtuellen Arbeit betimmt, nach denl die Gesanitenergie der K'onfiguration. 
stationar beziiglich der mit den Nebenbedingungenvertragiichen Variationen sein' 
muB. Die Energie setzt sich aus der Oberflachenenergie . aS und der freien magneti-
schen Energie Em(S) zusammen, wofur bei iiñearem Zusaminenhang zw'ischen 
Feldstärke und Magnetisierung	 . 

Em(S) = _filaMdx  
0(S) 

gilt [10]. Hierbei bezeichnet a die (konstante) Oberflaehenspannung, 8 den Fldchen-
inhalt der freien , Oberfläche, 17s = Ha Vx3 da angelegte Feld und M die resultierende' 
Magnetisierung. Die Integration ist iiber das. vom Tropfen eingenomniene Gebiet. 
Q(S) zu fflhren. Wegen der Inkompressibilitat der Flussigkeit sind die Volumina 
Q(S) = 47rR3/3 normierbar. S und Q werden auch irn foigenden entweder zur Be-
zeichnung einer Menge oder ihres Ma6es benutzt. ,	I 

Berucksihtigen wir die Nebenbedingungen durch Einfuhr ,ung cines Lagrange-
schen Multiplikators 2, sogelangen wir zum freien Variatioiisproblcni 

b(aS + Em(S) - 2Q(S)) = 0.  
Unseie Untersuchung tragt lokaleri Charakter und richtet sich . (in'schwachen Magnet- 
feldern)' auf die Konstruktion von Gieichgewiehtsfiguren in der Nachbarschaft emer 
Kugel. Deshaib werden wir die in (1.2) zur Konkurrenz geiangenden Fidchen S 

5*	'
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• später gemaB S = {R(1 + u(x)) x:x = (x1 , x21 x3) € S2} als Graphen über der Em-
heitssphare 52 = (x: IxI = 1) auffassen dürfen, wobei die skalaren Funktionen u in 

5einer Kugel urn U =0 des Sobolewraunies H8(52) variieren. Die Ausfiihrung der 
Variationen in (1.2) liefert neben den bekannten Sprungbedingungen für das Magnet-

•	feld die zusatzliehe Gleichgewichtsbedingung 

•	 —2xC + ((a - o) n, n) = const hangs S.	 ,-	(1.3) 

Hier bezeichnen n den nach auBen geriohtet .en Normalenvektor, C die mittlere 
Krümmung von 5, positiv genommen, falls der zugehorige Krummungsmittelpunkt 
auf der positiven (d h. Au Ben-) Normalen liegt, r und a die inneren bzw. äuBeren 
Grenzwerte des niagnetischen Spannungstensors a =Jan ) = (H1B, - 2-1HBô)/4it. 

In Abschnitt 2 wird unter der Voraussetzung s > 2 die Analytizitat der Gesamt. 
dnergie flber einer Nullumgebung U des Raurnes 118(S2) nachgewiesen (vgl. audi 

•	[3,4]). AnsclilieBend N6rden die Variationsgleichungen (1.2) durch sukzessive Appro-
• ximationen in der Ndhe der Ausgangsfigur R82 aufgelost (Satz 1). Grundlegend für 

die Konstruktion ist Hilfssatz 3, nach dem die erste Variation der magnetisehen 
Energie zur Regularitatsklasse. c'( U, H3 - 1 (S2)) gehort. Sein Beweis und die Herlei-

•	tung von (1.3) sind in Absehnitt 3 enthalten. - 
Zur Beschreibung von Gleichgewichtsfiguren rotierender (nichtmagnetischer) 

Flussigkeiten unter deiii EinfluB der Oberflächenspannung mittels nichtlinearer 
Integraigleichungen siehe [8]; eine schwachè Losungstheorie dafür wurde in [2] ent-
wickelt. Verwandte Naherungscechnungen ohne Konvergenzbeweise findet man 

•	in [7]. 

2. Es bezeichne H8 = H8(S2) den SobOlewraurn der über der Einheitssphare 
52 c R3 definierten Distributionen mit quaçlratisch suinmierbaren Ableitungen bis 
zur Ordnung s, normiert durch j jujj,2 = ll/1u 112 + hu112 für s ^t 0. Dabei 1st 11 - 11 - die L2_ 

Normüber 52, A = (_L1 2 ) 1 I2 und 

•	1	b	a	1	02 
- 11 2_	-sin t9--+ 2 -	sin i9 &i

	;,-n-2-0 

• der Laplace-Beltrami-Operator von 52 bei Bezug auf K'ugelkoordinaten 

•	 -,	 xi = r sin 0 áos ç, -- x2 = r sin 0 sin ç,	x3 = r cos 0. 

•	Unter 2& = ?V(It) verstehen. wir die -Vervollstandigung yon C 0 (R3) bezüglich 

•	

- der Norm lill,2 =1 !1 2 dx. Bekanntlich gehoren die Elenient-e dieses Raurnes 

zu L6(R3), mit stetiger Einbettung [9]. Tm librigen gilt 

OT 
• •	 =T E '(R3): -- L2(1t3) für i = 1, 2, 3R. 

Oxi 

•	Sei U	H8(52) eine Kugel mit Mittelpunkt Nul l . FU  u € U definiert	- - 

•

	

	 S = {R(1 + u(x)) x: x€ 52}	 (2.1) 

eine der R-Sphäre benachbarte Flàche mit denì Inhalt 

-	S = R2 f (1 + u)2(1 + (l±U)2) d52	 (2.2) 
S.
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(der Gradient V ist hier bezuglich der Metrik von 82 zu bilden). Es bietet keine, 

	

•	Schwierigkeit, S analytisch zu entwickeln. .Unter der . Voraussetzung s> 2, bei der

die Funktionen u € H8 einschlieBlich ihrer ersten Ableitungen nach dent Sobolew-

	

•	schen Einbettungssatz stetig sind,hesit .zt (2.2) die in einer Umgebung von u= 0

konvergente Entwicklung 

.5-	00	 1 
= Z S(u) 4 +f ((2u + u2 + IVuI 2)d8+ O(u3).	(23) 

lhre Suñimanden S. bilden fiber H stetige undsymntrische n-Linearformen, 
• wobei die Abklirzungen S(u") = S(u, . ., u) eingefiihrt wurden. Konvergenz be-

steht in dem Sinn, daB die mit den flber 118 berechneten Normen IIS,II gebildete 
Potenzreihe 'IISnII Z"(Z E C) einen posit.iven Konvergenzradius besitzt (vgl. dazu [6]). 
Wichtiger 1st die daraus'abzuleitende Entwicklung der ersten Variation K5'(u), ôu) 
= R2 E nS(u"', 5u). Ober ihre Regularitat gibtein Vergleichniit 

•	(S'(u), ôu).= R2/(2(1 + u) âu ±	öu + Vu Vôu) 
S.

	

VuJ2  (i+ (1 + U)2)-112 dS2	
'S	 S 

AufschluB, wonach S' eine in u '= Oahalytische Abbildung von 118 in H8-2 definiert: 
8' € C°(U, 118_2); U ist notfalls zu verkleinern. Wir erinnern schlieBlich an die Be- 
ziehung zur niittleren Kriimmung C von S •	 •	

0 

(S (u), ôu) = _2Rf,C(x) ôu (---)	dS(x)	 (2.4) 

mit der vereinbarteri Vorzeichenwahl [5]. 
Die entsprechende Entwicklung der Feldenergie (1.1) erfordert einige Weiterungen. 

Zur Auswertung dieses Integrals ist zunächst das tinter Ha = HaVX3 induzierte 
Gesanitfeld H zu berechnen. In der Fliissigkeit bestehe der lineare Zusammenhang 

= H, y = (1u - I)/47r zwischen Feldstärke und Magnetisierung mit konstanter 
Permeabilität u = 1. Tm unigebenden nichtmagnetischen Mdium R 3 \ Q ist im. folgenden stets ,u = 1 zu setzen. Geht man (bei gegebener Berandung 5) vondein 

	

•	Ansat.z 

•	ui=a+HaRø=Ha V(x3 +Rp),	€W(R3),	 (2.5) 

iiidas gestichte Feld aus, so ist vp = p(S) nach bekannten Vorschriften der Magneto-
• statik gemaB 

J=O in Q(5) iind R3\Q(S), 

-	+	.ev)-	ip±	1 - /2 ax3	 S 

- =0,	
B	langsS 

festzulegen. Wie vorn ist n die AuBennormale-von 5, und obere Sina kennzeichnen 
Grenzwerte von an Ben bzw. innen. Offensichtlich ist v(S) Extremale des Variations-
problems	 •	

0	 • 

F(S, )4 win	 0	

•	 ( 2.6)
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für 'den in der Variablen tp quadratisehen Ausdruck 

F(S, ) = - fy IV42 dx ±	Vx3 V dx;5	 (2.7).
 f 

•	 t(S) 

man beachte die stuckweise Konstanz der -Perrneabilität. (2.7) ist positiv definit 
• überW:	 S 

f1u j Vjpj 2 dx ^ mm {1, u} IIlIw2, 
as. 

woraus Existenz und Unität der Extremalen folgen. Ein Vergleich der Variations-
• gleichungen zu (2.6) mit (1.1) zeigt nun:	 S 

Em(S) = - H02Q(S) - fiF(s, V(s)), = LTR	 (2.8) 

Tm nächsten Schritt sei T: H8(52) _H8+i/2(R3), Tu = und = u, em linearer 
und stetiger FortsetzungsOperator (s; dazu z. B. [131). Die Bildfunktionn u sollen 
finite und in ihrer Gesamtheit g1eichnii0ig beschränkte Trager besitzen. Wir be-
nutzen die Fortsetzungen 1er Funktionen u € U zur Einfuhrung neuer Kooidinaten 
y1 gemaB	 - 

jF x1 = 06)= y(i± (y))	(i =1,2, 3).	 (2.9) 

Für u € U definieren these Vorschrift Diffeoinorphismen von R3 ãuf sich (gegebe-
nenfalls ist U nochmals zu verkleinern). In den neuen Koordinaten ist y1y = 1 
(Summation fiber doppelte Indizes) die Gleichung für die .Vergleichsflachen (2.1). 
Mit der üblichen Symbolik 

g 1ç= °k,y0ky und g =det (g,)	 -	 (2.10)


schreibt sich das Variationsintegral (2.7) nach Transformation als 

F(S, ) 
= --f	dy ± '(i	i f j/ g iO 3	dy	(2.11) 

mit B-	(y: 1y1 <1). Wir bereehnendeh Minimalwert (2.6) erneut, wobei wir die 

	

•	Bezeichnung v(S) für die Extremale (in dennciien,Koordinaten) beibehalten. ?P(S) - 
genugt den Euler-Lagrngeschen Gleichungen 

-_ (/ 90p1)ss0 in B7 und \B+ 	R\fl-, 
Oyi •	(2.12) 

	

•	 8p	8	 80 --------= (1— /z) 3-- langslyl=l	- 

sowie tp -	= 0 • (8/8n9	J/gy1 8/8y bezeichnet die Konornìalenableitung). 

	

•	
• Speiiell gilt	 - 

- •	 803 803 = A 3 y1 wegen .J/ g" --- = A 31 ,	 (2.13) 
fl,9	 yl • 

wohei A 1 das algebraische Koinpiement von 80 1 /8y in der entsprechenden Funktio-
nalmatrix ist.
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Hilfssatz1: Unter der Voraussetzungs > 2ist der MinimalwertE(iS) = F(S,tp(8)) 
/ . über 118(82) anal ytisch in U = 0..	 . 

Beweis: Für 'a E 118 und s > 2 gehort g,, = g .,(u) wegen (2.10) zu H"2(R3), 
erner. gilt g, = au f3erhalb einer von 'a unabhangigen Kugel in R 3. Wegen des 

Sobolewschen Einbettungssatzes sind these Funktionen dernzufolge stetig und be 
schränkt uber R3. Ein Buck auf 

g 1 (u) = ( 1+ u)2 611 ± ( 1 + 'a) (y1u -f yu) + yI2U, 

zeigt die Analytizitat der verniittelt.en Abbildungen g 11 : 118(82) C(R3). Uber der 
Banacha1gebra C(R3) besitzen }und.g, die gleiche Eigenschaft. Damit ist nach-
gewiesen, daB sich die Koeffizienten. des Variationsintegrals (2.11) in über C( R3) 
konvergente Reihi nach Potenzen von 'u entwickeln 1aseii. Man denke sich these 
Entwicklungen nun in (2.11) e.ingetragen und vertausche Integration mit Summa-
tion. Damit ist F nach Potenzen von 'a entwickelt: -	 - 

co(-1
	. 

F(8, ø) = E	 a(u', v, ) + b(u°, ) 

mit a E' L((H8)", ?V, 2&; R) und b E L((H8 )", 2e'; R), wobei die Entwicklung der in 
ip linearen Olieder.wegen (2.13) bei n. = 2 abbricht. Lösen wir anschlieflend die ent-
sprechend entwickelten Variationsgleichungen 

) + b(u', )) = 0 für alle op E W (2.14): 

lokal durch den Satz fiber implizite Funktionen auf, so folgt die Behauptung aüs der, 
Arialytizitat ihrer Auflosungsfunktion 

(8)	 p(U').	I	 .• (2.15)


Im Sinne einer Naherungsrechnung notieren wir im Hinblick auf (2.14) 
2	 1 

E(8) =	'b(u", V(S)) = - (b0( 0 ) + 21), (u, ) + a1(u, p2)) + O(u2). 

(2.16) 

Zur Berechnung von VO ist das Kopplungsproblem (2.12) zu lösen, wobei dort g'1 
durch 60 zu ersetzen ist. Die Losung lautet 

A,ccos D für r < 11 

u0 = A	 , A= 
- cos i für r > 1	2 + JU- r2 

bei Bezug auf Kugelkoordinaten. Das liefert nach einfachen Umforniungen	- 

•	A2	- E(8) = conät -
	

(5 + - 9 cos2 ) u d82 + 0(u2).	 (2.17) 

Der folgende Regularitatssatz bildet elne wichtige Erganzung zu Hilfssatz 1. 
Dazu sind die Faktorràume	 .	 e 

?t(B) = {T E 2'(B): DT E L2(B) fur 0 < H ;5 m}/R.

/
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iiber den Gebieten B = B bzw. B = B einzuführen. Unter der Norm II•; Wm(B)112 
= E lID ; L2 (B)112 (Summation über 0 < joc l :!E^ m) ist Wm(B) ein Hilbertraum. 

Hi lfssatz 2: Unter der Vorau.ssetzung s > 2 konvergiert (2.15) in 2'( R3) n ?P)8+112(B) 
9l8+112(fi+) mit der Norm 

J.; W(R3) n 9l8 + 1 1 2(B-) fl 9l8+1I2(B+)II 

= 1; 2(R3)II .+ 11 - ; ?V112(B)II+ IIIB*; '+112(B)II 

Beweis: Tm distributiven Sinn ist v(S) Losung der inhomogenen Differential-
•	gleichung

(,u 1fgii.p ) = -- ((u - I) A31) 
Oyi 

bzw.'	 - 

/Ltpy = a	(It. — 1) A 3, + - (jI 9ij	6ii)	.	 (2.18) 

• Da die Sobolewräume Lf- 112(B) unter der Voraussetzung s > 2 Banach-Algebren 
hilden (s. z. B. [11), gilt für die Koeffizienten 

A 3, E H- 1I2(B-),	Cy gij - 6' E H8 - 1 12 (B-) n 

Gehört daher ip zu ?V(R3) n Wsi 	n ? +1 /2 (B), so folgt 

Cu	1) A 31 + (jgui - o)	E L2 (R3) n H3 - 1 I2 (B-) n H8-112(B+), 

wobei die durch die letzte Zeile definierten Abbildungen den Produktrauni H8(S2) 
x ?'(R3) n W8+ 1 I2(B-) n W8 + 1 /2 (B+ ) analytisch in L2(R3) n H8 - 1 12 (B-) n H8-1I2(B+) 

•	iiberfiihren. Auf der anderen Seite besteht für die Losungen der inhornogenen Glei-
chung 

•	ay, (u) = -1- (uber R3) 
ayj 

zum Fréchetschen Differential von (2.18) in u = 0 der fundaitientale Regularitats-
satz	 -

3 
•	I; 9e(R3) n W m(B-) n ?e) m(B .f )II ^ Cf lit,; L2(R3) n Hm -'(B-) n I1m'(B)Il 

1=' 

nut einer von den Funktionen /, unabhängigenKonstanten C (vgl. [12]). Die auf dent 
Satz fiber iniplizite Funktionen beruhende Entwicklung (2.15) ist daher ebensogut 
iiber den Raunien ?V(R3) n 7) +1I2(B)n ' ±1I2(B) herleitbar I 

In den bisherigen Entwicklungen ist schliel3lich die Volumenkonstanz 

-	 ................4-	 •- 

Q(8)_-fR3 =__f(1+u) 3 dS_-fR3 - 

-	3 
=R3f(u+u2+3—)dS2=0 

S. 

zu berucksichtigen. Führen wir den Teilraunt ii derjenigen Funktionen von H8 
mit Mittelwert Null Ober S2 ein, so läBt sich these lokal durch den Ansatz
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U = v + 1(v) 1 (v E V 118) nut einer , in einer Nullumgebung V 08 definier-
ten analytischen Funktion / befriedigen. Koeffizientenvergleich liefert 1(v) 
= —(4ir)' f .v2 d82 + 0(v3). Setzen wir nun obigen Ansatz in die Entwicklungen 

SI	 .	. 
(2.3), (2.17) für S bzv. E em, und setzen wir 8(v) = S(v + 1(v) 1) und (v) = E(,S(v 
+ 1(v) 1)), so folgt mit Rücksicht auf die Entwicklung von  

- 2(v) =,47r +

	

	(IVvI2 - 2v2 ) d22 + 0(v3),  
2f

(2.19) 
E(v) = con' st + -- A 2 J v cos2 0 d22 + 0(v2) 

S. 

Zugleich ist (0.2) wegen (2.8) auf 

aiS'(v) - ji'(v) = 0	(v. E V)	 .	 (2.20) 

zuruckgeführt. Unigekehrt, ist v Losung dieser Gleichung, so lost die Fläehe 8(u) 
= S(v + 1(v) 1) das Variationsproblem (1.2), und zwar zu A = (xS'(u) + Em'(U), 1)/ 
(Q'(u) 1).	 ..	 - 

Wir machen nun , in Vorgriff auf Hilfssatz 3 darauf aufmerksam, daB 
— E C'(V, H8-2) wegen 2' E C''(U, 118-2) bzw. E' E C''(U, H'° 1).c C0(U,H$_2) ist-. 

Deshalb kann (2.20) für hinreichend kleine fl/aR2 fiber dein Raunipaar (He, 118-2) 
aufgelost werden. Die für die Auflosung wichtige Linearisierung L = S"(0) lautet 
im Hinblick auf (2.19) Lv = R2 ( — 4 2v - 2v) und besitzt die spharischen Funktionen 

• ye/S2 (i = 1, 2, 3) als Eigenfunktionen . i Eigenwert 0. Den hekannten Entwiek-
lungen nach sphärischen Funlitionen liest man aber ab, daB der Jacobische Ope-
rator L das orthogonale-Koniplement H8 e V3 isoniorph auf H82 & Y3 abbildet, 
wenn V3 der von den obigen Eigenfunktionen aufgespannte. dreidiniensionale Eigen-
rauni ist. Ober H 8 e V3 it somit wenigstens die modifiziehe Gleichung 

- flE'(v)) 0	(v E V® V3 )	 -	'	(2.2fl 

für hinreichend kleine 9/aR2 eindeutig nach v auflOsbar, wobei F die orthogon'ale 
Projektion. von HI-2 auf 11 82 ® V3 bezeichnet. 

Die restlichen Gleichgewichtsbedingungen 

(aã'(v) - flE'(v), yjs.) = 0	(i = 1, 2, 3)	•-	- 

sind wegen der Translationsinvarianz von S und E automatisch erfüllt. In der Tat, 
r sei One Translation in R 3 und fiihre S in -r(S) fiber. Sind u und u' die Parametri-
sierungen der Flächen S hzw. -r(S), so gilt neben S(u') = 8(u) auch E(S(u')) = E(8(u)). 
Hieraus folgt etwa für eine Translation r(x 1 , x21 x3) = (x1 , x21 x3 + Rh) in x3-Richtung 

= —1 +h cos t + ( ( 1 + u) 2 - h2 sin2 i) 1 /2 und 

cos 9) = (E'(S(u)), cos e)\= 0. 

Offensiehtlich geniigen auch und diesen Beziehungen. 
Man erhält so	 - 0 

Satz 1: Es sei a > 2. Bei hinreichender Kleinheit- des Quoienten fl/aR 2 .sind 
die Variationsgleichungen (1.2) im Sinne unserer Parametrisieung fiber einer 

0	 0	 •	 • -	

I.
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118(S2 )	V3-Kugel V = {u: hull 'r} einde'utig auflosbar. Are L(3sung 8(u) hãngt 
analytisch von fllocR2 ab, wobei	 -	- 

	

= fl20	cos-
	

+ o (-4), 
3 A 2	3 H2]? 1 1 __/A\2 

020 - Quadrupoldeformation des Tropfens) gilt.	 - 

Da sich die Gleichungen (2.21) bei Spiegelung an der (x1 , x2 )-Ebene sowie bei Drehungen 
urn die x3-Achse kovariant transformieren, besitzen die Lösungsflüchen nehen der Symmetrie- - 
ebene z3 = 0 Rotationssymmetrie bezuglich der x3-Achse: u = u(s) = t(r —t9) für 0	iv.€
Insbesondere ist f x1 dx'= 0 für i = 1, 2, 3. 

/	
..	Q(S)	 - 

3._Dieser Absehnitt enthält die Herleitung der Gleiehgewichtsbedingung (1.3). 
Wir knupfen an (2.11) an. Setzt man (2A5) in these Formel em und differenziert., 
so erhãlt man 

J 
= . f y ô (/ gui) v(S)y;p(S)y, dy ± (z — l)f	6A3 dy 

- als analytischen Ausdruck für die erste Variation J = E'(S), 6u) des Minimalwerts 
(2.16), wobei 6A 3 und 6(3/ g i) die bei der Anderung 5u von S resultierenden Varia- 
tionen der algebraischen Komplernente (2.13) und der Metrik (2.10) sind. Führt 
man die Vatiationen 60 = yÔIL der Abbildungsvorschrif ten (2.9) em, dann -erbalt 
man nach einfachen Rechnungen 

	

-	1A A	A A \	 -	- 

	

31 —	k jk 31 - ji 3k) 

6 (J//gt)) = (A,g" - A k)g" — A 1g") --......-

• und daraus folgend	 - 

= - (j7 . (A )kAa, — A,lAak) P(S)y oo), 

6 (gi) (S), V(S)yj* =	((A,gi — 2A kIg')(S)Y1 (8)1,60k) 

- bei Beachtung von (2.12). Erse'tzt -man die Iritegranden in J demgemaf3, so folgt 
nach pTartieller Integration einerseits	- 

-	
f=(Agi	2A1gil) JV ' J — p;Py,) YkYL6U dS2 

S. 

-	
.	+ (	1) f g 1I2 (A kA 31 — A lAak ) (	—	yjykâu d82 -	( 3.1) 

St. -
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und bei Ruckt.ranformation (2.9) .andererseits	 :. 

Rj

R	
(601)	(p1óO1)dx 

D(S) 

=	
((ii V - 1 2 — Vp+2) fljj — 2( p. —	ny) ôu dS() 

+.	if	- ip1 n3y 1 ) u dS(x).	 (3.2) 

Wie vorn bezeichnendabei obere Indizes Grenzwerte langs 52 bzw. S und n1 die 
Komponenten des Au Ben nornialen vektors von S.	 - 

H ii f s sat z 3: Unter der Voravssetzung s > 2 vermittelt E' eine in u = 0 analytische 
Abbildung von 1/8(52) nach H81(S2). 

• Beweis: In der Darstellung (3.1) definieren die Spuren (S)/S2 nach {ilfssatz 2 
und den RandeinhettungssatzenAbbildungen der Regula?itatsklasse C'(U, H8-1). 

Naturlich gilt .0j/S2 E C 0(U, H871 ) und daraus folgend Aki, g' /S2 E'C'(U, H'), 

• da die Räunie H8- 1 (S2 ) bei s> 2 Banach-Algebren bilden. Diese Eigenschaft läBt 
s'chlieBlich auch die behauptete Regularität des Integranden erkennen I 

Per Bevis von (1.3) stützt sich nun auf (3.2). Beriicksichtigen wir dart den Zu-
samnienhang (2.5) zuni Gesamtfeld, so folgt nach einfachen Umforniungen 

f(	
- a) n, n) - -- Ha2) n1y1 Ru dS(x).	 (3.3) 

Die auf S umtransforinierte Variation des Volutuens lautet 

5u) = R3   (1 + u) 2 i5u dS' = f nyRóu d$(x).	 (3.4) 
S.	 S	- 

Vergleichen wir jetzt (2.4), (2.8), (3.3), (3.4) mit (1.2), so erhalten wir als Erganzung 
zu Satz 1 schlieBlich 

Satz 2: Ldngs der nah Satz 1 kon.struierten Losungs/ldchen S. gilt die Beziehung 
(1.3), in der da8 zwischen den magnetischen und Ober/l&henkrd/len und dem Druck 
bestehende Gleichgewicht zum Ausdruck gelangt. 
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