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Ein abstraktes nichtlineares Cauchy-Kowalewskaja-Theorem
mit singuldren Koeffizienten I1) o -

' M. RE1ssic

~

Es werden neue qualitative und quantitative Eigenschaften von abstrakten nichtlinearen
Cauchy-Kowalewskaja-Problemen mit singuliren Koeffizienten dargestellt. Mit .Hilfe der
Methode der Banachraum-Skalen wird die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung eines Cau-
chy-Problems fir eine Operatorgleichung in der Skala gezeigt, wobei die Cauchy-Bedingung
auBerhalb der Singularitit ¢ — 0 gegeben ist. In einer Teilskala existiert dann die stetige Lo-
sung bis i‘n die Singularitdt. . o

IpeacTaBAATCA HOBbIE KAueCTBeHHbE M KONUYeCTBEHHbE CBOHCTBA, AGCTPAKTHEIX HEJIH-
Hefiuprx mpoGnem Howwu-HoBajeBcKO € CHHryJIAPHHMH roepduunenramn. C HOMOLUBIO
IKans BaHaX0BHX MPOCTPAHCTB MOKA3KBAETCA CYLIECTBOBAHME H eIMHCTBEHHOCTh PEIIEHMA

npo6iemn Komm A/ onepaTopHOro ypaBHeRHsA B wkane. Ycnosue Kown 1ano BHE CHHTYII-,

" sprocTH ¢ = 0. B-mojwkase cyilecTsyeT HenpepuBHOE pelleHHe BIJIOTh 10 CHHTYIAPHOCTH.

) - \
New qualitative and quantitative properties of abstract nonlinear Cauchy-Kowalewskaja
problems with singular coefficients are represented. By, applying the method of the Banach
space scales the existence and uniqueness of the solution for a Cauchy problem of an operator
_equation in the scale can be shown. The Cauchy condition is given outside the singularity
t = 0. In a subscale }zhére exists the continuous solution up to singularity. ' -

Die Be(ieutun'g und - Tragfihigkeit 'a'bstrékte}' Cauchy-KowaleWskaja-Theoremé
kommen mit den Resultaten der Arbeit [9] klar zum Ausdruck. Die dort untersuch-
ten Beispiele zeigen, daB durch die Betrachtung abstrakter Probleme Losbarkeits-

aussagen iiber Gleichungen mathematisch unterschiedlicher Natur aus-einer allge-

- meinen Theorie erzielt werden kénnen.

In [3] wird das abstrakte nichtlineare Cauchy-Kowalewskajasché Anfangswert--

problem dw/dt = (¢, w), w(0) = 0 untersucht. Eine Weiterentwicklung'der Theorie
erfolgt in [5]. Dort werden abstrakte Cauchy-Kowalewskaja-Probleme mit singu-
laren Koeffizienten der Gestalt ' ‘ : ‘

.t'%'-} cw = te2,{t, w).+ Zalt, w) [ T ¢V

’
~

betrachtet, wobei I = 0, 0 < o < 1 reelle und ¢ eine komplexe Konstante sind. Fiir
den stark singularen Fall (! = 1) werden dabei in der Banachraum-Skala Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen fiir (1) unter den Voraussetzungen Rec > 0 und
¢ dw|dt — 0 fiir ¢t — 0 bewiesen. Schon anhand der gewohnlichen Differentialglei-
chung ¢ dw/dt 4+ cw = 0 erkennt man, daB der Falll = 1und Re¢c < 0 vollkommen
‘neue Verhaltensweisen aufzeigt — trotz der Bedingung ¢' dw/dt — 0 fiir ¢ — 0 erhélt
man jn ¢ = 0 eine Ldsungsverzweigung. Interessieren uns Losungen im beschrinkten
Intervall [0, T, dann wird jeder Losungsast durch eine Cauchy-Bedingung int = T
eindeutig festgelegt. Diese einfache Voriiberlegung soll die Méglichkeit der Erweite-

1) Teil I dieser Arbeit erschien in Bd. 6 (1) 1987, S. 35—41, dieser Zeitschrift.
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rung der Beweismethoden auf stark singulire Cauchy-Kowalewskaja-Probleme vom -
Typ (1) mit Re ¢ < 0 motivieren. Fiir diese wird mit Hilfe der Methode der Banach--

‘raum-Skalen ein Cauchy-Problem untersucht, wobei die Cauchy-Bedingung in ¢ = T'
" gegeben ist. Die Losungen existieren dabei im abgeschlossenen Intervall [0, T'].

Die Formulierung der Voraussetzungen an ¥, und £, und des Satzes der Arbeit
erfolgt im Abschnitt 1. Als Hilfsmittel fiir den Beweis des Satzes, der im Abschnitt 3

‘gefithrt wird, dient die im ‘Abschnitt 2 mittels cines Iterationsschemas konstruierte

Fundamentalfolge. Die im Satz beschriebenen Skaleneffekte werden im Abschnitt 4
geometrisch veranschaulicht. SchlieBlich wird im Abschnitt 5. gezeigt, wie sich Lés-

“-barkeitsaussagen fiir Systeme singulirer particller Differentialgleichungen aus dem

Satz ergeben.

1. Es sei (B, ||llsJo<s<1 €ine Banachraum-Skala: Fiir gewisse positive reelle 77 und R sei

- LMy g ={t€ Ryt t] < m} X I mit K, = {w € By: |jwll, < R)?),und £, £, seien in

M, g definierte Operatoren mit den folgenden Eigenschaften.(K, L, N, P — gewisse -
R P g g 4 g
positive Konstanten; w, v — belicbige Elemente aus I wr € . fest):

(B;) £y M p— By ist stetig im Falle 8" < s und

) o P ) .o K
12106 2) = 2148, D)l 'S S 10 = vl 12408, w0y < ———

(By) Ly g - B, ist stetig und .
%2t 0) — Lot 0l S Lo —oll, 12T, wr) — Lolt, wr)l < N(T =),
Dann gilt die folgende Aussage. ' A S '

Satz: Es seien 1 = 1 und ¢ eine komplexe Konstante mit Re ¢ < 0, im Falle | = 1

" sei T'-1'< —Re ¢/l und auperdem soll fir t = O eine Lésung w(0) der Operatorgle:-
chung cw = £,(0, w) mit |[@(0)|, < R existieren. Die Operatoren ¥, und £, mogen den .

Bedingungen (B,) und (B,) geniigen, und es sei —L|Re ¢ < 1. Dann existieren posttive
Konstanten a und b = b(T) so, daf das Cauchy-Problem ) o

T dw . . - , . . ) .

’ tlﬂ + cw = tl'fl(t: w) + f2(t’ w): lv(lj) = wr, . . ’ (2)

genau eine stetige Losung w besitzt mit w(t) € K,* fiir T —t < a(l —s), T < a und
t=20. Wegen T < a gibt es demnach genau ‘eine stetige Lisung w in der Teilskala
(Bs, [Ills)o<s<se S0 = 1.— Pla, im Intervall [0, T, die in (0, T stetig differenzierbar ist.
Daber geniigt wr der Bedingung {wr — W(T)|l, < b(T'), qwobei W(T) € K, eine Lésung
der Operatorgleichung cw = £,(T, w) st. . : :

Bemerkung {: Die eigentliche Zielstellung, Lésungen von (2) im abgcschloséenen Inter-
vall [0,:7'] zu konstruieren, wird nur in eciner Teilskala realisiert. Wie das zugehdrige Skalen-

- diagramm.(s. Abb. 3) zeigt, bleiben aber die-Skaleneffekte in der gesamten Skala erhalten.

" 2. Fiir den Beweis des Satzes benétigen wir die beiden folgenden Hilfssitze.

. Lemma 1: Es setl = 1, gr set beliebig und ¢ eine chmplexe Konstante mit Re ¢ < 0.
Fir jede Funktion g € €[0, T existiert dann genau eine Losung w € 6[0, T') des Ca'uchy-
Problems ¢ dw/dt + cw = g, w(T) = gr. :

2) Die t-Variable flieBt nicht in die Normicrung ein.
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’ /
Beweis: Es soll hier nur die Losungsdarstellung i
1\—1 1 \-1 '
()= 6] e
t -
c 1 -1 - i -1 N .
voren (57|37 (7) ) e

T

~
L
o
]
g =/
—
~| -
Y
._.0
)

7

w= , ‘ " (3)
C ! T L =
. fr 1exp (c_ln (% ) (—g(r)) dr ‘
t ~ .
! + gr exp ( ¢ln (%)) furl =1

* angegeben werden I

Lemma 2: Der Operator Xoft, w): M, p — B, ‘moge der Bedingung (B,) geniigen,
und fir £ = 0 moge eine L(')'sung w(0) der Operatorgleichung cw=2Y5 2(0 w) mit {|[w(0)|,
- < R existieren. Dann gzbl es etn d > 0 und eine stetige Funktion w(t), die fiir t € [0, d]
der Operatorgleichung cw = Z,(t, w) und der Normbedingung |[w(t)|, < R geniigt.

Beweis: Wir untersuchen die lepuqktglel_chung w = F,(t, w) mit Fy(t, w) -

= Zo(t,w)[c. Essel M = {w€ B,: |lw — w(0)|, < R,} mit R, < R — |[w(0)||,. Fiir jedes’
feste ¢ mit |¢§| < n ist wegen L < |c| die. Abblldunor Za, w) kontrahierend auf .

Wegen der Stetigkeit von 1’2 in einer Umgebung von (0 w(O)) existiert cind > 0 der- .
art; daB T ;

||-fz(‘, w(0)) — 740, w«»)ll, < (1 — Lfle]) B,
firt € [O,Xd] gilt. Damit bekommt man die Abschitzung
| 12alt, w) — B < [| 2t ) — Zaft, DOl
N T |2t B(0)) — Fo(0, wO))],
' < Llw — m(O)l/lel + (1 = Lle) R < By,

d.h. , Z4(t, w) stellt fiir ¢ € [0, d] eine stetlge Abbnldung von auf sich dar, die dem-
nach wegen ihrer Kontraktivitit fir ¢ € [0, d] einen Fixpunkt w(t) besitzt. Es seien
t, t; € [0, d] beliebig vorgegeben. Dann gilt

() — Bl = ol D)) — Zalta D)
= || Fet wt)) — Tolte, w800 + L l1(8) — Blte)l/le]

‘e

Aus der Stetigkeit von 7, folgt damlt unmittelbar d1e Stetlgkelt von w(t) in[0,d] 1

- Aus (2) ergibt sich das Iteratlonsschema

dw("
+ cw®) = 'L, (¢, wk—1) 4 Lot, wtk—V),

. w(o) — wT'



174 ‘ M. REISSIG
!

Im folgenden 'soll untersucht. werden, unter welchen Voraussetzungen {w®)(t)} eine
Fundamentalfolge in X,* blldet Mit (3) und der Forderung w(")(T) = wr bekommt
‘man fiir 1 > 1 ,

(= [ AT [

+wwfmﬁz@w;

fiir alle £ = 1 und ¢ = 0. Daraus folgen mit v® = wik+h — w(") und nach Anwen:
dung der Abschatzungstechmken bei Integrationen im Banachraum die Abschatzun-
gen. o ' ,

Reec [/1\-1 . VER) .
[|v“"(t)|1,s f r"exp(l_elc (57 = (F)]) vt o,

+ 1£2(7, 'wr) — 27, wTi”’ . 7 ' '
+ || 2T, wr) — 2T, ®(D)ls + lel lwor — B(T)) de

uvw(z)u,s f E exp( T [(;)l_'l_—(%)‘ ]) (14t )

= £y WD, + (e, 0) — 4, e )az.

-

und

Durch Anwendung von (B,) und (B,) ergibt sich daraus die Abschatzung

N

K N
(0) -
b0l < (725 + TReg

(HM%%@?@W)c £

'undimit s < s(r) <.1'die Abschatzung

L+ e
|Rec| .

)(T b+ llwr—w(T)”a '

uv“)(e)u, < f 5 Il dr
\ N

4L f o ”(r>||,'—xexp( = ~Reo [(_t)l '—(%)"‘]) dr. ()

Zur Auswertung der Integra]e in (5) benétigen wir die Funktionale

. . ) 1 . ’ . . o

hi= sup oW, (1) (M — 1) | - (6)
. 0<s 1,420 T—1t¢- . AN

, T—t<an(1~8) . ) .

. . i\

1
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mit |[v®)], (¢) = sup { ||v(“)(t)||, T € [¢, T]} Die Folge {ak} w1rd wie in [4] nach der

Vorschrift az,, = a(1 — 1/(k + 2)?) mit 0 <'a, < 7 beliebig gewihlt. Mit s(z)
= + s — (T — 7)ja;)/2 und T —t< ak(l — 38) folgen die Bezxehungen

o < oD () & ——— AT =D .'
’ i i (1— _T= ))—(T—r)
A 2 - ai

k

Benutzen wir schlieBlich 2a,,/a,,_ — 1 < 1 d&nn ergibt sich mlt der letzten Bezie-
hung dxe Ungleichung o2 ‘ .

[[ot* =) |y(e) Gl —g) N1
f 8(‘[)—_8 dr ‘S4Ak_.1ag- _1_’?[— ’—1 .“ )

N

Durch Einsetzen in (5) bekommt man fiir v die Normabschéatzung

|v(*-"u, .

OOl < 4s10:P (ﬁ—’ _ 1)_‘ +

Tt Rec| |

Dierechte Seite derletzten Ungleichung fa.llt monoton bezugllch tiar T —t < a(l — s).
Diese Eigenschaft und (6) sichern die Abschatzung

t

, { L - \E | : «
A< (IR c|+4a0)4,,_ (IR I+4aoP)}.o. | o (7).

... Nun muB noch 4, abgeschatzt werden Nach (4) und (6) ist

- I3

+ a su 1 — ) ||wp —W(T
" TReq .S, (1= 8) er — DDl
s T—t<oy{1—3)

o <—:—R°%[<-T—>"'—<i>"'1>~>'/w—‘»-

Im Fal] ! > 1 kann man zeigen, dal unter der Voraussetzung T'-' < —Recfl die
Funktion .

. —Rec -1 . -1 ) .
st (1o ()= () o
im Intervall [0, T'} ihr \'Iaxxmum in ¢t = T annimmt, und es gllt, an dieser Stelle

'g(T) = —Re ¢/T". Fiir den Fall I = 1 erhilt man
max 1 — exp (Re ¢ In (T']t))

T—t1<ai—s) Tr—t
120 :

Recf

= max (1, —Re c)/T.

. Damit ist gezeigt, daB i im Fa.l] I>1.

hSa (K + ) + o (et Erel). sup or — B (1 = 5) (—Re /")

|Re c| |Re c| 0<a<l

ist. Wahlt man schhethh b=dT)=—-T" /Re ¢, da.nn ergxbt sich damxt
ho'S oK+ (V + L+ lel)/Re cl). . ; - ®)

1

'
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Fiir L = 1 erhlt man diese Abschatzung auf gleiche Weise. Wegen b(T) = a, er-
halten wir aus (6) und (7) die folgende Normabschatzung fur die (k + 1)-te Naherung
w*+1 in der Skala (B, |I|ls):

. N
k

L ' y . .
uw‘k“’n,g;of (1R oo T4 ) (G + 2 = 1) + @Dl + ao.

Wenn jetzt sogar
25 P + ) (§F 20— 1) +a <R mEOh @

- gilt, dann liegen nach. (6) fur k = O und t € [T Tlwmit T =>0und? > T —a(l —s)
die Néherungen w®)(¢) in ¥,*; dabei wird mit a der positive Limes der Folge {a;)
bezeichnet.” Nach Lemma 2 existiert eine Konstante k derart, daB |[w(t)|, < & fiir

L tefo, d] gilt. Somit erglbt sich (9) unmlttelbar aus der Achhatzung

2
OJZ(;(|R ec|
Analog wie. in [4, 5] sichern (8) und die Voraussetznng L/iRe c| < 1 die Ex1stenz
eines a, mit 0 < @y < min (», d), das der Bedingung (10) _geniigt. Da uns Lésungen
im Intervall [0, T'] interessieren, folgt notwendigerweise T = 0 bzw. T' < a. Damit
haben wir eine Folge von Naherungen {w®()} konstruiert mit der Eigenschaft, da
fir T —t<a(l —s), t =0 und T<mm(( Re ¢/lyvu—n, a) (T—t <a(l —s),
T <aundt = 0) fallsl > 1 (I = 1) ist, die Glieder dieser Folge in c?C ’llegen Wegen
der Abschataung

+4ao)((7‘+2>2—1).+ao‘<3—h. ' (10)

p—1 L i '
oo, — @, = =1 Y (g + 4aoP) (G420 —1) <o

p—1 N
Z '0(7
i=q |Re c]

fiir alle p, g = ny(e) ist {w*)(¢t)} eine Fundamentalfolge in %

N\

Bemerkung 2: Es soll noch einmal zusammengefa.Bt werden, wie man die Konstanten a
und b = b(T) erhilt: Nach Lemma 2 kann man 4 und damit auch die Konstante % berecchnen.
Dann ergibt sich aus (8) und (10) ein positives ¢, mit ¢y << min (5, d). Die Konstante a erhilt
man als Limes der Folge {a;}. Im Fall { > 1 (I = 1) wird nun ein T < min (a, (— Re ¢/l)1/—1))
(T < a) fixiert. Dadurch bekommt man alle s € (0, s;), fur welche T < a(l — s) gilt. AuBer-

" * . dem hat man @w(T) und damit auch 6(7T).

3. In diesem Abschnitt beweisen wir mit Hilfe der im Abschnitt 2 konstruierten Fun-

damentalfolge die Aussagen der Satzes. .

. Beweis des Satzes: Zuerst zeigen wir die Existenz einer Losung w von (2) in
_der Skala (B,, ||-/l,). Nach Abschnitt 2, insbesondere (6), (7) und (10), existiert das
Grenzelement w(t) der Fundamentalfolge{ w®(t)} mit w(t) € K2 fir T — ¢ < a(l — s)

"und t =0. AuBerdem- gilt w(T) = wr. Es folgt nun fiir s € (0, l) eine s’-Normab-
schatzung fur das Integral

v

h—f e 25 () ‘—(%)"‘J) (e

— £1(5, w)) — (Lalr, W) — L4z, ) dr.
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~Wegen (B.) und (Bz) erhalt man analog wie im Abschmtt 2 mlt s’ < §<1 die Ab-
schatzung ’ .

”Ik”s = _—‘f ”w(k) - w”a (t) de + “w(k? — wlly (0).

IRI
.Mit den Funktlona,len
: a(l — s) N2
Ag= sup flw® —wl, ) {—F7—— -1} =24 - \
0<s<1,620 T —1t » P .
: L0ST—t<a(l-s) - :
folgt daraus die Abschatzung
. i o ‘
: ’ P T . - L
Ll ® ().

Wegen der Beschranktheit des Integrals fur? —t <a(l —s8)undt = 0gilt |[I|l,, >0 ¢
fiir £ — oo, und damit ergibt sich w als Losung der Integralgleichung

‘ J —¢ /11 1 \-1] . : N l
N w = f,z“ exp (l — \l [(7) -—_ (T) D (—.z’f,(}r, w). — Loz, 'w)) dv
.‘ ‘ . .

ol [ (3

‘Mit Lemma 1 ist w dann auch eine Losung des Cauchy-Problems (2).

. Im nachsten Schritt zeigen wir, daB {w®)} eine Folge stetiger Funktionen beziig-
_lich t mit 7' — ¢t < a(1 — s) und ¢t = O ist. Trivialerweise ist w(® stetlg in [0, T'). Es’
seien fir 0 < k < m die Naherungen w®)(f) stetig beziiglich ¢ in der s-Norm mit
T —t<a(l —s),t = Ounds.€ (0,1). Wahlén wir zu einem s € (0, 1) eins’ < 8 < 1,
dann stellt nach (B,) und (Bz) die Funktion ¢g: t — —t'%,(z, w'™) — £,(z, wi™) ‘eine
stetige Abbildung von B,-in B,  dar. Nach Anwendung von Lemma 1 erhalten wir
die gleichmaBige Konvergenz des Integrals in (3) fiir w*™* () und damit auch die
Stetigkeit von wm+1)() beziiglich ¢ in der s-Norm mit T —t < a(l —s), £ = 0 und "
s € (0,.1). Wegen (6) und (7) ist damit die gleichméaBige Konvergenz der Folge
{w®(t)} gesichert, d. h. aber w = w(¢) als Grenzfunktion ist stetig beziiglich ¢ in der
oben beschriebenen Menge Wegen (B,) und (B,) ergibt sich aus der Stetigkeit von w
in der Darstellung (2) die stetige leferenmerbarkelt beziiglich ¢ im Intervall (0, T]
fiir alle s € (0, s,) mit T' < a(l — s).

Es bleibt noch die Elndeutlgkelt der Lésung w in der Skala (B,, || I],) zZu zelgen Es

seien also w und vzweistetige Losungen von (2) mit w(t), v(t) € K, fur T — t <a(l — s)

rund T = 0. Mit s, € (0, 1) beliebig sei das Funktxonal '

8 8 — 8 ' L
A= sup [ —of, (-—(11 ) _ 1) ' . (11) .
0<8<8, 05t —t ’ . .
0ST—t<ais,—8) - : )

gegeben. Durch analoge Abschatzungen wie im . Abschmtt 2 erhalten wir die Ab
scha,tzung . ) .

— ,£4aP :
o =l f (ats: —s)—(T—r))2 o

+f ) exP( Relc [( ) 1:_..‘(%):‘_1])“”_ oxp';d;-

12 Anul\sis Bd. 7, Heft ’(19R8)
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und daraus die Abschitzung

T

el - e e

Benutzt man nun die Ungleichung : , !
als, — (T =) “1<als —T —1) = I  firze s, T),

s0 schluBfolgert man aus der letzten Beziehung A < A(4a,P + L/[Rec]). In (11)
~garantieren die Differenzierbarkeitseigenschaften der Losungen 1 < oo, und daraus
folgt mit der letzten Ungleichung 4 = 0. Die Endhchkelt von 4 folgt daraus daB

g -
nw—vm§4du@91§3—1),

(w — v) (t) — (0 — ) (T)
0<f331,).6§t - b — T s ga(sl —8) — ( _At))
0=T—t<a(,—s) . »
é'“W-“ﬂilﬂ'wa—@—w;m
0<8<8,,05¢t e )

0=T—t<a(s,—3) .

_ Lt w) = £1(6) + Ll w) — Za(t, v) — clw — )y
=  sup ;

0<s<a, 85t o alsy —8) — (T — 0))!

05T —t<al(s,—8) - N . »
st Damit ist flo — o))y =0 fir 0 <s<s,0=T — tz<’a(s, —s)und ¢ = 4. Da
6 > 0 und s; € (0, 1) beliebig wahlbar sind, ist damit {w — o]}, = 0 fur s € (0, 1),
0<T —t<a(l —s)undt > 0. Die Differenz w — » ist nach Annahme stetig be-
ziiglich ¢ in [0, T") fiir s € (0, )., Daraus und ‘mit obiger Aussage folgt sofort
(@ — v).(0)lls = O fiir s € (0, s5). Damit ist der Satz vollstindig bewiesen, wenn man
noch bemerkt, dafl der Bewels fir den Fall I = 1 analog gefiihrt wird §

% )
4

Abb. 2-

<00

R

.

)

W
~~ |t

"

4

: ~

4. Die Skaleneffekte des Satzes lassen sich sehr schon mit dem Skalendiagramm be-
schreiben. Der klassische Fall (4] liefert das Diagramm in' Abb. 1. Die modifizierte
Beweismethode erhilt natiirlich diese Struktur. Das Vorschreiben - der Cauchy-
Bedingung in t = T fiihrt zu einem riicklaufigen Diagramm (vgl. Abb. 2).
"~ Bei der Anwendung der modifizierten Beweismethode auf unseren konkreten Fall -
- miissen die folgenden zwei Aussagen beruckswhtlgt werden:

. Nur fiir T < a existieren s € (0, s,) so, daBl T' < a(1 — s) gilt.
‘2 Im allgemeinen kann die Beweismethode nur fiir ¢ = 0 angewendet werden.

Das fiihrt zu dem Skalendiagramm in Abb. 3. Gerade dieses Verhalten w1rd im Satz
beschneben _

‘
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=0

Abb. 3

.}

5. Im letzten Abschnitt wollen wir a]s Anwendungsbelsplel des abstrakten Resultats .

Losbarkeltsaussagen fiir Systeme singuléirer Evolutlonsglelchunoen hcrlelten

5.1. ' Eiﬁg Skala von Banachraumen reell analytische‘r Funktionen

5.1.1. Der quasﬂineare Fall. Gegeben sei das Cauchy-Problem

Y o — ¢l e o — @
t % +cw=t (A pe + B % +D) + E, 1{(T) . (12)
Hierin seien @ = (t'u,)n die gesuchte Vektorfunktion, 4 = (4;;)a, B = (B;;) ge--

gebene Matrixfunktionen, D = (D;),%, E = (E;),T und @ Wy = (w;,r),T gegebene Vektor-
funktionen. Es sei @, ein einfach zusammenhangendes ‘beschranktes, offenes und
konvexes Gebiet der z-Ebene, das deren Ursprung O enthilt. Dann entsteht das -
Gebict @, durch Streckung des Gebietes G, um den Faktor s mit dem Streckungs-
zentrum -0, Mit J€,.+(G,).n E(@,) bézeichnen wir den Raum der.in G, reell analyti-
schen und in G, stetigen Funktionen w = w(z). Diese Bczclchnungen fiihren zur Ba-
nachraum-Skala (B, ||-|l;) = (%z 2(G) ng(G ), Squ. [ l) An dle Funktionen 4,4,
B,,, D; und E; werden folgende Voraussetzungen gestellt: '

(V,) Samthchc Funktionen sind im Abschluf3 Jlt der Menge
Nl = {2 € G Xt ] <) X {we By: |libll, < R}?)

defmlert in JC , stetig bezughch z und ¢, Lipschitz-stetig bezugllch und in.
Jl/l" g Teell ana]ytlsch in z und @.

(Vo) Mit ——L/Re c < 1 gilt in Jll die Lipschitz- Bedmgung
Bt @) — Bzt wz>||, < L iy — yll,-

(Va) Es existiert eine in G, reell analytische Losung %(0) des Systems von Funktional-
' gleichungen civ = E(z, 0, #) mit ||w(0)ﬂ1 < R.

(V,) Mit |y —w(T)ll, < b(T) ist fir E die Llpschltz Bedmgung ||E(z T Wr)
. — E(z,t, wT)H, S NT —¢) erfullt

Unter diesen Voraussetzungen ist unser Satz auf das Cauchy-Problem (12) anwend-
* bar. Dabei ist noch zu bemerken, daB wegen ihrer reellen Analytizitit in z die Funk-
tion @ mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel dargestellt werden kann. Durch
Standardabschitzungen (s. z. B. [2]) zeigt man damit das Erfiilltsein dér Lipschitz-
Bedingung aus (B,) fiir 8/0z und 9/8z* und somit auch. fiir £, in der Banachraum-
Skala (By, |||ls). Es laBt sich folgende zusammenfassende Aussage formulieren.

%) Die Vektor- bzw. Matrixnormen miissen als Zueinander vertriglich gewiihit werden.

12* - ’
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.Folgerung 1: Es sei L = 1, und c sei eine komplexe Konstante mit Rec < 0. Im
Falll > 1 sei T < (—Rec/l)=0. Erfiillen in (12) die Funktionen 4;;, Bi;, D; und
E; die Voraussetzungew (V,) bis (V,), dann findet man positive Konstanten a und b
= b(T) so, daf genau eine in t stetige Losung W existiert mit

B(t) € (B € H.we(Go) N 8(@,): 1Bl < R)

fir T —t <a(l — s), T'< aund t =0. Wegen T < a 'gibt es demnach genau eine
stetige Losung © in der Teilskala (Bs, lls)o<s<ss; So = 1 — Tla, im Intervall [0, T'), die
in (0, T von t stetig differenzierbar abhangt. Schlieflich geniigt Wy der Bedingung
iy — BT < b(T). o ,

Beispiel: GeAg.e-bex')'séi das System von Di(férentialgleiqhungen

glg_w_l

s ) ew. ow . T, ow
T + owy, = ?l ((2 = |w,12')-‘ 'sz—*l' + 'exl,) (wzz) _a—z‘L +3@2 + 2w, ") —371 :

+ cos (uy?w,*?) %) 4 sin (52 exp.(w,*t V3"— t)), .

T 282y cxp (—2%)

[} Owy 2
oz

) . ' ow.
{1t W2 e, = ¢ [t sin (2] w,*) —
2. + wa\ ( (1212 w,*) o

o
o0z*

o+ (/Y3 =) —aaui + (27 — wl)"‘) + cos (cos /(1 — 22-))..
. : z ' : .

An diesem Beispiel so]ien die Voraussetzungen (V,) bis (V,) aberprift, die in ihnen enthaltenen
Konstanten berechnet und Existenzgebiete fur die Lésungen angegeben werden. Als Vektor- -

und Matriznorm verwenden wir die euklidische Norm bzw. die Schur-Norm. Der Ursprung

.gehore dem Gebiet G, an. In Abhéngigkeit von den Existenzgebieten der Koeffizienten withlen

wir i . ' ‘ . )
D MR = Mippy = {21 2] < 8/3) X {e: |t < 1/2} < {# € Bg: 1]l < 1}.

Man kann dann das Erfilltsein von (V,) in dieser Menge nachweisen. Zur. Ermittlung der Lip-

schitz-Konstanten L-in (V,) benétigen wir. die-Abschitzungen :

\

V ‘Sup — sin (w2 exp (w,*t V3 — t))l < 26, .
,""“}l'a.l We _— |
© sup S sin (w2 exp (w,*t }/3 — t)) < 23
- My 1 CL

Damit folgt L < 40 und daraus notwendigerweise wiederum Rec < —40. Als Losung ﬁ(O)
dgi; Systems von Funktionalgleichungen in (V) erhalten wit w(0) = (¢! sin (¢! cos (1l — 22)™1),
¢~ cos (1 — 2z)71). Fir le|-> 40 gilt [[@(O)ll, < L. Zur Ermittlung der Lipschitz-Konstanten N

‘in (V,) benétigen wir die Abschétzungen ' N
sup D os 25 | e, sup |—-sin (wy exp (wy* V3. — t1))| <46. -
Ml o 1— 2] M2 . - ‘

Damit folgt N < 80. Dié Voraussetzungen (V) bis-(V,) sind somit volistiindig Giberpriift. Es

sei nun ¢ = —100. Dann gilt @Ol < 1/4. Wir wihlen in Lemma-2 die Konstante By, = 1/2. .

Die méglichen Konstanten d ergeben sich aus der Bedingung
U |IB G w(0) — Bz, 0,(0)]l = 30-
’ Man zeigt : :
|E(z &, %(0)) — E(z, 0, %(©))|, = 62t . e e
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. . . . '

s

Damlt erhilt man zum Beispiel d = 1/3 woraus k < 3/4 folgt. Aus der Formel (10) bestxmmen

wir dle Konstante a,. Da.zu benétigen wir die Beziehung’

Z x’((? +2) —\1) =2 Z$’(7 + NG +2= 4(1 - z)s.
t. j=0 j=0 .
Zur Berechnung der Konstanten P und K benotlgen wir in </ﬂ1,2 , die Beznehungen NA(¢, @),
=.2,1; |1B¢ @), < 3,6; 1D, B, S 1; (1A, B) — A, S 2310 — Bl |IBE D)

=~ B, 7)|l, = 11,6 |5 — %, und [ID(t, B) — D(t, T)lls = 116 — Bl Unter Verwendung der

Gebietsfamilie Gy und der Cauchyschen Integralformel far reell analytlsche Funktlonen erhal-

_ ten wir - . L _
&< 3 = lgll, far 0<s<s<l.
0z* ||o

) .
s — T - ° '
Diese Beziehungen hefem schlieBlich P < 60" und K < 18,1. .Wegen (10) mu8 4aoP < 3/5

sein. Die Konstante a, = 2/10° erfallt diese Ungleichung. Damit ist ag < min (1/2, 1/3) er- -

“fiillt, und eine Abschidtzung der linken Seite von (10) kann mit (8) Wle folgt vorgenommen
werden: . .

B

/10):( +4a,,1>) ((7-{-2)2—1)+ao$812a0048“-1-a0<740a0

\ |Re cf

Aus (10) folgt damit a, < 3,3/10%; wir wiihlen a, = 3/10%. Nach [4] bekommt man fir die

Konstante a = qo/2 = 1,5/10%. Es sei nun 7' = 10~* vorgegeben Far 1> 1 ist’ die Bedingung
T < —Re cfl erfillt. Wegen T < 1/3ist dJe Existenz von w(T) gesichert. 'Die méglichen An-
fangswerte % 7 kommen aus der Kugel um w(T) mit dem Radius 10~14/*2), Fir 0 < s < 1/3,

¢ = —100und ! = 1 existiert somit eine elndeutlge Lésung @ € B, des Systems der Differential-

gleichungen, die der Cauchy- -Bedingung @(T) = %7 geniigt und fir die w(t) € {W € ¥, za(G,)
n8(G,): 1B, < 1} fiar ¢ € [0, 10-¢] gilt. AuBerdem ist die Lésung & stetlg beziiglich ¢ im
Intervall [0, 7] und sogar stetig differenzierbar im Tntervall (0, T). .

5.1.2. Der nichtlineare Fall. Gegeben sei das Ca,uchy-Prob]em

/
Ry

/ y ’3173 o ow o o ".i
6 %2t o= 0By (51,0 o5 ) + B L D), BT =Br . (13)

Mit den Substitutionen 0[02* = % und 0|0z = 4 und mnt z = (1’[), 17517,)T fiil\u*t man

es m das Hllfsproblem . . . ‘

. . . -

_+ = ( +B +D)+E ,
: ' . (14)

oz* 0z

* \

iiber. Mit Stahdardrﬁethoden beweist man folgendes Lemma.

L 2 8 _\T
(f) = Zr = ('WT: Wy, == ﬁy‘)

Lemma 3: Das Chauchy-Problem (13) hat genau dann eme int stetzge Losung Dmit .

@
(w(t), w(t), = % w(t)) €B fir T —t <a(l —s) und ¢ 2 0, weni daa Hilfspro-

blem (14) eine in t stetige Losung Emit Bt) € B, fir T —t < a(l.—s) und t = 0 be-

sttzt. ) )

Die. Zuruckfuhrung des nichtlinearen Falls auf den quasxhnearen Fall llefert mlt;‘ A

Folgerung 1 und Lemma. 3 die folgende Aussage.
Folgerung 2: Es sei l 2 1, und ¢ sei eine komplexe Konstante mit Re ¢ < 0. Im

Fall>1 s T < (—Re c/l)l/u . AupPerdem seien in (13) die Vektorfunktionen =~

- ~
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Found F, so gewahlt, daf die Koeffzzzenten A, B, D und E in (14) den Voraussetzungcn
(V,) bis (V,) geniigen. Dann gibt es positive Konstanten a und b = b(T) so, daff genau
eine in ¢ stetige Losung W existiert mzt ,
6 0 _ ’
= U 5o 5 0

fir T'—t <a(l —s), T <a und t = 0. Wegen T < a gzbt es demnach genau eine

() € {w € J,i(6) 0 E(@ Gy):

: stetzge Lisung. @ in der Teilskala (Bs, [Flls)o<s<ser So-=1 — T'[a, im Intervall [0, T] :

die in (0, T] stetig dz//erenzzerbar von t. abhangt Auferdem geniigt Wr der Bedingung .

¥

(17)1‘, aiwr, %1‘4’7) (w (’!‘), w(T), w(T))H < b(T)

5.2. Weztere Banachraum Skalen

" Neben der im Abschnitt 5.1 behandelten Banachraum- Skala existieren eine Reihe
.~ ‘anderer Beispiele fiir die Anwendung unseres Satzes. Im allgemeinen bereitet, der
- Nachweis der Lipschitz-Bedingung fiir ¥, die groBten Schwierigkeiten. Fiir Banach-
-raum-Skalen ho]omorpher Funktionen, die auf dem Rand von G, nicht notwendig

stetlg sind, ist eine solche Lipschitz- Bedmgung fiir die 1. Ableitung in [3] gegeben und
in [9] angewendet worden. Eine ]meuhrung von- Banachraum-Skalen fiir verallge-
meinerte analytische Funktionen elfolgl, in [8]. Eine solche Skala kann mit der Gebiets-
familie {G,}o<s<; aus Abschnitt 5.1 und dem Lésungsraum der Vekuaschen Diffe-
rentialgleichung (w = ow[0z* + a(z) w + b(z) w* = 0 definiert werden. Dic Normie-
rung hingt dabei von den Eigenschaften der Koeffizienten ¢ und b ab, die z. B.

. Holder-stetig gewahlt werden kénnen. Fiir ‘dic Formulierung méglicher Cauchy )

Probleme benétigen wir noch den Begriff des assoziierten Operators.

Definition: Zwei Operatoren [ und ¥ heiBen. zueinander assoziiert, wenn der
Raum der durch [w = 0 definierten Funktionen durch ¥ in sich abgeblldet wird, d. h.
wenn aus [w = 0 auch [(fw) = 0 folgt

Mit ¥(z,¢t,w) = D 6w/8z + Aw + Bw* betrachten wir das Cauchy-Problem

’ t a—w~~l—cw=t‘(1’(z,t, w)+E) + Fw+ G, wl)=w.

Wann die Opera.toren [ und .‘f zueinander assoziiert smd wird in [7] untersucht.

‘Unter gewissen Voraussetzungen sind die Bedingungen unseres Satzes erfiillt. Ins-

besondere gilt nach [8] die Lipschitz-Bedingung fiir ¥, = £ -+ E aus (B,). Die aus-
fithrliche Behandlung des Cauchy-Problems erfolgt in [6]. Die Resultate.ini 1] stellen
eine wesentliche ErW(:lterung der Methode der Banachraum-Skalen fiir ¢-kolomorphe
Vektoren dar. Unter gewissen Voraussetzungen sind die Bedingungen (B,) und (B,)
unseres Satzes auch fiir solche Skalen sinnvoll. Die Beispiele erwecken den Eindruck,

.daB #,-nur Differentiationen- 1-Ordnung nach den Ortsvariablen enthalten darf. In~

[6] wird jedoch einc Banachraum-Skala ganzer anal?/tzscher Fynktionen konstruxert
mit deren Hilfe man z. B. das Cauchy-Problem

tlﬁ—*-c §8 2, W(T)sz

behandeln kann.
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