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Ein abstraktes nichtlineares Cauchy-Kowalewskaja-Theorem 
mit singulãren Koeffizienten II') 

M. REISsIG 

Es werden ' neue qualitative und quantitative Eigenschaften von abstrakten nichtlinearen 
Cauchy-Kowalwskaja-Problemen mit singulren Koeffizienten dargestellt. Mit Hilfe der 
Methode der Banachraum-Skalen wird die Existenz und Eind'eutigkeit der Losung cines Cau-
chy-Problems, für eine Operatorgleichung in der Skala gezeigt, wobei die Cauchy-Bedingung 
aulierhalb der Singularitiit t = 0 gegeben ist. In einer Teilskala existiertdann die stetige L6- 
sung bis in die Singularitat. 
flpecTa8J1a1oTcs HoBble Ka'iecTBeHHbie it KoJIHqecTBeHHbIe csoflcTBa, a6cTpaWrHblx HCJIII-

Heftub!x npoöJIeM K0WH-HonajieBcKofl C C1iHryHpHblMH K0e4I4IHqHeHTaMH. C noMoUU,Io 
wHaJmI BaHaxoaux npecTpaHCTB noKaaszBaeTcH cyLuecTBona HHe H egHHcTBeIIHocTb peuieenn 
npo611eMu HomB jin oneparopHoro ypaBHenuB a ulKajie. -YcJIoBMe Hown gao Bile CHHFyJI-

• apHocril t = 0. B- nogwKaJle cyiuecTnyeT He[IpepblBHoe peiuene BUJIOTb JXO CHHryJJHpHOCTM. 

New qualitative andquantitative properties of abstract nonlinear Cauchy-Kowalewskaja 
problems with singular coefficients are represented. By, applying the method of the Banach 
space 4cales the existence and uniqueness of the solution for a Cauchy problem of an operator 
equation in the scale can be shown. The Cauchy condition is given outside the singularity

	

= 0. In a subscale there exists the continuous solution up to singularity.	- 

Die Bedeutung und - Tragfahigkeit abstrakter Cauchy-Kowalewskaja-Theoremé 
kommen mit den Resultaten der Arbeit [9] klar zum Ausdruck. Die dort untersuch-
ten Beispiele zeigén, daB durch die Betrachtung abstrakter Probleme Läsbarkeits-
aussagen über Gleichungen mathematisch unterschiedlicher Natur aus einer - alige-

	

meinen Theórie erzielt werden können.	 -	-	-	- 
In [3] wird das abstrakte nichtlineare Cauchy-Kova1ewskaJasche Anfangwert-

problem dw/dt = .(t, w), w(0) = 0 untersucht. Eine Weiterentwicklungder Theorie• 
erfolgt in [5]. Dort werden abstrakte Cauchy-Kowalewskaja-Probleme mit singu-
lãren Koeffizienten der Gestalt 

dw.	 0	- 
-	t' -- -f- cvi = t'°11 (t, w). + 12 (t, w)	 -	 (1) 

betrachtet, wobei I ^ 0, 0 <— < 1 reelle und c eine komplexe Konstante sind. Fur 
den stark singulãren Fall (1 1) werdendabei in der Banachraum-Skala Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen für (1) unter den Voraussetzungen Re c > 0 und 
t' dw/dt - 0 für t —t 0 bewiesen. Schon anhand der gewohnlichen Differentialglei-
chung t' dw/dt + cvi = 0 erkenñt man, daB der Fall 1 1 und Re c < 0 vollkomnen 
reue -Verhaltensweisen' aufzeigt - trotz der Bedingung t 1 dw/dt -* 0 für t -> 0 erhãlt' 
man in I = 0 eine Losungsverzweigung. Interessieren uns Losungen im beschränkten 
Intervall [0, T], dann wird jeder Losungsast durch eine Cauchy-Bedingung in I = T l 
eindeutig festgelegt. Diese einfache Vorüberlegung soIl die Moglichkeit der Erweite-

') Teil I dieser Arbeit erschien in Bd. 6 (1) 1987, S. 35-41, dieser Zeitschrift.
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rung der Beweismethoden auf stark singulare Cauchy-Kowalewskaja-Probleme vom 
Typ (1) mit Re c <0 motivieren. Für these wird mit Hilfe der Methode der Banach-
raum-Skalen ein Cauchy-Problem untersucht, wobei die Cauchy-Bedingung in t = T 
gegeben ist. Die Losungen existieren dabei im abgeschlossenen Intervall [0, T]. 

Die Formulierung der Voraussetzungen an Yj und 12 und des Satzes der Arbeit 
erfolgt im Abschnitt 1. AIs Hilfsmittel für den Beweis des Satzes, der im Abschnitt 3 
geführt wird, dient die im Abschnitt 2 mittels eines Iterationsschemas konstruierte 
Fundamentalfolge. Die irn Satz beschriebenen Skalenèffekte werden im Abschnitt 4 
geonietrisch veransehaulicht. Schlie8lieh wird im Absehnitt 5 gezeigt, wie sich Los-
barkeitsaussagen für Systeme singularer partieller DifferentialgJeichungen aus dem 
Satz ergeben. 

1. Es sei (B3 , 1 • 113)o<8^1 eineBanaehraum-Skala Furgewisse positive ree11e,undRsei 
at' = I t E R1 : jt < } x X, mit X 8 = {w € B3 : 1w 3 < R} 2), und 1, 2 seien in 
'j'tR definierte Operatoren mit den folgenden Eigenschaften.(K, L, N, P gewisse 
positive Konstanten; w, v - beliebige Elemente aus X 8 ; ,WT € X, 8 lest): 
(B1) 1 : ,JIt.-* B3 , ist stetig im Falle s' < s und 

111,(t, w) - 1(t, v)l j.	lw -	I 1 (t, WT)MS	1 
(B2)-	12 	B3 ist stetig und 

1112(1 , w) - 12 0, v )113 ^ L 11w - v,	{I12 (T, W) - 12 (1, ?VT)jjs ^ N(T —1). 
Dann gilt die folgende Aussage. 

Satz: Es seiem 1 1 und c 6ne kompiexe Konstante mit Re c < 0, im Faile 1 . 1 
set T'-' < —Re c/I und auerdem soil /ür t = 0 eine Losung 23(0) der Operatorgiei-
chung cw = .12(0, w) mit jj3(0)IJ <R existieren. Die Operatoren .1 und 12 mögen den 
Bedingungen (Be) und (132 ) genügen, und es sei —L/Re c < 1. Dann existieren. positive 
Konstanten a und b = b(T) so, dap da.s Cauchy-Problem 

t'-- + cw = t'1 1 (t, w) + 12 (1, w),	w(T) = WT,	 (2) 

genau eine stetige Losung w besitzt mit w(t) € X, /ür T - t < a(1 - s), T < a und 
t > 0. Wegen T <a gibt es demnach genau eine stetige Losung w in der Teiiskala 
(B3, so = 1 . — T/a, im Intervali [0, TJ, die in (0, Ti stetig di//erenzierbarist. 
Dabei genugt w5 der/Bedingung II WT - 3(T)Il 1 ^ b(T),d.vobei w(T) € X, eine Losung 
der Operatorgleichung cw = 12 (T, w) ist. 

Bernerkung 1: Die eigentliche ZiesteIlung, Lösungen von (2) irn abgeschlossenen Inter-
val! [O,.T] zu konstruieren, wird nur in ciner Teilskala realisiert. \Vie ds zugehorige Skalen- 
cliagrainm (s. Abb. 3) zeigt, bleiben aber die Skaleneffekte in der gesamtn Skala erhiItii	

- -
 

2. Für den Beweis des Satzes benatigen wir die beiden folgenden Hilfssätze. 
Lemma 1: Es sei 1 ^ 1, Ur sei beiiebiq und c eine koniplexe Konstante mit Re c < 0. 

Für jede Funklion. g € [0, TJ existiert dann genau eine Losung w € 6[0, TJ des Cauchy-
Problems t' dw/dt + cw = g, v(T) = 

2) Die -Variable fliel3t nicht in die Normierung em. 

\
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•	 /
Beweis: Es soil hier nur die Losungsdarstellung 

•	1f	exp ( I [(+ - 1)Li])( g(v)) dv

/ 

= + gTexp ( 

c R 	für!>!,	
(3) 

exp c. I (+)) ( —g(r)) dv 

	

I 
f 
+ gr exp. (=c 

In ())	
für 1 = 1 

angegeben werdeni 

Lemma 2: Der Operator 120, W) : 4i,,R -* B3 m?ige der Bedingung (132 ) geniigen, 
und für I = 0 möge eine Losung 7(0) der Operatorgleichung CW = 1(0, w) mit I3(0)lI 

< R existierem. Dunn gibl es ein d > 0 und eine stetige Funklion W(t), die für I E [0, d} 
der Operatorgleichung CW 120, w) und der iYor-rñbedingung JIM ( t )II <R genitgt. 

Beweis: Wir untersüchen die Fixpunktgleichung w = 2201 w) mit 22(t, w) 
= 12 (1, w)/c. Es sëi 41 = {w E B1 : 1 1w - 3(0)Il' :E^: R 1 } mit R1 < R — Il 3 (0)II . Für jedes' 
feste I mit Itl < 77 ist wegen L < Icl die 5Abbildung 1(t, w) kontrahierend auf at. 

'-	Wegen der Stetigkeit von 22 in einer Umgebung von (0,3(0)) existier,t cin d> Oder-*.

 art,. daB 

1f2(t, w(0)) - 12(0, (°))Il' ^S (1 - L/tc l) R 1	 . 

- für I € [0, d] gilt. Damit bekommt man die Abschatzung 

1122( 1, u,) — (0 )lI	w) - 22(1,	(°))I1'	
S	 •	/ 

	

-i- 1122(1,	— 22(0, w(0))lli 
-	 ^ L 11w — W (0 )11111 c 1 4- (1 - L/I c I) R :E^ R1, 

d. h., 22 (1, w) steilt für I E [0, d] eine stetige Abbildung von JJ( auf sich dar, die dem 
nach wegen ihrer Kontraktivität für I € [0, d] einen Fixpunkt 3(t) besitzt. Es seien 
I, t2 € [0, d] beliebig vorgegeben. Dann gilt	 • - 

lI( t ) — Th(12 )11 1 = 1122(11, W(t 1 ))' — 22 ( 12 , 23(I2))llI' 

	

Il-( ' wie 1 ) - 12 (121 (t,))II + L IIw ( 1 ) -	(t2)l11/ICI 

Aus der Stetigkeit von22 folgt damit unmittelbar die Stetigkeit von w(I) in [0, d] I 
Aus (2) ergibt sich das Iterationsshema	 • 

•	
1t..-........	cw(k) = t'1(1, w(_1)) + 12 (1, w(k_i)) 

•w(°)=wT .	 .•	 -	
-•	S 

-.	 •	 .1
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Im folgenden soil untersucht werden, unter weichen Voraussetzungen {W(k)(t)} eine 
Fundamentalfolge in X bildet. Mit (3) und der Forderung w(k)(T) = WT bekornmt 
man fürl>1 

=	
[(1)11	

(—tfi, &') - Z2(r, k_1))) dr 

I.	
c [G),/1-V

+ wTexpi 	 - 

für alle k ^t 1 und I ^i- 0. Daraus folgen mit v" = &k+1) - w" und nach Anwen. 
dung der Abschatitingstechniken bei Integrationen im Banachraum die Abschãtzun-
gen.

I!v°(t)II8	exp (_Rec 

[(1)1_i - ()'1])	
f( wr)1t8 

+ 1V2(T, WT) - 12(T, WT)I8 

+ 1Y2(T, WT) - Y2(T , Th ( T))Il, 4- jc lLwr - Tv(T)II.) dr

	

•	und

f	T	t 

exp (—Rec 
[(!y-' 

- (1)1_i]) ( 
J(r, ut)) 

- 1 1 (r, w 11 )I8 + I!%2(T,w(k)) _ %2(r, kI))llsdr. 

Durch Anweñdung von (B 1 )und (B2) ergibt sich daraus die Abschatzung 

G K + Ic 
(T -I) +	- (T)iI8L lei 

 

-I	' I —Re c [(I \''	/1 \'—'l\\ 

	

•	 X 1 -- ex p
)	- I7) J))	

(4) 

	

•	undmit 8 <8(T) <1 die Abschatzung	- 

IIv(t)II3	f 8(T) — S Iv'(T)s(T) dT 

+ L / IIv ' r )II8 r exp (I_Re C	

- (--']) 
dr	(5) 

Zur Auswertung der Integrale in (5) benotigen wir die Funktionale	. 

=	sup	Iv II8 (t) 
(ak(l —s) -
	 (6) 

O<s<1 £^O
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mit llv ll8 (t) = sup {Ilv (k) ( .r)1l8 : E [t, T]}. Die Folge {ak} wird wie in [4] nach der 
Vorschrift ak+1 = ak(l - 11(k 2)9 mit 0 <a0 < beiebig gewahlt. Mt 8(r) 

= (1 +s - (T,— r)jak)/2 und T - t <ak(! - s) folgen die Beziehungen 

lv(k_I)(r)118(,) ^ tIv °II8	(T)	
Ak_l(T -	S 

.(1_s_( _T))(TT) 

Benutzen wir sehliel3lich 2ak/ak_1 - 1 < 1, dann ergibt sich mit der le .tzten Bezie-
hung die Ungleichung 

T	 S 

fllvk1s dr4Ak_Ia(ag8)_1); 

Durch Einsetzen in (5) bekommt man für v(&) die Nor'mabschatzung 

llv ( t )ll8	4AklaeP (
	

- 1) , + RcI llv_ 1 )lls (t). 

DierechteSeite derletztenUngleichung fãilt monOton bezuglich t für T - t <ak(l s). 
Diese Eigenschaft und (6) sichern die Abschãtzung 

Ak (Re Cl 
+ 4ao Itk_i (Re cl 

+	A0	 (7)

.;Nun muB noch ).o abgeschãtzt werden. Nach (4) und (6) ist 

Ao^ao(K+ 
N ) 

+aoL+ Id	sup	(1 — sflIwT —w(T)l18 

	

Re ci	IRe ci	O<s<1.tO 

I	/	C [11 \l-1	/ 1 \'-'l\\ / 

	

x (1 - exp - R)	T) j))/ - 
Im Fall 1> 1 •kann man zeigen, daB unter der Voraussetzung T'-' < —Re C/i die 
Funktion

	

1—Rec 1/1 V-'	I 	 - 
g:t_^l_eXP ji1 {-m.)	---) IN

(Tt) 

im Intervall [0, TJ ihr Maximum ih t = T annimmt, und es gilt an dieser Stelle 
g(T) = —Re c/Ti . Für den Fall 1 = 1 erhält man	 S	

S. / 

	

1 - exp (Re c in (T/t))	 S 

max	 = max (1, —Re c)/T. 
-  -- .t S	 S 

t0 

Damit ist gezeigt, daB irn Fall 1> 1. 

Ao -^- ao (K + iI) + ao (
L

IR
+e )su llWr —(T)II8 (1 —s) (—Rec/T') 

ist. Wählt man schlieBlich b = b(T) = —T'/Re C, dann ergibt sich damit 

ao(K + (N + + ICI)/lReci). •	
(8)
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Für I = 1 erhält man these Abschatzung auf gleiche 'Weise. Wegen b(T) a0 er-
halten wir aus (6) und (7) die folgende Normabschatzung für die (k + 1)-te Naherurig 

(k+0 in der Skala (B8 , I1.I8): 

k/ L 
•	I!u,II	2o ' (, R	+ 4aoP) ((i + 2) —, 1) + II(T)II8 + ao. 

Y=O I ec 
Wenn jetzt sogar	 - 

00 L 
-	Ao(IRCI + aoP) ((1	2)2 — i) + ao <B — I(T)I1 1	 (9) 

gilt, dannliegen nach . (6) für k 0 undt E [i', T] mit T 0 und D> T — a(1 — s) 
die Naherungen W(k)(t) in Xw8 ; dabei wird mit a der positive Limes der Folge {ak} 
bzeichnet. - Nach Lemma 2 existiert eine Konstante h derart, daB II( t)IJ h für 
t E [Q, d] gilt. Somit ergibt sich (9) unmittelbar aus der Abschatzung 

20 E( IRL + 4aoP)' ((j ± 2)2_i) + ao ( B - h.	 (10) 
j 

=O

Analog vie in [4, 5] siehern (8) und die Voraussetziing .t/IRecj < 1 die Existenz 
eines a0 mit 0 <a0 <mm (ii, d),, das der Bedingung (10) genflgt. Da uns Losungen 
irn Intervall [0, T] interessieren, folgt notwendigerweise T = 0 bzsv. T <a. Damit 
haben wir eine Folge von Naherungen {W(k)(t)} konstruiert mit der Eigenschaft, daB 
für T - t < a(1 - s), t ^! 0 und T < mm ((—Re c/1)h/('-', a) (T — t < a(1— s), 
T < a und t ^ 0), falls I > 1 (1 1) ist, die Glieder dieser Folge in X 8 liegen. Wegen 
der Abschatzung 

jjw(P). - w(II. = Evw	
2°•jq

 

	

(Re +	(U + 2)2 _ 1 ) <e 1^, 

für alle p, q	n0(c) ist {w(")(t)} eine Fundamentalfolge in X8. 

Bemerkung 2: Es soil nocli einmal zusammengefaBt werden, vie man die Konstanten a 
und b = b(T) erhäit: Nach Lemma 2 kann man d und damit auch die Konstante h berechnen. 
Dann ergibt sich aus (8) und (10) cin positives a0 mit a0 < mm (,, d). Die Konstante a erhäit 
man alsLimes der Folge (ak). Tm Fail I > 1(1 = 1) wird nun ein T < mm (, (—Re c/1)11(11)) 
(T < a) fixiert. Dadurch bekommt manaHe a E (0, e s ), für weichei T < a(1 - s) gilt. AuI3er-
dem hat man W(T) und damit auch b(T). 

3. In diesem Abschnitt beweisen wir mit Hilfe der im Absehnitt 2 konstruierteii Fun. 
damentalfolge die Aussagen der Satzes. 

Beweis des Satzes: Zuerst zeigen wir die Existenz einer Losung w von (2) in 
der Skala (B,, !•jI8). Nach Abschnitt 2, insbesondere. (6),-(7) und (10), existiert das	- - 
Grenze1ement w(t) der Fundamentalfolge {w(k)(t)) mit w(t) E X 8 für T - t <a(i — 8) 
und t	0. AuBerdem-gilt w(T) = W. Es folgt nun für s' E (0, 1) eine s'-Normab-
schatzung für das Integral

	

—c	1	 1 
'k =f r' exp( — 

1	 (-i-) 	w(k)) 

— .1' 1 (r, w)) - (.I'2 (r, w(k))	 dr — .l'2 (r, só)))	.



Ein Cauchy-Kowalewskaja-Theorem	177 

Wegen (B 1 ) und (B2) erhalt man analog wie im Abschnitt 2 it s' <a < 1 die Ab-
schatzung	 r 

IIIkI!'	J' IIw	w} (r) dr 
± Red IIw	- WII' (t). 

Mit den Funktionalen 

Ak = 'sup 11w(k) - W8 (t)	
- s) - 

co O<a<1jO	 T	t	jk 

folgt daraus die Abschatzung	 S 

T 

	

p -r	T—r	 __ 
hills ,	8AiJ a(! —8) — (T	dr + 

Red hl
w	—'whl..(t).	S 

Wgen der Beschrãnktheit des Integrals für T - <a(1 ':_ s) und t 0 gilt hhIhI.'  
für k -	, und damit ergibt sich w als Losung der Integralgleichung, 

= fr' exp(t()' — &)'])'(Hnuh1(r, 
w)— 12(r, w))r 

+; exp( 
c____

[( 1 )'	'( 1 ), ])	 -' 
Mit Lemma 1 ist w dann auch eine Losung des Ca Y_ 	(2). 

Tm nãchsten Schritt zeigen wir, daB {w(k)} eine Folge stetiger Funktionen bezug-
lich t mit T --- t < a(1 — s) und t ^ 0 ist. Trivialerweise ist w° stetig in [0, T]. Es' 
seien für O'^ k:!-, m die Naherungeh w(k)(t) stetig bezuglich t in der s-Norm mit 
T' — t <a(1 — s),t ^t OundsE (0,1).Wählénwirzueinems E (0, 1)ein8' <8<1, 
dann stelit nach (B 1 ) Und(B2) die Funktion g: r —k — 'r1 1 ('r, W(m)) — ."2(r, w(m))'eine 
stetige Abbildung von B. 'in B3 . dar. Nach Anwendung von Lemma 1 erhalten wir 
die gleichmaBige Konvergenz des Integrals Sin (3) für W(m+l)(t) und damit auch die 
Stetigket von w(m+l)(t) bezuglich t in der s-Norm mit T -2 t <a(1 — s), t ^ 0 und ' 
s E (0, 1). Wegen (6, ) und (7) ist damit die gleichmal3ige Konvergenz der Folge 
{w(k)(t)} gesichert, d. 'Ii. aber w = w(t) als Grenzfunktion ist stetig bezuglich t in der 
oben beschriebenen Menge. Wegen (B 1 ) und (B2) ergibt sich aus der Stetigkeit von u' 
in der Darstellung (2) die stetige Differenzierbarkeit bezuglich t im Intervall (0, T} 
für alIe 8 E (0, S) mit T < a(1 - s).	 S	 S 

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der Losung w in der Skala (B8 , hl•lb) zu zeigen. Es 
seiei also w und v zwei stetige Losungen von (2) mit w(t), v(t) E X,/ für T - t <a(1 — s) 
und t•;^t 0. Mit 81 E (0, 1) beliebig sei das Funktional	 z 

=	sup	11w — 8 (a(8, - 8) — 
i)	-	 (11) T - t 

-'	S	 S 

gegeben. Durch analoge iAbschatzungen wie im .Abschnitt 2 erhalten wir die' Ab. 
schãtzung	 r	 .	 S 

lw - v ^ 4aP I 

	

-	j (a(sj - s) — (T - r)) 2	 S	

S - '

dT 

±f	ep (
	 ,()'']) 

L 11w',— v dT	
•55 

12 Analysis Bd. 7, Heft 2 (1988)
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und daraus die Abschatzung 

IIw_vI1s4aPA(a	
- 

f	t 
exp ( —Rec [()1i - (1)1-i]) L 

11w	v(1, dr. 

Benutzt man nun die Ungleichung 

'a(sj—s)/(T-t)--l:!^a(s1—s)/(T—r)--1	fürrE[t,T], 

so schiufifolgert man aus der letzten Beziehung A A(4a0P + Lu Re cj). In (11) 
garantieren die Differenzierbarkeitseigenschaften der Losungen A < 00, und daraus 
folgt mit der letzten Ungleichung A = 0. Die Endlichkeit von A folgt daraus, daB 

(w—v)(t) —'(w—v)(T) sup	 (a(si —s) —(T —1)) 
I	 s 

OT—t<o(8,—s)	 - 

d(w - v)	
(a(si - s) - (T - t)) 

O<8<8,.bt	 dt	8	 S

0cT-1<a(8,-8) 

-	
w) - .1' 1 (t,v) -4- t'(2'2(t, w) - J'2 (t, v) - c(w - v))113 00 

- O<8<sât	 (a(s1 - s) - (T -	
< 

OT—<a(s,—s) 

ist. Damit ist 11w - vu3 = 0 für 0 <s <si , 0:< T - t . <a(s1 - s) und t ô. Da 
o > 0 und s E (0, 1) beliebig wãhlbar sind, ist damit lw - v ii. = 0 für s E (0, 1), 
o T - t <a(1 - s) und t > 0. Die Differenz w - v ist nach Annahme stetig be-
zuglich t in [0, TI für s E (0, Se) ., Daraus und mit obiger Aussage folgt sofort 

- v) (0)li = 0 für s E (0, Q. Damit ist der Satz volistandig bewiesen, wenn man 
noch bernerkt, daI3 der Beweis für den Fall 1 = 1 analog gefuhrt wird I

Abb. I	 -	Abb. i-

4. Die Skaleneffekte des Satzes lassen sich sehr schon mit dem Skalendiagramm be- - 
- schreiben. Der kiassisehe Fall [4]liefêrt da DiaSMmnin Abb. 1. Die modifizierte 

Beweismethode erhält naturlich these Struktur. Das Vorschreiben der Cauchy-
Bedingung in I = T führt zu einem rucklaufigen Diagramm (vgl. Abb. 2). 

Bei der Anwendung der modifizibrten Bèweismethode auf unseren konkreten Fall 
müssen die folgenden zwei Aussagen berucksichtigt werden: 

1. Nur für T < a existieren s E (0,	so, daB T < a(1	s) gilt. 
2. Tm allgmeinen kann die Beweismethode nur für I > 0 angewendet werden. 

Das führt zu dm Skalendiagramm in Abb. 3. Gerade dieses Verhalten wird im Satz 
beschrieben..
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5. Im Ietzten Abschnitt wollen wir als Anwendungsbeispiel des abstraktenResultats 
Lösbarkeitsaussagen für Systeme singulãrer Evolutionsgleiàhungen herleiten. 

5.1. Rine Skala von Banachraumen reell anaiytischèr Funktionen 

5.1.1. Der quasilineare Fall. Gegeben sei das Cauchy-Problem 

•	 tz_+c=t1(A +B!+D)+E	ii(T)=fb.	(12) 

Hierin seien iZ = (w1)T die gesuchte Vektorfunktion, A = (A 17 ), B = (B17 ),, ge-
gebene Matrixfunktionen, D = (D 1 ) T , E = (E1)3T und i3 = (wI .T) flT gegebene Vektor-

•	funktionen. Es sei G ein einfach zusammenhängendes, beschränktes, offenes und 
•

	

	konvexes Gebiet der z-Ebene, das deren TJrsprung 0 enthält. Dann entsteht das 
Gebiet 0, durch Streckung des Gebietes G um den Faktor s mit dem Streckungs-
zentrum 0. Mit	C(G,) bézeichnen wir den Raum der in 0 ree!l analyti-



schen und in 0, stetigen Funktionen w = w(z). Diese Bezeichnungen führen zur Ba. 
nachraum-Skala (B5 , HI3) = (7e3 .(G3) n (G5 ), supa. I • I) . An die Funktionen 
B11 , D1 und E1 werden folgende Voraussetzungen gestelit: 
(V1) Sãmtliche Funktionen sind im Abschlu13 R der Menge 

= {z €0,) X {t: 11 <,} x (i E B,:	<B)3) 

definiert, in J/t R stetig bezuglich z und 1, Lipschitz-stetig bezuglich iv, und in. 
'IcR reel] analytisch in z und . 

(V2) Mit —L/Re c < 1 gilt in 4t .R die Lipschitz-Bedingung 

•	IIE(z, t, iv,) - E(z, t , i2)113	L I liv, - w21I,	 . 

(V3) Es existiert eine in G reell analytische Losung iZ'(0) des Systems von Funktional-
gleichungen cfZ' = E(z, 0, t) mit 11(0)ll <B. 

(V4) Mit ftT - W(T)11 1 5 b(T) ist für E die Lipschitz-Bedingung IE(z, T, WT) 
p	- .E(z, t, T)II, :E^ .N(T - 1) erfullt. 

lJnter diesen Voraussetzungen ist unser Satz auf das Cauchy-Problem (12) anwend-
bar. Dabei ist noch zu bemerken, daB wegen ihrer reellen Analytizitat in z die Funk-
tion iv- mit Hilfe der. Cauchyschen Integralformel dargesteilt werdenkann. Durch 
Standardabschãtzungen (s. z. B. 2})zeigt man damit däs Erfülitsein dér Lipschitz-
Bedingung ads (B 1 ) für a/az und a/ez* und somit audi. für 1 in der Banaehraum-
Skala (B,, l•ll) . Es laBt sich folgende zusammenlassende Aussage formulieren. .. 
3) Die Vektor- bzw. Matrixnormen müssen als Zueinnder verträglich gewählt werden. 

12* .	 •



180	M. REIsslo 

Folgerung 1: Es sei 1 1, und c sei eine komplexe Konstante mit Re  <0. Im 
Fall I > 1 sei T < (—Re c/l)' I '. Er/üllen in (12) die Funktionen A 1 , B,,, D i und 
E• die Vorausetzungen(V i ) bis (V4), dann jindet man positive Konstanten a und b 
= b(T) so, dap genau eine in t stetige Lösung i existiert mit 

iD(t) € jib € Xzz ' (G8) fl b°(G): 1106 11. <'RI 
jur T — t <a(1 —s), T <a uñd t O. Wegen T <agibt es demnach genau eine 
stetige Losung ib in der Teilskakz (B8 , 1kl13)0<8<8.; so = I - T/a, im Intervall [0, T], die 
in (0, TI von t 8tet'ig d;//erenzzerbar abhangt Schlie,Clzch gen'ugt iii . der Bedingung 

Ilr	5(T)11 1	b(T).	
0	 ' 

Bèispiel: Gegeben sei das System von Differentialgleichungen

awl+ cw, = t' ((2 - lw,12Y-' --- ± exp (w2z) -- + 3(2 + zw21)_1 
at

+ cos (w12w23) -i-)	sin (2 exp(tk,j*t jTi)), 

	

.	
±cw2= t' (t sin (ll 2 w)	+	+, exp (—z)-- 

±(i/} ' ) -- + (2i -	± cos (cos t/(1 - 2z)). 
az 

An diesem Beispiel sollen die Voraussetzungen (V 1 ) bis (V4 ) überprüft, die in ihnen enthaltenen 
Konstanten berechnet und Existenzgebiete für die Losungen angegeben werden. Als Vektor- 
und Matrixnorm verwenden wir die euklidische Norm baw. die Schur-Norm. Der Ursprung 
-gehare dem Ge,biet G an. In Abhangigkeit von den Existenzgebieten der Koeffizienten wählen 

wir

.R	1I2.i = {z: Izi < 8/3} X {t: ti < 1/2} X { E B8 : 11011 8 < 11 

Man kann dann das Erfulltsein von (V,) in dieser Menge nachweisen. Zur. Ermittlung der Lip. 
schitz-Konstanten L' in (V1) benotigen wir. dievAbschatzungen 

'sup —p— sn ( 2 exp (wj*t V3 - t)) < 26,	.. 

"iI2.1	aw2  

a-sup -fl--- sin (w2 exp (wi *t }/3 - t)) < 23. 
M,' 121	1,  

Damit folgt L 40 und daraus notendigerwei8e widerum Re c < —40. Als Losung i3(0) 

des Systems von Funktionalgleichungefl in (V 3) erhalten wir i3(0) = (c'' sin (c-' cos (1 - 2z)), 

c"' cos (1 - 2z)). Für c> 40 gilt ji(0)11 1 < 1. Zur Ermittlüng der Lijschitz-Konstantefl N 

'in (V4) benOtigen wir die Abschätzungen  

a	cost	 '	. 1 

	

--	sup -.-- cos 	<-.üi,	sup —sin w2 exp (w1 * I3 - U), < *Q .	-- 
at	1 - 2z	 at	 S	' 

Damit folgt N	80. Di6 Voraussetzungen (V,) bis'(V4) sind somit vollständig uberprüft. Es 

sei nun c = '-100. Dann gilt i(0)Ii, < 1/4. Wir wählen in Lemma2 die Konstante B1 = 1/2. 

Die moglichen Konstanten d ergeben ich aus der Bedingung	 - 

lI( t,	(0)) - E(z, 0,	(0))lli	30..  

Man zeigt  

S	
,	II(2, t,	(0)) - E(z, 0; (0))IIi	62t.  

S	 S	 -
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Damit erhält man zum Beispiel d = 1/3, woraus h 3/4 folgt. Aus der Formel (10) bestimmen 
wir die Konstante a0. Dazu benotigen wir die Beziehung	 S 

CO	
00 

E x((j +2) 2 —1) 2 Ex(j + 1) (j + 2) = 4(1 - 
j=o	 j=0	 - 

Zur Berechnung der Konstanten P und K benotigen wir in Jt 12•1 die Beziehungen flA(t, )II 
.2,1 ;	IIB(t, 9)118 ;5 3,6;	ID(t, i!)l18	1;	IA(t, ii)) -- A(t, fl1j, ^5 2,3 II i - II8;	II B(t , ü) 
B(t, iflh18 ^5 11,6 1 10 — flI.und IID(t, ii))	D(t, i)II	Ilu - 5 II . Unter Verwendung der

Gebietsfamilie (C 3} und der Cauchyschen Integralformel für reell analytische Funktionen erhal..' 
ten wir	 - 

1	 11911,uii8 für 0 < s' < s :S^, 1. , 
• 

These Beziehungen liefern schlieBlich P < 60 und K 18, 1. Wegen (10) muB 4a0P < 3/5 
sein. Die Konstante a0 = 2/ICP erfüllt these Ungleichung. Damit 1st a 0 < mm (1/2, 1/3) er-
flilit, und eine Abschhtzung der linken Seite von (10) kann mit (8) vie folgt vorgenommen 
werden:

X 1- + 4a0P ((i + 2)2 - 1)+ a0 81,2a0 0,48 3 ± ho < 740a0. 
,=o\I RecI .	/ 

Aus (10) folgt damit a0 < 3,3/10; wir whhlen a0 = 3/10. Nach [4] bekomnit man für die 
Konstante a =a0/2 = 1,5/104. Es sci nun T = 10 vorgegeben. Für 1> 1 ist die Bedingung 
T'- ' < - Re c/i erfüllt. Wegen T < 1/3 1st die Existenz von i3(T) gesichert. Die m69 lichen An- 
fangswerte w3, kommen aui der Kugel urn i3(T) mit dem Radius 10-(412). Für 0 < s < 1/3, 
c = —100 und i 1 existiert sornit einc eindeutige Losung i E B8 des Systems der Differential-
gleichungen, die der Cauchy-Bedingung ii)(T) = WT genugt und für die ü(t) E (Ii) E X.2e(G8) 
n (G-): 11011 8 < 1} für t E. [0, 10-4] gilt. AuBerdern ist die Losung ii) stetig bezuglich tim 
Intervall [0, T] und sogar stetig differenzierbar im Intervall (0, T). 

5.1.2. Der nichtlineare Fall. Gegeben sei das Cauchy-Problem 

OV V j- + cii) = 1'FO	t, i,	
,	) 

+ F1 (z, t, ii)), ü3(T) = I1T.	(13) 

Mit den Substitutionen	= V und &th/z = . mid mit = ( , ii)' fuhrt man 
es in das Hilfsproblem	

S	 S	 -

(14) 

Oz*	az 

uber. Mit Stañdardmethoden beweist man folgendes Lemma. 

Lemma 3: Da,s Chauchy-Problem (13) hat genau dann eine in tstetige Lösung ii) mit - 

(V
- (t), .- ii)(t), -_ ii) (t)) € B3 /ir T - t < a(1 --- s)und t ^'0, wertn das Hil/spro-

blem (14) eine in t stetige L6s14ng 2 mit 9 (t) E . B3 /fir T - t < a(1 .—:s) und I	0 be-
sitz.t.	 S	 .	 S 

Die. Zuruckfuhrung des nichtlinearen Falls auf den quasilinearen Fall liefert mit 
Folgerung 1 und Lemma 3 die folgende Aussage. 

F1gertIng2: Es sei I 1, und c sei eine komplexe Kon.stante mit Re c <0. Im 
Fall 1 > 1 sei T < (—Re c/1)' I"-". Aufierdem seien in (13) die Vektor/unktionen S
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• Po und F1 so gewahlt, dap die Koe/fizienten A, B, D und E in (14) den Voraussetzun.gen 
(V 1 ) bis (1'4) genilgen. Dann gibi es positive Konstanten a und b = b(T) so, dap genau 
eine in t stetige Losung existiert mit 

-	ü(t) E 9 E 7e2 -(G3) n(,):	iv-,iv,,--ü3'	<R 
\ &Z	eZ/8 

/fir T. — t <a(1 —s), T <a und t . 0. Wegen T < a gibt es demnach genau eine 
•	stetige Losung. ib in der Teilskala (B 3 , 11118)o<8<8,, s= 1 - T/a, im Intervall [0, T], 

die in (0, T] stetig dif/erenzierbar von tabhdngt. Aufierdem geniigt ü ' der Bedingung 

(
VT,
	

207', --

 

) - =W (T),( 	=W(T),	 ^ b(T). Z WT

5.2. Weitere Banachraum-Slcalen 

Neben der im Abschriitt 5.1 behandelten Banachraum -Skalaexistieren eine Reihe 
anderer Beispiele für die Anwendung unseres Satzes. Tm aI1gnieinen bereitet der 
Nachweis der Lipschitz-Bedingurig für . die groBten Schwierigkeiten. Für Banach-
raum-Skalen holomorpher Funktionen, die auf dem Rand von G3 nicht notwendig 
stetig sind, ist eine soiche Lipschitz-Bedingung für die 1. Ableitung in [31 gegeben und 
in [9] angewendet worden. Eine Einfuhrung von Banachraum-Skalen für veralige-
meinerte analytische Fnnktionen erfolgt in [8]. Eine soiche Skala kann mit der Gebiets-
familie {G3 } 0 <3 -, 1 aus Abschnitt 5.1 und dem Losungsraum der Vekuaschen Diffe-
rentialgleichung Lw = ?,w/az* + a(z) w + b(z) w = 0 definiert werden. Die Normie-
rung hangt dabei von den Eigenschaften der Koeffizienten a und b ab, die z. B. 
Holder-stetig gewählt werden konnen. Für die Formulierung moglicher Cauchy-
Probleme benotigen wir noch den Begriff des assoziierten Operators. 

Definition: Zwei Operatoren / und I heiI3en zueinander assoziiert, wenn der 
Raum der durch Lw = 0 definierten Funktionen durch I in sich abgebildet wird, d. li. 
wennaus Lw = 0 auch /(.Tw) = 0 folgt.	• 

Mit I(z, 1, w) = D 8w/az + Aw + BW* betrachten wir das Cauchy-Problem 

ti	+ cw = t+(I(z, 1, w) + E) + Fw+ G,	w(T)= w. 
at 

Wann die Operatoren I 'und I zueinander assoziiert sind, wird in [7] üntersucht. 
Unter gewissen Voraussetzungen sind die Bedingungen unseres Satzes erfüllt. Ins-
besondere gilt nach [8] die Lipschitz-Bedingung für I = I + E aus (11 1 ). Die aus-

• führliche Behandlung des.Cauchy-Problems erfolgt in [6]. Die Resultateiri [1] stellen 
eine wesentliche Erweiterung der Methode der Banachrá'um-Skalea für q-hoknnorphe 
Vektoren dar. Unter gewissen Voraussetzungen sind die Bedingungen (11 1 ) und (B2) 
unseres Satze:s auch für solehe Skalen sinnvoll. Die Beispiele erwecken den Eindruck, 

-- - daB Y, nur Differentiationen- 1 .-Ordnung nach den Ortsvariablen enthalten dart. In 
[6] wird jedoch eine Banachraum-Skala ganzer anal ytischer Funktionen konstriiiert, 
mit deien Hilfe man z. B. das Cauchy-Problem 

w(T)=w 
at 

behandeln kann.
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