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B. DirrmAk 

Berm I n Prof. Dr. M. M Schiffer zum 75. Geburistag gewidmet	- 

Es werden neue isoperirnetrische Ungleichungen zwischen Stekloffsehen Eigenwerten und kon-
formen Cebietsgr6l3en . im einfach und mehrfach zusammenhangenden Gebiet hergelcitet. 
Diese verschärfen einerseits für gewisse Kurven bekannte isoperimetrisehe Ungleichungen und 
konnen andererseits benutzt werden, urn konforme Gebietsgr6l3en beidseitig einzuschliel3en. 
Im einfach zusammenhangenden Gebiet werden tinter Verwendung eines allgemeinen Mono-
tonieprinzips beidseitige Abschätzungen Stekloffscher Eigenwerte angegeben. 
BMBOHTCH Honale 1l3onepuMeTpH4ec}c11e HepaBeHCTBa MeHJJ.y CO6CTBe11HMMH 3lIaqeHfJiMI1 
CTexJIoua H xoii4opMiuu nejIH'lnnaMu a ol10cDn3Hofl H M1-forocBa31,10t 0611acmx. Oi-nt c 
ouiort CTOpOHI! yCHJIHBaIOT JJ1R HeKOTOpI,IX HHBbTX 113BeCmiJe HaonepHMeTpwlecldlle Hepa-
BeHcTBa It flO3BOJIHIOT C Apyroft CT001I1,1 LByCTopoHHylo 0E(C1IF{Y K0Hi0pMII1.iX BeJlH q I4ll. B. 
oHocBn3I10ü o6jiac'niaio'rcn C nOMOI1bIO HeKoToporo IIHHL(HH aIOHOTOIIHOCTH BCT00HHH 
O[WHHH co6CTBeHHbIx 3Ha q eHHtk CTeKJI0Ba.  

New isoperimetric inequalities between Stekioff eigenvalues and function theoretic quantities 
in simply and multiply connected domains are derived. They sharpen on the one hand well-
known isoperimetric inequalities in some cases and given on the other hand both-sided estima-
tes for function theoretic quantities. In the simply connected case both-sided estimates for 
Stekloff cigenvalues are given based on a general monotonicity principle.  

1. Einleitung  

Tm Jahre 1902 führte M. W:STEKLOFF [18] (siehe auch [2: S. 397ff.]) ein interessantes 
Eigenwertproblcm für harmonisehe Funktionen em, fürdas von zahlreichen Autoren 
isopeIimetrisehe Ungleiehungen hergeleitet wurderi [1]. Gegenstand dieser. Mittei-
lung ist es, neue isoperimetrische Ungleichungen zwischen Stekloffsehen Eigen-
werten und konformen GebietsgroBen abzuleiten. Dabei ,zeigt es sich, daB die Ver-
wendung Stekloffscher Eigenwerte unter anderém gestattet, konforme .Gebiets-
groBen vie virtuelle Masse, konformer Radius und ãhnliche Gröl3en beidseitig abzu- - 
sehätzem 1st ( ? cc eiii n-fach zqsammenhangendes, von stüekweise glatten ge- 
schiossenen Jordan-Kurven berandetes Gebiet, dann ist das Steklo//sche Eigenwert- 
problem \vie folgt definiert:	 . 

	

zlu= 0in0 1 - =A(s)uauf= i,	 (1)
Oil 

'wobei 	0 eine gegebenc stuekweise stetige Funktion und ii die Aul3ennormale ist. 
Es existieren bekanntlich unendlich viele Eigenwerte A = 0< 2 2 5 23 ... mit den - 

1) Vorgetragen auf der ,,9: Conference on Analytic Functions" vom 1.-8. 6. 1986 in Lublin	- 
(VR Polen) und auf der 8. Herbstschule ,,Variationsrechnung und optimale Prozesse" vom 
20-25. 10. 1986 in Vitte (Hiddensee/DDR). 0
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zugehorigen Eigenfunktionen 71 = coast, Z2' 73' ••. Dabei gilt die Beiehung 

ff (Vu) 2 dxdy 

2 =Min

	

	 mit f uz ie  = 0 (i :!^ n - 1).	. (2) fu2ds 

Bei Beschrankung auf harmonische Funktionen und Q > 0 folgt mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung die Abschatzung 

(If (Vu) 2 dxdY)^ f u2dsfi 
()2 

und damit die Beziehung 

J 
1 jau)2 

ds 

2	 Min=S1;f 
(Vu) 2 dxdy

D 

mit f--7 . ds=o	(ii-1).	(3) 

mi Abschnitt 2 wird zunächst cine Ungleichung zwischen 2 und dci' virtuellen 
Masse W8 unter Verwendung sogenannter -Sehlitzabbildungn abgeleitet (Satz 2). 
Aufbauend auf Satz 2 werden dann scharfe isoperimetrische Ungleichungn gefol-
gert, die insbesondere im einfach zusammenhangenden Fall gestatten, die virtuelle 
Masse beidseitig abzuschätzen (Folgerung 1) und fur gewisse Kurven eine isoperi 
metrisehe Ungleichung von R. Weinstock zu verschãrfen (Folgerung 2). Für das 
Produkt ..2A3 kann dann anschlie3end - aueh für mehrfach zusammenhangende - 
Gebiete - auf eine Ungleichung geschlossen werden, die erlaubt, einen bekannten 
Ausdruek von B. EPSTEIN 41 beidseitig einzuschlieBen (Satz 3). Diese Ungleichung 
wird unter Vervendun einer isoperimetrischen Ungleichung für ein Kurvensystem 
mit einer Absehatzung von J. HEESCE, L. E. PAYNE und M. M. SCHIFFER . [7] ver-
glichen. Die Ergebnisse des Abschnittes 2 sind nieht an die -Seh1itzabbildungen ge-
bunden. Der Absehnitt 3 ist Uhertragungen auf andere Schlitzabbildungen gewidmet. 
Beschränkt man sich auf cinfach zusammenhangende Gebiete, dann kann man, ba-
sierend auf einem aligemeinen Monotonieprinzip und der Lösbarkeit des Stekioff-
schen Eigenwertproblems für den Kreis, beidseitige Absehatzungen der Eigenwerte 
ableiten. Damit befassen wir uns im Abschiiitt 4. Nun sieht man leicht, daB zwischen 
den Eigenwerten des Innengebietes j.j und denen des Auf3engebietes 2a zu unter-
scheiden ist, was bisher in der Literatur scheinbar nicht näher untersucht wurde. So 
wird unter anderem (Satz 7) die folgende scharfe Abschatzung zwischen den Stek-
loffschen Eigenwerten des Tnnen- und AuBengebietes und dem ersten niehttrivialen 
Fredholrnschen Eigenwert. gefolgert:	S / 

	

___	
- 

,t + 1	,t212-1 

R. KUhnau hat aueh das Entstehen dieser . Arheit durch Anregungen und Hin-
weise gefordert, wofUr der .Autor ihin Dank schuldet. Insbesondere verdankt er ihm 
den Hinweis auf eine strenge Unterseheidung zwischen innerem und ãul3erem Stek-
Joffschen Eigenwertproblem. 

2) C. Bandle hat mir freundlicherweise brief lich unterni 27. 10. 1986 personliehe Aufzeichnungen 
eincsfast zwanzig Jahre zurückliegenden Gespraches mit M. M. Schiffer zur Verfugung gesteilt. 
In diesen Aufzeichnungen findet sieh unter anderem bereits die hier angegebene Ungleichung.
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2. Stekloffsche Eigenwerte und -Sch1itzabbiJdungen 

In diesem Abschnitt sollén isoperimetrische Ungleichungen zwischen Stekloffschen 
Eigenwerten einfach und mehrfach zusammenhangender Gebiete und konlormen 
Gebietsgrol3en abgeleitet werden. Dazu betrachten wir diejenigen eindeutig bestimpi-
ten schlichten konformen Abbildungen we, die das Gebiet 03 mit oo E 03 auf em 
Gebiet abbilden, dessen Bildrandkomponenten Strecken des Neigungswinkels 0 sind 
und in oc durch w0(z) =.z + a10z' + ... hydrodynamische Normierung besitzen. 
Es gilt der folgende klassische	 - 

Satz 1 (H. GRöTZSCH [6]): Für die Gesamtheit der schlichten kon/órmen Abbil,dun-
gen von (i mit der.Normierung w(z) = z + a 1 z' + ... in oo ist der genaue Wertebe- 
reich von a1 eine abgeschlossene Kreisscheibe. Sind m und r deren Mittelpunkt und 
Radius, so ist genau dann a 1 = m + r exp (2i0),'wenn we vorliegt. Für die Funktionen 
we besteht dabei die Identitãt  

we = exp (it9) (WI -COS 0'— iw112 sin t).	 -	 '	 (4) 

tJnter Verwendung der 0-Schlitzabbildungen gilt nun der folgende 

Satz  2: Für den zweiten Steklo//schen Eigenwert 2 2 jedes n-ftwh zusammenhángen-
den, von stückweise gkztten. geschlossenen Jordan-Kurven berandeten Gebietes 0 ? 
gilt bei > 0 die AbscMtzung 

22 f _ 1 (m (exp (—iO) ))2 ds/(2r 91e exp (-2ii9) a1,8 A). (5) 

Dabei ist = dz/ds die Ableitung nach der Bogenlange, A der Fl4ichen.in/zalt des end-
lichen Komplementes von J und 2i Te exp (-2i0) a1,8 - A = We die au8 derHydro-
dynamik bekannte virtuelle Masse'ass in 0-Richtung [2: S. 55ff.]. Wenn	1 und aus

einem einzigen Kreis besteht, gilt in (5) das Gleichheitszeichen 

Beweis: Wegen des Abbildungsvcrhaltens von we gelten für die in 0 regular har-
rnonischen Funktionen 

= 91e exp (-10) (w0 (z) - z),	v8 (z) = tnexp (-0) (we(z) - z) 

auf dem Raide = U{: 1 < i n} von 0 die Beziehungen 

v0 ft,+= K, —mexp(—i0)z, 7 =-- = — rn exp(—ii9). '	(6)

as 

(Ki sind Konstañten, ii ist die aus 3 herauweisende Normale). Somit folgt für das 
Dirichlet-Integral	 .	. 

ff (Vv8 ) 2 dx dy = If (Vu0 ) 2 dx dy 

f

auo


	

UO an ds fue(sin 29 dx	COS P dy)	 (7)


Der Cauchysche Integralsatz liefert weiterhin  

f exp (-2it9) (w0 - z) dz
-, 

= f exp (-210) (w0 - z) dz + f exp (-2i0) (w0 - z) dz = 0, 
(S.	 '



rd 
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wenn mit S11 ein hinreichend grol3er Kreis bezeichnet wird. Nehmen wir hiervon den 
Imaginarteil, so folgt 

m f exp (-2i) (w8 - z) dz 

= f u0(cos t dy -'sin 0 dx) + f vo(sin 0 dy + cos 0 dx) 
a .	 a 

= —Zmf exp(-2i) (to8 - z)dz.	 (8) 

Nach dem Residuensatz ist f exp (-20) (to8 - z) dz = 2iexp (-2it9) a18 . SchIief3-

I' lich haben wirwegen (6) f v6 (sin 0 dy + cos 0 dx) = —A, so daB aüs (7), (8) sofort 

ff (Vv8 ) 2 dx dy = ff (Vu0 ) 2 dx dy = 2n Re exp (-2i19) a18 - A 

zu sehen ist. Hiermit folgt unter Verwendung von (3) und (6) die Ungleichurig (5). 
1st ohne Beschrankungder Ailgemeinheit der Einheitskreis und	1, dann gilt 

"

	

	1, u8 = Re z- 1 , v = m z und man rechnet leicht nach, daB in (5) dasGicich-




heitszeiçhen steht A 
Die Ungleichung (5) dQrfte I 

auch ohne Vcrweridung der Varia.tionscharakteiisierung (3) mit 
Hilfe einer ailgemeinen Dualittsbeziehung von R. KLöTZLER [8] als ein duales Gegenstuck zum - 
klassischen Extremalprinzip von J. B. Diaz und A. Weinstein zur Charakterisierung der vir-
tuellen Masse W8 ableitbar sein. Dies soll kurz skizziert werden. Die regular harmonischen 
Funktionen u,, konnen wegen (b) durci ein Variationsproblem charakterisiert werden, dessen 
Minimalwert - W8 der Ungleichung 

we	ff (Vu) 2 dx dy - 2f u ni(exp(-0) .i) ds	 (9) 
•	 a  

für , alle u E C2 () genügt, falls aQ5 hinreichehd glatt ist. Setzt man u = EV und bestimmt das 
Minimum der entstehenden quadratischen Funktion des reellen Parameters e bei festem v, so - 
folgt die bekannte Variationscharakterisierung von J B. DIAZ und A. WEINSTEIN ([31; [2: 
S. 55ff.]). Die Ungleichung (9) kann im Rahmen einer aligemeinen Düalitiitstheorie [8] bei 
Wahl quadratischer S-Funktionen in folgender Weise ergänzt werden: 

•	 -r(,n1exP(_m8)2 ds	— W8 ••	 • 
J,	n

ff (Vu) 2 dx dy— 2 f u Zfrn(exp (—iO) ) ds.	\ •	
a 

Dabei ist ein Vektorfed in mit div + 2 0 in 3 und n> 0 auf : Mit . = grad In Xz 
ist div + 2 = 0, falls man von den Knotnlinien von X2 absieht (X2 war Eigenfunktion in (1) 
Zn 22), .nh = 2, und es folgt (5). Eine ,strengeAbleitung auf diesem Wege wurde allerdings 
Berucksichtigung der Knotenlinien erfordern. 

Für lineare S-Funktionen . folgt ubrigens das kiassisehe Gaup-Thornsonsche Prinzip mini-
mater Energie [2: S. 56ff.]. 

Zunachst sollen nun aus Satz 2 einige Folgerungen für einiach zusammenhangende 
Gebiete gezogen werdn. 

Folgerung 1 7 In jeden ein/ach uammenMngenden Gebiet. 05 D co der oben ie-
•	nannten Art gilt bei o > 0 die Abschdtzung 

) 2,0	W8	-,_f (km (exp (—i8) ±))2 ds.	 (10)
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Dabei ist	
0 

= cosf (j - S)2d8 
(S 

± sin. 2 9 f (x - S) 2 Lo ds - sin 29 f (x -. B2) (y - S) o ds 
(S	 (S 

das Trdgheitsrnonient der gleichmäfiig mit Masse der Dichte Lo belegten Kurve ( bei 
Rotation dieser Kurve urn die den Winkel 0 mit der, positiven x-Achse bildende, in der 
(x, y)-Ebene liegende Achse durch den Schwerpunkt der Koordinaten	 - 

= _ j f oxdsundS _jfey dsrnitM =.fo ds. 

Das Gleichheitszeichen steht in beiden Ungleichungen von (10), wenn e	1 und em

Kreis ist. 

Beweis: Es ist die linke TJngleichung in (10) zu zeig6n. Dazu btrachten wir die 
durch Addition einer Konstanten aus v,, entstehende Funktion 

= —.ni (z exp (-19)) + cos 9 S, - sin 79 S. 

Diese wird in den Rayleigh- Quotienten(2) eingesetzt und liefert die line Seite von 
(10). .Durch elemen tare Rechnung bestatigt man, daB auch'inder linken Ungleichung 
für o	1 das Gleiehheitszeichen steht, wenn 1Z ein Kreis isti 

Addiert man die beiden für t9 = 0 und 0 = aus (10) entstehenden Ungleichun-
gen;- so haben wir wegen W0 + W 12 = 4zR2 - 2A (R bezeichnet den ãuBeren kon-
foimen Radius von , auch trans/miter Durchmesser oder Kapazitãt von A genannt; 
siehe etwa [14-:'S. 331ff.]) die 

F o  g e  u n g 2: In jedern einfach zu.sammenhãngenden Gebiet der oben genannten Art 
gilt bei e > 0 die Bziehung 

A2 (I6 +I /2 )g_:4 2_ 2A_	f.	-	 (11) 

Dabei steht das Gleichheitszeichen wieder in beiden Ungleichungen, wenn Lq = 1 und die. 
Randkurve ein Kreis ist (die Groe 1 0 + I,,/2 nennt man polares Tragheitsmoment) 

Die Ungleichung (11) gestattet einen unniittelbaren Vergleich mit der Abshatzung 
von R. WEINSTOCK [19]	 . 

'2 s' 2'r/L	
0	

(12) 

(L bezeichnet die Lange von ), die unter Einbeziehung von A mehrereVerbesserun-
gen erfahren hat [7]. Dazu wird p = 1 gewãhlt. Man sieht sofort, daB die rechte Un-
gleichung in (11) genau dann besserals (12) ist, wenn für die Kurve die Ungleichung 

L2 + 4A :E^ 8 2R2	 .	 (13) 

gilt. Hat nian eine Kurve IZ, die (13) genügt, so genugen auch ille durch Ahnlich-
keitstransformation aus hervorgehenden Kurven dieser Ungleichung. 

Es gibt nun recht einfache, der Unglcichung (13) genügende Kurven, wie die folgenden Bei-
spiele zeigen.	

0	
0	

0• 

I
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Beispiel 1: (. sei eine Ellipse mit den Halbachsen a und b, b a. Dann ist R = (a + b)12, 
L = 4aE (Va z - b 2/) =4aE (Vi - 2) mit = b/a und E als vo!lständiges elliptisches in-
tegral zwciter Gattung, und A = grab. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt 
E2 (Vi — z)	,2(1'+ , 2 )/8 , woraus leicht die Gultigkeit von (13) zu sehen 1st. 

Beispiel 2: Es ist (13) erfullt, wenn ! em ,,hinreichend flaches" Rechteck ist. 1st ( cm 
Schlitz (Grenzfall des Rechtecks) mit doppelt gezählter Lange 8, dann ist R = 1, undgenugt 
(13). Liegt ein Quadrat vor mit halber Seitenlange a = 2E (11Y2  K (i/i) = 0.8472... 
mit E und K wie iiblich als vollstandige elliptische Intcgrale, dann ist II = 1 und (13) nicht er-
füllt. 

Beispiel 3: (S sel das nichtkonvexe Kreisbogenzweieck, das von solch cinem symmetrisch 
zur y-Achse liegenden Kreisbogen gebildet wird, der die x-Achse bei a und —a (den Ecken des 
Kreisbogenzweiecks) schneidet und bei a den Winkel fi z/2 mit der positiven x-Achse Ciii-
schlieSt. Der andere Bogen 1st ebenfalls ein symmetrish zur y-Achse liegender Kreisbogen 
durch a und —a,'der den Winkel a -1- 2 (a > 0) mit der positiven x-Achse einschlieSt. Der 
konforme Radius ist bier R(a, P, a) = a(2 - a/a)' sin 1 (/(2 - aix)). Man rechnet elementar, 
wenn auch etwas langwierig nach, daB bei hinreichend kleinem a und hinreichend groBem fi 
die Ungleichung (13) erfullt ist. 

Das Gleichh'eitszeichen steht ubrigens in (13) nicht nur für den Kreis, sondern. hei-
spielsweise auch für ein gewisses Rechteck (vgl. Beispiel 2) tind für die (doppelt ge. 
zählte) Halbkreislinie (Grenzfall von Beispiel 3 mit-a = 0 und = r/2). 

Ziel unserer tberlegungen ist nun eine Abschatzung für .3 2.3 . Dazu bemerken wir 
zunãehst, daB nach (5) 

-	f 2"1(m(exp(_i0).))2d8 

wo 
: 

ist.Weiterhiii folgt aus (4) u0 = u0 cos 0 + u 12 sin 0 und somit	=	cos 0 
+ '- sin 0. Damit sieht man leicht, daB ein 01 mit 72 

f
ds = 0 existiert. 

On 

Mit der Funktion uo folgt nun wegen der \Tariationseharakterisierung' (3) die Ab-
schatzung

f r'(rn (exp (—i01) ))2 ds	f ' (m (exp (—iO) ))2 ds 
23	

8,	
^ Max	

W,., 

Also haben wir schlieBlich in jedem n-faeh zusammenhãngenden Gebiet die Ab- 
schatzung	-. 

/	f '(m (exp (—i0) ))2 ds\ /	f '(m (exp (—i8) ))2 ds 
22 1t3 < (iiIn	

) 
(Max 

	

8	 Wo 
—............-

Zur Berechnung des rechts stehenden Ausdruekes benotigen wir den 

—	Hilfssatz 1: Sind 

/(8) = a 1 cos 2z9 .+ a2 sin 20 + a3 ,	/2 (0) = b 1 cos 28 + b2 sin 20 + b3 
positiv /ür alle 0, dann erfu4en die Gröfien 

= Mm /1(8)//2(0) und M2 = Max 11(8)112(8) 
'8	 8



	

Stekloffsche Elgenwerte und konforme Abbilduflgen	155 

die Beziehung 

(b 2 + b22 - b32) M, = a l b, + a2b2 - a3b3 

+(-1)I'(atb1 + a2b2 - a3b3 ) 2 - (a 1 2 + a22 - a) (b 1 2 + b2 2 - b32). 

Insbesondere ist (b 1 2 + b22 - b32) M 1M2 = a 1 2 + a22 - a32. 

Beweis: Wir betrachten zunächst irn dreidirnensionalen (x, y, z)-Raurn den 
Kegel K, dessen Mantelfläche durch Rotation der Halbgeraden z = x, z ^ 0 urn 
die z-Ach'se entsteht. Da f und /2 positive Funktionen sind, müssen die Vektoren 
a = (a 1 , a, a3 ), b = (b 1 , b2 , b3) irn Inneren dieses Kegels liegen. Somit gilt 0,32> a12 

+ 0,2 und b32 > b 1 2 + b22 . Damit liegt der Vektor.a x b irn Komplernent des Doppel-
kegels K, der aus dern Kegel K und dessen Bild beiSpiegelung an der (x, y)-Ebeiie 
entsteht. Also gilt (a 1 b2 —a2b1 ) 2 < (a1b3 - a3b) 2 + (a2b3 - a3b3 ) 2 ,- woraus durch 
cinfaehe Rechnung 

(a1 b 1 + 02 - a3b3 ) 2 > (a12 + a2 2 - a22 ) (b 1 2 -i- b22 - b32) 

zu sehen 1st. Dies klãrt die Frage nach den Vorzeichen dr un Hilfssatz auftretenden 
Gr6l3en. Nach Definition von M1 gilt im Skalarprodukt( . , •) die Beziehung 

(M 1 1 - a, c) ^ 0 für alle 0, c = (cos 20. sin 20, 1),	- 

wobei für ein gewisses' 0 das Gleiehheitszeichen steht. Also liegt der Vektor M 1b - a 
auf der 'Mantelfläche von K, so dal3 

(31 1 b 1 - a1 ) 2	(M1 b2 - a2) 2 = (-M1 b3 - a3)2 

gilt. Dieselbe quadratische Gleichung besteht für M2, woraus die Aussage des Hilfs-
satzes folgt I 

Zur Berechnung der reehten Seite von (13) beachten wir, daf3 sich nach (4) bei 
2 > 0 leicht die Beziehung 

I e- 1(am (exp (—iO) ))2 

W0	/2(0) 

ergibtrnit 

	

•	/(0) = cos 20f 01(y2	2) ds - 2 sin 20f	'±s ds + f o' ds, 

cos 20(2 Re (a 10 + ai19)) + sin 20(2,-r ,3m (a10 + a1,,2)) 

+ 27i Tie (a 1,0 - a,,12 ) - 2A. 

Weiterhin,ist2r = a - a 1 ,, 1 0, 2m = a10 + a1, ,,12 (vgl. Satz 1), so daB wir naeh cm-
facher Rechnung mit Hilfssatz 1 und (14) auf die folgende Aussage schlieBen können. 

Satz  3: In jedem n-/ach zusammenhángenden, vOn stuckweise glatten geschlossenen 
Jordan-Kurven berandeten Gebiet W 3 oo gilt die Abschãtzung 

f	dsf 192 ds - (I ' '±i ds)2	 (15) 
2 A + 4r(-rr - A - r m1 2 r -1) 

Das Gleichheitszeichen steht hierin beim ein/ach zusammenhangenien Kreisgebiet mit 

	

0	1.
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Der in (15) stehende Ausdruck izr — A	71 m1 2 r:' war schon Gcgenstand mehrerer' Unter-




suchungen. Nach B. EPSTEIN 1] gilt 

	

r—A --imJ2r1 ^!0.	 (16) 
This Gleichheitszeichen stcht hierin nach R. KUHNAU [11] genan dann, wenn w0 + w,12 
— mr'(w0 — w, 12) 2z in 61 gilt. Gebiete mit w0 + w12 _=2z in 61 heillen Grunskygebiete [10] 
(im einfach zusammenhängenden Gebiet ist dies genau das AuBere cines Kreises). Gebiete mit 
xw0 + flw 12 z, 01 + =1 und loc . — flu < 1 Mr komplexe x und fi, heitlenverallgemeinerte 
Grunskygebieee [10] (im einfaeh zusammenhängenden Fall licgt dies genau beirn AuBeren einer 
Ellipse vor). Insbesondere gestattet lie Verwendung Stekloffscher Eigenwerte die beidseitige 
Abschatzung

f9_12dsfo_Iu2ds — ff - '±i) dv 2	 - 

0!S4ir(r—A .— i nh ! -r ) 	 —A-. 

Nach J. HERSCH,-L. E. PAYNE und M. M. SCHIFFER [7] gilt die Absehatzung 

22 2 3 	4n2 (Max L)_ 2	L= IiJ	(i =1, ...,n).	 (17)


Urn unser Ergebnis + hiermit zu vergleiehen, zeigen wir den 

Hilfssatz 2: Es sei CS = ....... . CS } ein System ein/ach geschlossener, st-ückweise 
glattèr, getrennt lie gender Jordan-Kurven und A = A 1 +	+ A die Gesami/läche der 

von den Kurven , eingeschlossenen Fldchen A ; . Dunn gilt 

f±2 ds f p2 ds/A 2 > 4,-r2 Max L12, 
(S	(S	.-

wobeidas Gleichheitszeichen genau dann steht, wein sãmtliche (F j kongruente Kreise sind. 
Beweis: Aus der bekannten Beziehung für die Fläche A folgt mit der Cauchy--

SchwarzschenUngleichung 
• A 2 =r(f xdy\2 = (f xsds\2 .fx2dsfi2ds, 

/(S	(S 

• so daB wir f ± d8  2 ds/A2 f ± ds/fx2 dv haben. Die rechte Seit ste11 den 

Rayleigh -Quotientell eines unabhangig voneiriander schwingenden Systems homo-
gener Seiten dar (vgl. [7: S. 103]). Durch Parallelverschiebungen kann immer 

- j x dv = 0 (i = I .... . n) erreicht werden. Wegen der Unabhangigkeit der schwin-

• genden Saiten untereinänder gilt 
f±2 dv	x2 ds > Min (f 2 dv / f x2ds',	f x ds = 0. 

•	 (S	/ (S	 i	\(S'	/ (S	1	 - 

Bekanntlich ist f t2 f±2 ds fx2 dv ^ 4'r2/L 2 , falls f x dv = 0 ist.Dabei steht genau 
-	-	/ (S	 •	(S	 - 

für den Kreis das Gleichheitszeichen. Hiermit ihlieBen wir Ieicht auf die Aussage 
des Hilfssatzes I 

Bemerkungen:l. Zunãehst rèchnet man elernentar nach, daB der Zãhler der 
rechten Seite von (15) invariant 1st bei Diehung on 03 und insbesonderc immer so 
gedrehtwerder kann, daBf	±s ds = 0 gilt. Der Wertebereich des Koeffizienten a1 

wird bei Drehung des Gebietes 5ebenfalls nur gedreht, also bleibt der Nenner der 
rechten Seite von (15) invariant. SchlieBlich ist offensichtlich, daB bei einer Drehung
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des Gebietes die Eigenverte unverãndert bleiben. Wir können also ohne Einschràn-
kung 1er Aligemeinheit bei e	1 die TJngleichung	 ! 

2223 ^ f t2 ds f 92 ds/(A2 + 4irr(tr — A — iimi 2 r- 1)) 
Sc: 

annehmen. Wegen Hilfssatz 2 ist somit die hieraus unter Verwendung von (16) fol-
gende Abschätzung 2223 1± 2 ds f i2. ds IA 2 immer nicht besser als (17). Insbesondere 

5c: 
ist im Falle des Gleichheitszeiehens in (16) — bis auf den Fall des einfach zusammen-
hangenden Kreisgebietes - (15) schlechter als (17). Tm' mehrfach zusammenhãngen-
den Fall ist es leicht, ein Beispiel anzugeben, bei dem (15) besser als (17) ist (für den 
einfach zusárnmenhangenden Fall vgl. unter Abschnitt 3). Dazu betraehteñ wir em 
mehrfach zusammenhangendes Vollkreisgebiet A. Für dieses gilt rr — A imi r' 
> 0. Es folgt nämlich vie in [14: S. 143f.], daB PI auch kein verallgemeinertes Grunsky-
gebiet ist. Sind die Kreise von A auch noch kongruent, so haben wir, ziehen wir noch 
Hilfssatz 2 hinzu, die Abschatzung	S 

f±2 ds.f 2 ds	I 

- .  

A 2 + 4r(r - A - mj r)	S 

f±2dsfs2ds	
2	

5 

<c:	
A2	 L=ii.	

-S 

2. Tm einfach zusammenhangenden Gebiet kann mittels der linken Seite von (10) 
entsprechend Satz 2 bei	1 die Abschatzung  

	

42	4rr(r - Am 2 r 1 )	
S	

S 

2 213	,	+-	, ,	 S 

S	 iL "12	"	 1 0 1 '/2	 S 

gezeigt werden, falls man durch Drehung des Gehietes realisiert, dal3 f(x - S) 

(y - S) ds = 0 ist. Für die Eigenwerte des endlichen Innengebietes 22 1 und 4 gilt	- 
[1: S. 141]	A2/(101,,,2). Die rechte Seite dieser Ungleichung ist nun nicht 
groBer	 w als die rechte Seite von (18), allerdings sind die Eigenerte des Innengebietes 
von deren des AuBengebietes zu unterscheiden (vgl. Abschnitt 4). 

3. SchlieBlich soil noch ein Beispiel dafur angegeben werden, daB die rechte Seite 
von (15) im einfach zusammehhangenden Gebiet beliebig klein werden kann, auch 
wenn die Lange der zu betrachtenden Kurven beschränkt bleibt. Dazunehmen wir 
das von zwei bei Null unter einern -Winkel von oca (0 <c < 1) z'usammenstol3endei-
Geradenstucken begrenzte Sehlitzgebiet, wobei dieser Schlitz s'ymmetrisch zur y-
Achse liegen möge. Die Schlitzliirge ist noch so zu hestimmen, daB der äuBere kon- 
forme Radius 1 wird. Offenbar bildet w(z) = (z — 1) (z + 1)2 (2 ± z ± z') das 
AuBere des Einheitskreises auf dieses Schlitzgebiet schlicht konform ab (bei ênt-
sprechender Zweigwahl). Es gilt 

w(z) = z + Konstante + z 1 (21x 2 - 4x + 1) + ...	 (19)

,in z = co. Die Urpunkte der (bei Null doppelt zu-zählenden)_Schlif zecken sind z 1 = 1, 

= —1, z3 = - + i /2 — 2 undz4 = 1 - — i Y2 ,x. —LX 2, woraus man leicht 
die (doppelt zu zählende) Lange des Schlitzes zu L(a) = 8I2(2 — )1_I2, 0 < LN < 
bereqhnet (man beachte insbesondere die Grenzfãlle a - +0, oc -* 1 - 0 und die
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Unstetigkeit der Lange bei 0). Nun ermittelt man leicht aus derUmkehrung zu (19) 
die Grof3en r = 1 und m = —2 + 4z - 1, und offenbar ist A = 0. Damit haben 
wir für die rechte Seite von (15) den Ausdruck	S 

H(c) = L2(x) (sin2j - sin4 j-)/4t2_4c2 + 16x3 - 20 2 +8). 

Elementare Rechnung bringt B(x) -->0 für a -* +0 (übrigens ist H(a) —> -Z2/16 
= 4 2/L2(l) für a -. 1 - 0, vgl. (17)). Damit,laI3t sich H(x) bei hinreichend kleinem 
Winkel a beliebig klein machen, und aus Kernkonvergenz- bzw. Stetigkeitsgrunden 
ist dies damit auch der Fall für hinreichend nahe an diesem Schlitz liegende Kurven. 

3. Verailgemeinerungen 

Die im Abschnitt 2 demonstrierte Vorgehensweise ist natürlich nicht auf die 0-
Schlitzabbildungen beschränkt. Hier soil gezeigt werden, wie man dies beispielsweise 
mit der Koebe-Grötzschschen Methode der zweiblättrigen tYberlagerungsflache auf 
andere Schlitzabbildungen ausdehnen kann (für analoges Vorgehen in anderem Zu-
sammenhang vgi. [9: S. 140ff.]).. Dazu wird das n-fach zusammenhangende, den 
Punkt z 1 irn Inneren enthaltende Gebiet (hangs eines bei z1 beginnenden, volistandig 
in(Si verlaiifenden Strahies aufgeschlitzt. Zwei auf soiche Weise erhaltene identische 
Blätter werden nun übereinander gelegt und langs des Schlitzes miteinander 'ver-

- heftet, so daB •eine zweiblattrige_Cberlagerungsflache mit Windungspunkt bei z1 
entsteht. Diese wird durch = - z 1 schlicht auf ein schlichtes, 2ñ-fach zusammen-
hangendes, zuO zentralsymmetrisches Gebiet Gi' der -Ebene abgebildet. Für ar, 
des Gebietes V rechnet man nun ieicht 2ar0 = z 1 - W(z 1 ) nach, wenn tuo die 
Parabelschlitzabbildungeri desebietes 03 bezeichnet. Das Problem bei (1) o= 1, 
transforniiert sich in das Eigenwertproblern 

= 0 in	 = rZ -	
auf 

Im Gebiet	habert wir die Abschatzung (15). Transformiert man these zuruck in 
31 sofolgt  

Sat z 4: In jedem n-/ach zusammenhãngenden, von stilckweise glatten gesch,lossenen 
Jordan-Kurven berandeten Gebiet GJ oo gilt bei	I die Abschdtzung 

•	 S

 f(m (exp	
M2 

ds 

22 <	 ,	2A = r C dx dy 
—2 Re (exp (-20) (wo(z 1 ) - z 1 )) - A* j d Iz - z1I 

(C3 bezeiehnet das endliche Komplement.von .	- 
Entsprechend Satz 3 haber wir nun	 S 

Sat z 5: In jedem n-/ach zusammenliiJingenden, von stuckweise glattert geschlossenen 
Jordan-Kurven berandeten Gebiet (J 00 bei o 1 gilt die AbscMtzung 

4f (

 
)IdSft

Zm
	

)2dq - - C 	 m _____ds
\j/z —z 	Vz- z, 	4J \ J/z - zj \ 1/z - 

*	 (S	 (S 

-	 4A2 ± 4xr'('mr' - 2A* - r rn' - z 11 2 r'1)
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Dabei bezeichnet m' den Mittelpunki ur,4 r' den Radius derjenigen Kreisscheibe im Ge-
biet Q3,die den Wertebereich von w(z 1 ) bei schlicht kon/ormer Abbildung w von 0 mit 
hydrodynamischer Normierung in co angibt. 

Entsprechende Ungleichungen bei Verwendung anderer Funktionale erhält man 
nach dein Vorbilde in [9: S. 142ff:]. So folgen aus den Sãtzen4 und 5 durch eine Ahn. 
Iiehkeitstransformation im AnsehiuB an die Abbildung durch die Wurzelfunktion. 
Ungleichungen, die das Funktional w"(z1 )1w'(z 1 ) enthalten.  

4. Untere Abschätzungen für Stekloffsche Eigenwerte im einfach 
zusamnienhängen'den Gebiet	- 

Betrachtet man in einem n-fach zusammenhngenden Gebiet das 'Stekloffsche 
Eigenvertproblem (1) mit zwei stüekweise stetigen Funktionen	und 02, dann gilt 
der	 -	 - 

Satz 6 (Mo'notoniepriñzip): Für die Steklo/tschen Eigenwerte 2k(Oi) und 4(02) in 
jedem n-/ach zu.sammenhangenden Gebiet 03, im Falle stucicweise stetiger Funktionen 
o und 02 mit j (s) 15 02 (S) au/ E, gilt 4(i)	4(02) (k = 2, 3, .. .).	- 

Der-Beweis folgt unmittelbar aus dem Poincarésehen Prinzip [1: S. 97] I 

Tm folgenden sei (J 3 00 stets cinfach zusammenhãngend und stückweise analy-
tisch berandet. Obiges Monotonieprinzip gestattet nun, in folgender Weise untere 
Absehãtzungen für die Eigenwerte herzuleiten. 1st in Q5 das Problem (1) gegeben und 
bezeichnet. w eine sehlichte konforme Abbildung des Aul3eren des Einheitskreises 
auf das Gebiet 03, die sich venigstens stuckweise stetig differenzierbarauf den Rand 
fortsetzen laBt; dann geht (1) bei Q = 1 in das Problem 

Ju=O,	-=2Iw'(z)Iu. 

im Auf3eren ds Einheitskreises über. Da (1) bei 1 irn ]?alle des AuBeren des 
Einheitskreises gelost werden kann, bringt das Monotonieprinzip, falls man eine 
obere Schranke Mund untere Schranke in für w'(z)I auf kennt,die Abschatzung 

-= 12 ,,+ 1 (0	m) ^A2fl+ 1 (o	w'(z)I)	w'(z)I)	2n(0	M) = j 
für n = 1, 2, ... (der Béstimmung von Schranken für Iw'(z)I auf sind zahireiche 
Arbeiten gewidmet, vgl. hierzu [5: S. 38]). Dies liefert unter konkreten Annahmen 
über den Rand IZ jeweils untere Abschatzungen für die Eigenwerte. Wir begnügen 
uns zunhchst mit 

Satz  7: 1st	ei'ne stetig gekrU-mrnte konvexe Kurve mit dem aufjere'n kon/ormen 
Radius 1, dann gilt bei e	1 die Abschatzung 22 ^! 1/2. 

Beweis :Das AuBere des Einheitskreises kann schlicht konform durch eine in oo 
hydrodynamisch normierte Abbildung g auf das AuBere von abgebildet werden. 
Nach einem Satz von Kellogg ist g' noch stetig auf den Rand fortsetzbar und nach 
H. Grötzsch (siehe etwa [13: S. 48]) gilt Ig'(z) - ii ' z für Izl ^ 1, woraus die 
Behauptung folgtl 

Hiermit-sieht man nun leicht die Notwendigkeit, zwischen dem Eigenwert 22a des 
Aul3engebietes und 221 des Innengebietes'zu unterseheiden. Dazu betrachten wir das
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Beispiel 4: Es sei	eine Ellipse in Mittelpunktslage mit den Halbachsen a 

und b, a ^! b > 0 und a + b = 2. Nach Satz 7 ist dann 22a 1/2, während nach 
R. WEINSTOCK [18] (siehe auch bei C. BANDLE [1]) 1	2rab/(I0 + 1/2) gilt. 'Insbe-
sondere wird 221 beliebig klein, wenn nur b hinreichend klein wird.	- 

Zwisehen dem äuBeren und inneren Stekloffschen Eigenwert und dem ersten nicht-
trivialen Fredhoimsehen Eigenwert kann nun die folgende scharfe Abschatzung ge-
zeigt werden. 

- Satz 8: Bezeichnet 2 den ersten nichtlrivialen. Fredholmschen Eigenwert und eine 
Jordañ-Kurve, die sick ans stuckweise analytischen Teilen zu.sammensetzt. weiche un-ter 
von. Null verschiedenen Win.keln zu.samrnensto/ien, so gill hei o = 1 die Abschálzung 

(20) 2+1 
Beweis: Bekanntlich ist [17: S. 135]	- 
•	 ff(vu)2dxdy.	 I 

•	2-10	 <.+1	 '21
2 + 1 ff (Vu) 2 dxdy —2-1 
C CA 

(wobei CJ wieder das endliche Innengebiet der Kürve bezeichnet) mit in der ganzen 
Ebene stetigen, sowdhl in 03 als auch in 063 harmonisehen und sonst beliebigen u. 
Eine beliebige in 63 harmonisehe und in 63 stetige Funktioñu mit f u ds = 0 kaun 

harmonisch und stet.ig in C6 fortgesetzt werden:Somit gilt mit (21) und (2) die Ab-
schãtzung 

;T-1 f 
u2ds	ff (Vu) 2 ddy ff'(VU)2 dxdy. 

-	 -	crc,j 

Damit folgt (21), da es genugt, skch aüf in 03 stetige u zu beschränken. 1st	ei'n

Kreis, so kann dieserals Einheitskreisangenommenwerden. Hierfü'rgilt2 2 = 22 1 = 1, 
A = 00 [16], und die ziigehörigen ,Eigenfunktionen sind x = x jz	in Izi	1,

X21 = x in Izi < 1. Also geht X21 stetig in , X211 langs IzL= 1 über I 

Während bis vor kurzem nur für wenige Kurven der erste nichttriviale Fredhoim-
sche Eigenwert bekannt war, ist es jüngst R. KUHNAU [12, 13] mittels u. a. quasi-
kQniormet Abbildungen gelungen, diesen für eine Vielzahl von Kur-en zu berechnen 
(eine tbersicht Ober die,. Literatur zu dieser Thematik bis etwa 1962 findet sich in 
[5: Kap. I], für neuere Literatur vgl. [12, 13]). IIit Satz 7 hat man somit also unter 
Verwendung der Ergehnisse in [12, 13] sofort konkrete beidseitige Schranken für 
22a/22i, die bigebrochen1inearer Transformation unverändert bleiben, da bekannt-
Iihdiè Fredhölrnsáhen Eigeiiwerte diese, Eigenschaft haben. 

Für die Ellipse des Beispiels4 ist 2 = (a + b)/(a - b), und Satz 7 liefert b/a 
^ '2,,/A :^-, alb in TYbereinstimmung mit der Bemerkung in Beispiel 4 betreffs b -. 0. 

1st die Kurve analytisch, so können mittels klassischer Verzerrungssatze beid-
seitige Seliranken für Stekloffsche Eigenwerte erhalten 'erden, die für kreisnahe 
Kurven ,,gut" sind Dazu beweisen wir 

Satz 9: Sei eine geschlossene anal ytische Jordan-Kurve, die als Bild von I zI = 1 - 
durch eine schlichte kon./orme Abbildung /(z) = z + a1 z' + ... in IzI > 1 -/y (0 < y



Stekloffsche Eigenwerte und konforme Abbildungen	161 

^ 1) enistehi. Damn gilt bei o	1 die Abschdtzung 

-. y2	2 ^5 (2y -	 (22)

Gleichheit trill hierin genau dann em, wean (Y em kreis ist. 

	

Beweis: Die Funktion	 - 

h() R-'/(R), B = 1 -	= z/R 

ist in der bekannten Abbildungsklasse E enthalten, erlaubt also die Anwendung des 
klassischen Löwnerschen Verzerrungssatzes	 - 

1 - R2 zI_ 2 = 1 - II_ 2 	Ih'()I	(1 - II_ 2 ) _ 1 = (1 - B2 
Dies liefert sOfort 

- ,2 = 1 - B2 < .II'(z)Ii2ii	(1 - R2)-' = (2y - 
woraus (22) folgt. Das Gleichheitszeichen in der Löwnerschen Ungleichung steht be. 

--kanntiich nur Mr gewisse Schlitzgebiete und irn Grenzfail C = co, was dem Kreisfall 
entspricht I 

Entsprechend gilt für den inneren Eigenwert 
Satz 10: Sei eine geschlossene analytische Jordan-Kurve, die als Bild von IZI 1

 durch eine schlichte konlorme Abbildung 
(z) = z + a2 Z2 +	- 

in IZI	B = 1 + r(r > 0) entsteht. Damn gilt bei q	1 die Abschatzung 
•

	

	 E3(2+1(1±2:!E^2j	(1+s)(2+e)3(1+e)-3E1.	 (23)

(Jleichheit trill hierin genau damn em, wenn (E ein Kreis is!. 

Beweis: Die Funktion h() = R 'g(CR), C = zR', genugt dem Koebeschen Ver-
z&riungssatz [14: S. 211 

1 - B-'	1 - 	1 + R	1 + B 
(1 + B 1 ) 3 = (1 + ICI)  Ih ()I (1 - CD 3 = (1 - B-') 3 B' 

woraus (23) folgt. Das Gleichheitszeichen steht wieder nur für gewisse Schlitze und 
im Faile C = 0, was wieder dem Kreisfall entspricht I 

•	Schliefiuich soll noch eine scharfe Abschatzung zwischen innerem und äuBerem 

Stekloffschen Eigenwert und dern inneren Abbiidungsradius bewiesen werden. 

•

	

	Sat z 11: Sei (Y eine stuckweise anal ytische geschlossene Jordan-Kurve mit dem inne-




ren Abbildungsradius a, 0 < a :!^ 1), und dem dufieren Abbildungsradius 1 Damn gilt 
bei	1 die Abschatzung 

(A + 221)f In Izi ds -
	

in Izi ds) ds 

f (alfz128. (24) 

	

h2a	221/ 	S / 

Gleichheit trill hierin genau damn em, wenn der Eirtlieitskreis is!. 
3) z(w) = aw + a.,w' + ... bildet das Innere des Einheitskreises seliieht konform auf das 
Innere von ü ab. 

11 Analysis Bd. 7, Heft 2 (lOSS)
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Beweis:Istz(w) = aw + a2w2 + ..: , O <a :!9 1, die schlichtkonformeAbbildung 
des Inneren des Einheitskreises auidas Innere von , dann gilt für u = .Re log (,w(z)/z) 

die Beziehung . uj = Re log	= '—in jzj. Weiterhin ist im endlichen Innen-
gebiet 05 von	 Z 

ff(Vu)2dxdy = f  I F'(z)2dxdy = .ff IF'(w)I2ddii 
•	IwR1 

mit F(z) = log (w(z)/z) und F(w) = log (w/z(w)). Wir entvickeln F(w) für Iwl < 1 

und erhaltén F(w) = 'b0. _ 1&. Damit folgt in der üblichen Weise 

f  (Vu) 2 dx dy = f  IF'(w)1 2 d di1 = nf 1 b0_12. 
IwR1	 1=1 

Nach Addition einer Konstanten zu u liefert nun der. Rayleigh-Quotient die Ab-
schatzung 

221f In Izi - -f In 1,1 ds) ds	iE 1 Ibo ._1 1 2 . -	 (25) 

Bildet nun z() = - b0 ± b1' . +.... das Gebiet. > 1 auf das AuBere von 

schlicht konform âb und ist log (/z()) = L' b01 ,dann folgt analog die Abschatzung 

2281' In Izi --f in I z I ds) ds 	1b0112.	 (26) 
LT	 I 

Addition beider Abschatzungen (25) und (26) bringt'unter Verwendung der Beziehung 
CO

1 (lbo,I 2 ± !b0._1 1 2) = 2 In a 1 [14: S. 96] die iinke Seite von (24). Der Beweis der 

rechten Seite folgt unter Verwendung von (3) ganz entsprechendl 
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