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Herr,n Prof. Dr. M. M. Schiffer zum 75. Gébu.rtstag gez;)idmet : ‘

1 ) , .
< .

~Es werden neue 1sopenmcmsche Ungleichungen zwischen Stekloffschen Elgenwerten und kon-

formen GebietsgroBen im einfach und mehrfach zusammenhingenden Gebiet hergelclt,et
Diese verschirfen einerseits fir gewisse Kurven bekannte isoperimetrische Ung]elchungen und
konnen andererseits benutzt werden, um konforme GebietsgroBen beidseitig einzuschlieBen.
Im einfach zusammenhiangenden Gebiet werden unter Verwendung eines allgemeinen Mono-
tonieprinzips beidseitige Abschitzungen Stekloffscher Eigenwerte angegeben.

BLIBOAATCA HOBHC M30MEPHMCTPHUYECKHE HEPABEHCTBA MEHLY -COGCTBEHHBIMU 3HAYCHHAMM
Crexknona n Kouq)opmmmr REJIMUNHAMH B OAIIOCBAZHON M MHOFOCBA3HON 06IaCTAX. Own c

_O[HOIt CTOPOHE! yCHIIMBAIOT AJIA HEKOTOPHIX KPUBLIX M3BECTHBIE M30MEPHMETPUYCCKHE Hepa-
BEHCTBA U MO3BOJIAIIOT ¢ APYrof CTOPOHEI ABYCTOPOHHYIO OLUCHKY KOHPOPMHLIX Benumu. B.

OIHOCB#3HO{1 06J1aCTH AAI0TCA ¢ TOMOLLBLIO HEKOTOPOTO NPHHLMNA MOHOTONHOCTH nnyc"ropomme
OLICHKH coG(:meuublx auaqeuun CrekaoBa.

T\Iew isoperimetric incqualities between Stekloff eigenvalues and function theorctlc quantities
in simply and multiply connected domains-are derived. They sharpen on the one hand well-
known isoperimetric inequalities in some cases and given on the other hand both-sided estima-
tes for function theoretic quantities. In the simply connected case both-sided estimates for
Stekloff eigenvalues are glvcn based on a general monotonicity. principle.

1. Einleitung - . - -
Im Jahre 1902 fithrte M. W STEKLOFF [18] (sxehe auch [2:S. 397ff 1) ein interessantes
Eigenwertproblem fiir harmonische Funktionen ein, fiir das von zahlreichen Autoren
isoperimetrische  Ungleichungen hergeleitet wurden [1]. Gegenstand dieser. Mittei-
lung ist ‘cs, neue isoperimetrische Ungleichungen zwischen Stekloffschen ‘Eigen-

werten und-konformen GebietsgroBen abzuleiten. Dabei ,zeigt es sich, daB die Ver- .

wendung Stekloffscher Eigenwerte unter anderém gestattet, konforme .Gebiets-
groBen wie virtuelle Masse, konformer Radius und dhnliche Groen beidseitig abzu-
schitzen: Ist & 3 oo ein n-fach zusammenhangendes von stiickweise glatten ge-
schlossenen Jordan-Kurven berandetes Gebiet, dann ist das Steklo//sche Eigenwert-
problem wic folgt definiert:

Au_.Om@-a-— ).g(s)uauf@—t?@j ’ | k h (i)

Lo

wobei = 0 eine gegebene st;uckwelse stetige Funktion und n die AuBennormale ist.

Es existieren bek&nntllch unendllch viele Eigenwerte 4, = 0 < Ay € A3... mit den
\

\
.

1) Vorgetragen a.uf der ,,9. Conference on Analytic Functions vom 1. —8. 6. 1986 in Lublin
(VR Polen) und auf der 8. Herbstschule ,,Vurmtxonsrechnung und optimale Prozessc“ vom
20.—25. 10. 1986 in Vitte (Hlddcnsce/DDR) :

- . \
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’
zugehérigen Eigenfunktionen,‘zl = const, ¥, 13, --- Dabei gilt die Beziehung

ff (Vu)? dz dy

dg=Min & it w0ds=0 (<n—1). (2
; fuzodsv mlcf%f}fi’s (2_". ) (2)

Bei Beschrankung -auf harmonische Funktionen und ¢ >0 folgt mit dcr Cauchy-
Schwa,rzschcn Ungleichung die Abschatzung

(ff (Vu)zdxdy) < f’uﬁgds‘/‘—(ﬁ)2 ds, - )
. o \on
AN G G

und damit die Beziehung . S0
. Ol {ou\
— (%) a4
f e (311) ’
& X

Jp=Mint—
" Au=l}) ff (Vu)2 dady

mit f;ﬂ“z,.dbofi (gn—1). 3
y .

Im Abschnitt 2 wird zunachst cine Unglelchung zwischen /2 und der virtuellen
Massc W, unter Verwendung sogenannter - Schlitzabbildungén _abgeleitet (Satz 2).
Aufbauend auf Satz 2° werden dann scharfe 1soperunetn@che Ungleichungen gefol-
gert, dic insbesondere im einfach zusammenhéangenden Fall gestatten, die virtuelle
Masse beidseitig abzuschitzen (Folgerung 1) und fiir gewissc Kurven eine isoperi-
metrische Ungleichung von R. Weinstock zu verschirfen -(Folgerung 2). Fiir das
Produkt 2,A; kann dann anschlieBend - — auch fiir mehrfach zusammenhéingende
Gebiete — auf eine Ungleichung geschlossen werden, die erlaubt, einen bekannten
Ausdruck von B. EpsTEIN [4] beidseitig einzuschlieBen (Satz 3). Diese Ungleichung
wird unter Verwendung ciner isoperimetrischen Ungleichung fiir ein Kurvensystem

_mit einer Abschitzung von J. HErscH, L. E. PAYNE und M. M. ScHIFFER. [7] ver-
glichen. Die Ergebnisse des Abschnittes 2 sind nicht an die #-Schlitzabbildungen ge-
bunden. Der Abschnitt 3 ist Ubertragungen auf andere Schlitzabbildungen gewidmet.
Beschrinkt man sich auf cinfach zusammenhingende Gebicte, dann kann man, ba-
-sierend auf eincm allgemeinen Monotonieprinzip und der Losbarkeit des Stekloff-

. schen Eigenwertproblems fiir den Kreis, beidseitige Abschitzungen der Eigenwerte
ableiten. Damit befassen wir uns im Abschnitt 4. Nun sieht man leicht, dal zwischen ¢
den Eigenwerten des Innengebietes 7, und denen des AuBengebietes 2, zu unter-
scheiden ist, was bisher in der Literatur scheinbar nicht niher untersucht wurde. So
wird unter anderem (Satz 7) die folgende scharfe Abschitzung zwischen den Stek-
loffschen Eigenwerten des Innen- und AuBengebietes und dem ersten mchttrwnalen

-Fredholmschen Eigenwert- 2 gefolocrt

oAt ;?"s”+12)..-
A+1 = Agi =12—1

.

R. Kithnau hat auch das Entstehen dicser- Arbeit durch Anrcgungen und Hin-
weise gefordert, wofiir der Autor ihm Dank schuldet. Insbesondere verdankt er ihm
den Hinweis auf eine strenge Unterscheidung zwischen innerem und duBerem Stek-
‘loffschen Eigenwertproblem. :

2) C. Bandle hat mir freundlicherweise brieflich unterm 27. 10. 1986 personliche Aufzeichnungen
eines fast zwanzig Jahre zuruckhegenden Gespriches mit M. M. Schiffer zur Verfiigung gestellt.
' In diesen Aufzeichnungen findet snch unter anderem bereits die hier angegebene Ungleichung.

{
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2. Stekloffsche Eigenwerte und 3-Schlitzabbildungen

In diesem Absohmtt sollén isoperimetrische Unglelchungen zwischen Stekloffschen
Eigenwerten einfach und mehrfach zusammenhangender Gebiete und konformen -
GebietsgroBen abgeleitet werden. Dazu betrachten wir diejenigen eindeutig bestimm-
ten schlichten konformen Abbildungen ‘wp, die das Gebiet & mit oo € & auf ein
Gebiet abbilden, dessen Blldrandkomponenten Strecken des Neigungswinkels 4 sind
und in oo durch wy(z) =z + @, 92! 4 ... hydrodynamische Normierung besitzen.
Es gllt der folgende klassische ' '

Satz 1 (H GRrOT2ZSCH [6)): Fiir 'die Gesamtheit der schlwkten kon,‘ormen Abbildun-
gen von & mit der. Normierung w(z) = z + a;2* + ... in oo ist der genaue Wertebe-
reich von a, eine abgeschlossene Kreisscheibe. Sind m und r deren Mzittelpunkt und
Radius, so ist genau dann a, = m -+ r exp (2119), wenn wo vorliegt. Fiir die Funktwnen
Wy besteht dabez die Identitdt

N

‘wy = exp (iB) (w, cos 9— iwse sin ). o . (4)
Unter Verwendung der #-Schlitzabbildungen gﬂt nun der folgende 4

Satz 2: Fiir den zweiten Stekloffschen Etgenwert 79 jedes n-fach zusammnhangen
den, von stiickweise glatten geschlossenen Jordan- Kurven € berandeten G’ebtetes Gj 3 o0
gilt bei o > 0 die Absc}mtzung

29 < f (8m (exp (—i9) £))? ds/( 7 E}ie exp (—2i9) ¢, 5 — A) : (5)

Dabez ist 2 = dz/ds die Ableztung nach der Bogenldnge, A der Flachemnludt des end-

. lichen Komplementes von & und 27 Re exp (—2id) a, 9 — A = W, die aus der Hydro-
dynamzlc bekannte virtuelle Masse in 9-Richtung [2:S. 551f. ] Wenn 6 =1 und G aus
einem emzzgen Kreis besteht, gilt in (5) das Gleichheitszeichen. .

Beweis: Wegen des Abbildungsverhaltens von w; gelten fiir dle in & regular har-
monischen Funktionen . ,

i

uy(z) = Re exp (—iD) (wol2) — 2), . wol2) = Sm’ exp (—id) (we( z) —2) .
'auf dem Rande € = U{(E 1 <1< von & die Bezxehungen . :

T . 3uo _ vy __ .y - 4'_ :
vgls, = Ki — Imexp (—id) 2, o o —Jm exp (—"9) z (6)

(K; sind Konstanten, n ist die aus @ herausw elsende L\ormale) Somlt folgt fur da.s ‘
: Dmchlet-Integral .

ff (Vvo)“’dxdj—ff (Vuozda,d1

—f o—ds_fu.,(sinﬁdx—_cos:?dy)f o (7)
Der Cauchysche Integralsatz liefert wext_;erhm
[ exp (—2id) (w, — 2) dz - . ‘
C+8 o .

_fexp( —2id) wo—z dz+fexp '2119)(wg—z)d2'=0,

\
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wenn mit § ein hinreichend groBer Kreis bezeichnet wird. Nehmen' wir hiervon den
Imagmartell so folgt - i

Sm f exp (—2id) (w,, — 2)dz
= f us{cos # dy —'sin 9 dz) + f ve(sin 9 dyA + cos 9 dx)

.=—8mfexP(—2"9)(wo—Z)dz R C®

-

Nach dem Residuensatz ist f exp (—2i9) (wo — z) dz = 2ni eXp (— 2119) a1.0- SchlieB-
- lich haben wir’ wegen (6) f vo(sm 9 d_z/ + cos & dx) = —A, so daf} aus (7), (8) sofort

ff va;)2 dxdy = ff (Vus)2 dx dy = 27 Re exp (—2119) o — A

zu sehen ist. Hlermlt folgt unter Verwendung von (3) und (6) die Unglelchung (5)
Ist € ohne Beschrinkung der Aligemeinheit der Einheitskreis und ¢ = 1, dann gilt
A =1, us = Re 271, v, = Jm 27! und man rechnet lelcht nach, daf} in (5) das Gleich-
. heitszeichen steht il : .

Die Ungleichung (5) diirfte auch ohne Verwendung der Vnriatinnschmaktelisi(,rung (3) mit’
_ Hilfe einer allgemeinen Duahtatsbezwhung von R. KLOTzLER [8] als ein duales Gegenstiick zum
" klassischen Extremalprinzip von J. B. 'Diaz und A. Weinstein zur Charakterisierung der vir-
tuellen Masse Wy ableitbar sein. Dies soll kurz skizziert werden. Die regulir harmonischen
Funktionen uy kénnen wegen (b) durcy ein Vanatlonsproblem charakterlslcrt werden, dessen
‘\Imxmalwert — Wg der Ungleichung N

' e

=Wy < [f (Vu)Pdzdy — 2 [ u Sm(exp(—if) z) ds o @
T8 Coc . :

/

firr alle u € C*(®) geniigt, falls 0 hinreichend glatt ist. Setzt man u = v und bestimmt das
- Minimum der entstehenden quadratischen Funktion des reellen Parameters ¢ bei festem », so
folgt die bekannte V.matlonscharaktcrlslerung von J. B. D1az und A. WEINSTEIN ([3]; [2:
8.55ff.]). Die Ungleichung (9) kann im Rahmen einer allgemeinen Dualitiitstheorie [8] bel
Wahl quadmtlschor S-Funktionen in folgender Weise erginzt werden: .

)

(%m (2 exp (——119)))'
- 'i)n .
T < jf (Va)? dz dy — 2fuom(oxp(—u9) 2)ds.

ds < — Wy
¢ ‘

‘Dabei ist § ein Vektorfeld in @ mitdiv  + 9* < 0in @ und Hn > 0 auf 6. Mit $ = grad ln 22
istdiv § + 2 = 0, falls man von den Knotenlinien von y, absieht (%2 war Eigenfunktion in (1)
zu 4,), Pnlg = 2,0, und es folgt (5). Eine strenge Ableltung auf diesem Wege wirde ullcrdmgs
Beriicksichtigung der Knotenlinien erfordern.

i Fir lineare S-Funktionen folgt ubngens das klassische Gauﬁ Tkomsonsche Prmzzp mmz-
maler Energie [2: S 56£f.].

Zuniichst sollen nun aus Satz 2 einige Folgerungen fur emiach zusammenhéngende
Gebiete gezogen werden.

Folgerung 17 In 7edem em)‘ach zusammenhangenden Gebiet. & 3 oo der oben ge-
'nmmten Art gilt bet 0 > 0 die Abschatzung .

i P

].21., SWs £ - f (S'm (exp (—iz?) é))2 ds. E (10)

'
’ . . P

-

7
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, S ‘ :

" Dabei ist _ . ‘
Iy =cos?d [ (y — S,)20ds / - !
¢ .

+sin?19f(a:—S,)zgds—sin25f(x —~S,) (y — S,)ods
¢ : c

-das Tragheitsmoment der‘gl.eichmaﬂ‘ig mit Masse der Dichte p belegten Rurve § ‘bei
Rotation dieser Kurve um die den Winkel & mit der positiven x-Achse bildende, in der
(z, y)- E’bene liegende Achse durch den Schwerpunkt der Koordinaten ’ -

1
S, = ﬁf.gxdsundS,,'= —J-“l—.-/.\gydsmitM = '/‘@ ds.

Das Glewhkeztszewhen steht in bezden Unglezchungen von (10), wenn g =1 und € ein
Kreis wt

Bewels Es ist die linke Ungleichung in (10) zu zeigén. Dazu bet,rachten wir die
durch Addltlon emer Konstanten aus v; entstehende Funktion

Uok: = —-\sm (* evp —129 ) -+ cosz‘)S — sin 19S

Diese wird in den Rayleigh-Quotienten (”) eingesetzt und liefert dle linke Seite von
(10). Durch elementare Rechnung bestitigt man, daBl auchrin der linken Unglelchung
fir o = 1 das Gleichheitszeichen steht, wenn € ein Kreis ist'# ~ -

Addiert man d1e beiden fir 4 = 0 und ¢ = /2 aus (10) entstchenden Unglelchun-
gen so haben wir wegen Wy + W,;, = 47R? — 24 (R bezeichnet den duBeren kon-
“formen Radius ,von G, auch transfiniter Durchmesser oder Kapazitit von A genannt;

‘siehe ctwa [14:'S. 3311f. ]) die ‘ . )

Folgerung 2: In jedem einfach zusammenhangenden Gebiet der. oben genannten Ar&
gzlt bez e> 0 die Beztehung

<10+11,2)g4nm_zf1g_fds o (1)
Dabei steht:das Gleichheitszeichen wieder tn betden Ungleichungen, wenn o = 1 und die,
Randkurve ein Kreis ist (die Grofe Iy + I, nennt man polares Tragheitsmoment).

Die Ungleichung (11) gestattet einen unmiittelbaren Vergleich mit der Abschatzung
von R. WEINSTOCK {19] . . . . . .
Ay < 2a/L ) C . (12)
(L bezeichnet die Linge von €), die unter Einbeziehung von 4; mehrere ‘Verbesserun-
gen erfahren hat (7). Dazu wird ¢ == 1 gewihlt. Man sieht sofort, daf} die rechte Un-
gleichung in (11) genau dann besser.als (12) ist, wenn fiir die Kurve € die Ungleichung

L* + 424 < 8a2R? l 13

gilt. Hat man eine Kurve €, die .(13) geniigt,. so geniigen auch alle durch Ahnlich-
keitstransformation aus € hervorgehenden Kurven dieser Ungleickiung.

Es gibt nun recht einfache, der Ungleichung (13) geniigende Kurven, wie dic folgenden Bei-
spiele zeigen. . .

A
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+

Belsplel 1: ¢ sei eine Elllpsc mit den Halbachsen a und b, b < a. Dann ist R = (¢ + b)/2,

L = 4aE (}/a2 — bz/q) =.4qE (l/l — 7 ) mit n = bje und E als vollstindiges elliptisches In-
- tegral zweiter Gattung, und 4 = mab. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

E? (}/l —7 ) = a1l + 7°)/8, woraus I¢icht die Giltigkeit von (13) zu sehen ist.

Belspxel 2: Es ist (13) erfiillt, wenn € ein ,,hmrexchend flaches'* Rechteck ist. Ist € ein
Schlitz (Grenzfall des Rechtecks) mit doppelt gezihlter Linge 8, dannist B = 1, und 8 geniigt
(13). Liegt ein Quadrat vor mit halber Seitenlinge a = 2E (l/}/—) - K (1/}/—) = 0.8472..

- mit E und K wie ublxch als vollstandige elliptische lnbcgrale, dann ist R =1 und (1‘3) nicht er-
fullt.

Beispiel 3: (_, sei das nichtkonvexe Kreisbogenzweieck, das von solch einem symmetrisch
zur y-Achse liegenden Kreisbogen gebildet wird, der die z-Achse bei @ und —a (den Ecken des
Kreisbogenzweiecks) schncidet und bei @ den Winkel 8 = #/2 mit der positiven z-Achse cin-
schlieBt. Der andere Bogen ist ebenfalls ein symmetrisch zur y-Achse liegender Kreisbogen
durch @ und —a, der den Winkel & 4 8 (x > 0) mit der positiven z-Achse einschlieBt. Der
konforme Radius ist hier R(a, 8, @) = a(2 — «/n)~! sin~! (8/(2 — &/=)). Man rechnet elementar,
wenn auch ctwas langwierig nach, daB bei hinreichend kleinem « und hinreichend groBem g
die Ungleichung (13) erfillt ist.

Das Gleichheitszeichen steht ubrlgens in (13) nicht nur fiir den Kreis, sondern. bei-
~ spielsweise auch fiir ein gewisses Rechteck (vgl. Beispiel 2) und fiir die (doppelt ge-
zahlte) Halbkreislinie (Grenzfall von Belsplcl 3 mit.-a = 0 und g = 7J2).

Ziel unserer Uberlegungen ist nun eine Abschatzunw fiir 7,2;. Dazu bemerken wir
zunéchst, dall nach (5) .

. f 9“1(Sm (exp (—id) i)')ﬁds

4, < Min &
= W,
. oup  Ou,
ist. Weiterhin folgt aus (4) us = g oS 9 + Uap sm 9_und somit —— ol 611 os 9
+ 6:,;1,,, sin 19. Damlt sieht man leicht, daB} ein z?, mlt f 72 aauf‘ ds = 0 existiert.

Mit der Funktion uy folgt nun wegen der Varxatlonscharaktensxerung (3) die Ab-
schitzung

fg (8m (exp ( —119 ) £))? ds | f@‘l (Sm (exp (—19) 2))2 ds

[
< Max -
Wo, ' ? W

~ Also haben wir schlleBllch in ]edem n-fach Ausammenhanoenden Geblet die Ab-
schiatzung

| V | f g“(%m (exp (—id) 2))2 ds R (exp (—id) 2))? ds
iy < (Mm ) (Max ¢ )

©
Wox W, ‘ .
el } = e ey

A3

‘ n/\

Zur Berechnung des rechts stehenden Aus:druékes bengtigen wir den
Hilfssatz 1: Sind :
H(®) = a, cos 29 + d2 sin 29 + a,, 4 fo(9) = b, cos 28 + b, sin 29 4 b,

positiv fir alle 4, dann er[@'illeﬁ die Gréfen ‘
My =Min fi@)/f:(9) wnd M, = Max ,(®)/[o() .
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die Beziehung
V 02 + bz — by?) M; = a\b, + ash, — asby

(‘_1)7 V(albl + @by — aghy)? — (a® + az - %2) (b, + bz - bsz)
Insbesondere ist (b,2 4 b2 — by2) M\ M, = a,® + a2 — ag2.

Bewels Wir betrachten zunichst im dreidimensionalen (z, y, z) Raum den.
Kegel K, dessen Mantelfliche durch Rotation der Halbgeraden z =2, z = 0 um
die 2- Achse entsteht. Da f, und f, positive Funktionen sind, miissen die Vektoren
a= (al, ay, a3), b = (by, by, by) im Inncren dieses Kegcls liegen. Somit gilt a,? > a,*
+ a,2und by® > b,? + b,2. Damit liegt der Vektor.a X b im Komplement des Doppel-
kegels K, der aus dem Kegel K und dessen Bild bei Spiegelung an der (z,y)- Ebene
entsteht. Also gilt (@b, —a5b,)? < (@03 — a3b )2 + (ash; — azhy)?, woraus durch
einfache Rechnung

(2., + asby — azhy)® > (“12 + a2 — ay?) (b, + bz - b32)

zu sehen ist. Dies klirt die Frage nach den Vorzeichen dér im Hilfssatz auftretenden
GréBen. Nach Definition von M, gilt im Skalarprodukt'(., -) die Beziehung

(M6 —a,¢c) <0 firalle ¥, ¢ = (cos28 sin29,1),

wobei fiir ein gewisses # das Gleichheitszeichen steht. Also liegt der Vcktor M, b —a
auf der Mantelfliche von K, so daB

(1‘1 b, — a,) + (M,b, — a2)2 = (M, ba — ay)? . .
gllt Dieselbe quadratische Gleichung bestehb fiir M,, woraus die Aussage des Hllfs-
satzes folgt :

_Zur Berechnung der rechten Seite von (13) beachten wir, daB %1ch nach (4) bei
o > 0 leicht die Bezichung

-1 : — 19) 5))2 ds R v
@f o ‘(«sm (exp (—i Z)) _ =/](0) . '
Wi 1(0) S

erglbt ‘mit
0) = cos 20 J ¢ = £ ds — 2sin20 [ ey ds £ [ 0,

/2(0).= cos 219(2:; S}ie (a0 + @132 ) + sin 219(27: Jm {a, 0 + a,,,./g))
+ 27 RNe (a0 — @rapp) — 24. \

Weiterhin,ist 2r = a, 0 — @y,z/2; 2m = @, + a2 (vgl. Satz 1), so daB wir nach ein-
facher Rechnung mit Hilfssatz 1 und (14) auf die folgende Aussage schlieBen kénnen.

Satz 3: In jedem n-fach zusammenhangenden von stiickweise glatten geschlossenen
Jordan- Kurven berandeten Gebiet & 3 oo gilt die Abschatzung

fo"x“dsf o 'yt ds — (f o~y ds)
oty < & ¢ ¢ '
2t = A2 4 dnr(ar — A — 7 |m|2rY)

(15)

Das Gleichheitszeichen steht hierin beim einfach zdsa'mmenhdngen?ien Kreisgebiet mit
0=1

i
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Der in (15) stehende Ausdrnck nr — A —n |m] r~! war schon Gegenstand mehrerer Unter-
suchungen. Nach' B. ErsTEIN [4] gilt
ar—A—mmprizo. - L (16)

Das Gleichheitszeichen steht hlerm nach R. KiHNavu [ll] genau dann, wenn w, + W
— mrYwy — wapx) = 2zin @ gilt. Gebiete mit Wy + wajs = 22 in @ heillen Grunskygebiete [10]
(im einfach Lusa.mmenha.ngenden Gebiet ist dies genau das AuBere cines Kreises). Gebiete mit

awy + Bwap =2, « + § =1 und o — B| < 1 fiir komplexe & und B, heiBen vemllgememert&

Grunskygebiete [10] (im einfach zusammenhéngenden Fall licgt dies genau beim AuBeren einer
Ellipse vor). Insbesondere gestattet die Verwendung Stekloffscher Exgen\\erte die bcxdseltxge

Abschat?ung
f¥‘12;2 dsf g‘ly- ds — (f o2y ds)'
¢ .

0 __S_\4nr(nr - A —mmEr) < ¢ ¢
“ L Aol

L\ach J HEerscH, L. E. PAYNE und M. \/I SCHIFFER [7] gilt dic Abschitzung

—. 42,

2223§4n2(V[axL) S 2 ,l@«l (z_l ‘n). ' (17)..

1}
\

Um unser Ernebms hiermit zu verglclchen 7elgcu wir den

H:lf ssatz 2: Es sei @ = {Cl, ..., €,} ein System em/ack geschlossener, stiickweise
glatter, getrennt liegender Jordan- Kurz,en und 4 = A4, 4 --- + A, die Gesamtﬂache der
von den Kurven §;. eingeschlossenen Flachen A;. Dann gtlt

f x2ds f ¥? ds/A2 = 47;2(\qu L,') ,

’

wobez das G’lezchheztszewhen genau dann otehl wenn samthcke ¢; kongruente Kreise sind.

Beweis: Aus der bekannten Be71chung fiir die Flache 4 folgt mit der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung

'

: Az=‘(fx.dy)2=’('@f’x§>ds)2éfx?dsfz‘ﬂds, i

so daB wir fa:2 ds f y? ds/A2 = fx ds/ f % ds haben. Dle rechte Selte stellt den

R.a.ylclgh Quotlenten eines unabhanglg vonemander schwmgenden Systems homo-

.gener Seiten dar (vgl [7: S.103)). Durch Parallelverschiebungen kann immer
- fa:ds =0 (= 1 .., n) erreicht werden. Wegen der Unabhéngigkeit der schwin-

&
. genden Saiten unt:eremander gilt .

.

xeds/fxzds \Im xzds/fxzda Af':cds=0‘ ‘.

1

' Békannthch ist fx2 ds/f xz ds = 47:2/[,,2, falls fxds = 0 ist. \Dabel steht genau '

' fiir den Kreis das G]elchheltszelchen Hlermlt \chlleBen wir leicht auf die Aussagc
des Hilfssatzes il

Bemerkungen l Zunichst rechnet man elementar nach, daB der Zahler der

rechten Seite von (15) invariant ist bei Drehung von & und insbesondere immer so *;

" gedreht werden kann daB f 0 1xy ds = 0 gilt. Der \Vertcberelch des Koeff|z1ent;en a,

' wird bei’ Drehung des Gebletes «cbenfalls nur gedreht also blelbt der Nenner der
rechten Seite | von (15) mva,rla,nt SchlieBlich ist offensmhthch daf bei einer Drehung

o

-
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des Gebietes die Eigenwerte unverindert bleiben. Wif konnen also ohne Einschrin-
kung ¢ der Allgememhelt bei ¢ = 1 die Unglelchung : :
~22.3 g.f 2 ds f it ds/(A2 + dmr(ar — A — = |m|2 )]
annehmen. Wegen Hilfssatz 2 ist somlt die hieraus unter Verwendung von (16) fol-
" gende Abschatzung Q9hq S fz2 ds f #*ds[A? immer nicht besser als (17). Insbesondere

1t im Falle des Glelchheltszelchens in (16) — bis auf den Fall des einfach zusammen-
- hingenden Krelsgebletes — (15) schlechter als (17). Im' mehrfach zusammenhéangen-
den Fall ist es leicht, ein Beispiel anzugeben, bei dem (15) besser als (17) ist (fur den
einfach zusimmenhangenden Fall vgl. unter Abschnitt 3). Dazu betrachten wir em
mehrfach zusammenhangendes Vollkreisgebiet & Fiir dieses gitar — 4 — = |m|2r

> 0. Es folgt nimlich wie in [14: S. 1431.], da,B f auch kein verallgememertes Grunsky-
gebiet ist. Sind die Kreise von § auch noch kongruent so haben wir, ziehen wir noch

Hilfssatz 2 hmzu die Abschatzung , N
B [ a2 dsf gt ds” ,
;'2.’“ =TT ¥ 4767(7;7 A—=x mz r1) o
[#2ds [ g2 ds a? ‘ . TN
<t—F =7 L= '

2. Im einfach zusammenhangenden Gebiet kann mittels der linken Seite von (10)
entsprechend Satz 2 bei p = 1 die Abschdtzung

- J 4 nr(:rzr — A — am2ry . .
) A ' 18
2 = 1011/2 - . 101,,/> o, : ~ ( )
gezelgt werden, falls man durch Drehung des Gebietes realisiert, daB f:z: -8

(y — ,,) ds = 0 ist. Fiir die Eigenwerte des endlichen Innengebietes 4, und 2q1 gilt
(1: S. 141] Apldyi < A2[(Iolp). Die rechte Seite dieser Ungleichung ist nun nicht .
groBer als die rechte Seite von (18), allerdings sind die Eigenwerte des Innengebietes
von der{en des Auflengebietes zu unterscheiden (vgl. Abschnitt 4). N
3. SchlieBlich soll noch ein Beispiel dafiir angegeben werden, daB dio rechte Seite
von (15) im einfach zusammenhéngenden Gebict beliebig klem werden kann, auch
wenn die La,nge der zu betrachtenden Kurven beschrinkt bleibt. Dazu nechmen wir
das von zwei bei Null unter einem Winkel von oz (0 < « < 1) zusammenstoﬁqnden
- Geradenstiicken begrenzte Schlitzgebiet, wobei dieser Schlitz symmetrisch zur y-
Achse liegen mége. Die Schlitzlange ist noch so zu bestimmen, daB der auBere kon-
forme Radius 1 wird. Offenbar bildet w(z) = (z — 1)* (z + )2 (24 z + 271) das -
AuBere. des Einheitskreises auf dieses Schlitzgebiet schlicht konform ab (bei ént-
sprechender Zwelgwahl) Es gilt -

.
N

-

w(z) = z + Konstante +- 27202 — da + 1) +. ' ’ (19)’
inz = co. Die Urpunkte der (bei Null doppelt zu-zihlenden) Schlifzecken sindz, = 1,

22 = 1 23 = ' — 41 J2a — «2undz, =1 — x — 1]/m worausmanlelcht
die (doppelt zu zihlende) Lange des Schlitzes zu L(x) = 8a%/2(2 — x)1=%2,0 < & < 1,
berechnet (man beachte insbesondere die Grenzfille « - 40, x -1 — 0 und die

v . . i - -
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Unstetigkeit der Lange bei 0). Nun ermittelt man leicht aus der Umkehrung zu (19)
die GroBBen »r =1 und m = —2x 4 4x — 1, und offenbar ist 4 = 0. Damit habcn ;
wir fiir die rechtc Seite von (15) den Ausdruck -

H(x) = L¥(x) (sin2 a5 — sin? o 5)/47(2(—4“2 + 1603 — 2002 + 80().

Elementare Rechnung bringt H(x)— 0 fiir « — +O (iibrigens ist H( — 7216
= 4n?/L*(1) fir « =1 — 0, vgl. (17)). Damit,}aBt sich H(«x) bei hmrelchcnd kleinem
Winkel « beliebig klein machen, und aus Kernkonvergenz- bzw. Stetigkeitsgriinden
ist dies damlt auch der Fall fiir hinreichend nahe an diesem Schlitz hegendc Kurven.

2

3. Verallgemeinerungen

Die im Abschnitt 2 demonstrlerte Vorgehensweise ist natiirlich nicht auf die -
Schlitzabbildungen beschrankt. Hier soll gezeigt werden, wie man dies beispielsweise
mit der Koebe-Grotzschschen Methode der zweiblittrigen Uber]agerungsflache auf
andere Schlitzabbildungen ausdehnen kann (fiir analoges Vorgehen in anderem Zu-
sammcnhang vgl. [9: S.140ff.]).. Dazu wird das n-fach zusammenhingende, den
Punkt z, im Inneren enthaltende Gebiet & langs eines bei 2, beginnenden, vollstindig
in (¢ verlaufenden Strahles aufgeschlitzt. Zwei auf solche Weise erhaltenc identische
. Blitter werden nun iibereinander gelegt und lings des Schlitzes miteinander ver-
heftet, so daB -eine zweiblittrige Uberlagerungsfliche mit Windungspunkt bei' z,

entsteht. Diese wird durch 3 = Jz — z, schlicht auf ein séhhchtes 2n-fach zusammen-
hiingendes, zu”0 zentralsymmetrisches Gebict G5* der 3-Ebene abgebildet. Fiir af,
des Gebietes ®* rechnet man nun leicht 2a}, = z; — Wy(z;) nach; wenn w; die
Pa,rabe]schllt/a,bblldungen des Gebietes & bezeichnet. Das Problem bei (o= 1
transformlert sich in das Elgcn“ ertproblem

6u auf 6@5*

Au* = 0 in @*,

Im Gebiet &* haben wir die Abschatzung (15). Transformicrt man diese zuriick' in
. @, so folgt

[

Satz4: In 7edem n-fach zusammenkangenden von stiickweise glatten geschlossenen
Jordan-Kurven berandeten Gebiet & > oo gilt bei o = 1 die Abschatzung

f(%m (exp‘(—iz‘})\l/—(z ))'ds '
(o A D dx dy

2o & — — , 24* = | . :
—27 Re (exp (—2id) (wy(z,) — z,)) — A* . < |z — 2z

. (C® bezeichnet das endliche Komplement.von @5)': -
'Entsprechend Satz 3 haben wir nun

Satz 5: In jedem n-fach zusammenhingenden, von stuckwezse glatten geschlossenen
Jordan-Kurven bemndeten Gebiet @ > oo bei 0 = 1 gilt die Abschdilzung

e o e e

4A4% 4 dar'(mr’ — 24% — nim’ — 2|27 l)

Moly <
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Daber bezeichnet m’ den Mittelpunkt und r' den Radius derjenige;z Kreisscheibe im Ge- .
biet &, die den Wertebereich von w(z,) bet schlicht konformer Abbzldung w von & mit
hydrodynamischer Normierung in co angibt.

Entsprechende Unglclchungen bei Verwendung anderer Funktionale erhilt man
nach dem Vorbilde in [9: S. 142ff:). So folgen aus den Sitzen4 und 5 durch eine Ahn-
lichkeitstransformation im AnschluB an die Abbildung durch die Wurzelfunktlon.
Unglelchungen die das Funktlonal w'(2,) w' (2, ) enthalten.

N ) v/

4. Untere Abschitzungen fiir Stekloffsche Eigenwerte im emfach
lusammenhangenden Gebiet ‘

-

Betrachtet man in einem n-fach zusammenhingenden Gebiet das “Stekloffsche
- Eigenwertproblem (1) mit zwei stiickweise stetigen Funktionen gl und o4, dann gilt
der .

Satz 6 (Monotomeprmup) Fiir die Steklo/[schen Eigenwerte Ailoy) zmd 2k(03) tn
jedem n-fach zusammenhangenden Gebiet &, tm Falle stiickweise stetiger Funktionen -
01 und gy mit 0,(s) = 0o(s) auf €, gilt'Ax(or) = Ailee) (B = 2,3, ...).

Der-Beweis folgt unmittelbar aus dem Poincaréschen Prinzip [1: S. 97] §

Im folgenden sei & > oo stets cinfach zusammenhé,ngend und stiickweise analy-
tisch berandet. Obiges Monotonieprinzip geStattct nun, in folgender Weise uitere
- Abschatzungen fiir die Eigenwerte herzuleiten. Ist in ¢ das Problem (1) gegeben und
bezeichnet.w eine schlichté konforme Abbildung des AuBeren des Einheitskreises
auf das Gebiet @, die sich wenigstens stiickweise stetig differenzierbar auf den Rand
fortsctzen lafit, dann geht (1) beip = 1in das Problem

ou ) N
AufO, . an =2 |w'(z)| u .

" im AuBeren des Einheitskreises iiber, Da (1) bei p = 1 im Falle des AuBeren des
. Einheitskreises gelost werden kann, bringt das Monotonieprinzip, falls man eine
obere Schranke M und untere Schranke m fiir [w’(z)| auf € kennt, die Abschatzung

no, . . , v, . n
= anle=m) = doniao = 1'(2)]) = Zan(o = |0'(2)]) 2 Aanlo = M) = 7
firn=1,2,... (der Bésbimfnung von Schfanken fiir |w'(z)| auf, € sind zahlreiche
Arbeiten gewidmet, vgl. hierzu [5: S. 38]). Dies liefert unter konkreten Annahmen
iiber den Rand € jeweils untere Abschatzungen fiir die Eigenwerte. Wir begniigen
uns zZunéchst mit : .

Satz 7: Ist € eine stetig gekriimmie konveze Kurve mit dem duferen konformen
Radius 1, dann gilt be: ¢ = 1 die Abschitzung 2, = 1/2.

Beweis: Das AuBere des Einheitskreises kann schlicht konform durch eine in oo
hydrodynamisch normierte Abbildung g auf das AuBere von € abgebildet werden.
Nach einem Satz von Kellogg ist g" noch stetig auf den Rand fortsetzbar und nach
H. Grotzsch (siehe etwa [13: S. 48]) gilt |g'(2) — 1| < |z|~2 fur |z} = 1, woraus d1e
Behauptung folgt

Hiermit-sieht man nun leicht die Notwendigkeit, zwischen dem Eigenwert 1, des
AuBengebietes und 4y des Innengebietes'zu unterscheiden. Dazu betrachten wir das
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Beispiel 4: Es sei € eine Ellipse in Mittelpunktslage mit den Halbachsen a
und b, a = b >0 unda + b = 2. Nach Satz 7 ist dann 2oa = 1/2,-wihrend nach
R. WEINsToCK [18] (sieche auch bei C. BANDLE [1]) A, & 2nab/(Iy -+ 1) gilt. Insbe-

- sondere wird 2, beliebig klein, wenn nur b hinreichend klein wird. - .

, Zwischen dem duBeren und inneren‘Stek'loffschen Eigenwert‘und dem ersten nicht-

" trivialen Fredholmschen Eigenwert kann nun die folgende scharfe Abschitzung ge-
zeigt werden.

.
f

_ Satz 8: Bezeichnet A den ersten. nichttrivia:len Fredholmche{Eigenwert und € etne

Jordari-Kurue, die sich aus stiickweise analytischen Teilen zusammensetzt, welche unter

von Null verschiedenen Winkeln zusammenstofen, so gilt bei p = 1 die Absckdtzz/mg
A—1 _ Jw 21 ' ' , '
;‘+1_/..21§A‘.—1 ) T , v : . (0)

Bewveis: Bekanntlich ist [17: \S 135] ]
> o Vu)ddx dy - ‘ S
A—1 'Z;f ! A y A+1 ~ '
A+1 “ff (Vu)2dedy — A — 1
- C8

(21)

(‘“;obei C@ wieder das endliche innengebiét der Kirve € bezeichnet) mit in der ganzen
‘Ebene stetigen, sowohl in & als auch in C® harmonischen und sonst beliebigen .
Eine beliebige in & harmonische und in & stetige Funktion % mit f uds = 0 kann
N . i3 * . - @ . .
harmonisch und stetig in C@ fortgesetzt werden. Somit gilt mit (21) und (2) dic Ab-
schiatzung : '

I—1. [ . -1 o , : .
! by | u? L Vu)? - Vu)2 .
2+1/_1fu,ds§2+1ff( u) dxdy,gff( w)? dx dy

: . [11¢] f V)

¢

Damit folgt (21), da es geniigt, sich auf in @& stetige  zu beschrinken. Ist § ein
Kreis, so kann dieser als Einheitskreis angenommen werden. Hierfiir gilt /o, = Ay = 1,
4 = oo [16], und die zugchorigen Eigenfunktionen sind 5, = z |2|°2 in l2]. = 1,
Z2t = in 2] < 1. Also geht y,; stetig in_ ys, lings 2l =1 iber @

Wihrend bis vor kurzem nur fiir wenige Kurven der erste nichttriviale Fredholm-
sche Eigenwert bekannt war, ist es jiingst R. Kiuxav [12, 13] mittels u. a. quasi-
konformer Abbildungen gelungen, diesen fiir eine Vielzahl von Kurven zu berechnen
(eine Ubersicht iiber dic, Literatur zu dieser Thematik bis etwa 1962 findet sich in . A
[6: Kap. I}, fiir neuere Literatur vgl. [12, 13]). Mit Satz 7 hat man somit also unter .
Verwendung der Ergebnisse in [12, 13] sofort konkrete beidseitige Schranken fiir
A3a/04, die bei gebrochen linearer Transformation unverindert bleiben, da bekannt-

- -lich™die Fredholmschen Eigenwerte diese, Eigenschaft haben. .
- Fiir die Ellipse des Beispiels 4 ist 2 = (@ + b)/(a — b), und Satz 7 liefert bla
< Aga/As < a/b in Ubereinstimmung mit der Bemerkung in Beispiel 4 betreffs b — 0.

Ist die Kurve € analytisch, so konnen mittels klassischer Verzerrungssitze beid-

seitige Schranken fiir Stekloffsche Eigenwerte erhalten werden, die fiir kreisnahe

Kurven ,,gut‘‘ sind: Dazu beweisen wir

" Satz 9: Sei € eine g.eschlossene‘ analytische ._]o'rdan-Kurve,~ die als Bild von [2| = 1-
durch eine schlichte konforme Abbildung f(z)y = z + a2 + ... mlzl =21 —y(0<y
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£1) entsteht. Dann gtlt bei o = 1 die Abschung .

’ 2}’_)’25’233(2}’—}’2)_ o o L(22)

. Gleichheit tritt hierin genaw dann ein, wenn G ein Kreis 1st. . .
Beweis: Die Funktion | i

MO =RYRY), R=1—y¢=2R

ist in der bekannten Abblldungsklasse 2 enthalten, erla.ubt also die Anwendung des
klassischen Léwnerschen Verzerrungssatzes

: L =R z2=1—|f[? < Ih'(C)I = —ICI )t =(1 — Rz 2)~
" .+ Dies liefert sofort . v o
r =y =1 R @)= = (1 — Rz)“ =2y — )71,
woraus (22) folgt. Das Glenchheltszelchen in der Lownerschen Ungleichung steht be-
—-kanntlich nur fiir gewisse Schlitzgebiete und im Grenzfall { = oo, was dem Kreisfall
entspricht i _
Entsprechend gilt fur den inneren Eigenwert .
Satz 10: Sei € eine geschlossene analytische Jordan-Kurve, die als led von |z| = 1,
durch eine schlzchte kon/orme Abbzldung . o
g(z) = 2 + a,2? ...
injz] =R=1+4 g((: > 0) entsteht. Dann gzlt bei o = 1 die Abschatzung
3(2+e)11-re)2s.,,i (1462 +e? P (L + &) 361, T (23)
Gléichheit tritt hierin genaw dann ein, wenn G em Kreis ist.
Beweis: Die Funktion A() = R-g((R), { = zR™1, geniigt dem Koebeschen Ver-
zerrungssatz [14: 8. 21] . '
1 — R 1 — 1 1 4 |¢] 1+ R
= = = |h'(¢
T+ By = T S e = WO S = ey
woraus (23) folgt. Das Gleichheitszeichen steht wieder nur fiir gewisse Schlltze und
im Falle { = 0, was wieder dem Kreisfall entspr:cht .

SchlieBlich soll noch eine scharfe Abschiatzung zwischen innerem' und &uBerem
Stekloffschen Eigenwert und dem inneren Abbildungsradius bewiesen werden.

Satz 11: Sei € eine stiickweise analytische geschlossene Jordan-Kurve mit dem inne-
_ren Abbzldungsradms a, 0 < a < 13), und dem Guferen Abbildungsradius 1. Dann gilt
"bei o = 1 die Abschaitzung o

.
(A2a + ?.zi)f (ln 2| ds — -%fln |2} ds) ds
¢ ¢

' L1 S | o )
< —2nlnae £ + m ds. o (24)
; 2 as
¢
Gleichheit tritt hierin genaw dann ein, wenn € der Etinkeitskreis ist.

%) 2(w) = aw + a..uz + ... bildet dus Innere des ‘Einheitskreises schlicht konform auf das
Innere von € ab. ’ i

11 Analysis Bd. 7, Heft 2 (108S)

t 1
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Bewels Ist 2(w) = aw +aw+4..,0<a=s 14 die schlicht konforme Abbildun
des Inneren des Einheitskreises auf das Innere von €, dann gilt fiir u = Re log (w(z)/z

die: Bezlehung ulg = Re log — w( )
gebiet & von € €.

f J(Vup dz dy = f J |F'(z)12 dx dy = f J|F )2 dé dn |

Jwl<1

ln {z]. Weiterhin ist im “endlichen Innen-

mit F(z) = log (w(z)/z) und F(w) = log (w/z(w)). Wir entwickeln F(w) fiir |w| < 1
und erhaltén Fw) = ): bo,— 1w Damlt folgt in der ubhchen Weise '

J; f (Vu)? dzdy = [[ |F)didn == 2 b
lwl<1
Nach Addition einer Konstanten zu u liefert nun der Rayleigh- Quotlent die Ab-
schatzung

).ﬂf(ln 2| —-—fln 2| ds) dsSnZ'l]bo,_,l . ' o (25)

s . .
~ Bildet nun 2({) = L+ by 4 b7+ das Geblet |f| > 1 auf das AuBere von ¢
. schhcht konform ab und ist log (C/z(C)) = Z bo,Z;“ dann folgt analog die Abscha.tzung_

)uf(ln 2| ——fln lzlds) ds g}n):ubo,p. ' _ | (26)'

¢

Addmon belder Abschatzungen (25) und (26) bringt-unter Verwendung der Bemehung
. Z U(1bo:|* + lbo 2l?) =21na™? [14: S. 96] die linke Seite von (24). Der Beweis der

_rechten Seite folgt unter Verwendung von (3) ganz entsprechend 1§
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