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Hohere Integnerbarkelt und Regularitit fur eine Klasse o

- freler Randwertprobleme : o o

- M. Fucus

Es' werden 'i'Funkt,ionen u:Bt:={re R": |z £ 1,2% = 0} — G der Sobolev-Klasse HLP be-

trachtet, die das Variationsintegral J|DviP dz fiir cin p, 2 < p <-n, unter der Nebenbedin
B§

gung Im (v) <G und der freien Rundbcdmgung v(z) € X fiir x € oB* mlt z"% = 0 lokal mini-

mieren. Hierbei ist G der AbschluB cines glatten Gebietes. G — R¥ und X eine kompakte

Untermanmgf‘lltlgkelt in @. Es wird hohere Integrierbarkeit bis zum freien Rand ge/elgt

im konform- invarianten Fall sind die Minimanten Holder- stetig bis auf 9B+ n {x z" = 0}.

PaCC\la’l‘pllBalOTCH dywrum w: Bt:= {z E Re |zl < 1,2% = 0} — © wanacca CoGosnesa H- LS

_ KOTOpBIE  JIOKANIbHO MIHIMH3HPYIOT napnauuonm,m uurerpas [7[Dv|P dz naus Hcm'roporo
34

P, 2 < p < n, nog HOMOJHHTEAbHBIM ycaoBHem Im (v = @ u nox ceoﬁovulbm TPAHHYHBIM

ycaoBueym v(z) € X paa x € 9B+ ¢ 2% = 0. 3niecb G — sambkanie riagkoii obnacrn G = RY -

. X2 — KOMMAKTHOE nowuorooﬁpaane B G. JlokasbiBaeTcs’ BBICLIASl HHTErPHPYEMOCTh: 10
cno6or1uou TPAHMILL; B KOHGOPMHO-IHBAPUAHTHOM CIIy4ae MHHHMAHTBl HENPEPHBHBL 1O
lenbnepy 10 OB* n {x: 2" = O} e

" “Functions u: B+:= {x ¢ R": lzl < 1,2" = 0} - G of Sobolev class H1-? are conisdered which
locally’ minimize bhe variational mtcgml fll)vli’ dz for some p, 2 Sp < n, under the side
condmon Im (v) = @ and the free boundary condition v(z) € 2 for x € 9B+ such that z% = 0.
Here G is the closure of a smooth domain @ — R¥ and £ denotes a (,ompact submanifold
contained in G. Higher integrability up to the free boundary is proved; in the conformally
invariant case minimants are Hélder. continuous up to 8B* n {z: 2" = 0}. .
. Y '

.. 0. Einfiihrung | ' ' S

X

.Gegenstand der Arbeit ist die' Untersuchung des Velhaltens.'vektorwertiger Funk-

tionen, dic ein freies Randw: ertproblem mit zusatzlicher Hmdemlsbedmgung Iosen
Genauer betrachten wir fiir Exponenten p € [2, 7] Abb]l(lungen

u:B,*(O):: {zgR":z">0, |-_z]<1}—>G ‘

li

der Sobolev-Klasse H!? und ein Funktional der Form
E):= [ |Duj?dz,

B,*(0)

‘wobei (llese p-Energie lokal minimiert unte1 allen Funktionen v: B,*(O) —>G

" welche die freie R.an(lbe(lmgung v(x) € 8 firz e 6B,+(O) n R*~1 erfiillen. Hierbei ist

@ ein glatt berandetes Gebiet in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ¥, und S
bezeichnet eine Untermanmgf&ltlgl\elt von ¥ mit S = G. Da alle zur Konkurrenz
/,ugelassenen Funktionen » ihr Bild im Abschlufl von G haben, sind wir gleichzeitig
mit einem Hindernisproblem konfrontiert. Die zugehdrige (partielle) Regularitéts-
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- fir Radien 't = 7/2 und Punkte y nahe z, also Du ¢ Lr+? lo‘kallbei- x fiir éin geefg- ‘
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-theorie bei Dirichlet-Randdaten und im Spezialfall p.= 2 wurde von Duzaar und
.dem Autor in [D], [D, F1], [D, ¥2], [F1—5] ausfiihrlich beschrieben. GorNIK [Go]
zeigte. innere Regularitdt im konform invarianten Fall p = »; und in .[F6] wurde

:vom Autor folgende Abschitzung fiir die innere Singularititenmenge’ Sing beim
p-harmonischen Hindernisproblem bewiesen: - ' g

’

H — dim (Sing) £n — [p] =1, /al\lsp <n-—1,
- Sing ist diskret firp=mn —1. ..

\ . . . | .
Dagegen ist die Regularititsfrage am freien Rand bisher wenig untersucht. Am
besten bekannt ist das Randverhalten von Minimalflichen und Flichen vorgeschrie-
bener mittlerex; Kritmmung wie es von GRUTER, HILDEBRANDT, JAGER, J0oST, NITSCHE
und anderen beschrieben wird, man vergleiche hierzu etwa [G, H, N] oder [J1] und
“die dort zitierten Arbeiten. Allerdings sind die benutzten Argumente zweidimen-

sionaler Natur und erlauben kdum éiné Ausdehnung auf allgemeinere Situationen.
Das freic Randwertproblem fiir harmonische Abbildungen (d. h. p = 2, @ = Y)

wird erstmals von BALDES [B] angegriffen mit folgendem Ergebnis: ist die ,,Stiitz--

fliche* 8 total geoditisch und hat die betrachtete Minimalstelle ihr Bild ‘in einer
sogenannten reguliren Kugel, so gilt ein Randregularititssatz. In [G, J] wird dieses
Resultat verallgemeinert, iiberdies wird mit einem Beispiel belegt, daB.ohne Ein-
schrinkungen an die Geometrie singulire Randpunkte auftreten konnen.” .

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundziige einer partiellen Regularitits-
theorie am freien Rand zu entwickeln. Ausgangspunkt ist die in [F6] beschriebene

Technik der partiellen hoheren Integrierbarkeit, dic zum' Beweis des' folgenden .

inneren Regularititssatzes fiir das p-harmonische Hindernisproblem fiihrte:

Es gibt ein ¢ abhdngig von geometrischen Daten mit der Eigenschaft, da,B aus

ppen f |[Dul? < ¢ -
. BAz) '

" fir eine Kugel B,(z) die Stetigkeit der M ini\malstelle u lokal bei x folgt. \
' . . : . B ) \ -

Die Kleinheit der skalierten p-Energie liefert nimlich mit der Monotonieformel und

dem Fortsetzungssatz (vgl. Abschnitt 2) einen Ersatz fiir die Caccioppoli-Unglei-

chung: . :

1 C
FiDupde = 5 f IDulpdz + . f Tu — (w7 dz

7, By . By(y) - Baw)

netes 6 > 0. Hohere Integrierbarkeit kombiniert mit dem Eulersystem fiit u impli-
ziert dann z € Reg (u), fiir die Einzelheiten sei auf [F6], Kapitel 5, verwiesen.

Wir zeigen in dieser Arbeit (vgl. Satz 2), daB partielle héhere Integrierbarkeit
auch am freien Rand gilt: Lost u das eingangs beschriebene Problem, so impliziert
die Kleinheit von JC|'Du|P dz hohere Integrierbarkeit von Du auf B},(0). Im kon-

: . BMO) . ' oo . - :
form invarianten Fall p ='n ergibt sich als Korollar die Holder-Stetigkeit von u

am freien Rand. Die Beweismethode benutzt eine Version der Monotonieformel bis -

.zum’ freien Rand und den aus [F6] entnommenen Fortsetzungssatz. Es sei noch”
bemerkt, dal hohere Integrierbarkeit am freien Rand mit den Argumenten aus [F 6]

(Beweis von Theorem A) sofort partielle Randregularitit liefert, wenn man das fiir
Minimalstellen auf B,*(0) giiltige Eulersystem durch Spiegeln auf die ganze Kugel

~ fortsetzen kann.

\
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Intcériefbhrkeibun_d Regularif.&it bei’ Randwertproblemen 217

1. Bezeic'hnun'gen und Ergebnisse

~ \ - . / .
Es sei Y eine Riemannsche 1} \’Ianmgfaltlgkelt die wir uns in den Euklidischen Raum.
RY eingebettet denkén. In Y sei ein beschrinktes, glatt berandetes Gebiet G vor-
gegeben mit G — Y, und S bezeichne eine Lompakte Untermannigfaltigkeit von Y.
Es gelte S < G. Fiir n = 2 seien

Ri":= (z € R" x">0}, T'— Re-1 = Re-1.x {0} = R,

Ist B eine Kugel in R", so steht B* fiir B n R," . Wir betrachten fur pE: [2 n} fol-

gende Funktlonenklasse .

) 2:={u€H'(R+", Y)-u€H“’( . +(0), Y)furaller>0m1tu(:z)€G
auf R," und u(z) € S auf T}.

* Funktionen der Klasse X respektieren also das Hindernis '@ und bilden dle Hyper-

ebene T' auf die Untermannigfaltigkeit S ab. SchlieBlich sei f: R* x R¥ x R"¥ —[0, cc)

" eine Caratheodory-FunLtlon die mit Konstanten 2,4 > 0 folgende Unglelchung er-
- fullt:

2101 < fz; 4, @) S A1QP, - (2,9, Q) € R?x R¥ x R¥_
-'FurDC(—‘Il,+ uTundu&Zselen :
F(u, D): f/ u, Du) dz, E(u, D):= [ |Dul? dz.

D

N

Dg:finition' u € 2 heilt lokal F- (oder E-) mzmmal, falls
' F(u, B +(0)) = F(v, B, +(0)) ‘(E(u B,*(0)) < E(v, B,*(0)))
vgllt fiir.alle Funktlonen v.€ < mit w = v auBerhalb einer Halbkugel B,*(0).

Wir forn{ulleren jetzt unsere Ergebnisse.

Satz 1 (Konform invarianter Fall p = n): Es sei p = n und U E 2 lokal F-mini-
.mal. Dann gibt es einen Exponenten ¢ > n mit Du € L"(B (0 ) fiir alle Radien r,
" insbesondere tst u Hélder-stetig -bis zum freien Rand T. J : ’ ' ¢

Satz 2 (Partielle hohere Integrierbarkeit): Das Gebiet G sei so beschaffen, daf} die
Ndchste-Punkt-Projektion G — S wohldefiniert und glatt ist. u € £ sei lokal E-mini-
_mal. Dann gibt es € > 0 und ¢ > p ab}mngzg von geometrischen Daten mat folgender
Eigenschaft:
Ist E(u, B,*(0)) < ¢?, so /olgt Du € LYB,(0)), und fur Kugeln B (x), z'€ Bm(O), '
r=1 ]20 gilt die umgekehrte Holder-Ungleichung )

( f]Du|4dz)'/‘1§0( f |Du|”d2)””~ o -

B,(z) Bio2)

Bemerkungen: 1. Die Existenz einer glatten, Nachsten Punkt- Pro;ektlon L:
G - S G folgt_zum Beispiel dann, wenn G eine kleine Tubenumgebung von §
ist. 2. Statt £ kann man in Satz 2 allgememer zerfallende Funktionale vom Typ

fA u, Du) P2dzr mit A(x Y, Q) = aap(x) BY(z, y) Q. ‘Qﬁ
zulagsen. = . - .
~N . ’
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2. Vorbereitende Hilfssitze

Von entscheidender Bedeutung ist der folgende ’

Fortsetzungssatz: Mén findet Konstanten y = y(p) € (0, 1] und &, 4, %, % und
"K >0 abhangzg von p, den.Dimensionen und der Geomelrie wie folgt :

Sind ¢ € H'?(S,~!, @) und a € R¥ vorgegeben mit
E(p, S,"~1) - ( (t}), S n—1 )‘y\'S‘exéyuruw)m—n—p .

fiir ein 0<e< £, SO /mdet man eine Fortsetzung @ ¢ H'?(B,*, G) von ¢ mit der

Energieabschdtzung .
E(®, B;") < K{erE(p, $,°7Y) + r=reAW (g, 8,71}

Hierbei wurde gesetzt E(y, -) 1= f |Dy|?, Wy, -): f|zp — a|?, wobei die Integration
iber den De/zmtzons‘berezch von p auszufithren ist.

Fiir den Bewels verweisen wir a.uf [I‘6], Kap1tel4 der Spezialfall p = 2 \\ud
in [D, F2] diskutiert 1

Der folgende Hilfssatz beschlelbt das Verhalten der skalierten p- Energle als
Funktion des Radlus

Monotoniefor mel Set u € 2 lokal E- mzmmal U bezewhne die . qemde ~Fort-
setzung von w auf R Dann gilt mit einer geeigneten Konstanten C

e(U, B,z ) = - " [ DU dz' < Ce(U, By(x))
B,(z) :
fir alle ¢ ='s und x € R”

Bewels Sei z € R," Fiir s < 2" gilt die Ungleichung’ nach {F, H], Lemma 8.2.
Im Fall von Randpunl\ten z = (2, 0) hat man entsprechend

e(u, Bt (z')) < Ce(u, B,*(2')), - . ) . (1)

wie die folgende Uberlegung zeigt: Sei S,* :=0B,*(z') — T. \ach [Mo] Theorem
3.6.1(c), ist uls,+ € H“?(S,*, G) fiir fast alle Radlen r. Sei ohne Einschrinkung
z' = 0. v(z) := u{rzf|z]), z € B,*(z'), liegt dann in H" "(B ("), ) und die Spur von
v auf T hat Bild in S. Mithin ist » zuldssige Verglelchsfunl\tlon und die Minimalitat
» von u fiihrt auf (1). Durch Kombination der beiden Fille erhdlt man das a]lgememe
- Resu]tat Seien dazu z mit 2" > 0 und ¢ < s fixiert. o ,

Fall L;t <™ Fir s < 2" ist nichts zu zeigen, wir betrachten deshalb den
Unterfall a: a® < s < 22" Es ist ' ) : _ S
e(U, Biz)) < Ce(U, Bynls)) < Ce(U, By(2)), ‘
wobei wir hier und nachfolgend mit dem Symbol C allé Konstanten bezeichnen, die
nur von absoluten Parametern abhidngen.
- Unterfall b: s > 296" Dann giit
e(U, B,(x)) < Ce(U, B,n(x)) < Czpon f |Du|P

B,, (z’)

< Csp~n [ |Dujp < Qsr—n [ 1Dujp < Ce(U, Byy(x)).
m Bgaalx) B2 '

)
’

{

’.



Integrierbarkeit und Regularitit bei Randwertproblemen 219

. Fall2:t > 2" Aus By(x) = By (2) folgt _
e(U, By(z)) < Cte—» [ |Dulp < < CsP=n f |Du|?

\ Bz, Biz") _ A
" <0 [ Dup < Ce(U, Bu(a).

’ Bi2)
. . )

Insgesamt ist damit bewiesen * . ,
e e(UB, )SOe(UB.,,(a,) Ct<s, zeERMCT. (2)

“Trivialerweise’ gllt (2) mit einer anderen Konstanten C, wenn rechts die Kugel B,(z)
ge\\ahlt wird: Ist nidmlich s > ¢, s0 hat man im Fall s < 4t offenbar e(U By(x ))
= C’e(U B,(x ) Gilt s > 4¢, so benutzt man (2) mit &' := 4~ ‘s 1 i

0 7
3. Bewéis von Satz2 o
"Seien 2 € B{,(0)u T tind ¢ € (0, 1/20) vorgegeben. Es gelte A ) o \ :
-, . b - _ -
[ |Dulp dz < 7 o \ o (1)
' B . o \ .
; mit einem spiter fesfmlegenden € '>.0 o -
N Fallll 2" > 2t. Bezeichnet dann & den Mlbtcl\\ext von .u ubcn die innere Kugel

' Byy(z ) 0 folgt aus (1) und der Monotonieformel

' f ju —alPde < c,t" n f |Du? dx < cpeP.

Ba(2) . . Bu(l) .

. Nach - Fubini und " [Mo], Theorem 3.6.1(c), existiert ein Radius s € [¢£,;2¢] mit
, UE H‘J’(aB,(z), G) und - R T -

v

E{u, 0B,(2) < o E(w, Byl2)), - o
) W(u, B,(2)) g‘éarlw(u, Bz,'(z)) -@
(Notationenia'us dem Fort-setwﬁgssat)) (2) und die vorstehende Rechnung ergeben :
» B(u, 0B,(2 )) W (w, 8B( z))y tpHI—mED S CeeP ) ‘

und che Voraussetzungen des Fontset/ungssat/es sind erfu]lt mit der Wahl
< Ei= (077l IP)lx, vorausgesetzt man _wahlt & so klein, daB & = ¢, ausfallt

Dann gibt es eine Funktion e H- "(B G) mit Randwerten «'und
E(%, B,(z)) = K{&th(u, 0B,(2)) + =76 ~*W(u, 6B,(2))} -
S K{éE(u By(2)) + %P W (u, B,,_(z))}.'

Dxe lokale ’\'Ilnlmahtat von u m)plmert F(u, z)) E(u, B, (z)) und durch Kom-
bination mit der vorstehenden Unglelchung folgt :

’ f |Du|” dxr < ¢5 {E f |Du|”-dx + tmPETE. f lw — al? dx}. 3) -
! Bi2) T Byg(2) _ Begl2) N »

t
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Fall2:0 £ 2n < 2¢. Sei .jetzt a der Mittelwert von U iiber Bg(2'), wo 2’ wie vorhin
die Projektion von z auf die Hyperebene T ist. GemiB By(z) = By (z').ist mit s := 4¢ -

' [|DulPdz < [ |DUP dz.

B*z2) . B(2")

v

Aus-der Monotomeformel erhalben wir mit (1)

- .

. e(U By () = c,-,e(U B,,z(z )) S c,E(u B,*(0)) < < Cat?,
“und w ie in I‘all 1 findet man einen Radius r 6 s, 2s) mlt )

. U|aB @) € H" ”(33 ), G),
sowie .
E(U aB,(z') ) = css—lE(U B,(2')),

4
W(U, 8B;(2")) < cgs ' W(U, By(2’ )) @)

A Es bezeichné E die affin lineare Transformatlon die B,*(z') auf B,*(0) abbildet mit
E(z') =0 und IT sei.die stereographlsche Projektion 8,1 — R" -1 vom Sudpol.

Man setzt _ . v o
o (U@, ' z € 8By, 2" =0,
, #) ¢ (U (E—l‘(n—l(E(x )))), z€B n—l(z').' -

Offensichtlich gehért ¢ zum Sobolev- Raum H! P(aB +(z ), G) mit Bild (pir) = 8.
" Mit einfacher Transformatlon 1mp117lert (4) _

sP- 1—(1 n)(y+l)E(<p dB,*(z' )) W(% oB,* (2 )) : | A
<c9e(U Bz,(z))( JC U — al? dx) ‘ .
Ba(2')

+
< ci0¢(U, Bz,(z ))‘+” < c,c,oe”" D= CpePr i,

" Da die Vollkugel Bi-Lipschitz aquxvalent ist zur Halbkugel, kann man den Fort-
setzungssatz anwenden, vorausgesewt c“e‘“/’l’ < &907*!, und erhilt eine Fortsetzung
@ von ¢ mit

Bl BAE) < B(0,B) = R{EB(U, Bu) + I WD, Bu)}.
SchheB]lch benutzt man Byy(2') = Bjg(2) sowie : - ‘

U —aPdr <oy [ U — (UholPdz, . L B

Byy(z) © Bul2) - ) . ' ' - l

. was létztjehdliého auf die Al')sché‘,tzung"
f 1DUP dz < o { f IDUP dz + e - (U)no:l’?} G
Btz) } Biogl2) B“‘( ) -

~ fiihrt. Vergleicht man dieses Ergebnis mit (3),.s0 ‘sieht, man unmlttelbar da.B (5)
fir alle Punkte z € B,;,(0) und Radien 0 < ¢ < 1/20 richtig ist. Mit einer Variante
von [G], V, Prop. 1.1, folgt sofort die, Behauptung, wenn man ¢ und damit & ge-
nugend klem wahlt

-~
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4. Bewels von Satz 1

Fiir kleine Radlen R kann man E(u BR“(O)) < ¢® mit noch zu bestimmendem &
erreichen. Sei d := dist (-, 8) die Abstandsfunktion zu § gemessen in der Mannig-
faltigkeit. Y. d ist Lipschitz, also gehért v:=do U zu HEYR? mit vp = 0. Fir
z € Bp,n(0)u T und 0 < ¢ < R/20 unterscheiden wir wie vorhin die folgenden Falle:

Fall1: 27 > 2. Dleselben Rechnungen wie im Beweis von Satz 2 fithren auf Un-
gleichung (3), wenn man F(u B (z)) = F(u B (z)) beachtet und die' Elliptizitdt des
Funktionals ¥ ausnutzt.

\
Fall2: 0 < 2" < 2t Jetzt wahlt man den Radius r € [s,2s] so, daB neben (4)

auch noch die Bedingung osc v < const - ¢ erfullt ist, was nach einer Variante des
9B,(2')"

Courant- chesgue Lemmas’ (vgl [J21, Lemma 1) mogllch ist. Fiic geniigend kleine

_Werte von. s folgt sodann, daB Ujsp Bild in einer geeigneten Tubenumgebung

von S hat, auf der die Nichste-Punkt-Projektion C erklarb '1sb Dies liefert (5) mit’
denselben Argumenten wic oben.
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