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Zur Anwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips
hei dlstnbutlver Steuerung auf eine geometrische Aufgabenklasse

~

R. KLOTZLER . , N

L

’

"Es wird eine Erweiterung des Pontrjaginschen Maximumprinzips auf Steuerungsprobleme
mit distributiver Steuerung vorgestellt und auf Optlmlerungsaufgaben zu konvexen ebenen
Bereichen anoewandt

[Mpensnaraerca pacmupenie npuHuuna makcumyma IToHTpArnHA Ha mpoGIEMBI yIpPaBAeHHA |
- ¢ auctpulyTusHeiM ynpasieuneMm. OHO mpHMeEHAETCA K 3aJayaM ONTHMH3ALMI O IUIOCKHX
Bbll’ly}w‘lbl‘( o6nacrax.

’

Problems of optimal control are considered in whlch the control a.ppea.rs in. dlst,nbutlonal
" . sense. For this a generalization of Pontryagin’s maximum prmcnple is provided and applicated
on optlmlzatlon problems to plane convex domains.

- . . . . -

1. Einleitung - o " 4 ) !

. Die \lelfa,ltlgen Anfondelungen die ‘aus den /ahlrelchen Anwendungsgebneten an
-die Mathematik gestellt .werden, haben auch die Steuerungstheorie ' zu sténdiger
Vervollkommnung gedringt. Bei der Fundierung der Steuerungstheorie durch L. S.
PoxTRJAGIN und Mitarbeitern [11] bzw. durch M. R. HESTENES [3] wurden zunichst
nur stiickweise stetige Steuerungen in die Betrachtung embeLogen Ein" Haupt-
resultat derselben bildet das Pontrjaginsche Maximumprinzip als eine notwendige
. Optimalitatsbedingung. In den weiterfiilhrenden einschligigen Darstellungen durch
~ A.D.Jorrg, und W. M. TrcHOMIROW [4] wurden bereits beschrinkte summierbare
Steuerungen /ngelassen neben sehr allgemeinen Zustandsbeschrinkungen. Dabei
bleiben aber immer noch solche Prozesse ausgeschlossen, bei denen die Steuerung
‘als kurzzeitiger kraftiger Impuls, z. B. durch Sto8 oder Explosion hervorgerufen, .
in Erschemung tritt. Mathematisch vermégen wir solche verallgemeinerte Steue-
S ‘ungen als geWJsse Distributionen darzustellen, wir sprechen daher von ,,distributiyen
. Steuerungen‘‘ (vgl. Abschnitt 2). Ist der Zeitpunkt ¢, ihres Wirkens von vornherein
bekannt (z. B. beim Billard: der Zeitpunkt des AnstoBes, also der Anfangszeitpunkt -
der* einzuleitenden Bewegung; in der Ballistik: der Zeitpunkt des Abfeuerns eines
Geschosses), so kann letztlich die Intensitét eines solchen Impulses als parametrische
gewdhnliche Steuervariable aufgefallt werden. Lediglich die Zustandsgleichungen
enthalten dann als Koeffizienten spezielle Distributionen wie die Dirac-Funktion §,,
oder die Heaviside-Funktion.y,,. Steuerungsprobleme dieser Art wurden z. B. durch
S. T.’SawaLi8¢¥y und A.N. SesexiN [12} studiert. Demgegeniiber. sollen nach-
" folgend solche Steuerungsprobleme vorgestellt’ werden, bei denen der Charakter der
distributiven SteuergréBe von vornherein noch offen bleibt einschlieBlich des WANE
punktes* ihres Wirkens. Bexsplele dafiir kénnen wir etwa in der Steuerung des
Zundvorgangs von Verbrennungsmotoren oder bei Ziindung von Mehrstufenraketen
sehen. Auch Bremsvorginge ordnen sich in diese Betrachtungen ein. Im vorliegenden
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Beitrag wird neben der Erweiterung des Pontrjaginschen Maximumprinzips auf |
. distributive Steuerungen aber in- erster Linie seine’ Anwendung auf elementargeo-
metrische Fragestellungen im Mittelpunkt stehen.

2. Einige Grun'dbegriffe iiber Distributionen

. Mit KT bezeichnen wir hier den Grundraum aller auf dem E! definierten Funktionen
mit kompaktem Triger, die dem . Funktionenraum WL/, angehdren. Das heiBt,
samtliche Elemente y von K* sind r-vektorwertige finite Funktionen auf E!, die auf
jedem endlichen Intervall (@, b) beschrankt und summierbar sind und dort zugleich
fast iiberall beschrinkte summierbare verallgemeinerte Ab]eltungen (im Sinne von
‘S. L. SoroLEW [14]) besitzen..

Eine Folge {y;}2, von Funktionen y; aus K* wird als T\Iullfolge bezelchnet wenn
ein endliches Intervall (a, b) existiert, so daB fiir alle s € N und ¢ ¢ (a, b) die Eigen-
schaft y;(t) = 0 und die Konvergenz |lw;l],;1. L = 0 fiir ¢ — oo gelten. Eine Folge

{pi)$2,; aus K* heiBt konvergent gegen die Grenzfunktion y aus K* genau dann, wenn
{w; — 9}2, im vorangestellten Sinne eine Nullfolge bildet.
" GemdB L. ScEwWARTZ [13} bzw. I. M. GELFAND und G E. ScuiLow{2] wird Jedes
bez. dieser in K* formulierten Konvergenz lineare stetige Funktional (, -) auf K*
als eine Distribution y béezeichnet. Die Menge aller dieser Distributionen . symboli-
sieren wir ‘mit D(K"). x heiBt eine reguldre Distribution von D(K'), wenn eine
L- summierbare r-vel\torwertlge Funktion 9g auf E! existiert mit

\
(2, ¥) = fg p(t)dt fiir a.lléllpeK’. W

Wir identifizieren dann g mit 3. Andernfalls heiBt y eine singulare Distribution von
D(K"). Zum Beispiel die 6-Distribution é,, mit (5, p) = - p(ty) ist eine singuldre Dis-
tribution. _

Ist x4 eine regulare Distribution, so bildet die durch die Vorschnft L .

(X p) = —(7,1/;) “fiir alle yJEK' . S : (2)

definierte Dlstrlbutlon % die Ableitung von y. Eine Folge von Distributionen
7i € D(KT) konvergiert gegen den Limes y, € D(K") genau dann, wenn ._ :
Yim (11 9) = (20 9) fie alle p ¢ KT

ist. Eine Distribution y € D(K") heiBt Null in einer Umgebung U von t,, wenn fiir
jedeés p € K™ mit y(t) = 0 fiir ¢ ¢ U die Gleichung (z, ) = 0 gilt. Ein Punkt ¢, wird

als wesentlicher Punkt von y bezeichnet, wenn keine Umgebung U von ¢, existiert,

in der y gleich Null ist. Die Menge aller wesentlichen Punkte von y heiBt der T'rager
von y, symbolisch supp y. Fiir supp y = [0, T] gebrauchen wir auch dxe formale -
Be/elchnung '

f/ dt = (z,p) fir alle p € K
und fiir 4 = (2,, ..., ;) € CV(EY)

f () (O (t) dt = (g, ) = (1, ). | @)
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mit ’ : o

P= @0 9) und §=agt

" Speziell f (Zx) (t) dt bezeichnet den Wert des Funktionals (4) fiir solche p € K™ mit '

0 .
- .der Eigenschaft yi(t) = 1 auf [0, T] fiir s = 1,
Im weiteren verwenden wir noch die Abkurzungen

! Kr_{weK'hp{t)>Oflll‘alletEEl}

N ¥

C .‘DO(K')—{xe.‘D ") | supp 7 = [0, T]} o o : < (5) -

3. Probleme mit distributiver Stenerung ‘ \_

’
/

Nach: Abschmtt2 smd Dlstrlbutlonen und speziell dlstrlbutlve Steuerungen als
lineare stetige Funktionale auf einem gewissen Grundraum K" definiert. Daher ist
zunichst von vornherein bei St,euerungsproblemen mit distributiver Stéuerung %
die Forderung der Linearitit in u eine sachgemiBe Einschrankung. Somit, legen wir -
folgeride Klasse von distributiven Steuerungsproblemen zugrunde:

’ F(x, u) = j[;o(z x(t)) +;,(t)ut)]dt—>Mm _ . (6a)

bez z€ L)% = DK™, -u € ﬂo(K’)
unter der'Zustandsgleichung : . - Yy,
& = olt, 2, u) = A, 2) + Blt) w - ©(6b),
[d. h. unt,er Beachtung von (2) ' R

(—(L’, ¢) ='(¢(" z, ’lL), w) fUI' alle p € K”]’ . - l. ' s

Steuerbeschriankung - . Lo o
' (Cu,p) < (b, y) fiir alle-y € K™, \ : C(6¢)
Zustandébeschriinkung ' ‘ : ' )

| gilt. z()) =0 (=1, k) f. 6. auf [0, T) . R {’(6d)

‘ u'ndA]ine'aren andbedihgur;g , _ i
co(x(O)) =0, - cl(x(T))~; 0 ‘ B - (6e)
[d. h. (c(2), w) = 0 fiir alle y € K* mit y(t) = 0 fiir ¢ > 0, '
~ (c,(x w) = Q.fiir alle 1p € K* mit p(t) =0 fiir ¢ < T1.
Dabei fordern wir folgende .
Grundvoraussetzung : \ o : (7)

fo:[0, T} ¥XE" —>E!, 4:(0, T} X E? —» E", gi: [0, T] x E* = E! seien stetig und be7
des 2. Arguments stetig- differenzierbar: B:[0,.7'] — E* und f,: {0, T] — E sind
- stetig differenzierbar. B ist eine (n X r)-Matrix vom Rang 7, C ist eine __konstmlte .
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(m X r) -Matrix auf [O T], b ist. ein konstanter m-Vektor auf [0, T'] un(l ¢, (v = 0, 1)
_sind linear-affine Abbildurigen des E® in den E*. AuBerhalb von (0, 7'] denken wir
uns die Abbildungen fy, g;, 4, C b durch ihre entsprechende. Nullabblldung fort-
gesetzb . ,

Daruber hinaus stellen wir noch die
‘ Ausat/voraussetzung ' _ . ' ' (8)

Fiir Jede Folge zulasstger Prozesse (z;, u,) von (6) mlt z; >z in L2 (0, T'). gelte
T ol it )), > fol2())  in Lyo, T, |
A(': x;(')) - A(’ flf(')) in L2"(0:I T)a }
'/02:(':‘ I’()) “f> /0:(': x()) in L2"(0 T),
A~ 2i(4) -4 o (- ) in L" ”(0 T)

sowie z;¥ — ¥ in W,1(0, T') zu allen jenen I&omponenten x, fiir die ein ¢ e‘ﬂstlert‘,
' mit’ Fizx $ 0. , ! :
In germgfuglger Verallgememerung der Darst;ellung und- Beweisfiihrung nach‘

_R.KrorzLer [5] gilt unter Grund- und Zusatnomusset/ung (/) bzw. (8) dann
.folgender Satz. ,

Satz (distributives Po7ztr7agmsches Mazimumprinzip): Es migen dze folgenden Vor-
aussetzungen gelten: . _ - ’

‘1. Zu jedem optimalen ProzeB (T4, u*) zu (6) gebe es eine Folge reguldrer zuldssiger
P'rozesse (&, 4;) mzt v ) ’ \ o

1

. ’ \ . *
Y r.loc . C n.loc P .. r
&€ Wilee, %€ L undl 2> xy i L™, 4; — u in D(KT).

. F'sei schwach unterhalbstetig auf L," X L, fiir alls zuldssigen réguliren Prozesse

(x, u) von (6) mit [u| "= ﬂ{ bes belzebzg groﬁem M Die Menge dieser Prozesse sei nicht
leer. -

. Dann Lann man eine Zahl i, g 0, _Ve_ktoren l, € Es (v = 0, 1), etne. linksseitig

stetige n-vektorwertige Funktzon y(:): [0, T} — E* won -beschrinkter Variation sowie

mohtneqa&we reguldre Maﬂe wi (6 =1,..., k) auf [0, T, welche konzentriert sind auf

= {t €[0,771g; (t Z4(t ) = 0} /mden, die nicht alle glmchzezt:g verschwinden und

’ »dze /olgenden drez Bedingungen. er/ullen . . .

’

sup  (H(-, zi(-), () )5 4o)s 1/’) .‘ . o

v€ L7 (0. TIND ol KT)

Co()<b . » '
= (H(, 2a), ua() Y(), Z0)s v) - fir alle y € K, (9a)
Yt = —o (e S ) .
T ’ ¥ T . o
+ fH 7, (1), u,..m, (?):/o — X [ gi(rs 2a(v)) dui(z);  (9b)
i=11¢ . i
§O) = ¢ (x,.(O) R

Hzerbez tst H die Pontrjaginsche Funktzon zu (6) und c,* die 'tranéponierte Matriz
zur Jacobischen Funktionalmatriz ¢, zu c,. ‘
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. Die weitgehende Analogi¢ dieser Aussage zu Theorem 2 von [5] — dort wurde
_ zum Unterschied A(t, -) linear vorausgesetzt — erlaubt uns hier einen Verzicht auf
explizite. Beweisfiihrung unseres Satzes 1§ ' '

4. Eine geometrische Aufgabenklasse mit distributiver Steuerung
o . )

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, daB viele geometrische Optimierungsaufgaben .
iiber cbene konvexe beschrinkte Bereiche grundsitzlich der vorangestellten Theorie
zuginglich gemacht werden konnen. ‘

Zur-Beschreibung ebener konvexer beschriankter Bereiche $ fiihrten H. MINKOW-
. SKT [8], [9] und ‘W. BLascuke [1] den wichtigen Begriff der 'Stiitzfunktion kb zu B
ein: h(p) ist gemdB Abbildung 1 zu vorgegebenem Richtungsvektor e(p) = (cos ¢,
sin @)T und Nullpunkt O definiert als (signierter) Abstand der zu e(p) orthogonalen
Stiitzgeraden g vom Nullpunkt 0; analytisch prézisiert heiBt das k(g) := Max {§Telg):
XN ' ' . : ‘ :

2

Abb.1

Falls .8 streng Konvex ist, gehért A zum Sobolew-Raum W.2(0, 27); h ist auBer-
dem 2z-periodisch und fast iiberall gilt - . : y

@)+ hlg) = olg) =0. I (10)

Umgekehrt ist jedes.h dieser Eigenschaften Stiitzfunktion eines streng konvexen
Bereichs 8. p(g) gemiB (10) ist iibrigens gerade der Kriimmungsradius von 9% im ..
- Beriihrungspunkt P von g mit 8. Dessen (signierter) Abstand von @ (als Schnitt-
" punkt des Strahls der Richtung e(p) mit g) betrigt k(g). o -

Falls jedoch ¥ konvex aber nicht streng konvex ist, gehért h lediglich dem
WL(0,2n) an und h bzw. ¢ gemaf (10) kénnen dann nur im distributiven Sinne
" korrekt interpretiert werden. Danach ist entspréchend (2) die Distribution h defi-
niert durch ' ' :

(h,p):= =(h,p) firalle pe K | (11a)
und die Distribution des Kriimmungsradius.o durch . '
(0, 9) = —(h, 9) + (h,p) fivalle pe K. (11b) ,

Die frithere Kbnvgxitéitgforderung o =0 von (10) duBert sich jetzt mit u = ¢ in
der Gestalt (6¢) als (o, p) =0 fiir alle p € K,'. Umgekehrt reprisentiert jede 27-



. AY .
268 R. KLéTZLER

periodische Funktion & € WL, (0, 27), die im Sinne von (11b) die Forderung (g, ) = 0
fiir alle v € K,! erfiillt, die-Stiitzfunktion eines ebenen beschrinkten konvexen
Bereichs . Ist die Distribution g in einer Umgebung U des Punktes ¢, gleich Null,
'so besagt dies, daB simtliche Stiitzgeraden g, welche orthogonal zu einem e(p) mit’
@ € U sind, B in ein und demselben Eckpunkt P beriihren. Beriihrt umgekehrt die
zu e(ty) orthogonale Stiitzgerade g den Bereich B nicht in éinem Eckpunkt, so mufl
folglich ¢, ein wesentlicher Punkt der Distribution o sein. :
" Setzen wir 2! = k, 22 = k, so geht (10) in das (Teil-) System voerustandsgleichun-
gen (6b) der Gestalt &' = 22, #2 = —2! + u iiber; dazu kénnen (je nach Besonder-
~ heit der entsprechenden geometrischen Aufgabe) freilich noch weitere Zustands-
* funktionen.zt (: > 2) und Zustandsgleichungen auftreten.. Auf jeden Fall aber ist
~ hier wegen ' = 22 die letzte Forderung von Zusatzvoraussetzung (8) garantiert
erfiillt, wenn dieg; allein von ! abhingen. o o : ‘
Beispiele von geometrisch relevanten Funktionalen F, welche die Voraussetzung 2
- des Satzes erfiillen, sind nach W. BLAsCHKE [1] der

2n 23 . .
Umfang von 9B: 2(0%B) = [ ko) dop = [ 21(p) dy b
. - 0 0
und der v ‘

2n . 2n .
Flicheninhalt von B: F(B) = %'[(h2 - h?)-dp = -%-‘/‘[(:131)2 — (.%2)2] dey.
’ 0 o

Fiir. diese gelten natiirlich auch alle einschlagigen Bedingungen von Zusatzvoraus-
setzung (8). o -

SchlieBlich ergibt sich die Bestitigung der Voraussetzung 1 unseres Satzes bei geo-
metrischen Optimierungsaufgaben zu konvexen Bereichen stets dann, wenn jeder-
zulidssige beschrinkte konvexe Bereich B als Grenzelement einer Folge zulissiger
streng konvexer Bereiche 8; in Hausdorffscher Metrik darstellbar ist. Hat niamlich
B die Stiitzfunktion k und B, die Stiitzfunktion &;, so bedeutet dies nach [1]1k; — A
im Sinne der gleichméBigen Konvergenz auf [0, 22]. Da wegen der gleichmiBigen
Beschriinktheit aller B; zugleich auch die Folge der h; und damit 1h;ll £, 0.22) be-
schriankt ist, existiert in Ly(0, 27) eine schwach konvergente Teilfolge ky = o. Fir

- beliebiges » € K' und 2z-periodisch fortgesetztes w ist dann_

Jopdt =lim [ hypdt=lm [(“hpp)dt= —[ hpdt.
—o0 ’ j =00 —oo j'—00 —oo ° oo - -

-

Das bedeutet gemiB (2) w = k. Da aber wie erwihnt & ein stetiges Funktional mit
der Eigenschaft §(B;) — F(B) fir j° — oo ist, gilt auch (|15 0.0, —> ||Ii”%,(0‘2n, fiir
j" — oo. Diese Eigenschaft in Verbindung mit &; — & bedingt aber bekanntlich .
sogar hy — h in Ly(0, 27). Nach (11) gilt dann natiirlich auch mit hy + by = u;
und h 4 b = u die Konvergenz uy —u in D(KY). . : ..
Wir beenden diese grundsitzlichen Uberlegungen noch mit dem Hinweis, daf}
ohne zusitzliche Nebenbedingungen nach H. Minrowskr [9] jeder beschrinkte kon-
vexe Bereich des E" in-Hausdorffscher Metrik durch streng konvexe Bereiche beliebig
genau approximiert werden kann.- . .
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/

5. Beispiele

\
- Wir_werden hier das oben formulierte distributive Pontrjaginsche Maximumprinzip
auf zwei spezielle Probleme der geometrischen Aufgabenklasse von Abschnitt 4 an-
wenden.. '

" Auf gabe 1: Bestimme den kiirzesten konvezen Kurvenbogen ©, der von einem vor-
- gegebenen Startpunkt A. mit vorgegebener Startrichtung ausgeht, in einen Zielpunkt B
mit vorgegebener Znelfichtung einmiindet und nach oben beschrinkte Kriimmung auf-
. wezst. : '
' ’

Abb. 2

“Wir behandeln diese Aufgabe in Anlehnung an Abbildurg 2. Wir setzen dabei
7 < @p < 2m. voraus und 0 < m < tan [(p, — 7)/2] - Min (IO__A|, IO_Bl). Die
~ obere Schranke der Kriimmung sei 1/m. Die Startrichtung sei die des Strahles. ~
OA, die Zielrichtung sei die des Strahles BO. Da ein konvexer Kurvenbogen als.
Randstiick eines konvexen Bereiches in E? erklart ist, konnen wir in unserem Falle
@ als Randstiick jenes Bergiches}B auffassen, der_von € und den Strecken O_A_ und
" OB berandet wird. Die Stiitzfunktion zu %_éei h, so daB o ‘ )

N . .

2r Pe 2 . K
‘ 2@8) = [ ko) dp = [ hig) dp + [ hlp)dp . : (12),
. 0 0 P ’ ' ’

ist. Dabei ist & in [@,, 27] festgelegt durch die Schenkel OB, 04 ; im Intervall [0, go]
ist A hingegen noch weitgehend willkiirlich durch die spezielle Wahl von € bedingt.
() zu minimieren bedeutet damit zugleich £(d%8) zu minimieren bzw. nach (12),
die Losung des nachstehenden distributiven Steuerungsproblems zu ermitteln:

Po X . . .
[ k(@) dp — Min ' . : _ ; (132a)
0 . .

unter der distributiven Nebenbedingung

h+h=0p, . (13b)
der distributiven Steuerbeschrinkung '
o2m>0 : ‘ . (13¢).

und den Randbedingungen

BWO) = h(p) =0, hO+0)=a, hg—0=—b _ (13d)
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/
/

mit @ 1= |07| und b :_=~|0_B[. Mit a''="h, 22 = h, u =,p lautet unser distributives
Steuerungsproblem in der Standardform (6) wie folgt: '
[ . o v . s a ‘ .
‘ [ 2'(t)dt ->Min bez. z ¢ L2,  ue DyK") : , (14a) .
. 0 . . : L

u‘nt,er den ZuStandsgleichﬁngen

CEl= aa?, = gl +oa, ‘ (14b)
der Steuerrestriktion ' i » . ) ‘
h (‘u, p) = (maxy y)) firalle y e K0 - ' © (14¢)
" .und Raﬁdbedingungen v
- - C 0) =gy =0, 2204 0)—a, 2@y — 0) = —b. . (144)
Dabei ist x die charé;_kt,eriétische Funktion zum Intervall [0, g,]..
Hier lautet die Eontrjagirysche Funktion B
HW 8,0y, k) = — Aok 4 i + ga(—E% + v). (15)

™~ .
Nach’ Abschnitt 4 sind in diesem Beispiel die Voraussetzungen unseres Satzes er-
filllt, denn-es 1Bt sich selbstverstindlich B stets durch. zuldssige -streng konvexe
Bereiche in Hausdorffscher Metrik beliebig genau so approximieren, daB 4 und B |
auch fiir diese Randpunkte bleiben und die Geraden durch OA und OB Stiitz-
geraden. A ST ' '
o Ist (a%, uy) optimaler ProzeB zu (14), so existieren nach obigem Satz nicht gleich-
zeitig verschwindende Konstanten 2, = 0, ly%, ¢ (¢ =1, 2) und linKsseitig stctige
Funktionen y,, y, von beschrinkter Variation, so daB das Pontrjaginsché Maximum-
prinzip wie folgt lautet (im Sinne von (9)): ' ' C

¢

sup ([—)~ox*]" + T + Yo —24'x + 0)], 1}’)
€ Loo(0,@eIN Dol K?) - : .
. . vgmx . '

= ([—ioZalx F yiZalx + Yol —2el% + wy)]; y) firalle pe K1 (16a)

\

-

Po *
nit) = =4 + f (—"-o — .1/2(3)) dt L
a S | in [0,.g5], (16b)
N : ‘Pa' .

Bolt) = —b2 + [y(r) dr

. -
L nO =L, RO =4 S (169
Wir denken uns dabei die y; iiber [0, @,] hinaus stetig und konstant fortéesetzt. .

Die Bedingung (16a) ist, offensichtlich dquivalent mit

\

- . Po ) )
sup [ya(r) o(r) p(z) dr -
V€ Lool0.¢a)NDe(K?) 0 ‘ .
o2 mx oo . .
= (Yaa, 9) = (2] &4® + x241], ) ’ - v ,
=((y2xx‘l! W) - (xtzx (yzv))') fuI‘ alle ‘lp -€ <K+l, ’ . . (16’3)

’
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Daraus folgt notwendig .
Y1) <O fiir alle 7 € [0,9,). ' ' 17)

Gibe es namlich ein , € [0, @,] mit Ya(to) > 0, so wiire fiir diese nach (16b), stetig
differenzierbare Funktion y, auch noch in einer e- Umgebung U. von 1, dle/Elgen-
schaft y,(r) > 0 erfiillt. Setzen wir speziell yp(z) > 0 in U, und w(z) = 0 fir alle
Tt ¢ U, so ergibe die lmke Seite von (16’a) den Wert +oo0 im Wlderspruch zur
Endlichkeit der rechten Selte Welterhm erkennen wir aus (16'a) .

X (yzu‘, p) = (yomx, y) fiir alle o € K,! _
bzw: . - (18)

(@; — mx, yzzp) = 0 fir alle y € K 1

-Somit ist die Distribution u* — mx in einer Umgebung aller-jener Punkte ¢ von
[0, @o] gleich Null, wo y,(t) < 0 ist. Wesentliche Punkte von u* — m kénnen somit
auf [0, @o} ledlgllch die Nullstellen von y, sein. Wegen y; = —1, gilt nach (16’a) und
(18) - . \ T '

, (arlzy! — m], ) + (@2 yiy) — (24 Yo ¥) = 0 fur alle y € K,'. (19)

Vthlen wir fir em festes ¢, € (0, o) speuell N
. !
0 : f\ur [t — to] > - \

, 1\ 1 C *
H=n-Jf—[t, — = fir to—— <t <t, .o
f/"() n (o n) ur ty n = _04 .

1 , 1

s6 erhalten wir aus (19) nach Grenziibergang n — oo unter Beachtung der Stetlg-
kelt von y, die Glelchung ,

[Za?(t — 0) — Ta® (to + 0)] yally) = 0= . _ I (20)

-+ Daraus entnehmen wir, daB an allen Stellen ¢, des Int,ervalls (0, @o), WO ye(to) <0.
ist, x,” stetig sein muB. Unstetlgkeltsst,ellen von z,% kénnen also ledlghch an Null-
stellen von .y, auftreten.

Aus (16b) folgt nach Differentiation und Ellmxnamon von ‘¥, dle leferentlal- .
glelchung o . :

Go+ y2 = —ho. L : T IY)

Wire 2, = 0, so kann wegen ¢, > 7-eine der Bedingung (17) geniigende Losung von '
(21) nur die Funktion y, = 0 sein. Dieses impliziert nach (16b) y, = 0 sowie [,
= I, = 0 im Widerspruch' zum Pontrjaginschen Maximumprinzip, welches garan-
tiert, daB alle diese Konstanten und Funktionen nicht glelchzemg Null sind. -Ohne-
: Emschrankung der Allgemeinheit kénnen wir somit 3, = 1 annehmen. Dafiir hat
jede der Bedingung (17) geniigende Losung von (21) hdchstens’eine Nullstelle im
Intervall (0, @), da y, vom Typus Y2 = —1 + ¢, cost F ¢ smt (mit ¢; = const,
j=1,2)ist.

: D&s heiBt zusammengefa3t, es glbt hochstens eine Stelle ¢, € (0, ¢,), in der Uy — m
wesentlich ist; oder geometrisch interpretiert: die optlmale Kurve €* zu Aufgabe 1 |,
besteht aus Kreisbégen vom Radius m und héchstens einem Geradenstiick mit der
Normalenrichtung e = (cos #y; sin't,)7. Wir stellen diese bexden Losungsarten in Ab-
blldung 3 dar: .
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1>>""  loAl < loal

i Abb. 3 .

Aufgabe 2 (Kiirzeste ,,universale Rettungskur’ven“): Nach einer von R. KL6Tz-
LER bereits in [6], [7] vorgestellten Darlegung wurde dieses Problem dort mittels Methoden
der Dualitdt ber Steuerungsproblemen gelost Es soll hier gezeigt werden, daf3 auch das
distributive Pontrjaginsche M azzmumpmnzzp eine ej/ektwe Losungsmethode zu diesem
Problem bildet.

Nach [6] ist obige F' ragestellung zu folgendem geometr lschcn Optlmlerungsprob]em
dquivalent: : . . .

Finde zu vorgegebcner Konstanten 4, > 0 einen konvexen Kurven-
bogen @ kleinster Linge, dessen konvexe Hulle eine chl\e
A(conv €) = 4, besitzt. .

Nach [6] Formel (4) entspricht diese Fragestellung unter Vcrv»endung der Stiitz-
funktion k zu conv € dem folgenden distributiven paramctnschen Steuerungspro-
blem: .

fh(t)dt—>\1m T o “ o T (22a)°

unter der dlstmbutlven Vcbenbedmgung

h4+h=0, = S (22b)
~der distri'butiven‘St‘eugrbeschr:’inkung ,
=0, ' oy - (220)

-l

der Zustandsrestriktion I(zu freiem Parameter «)
h(t) + o |cost] = 4, fiir alle ¢ € [0, 2] o (22d)
"~ und den Randbedingungen ’ o o
| R(0) = h(a) = «, k(0) = h(z) = 0. (22e)
Mit 2! =k, 22 =k, 2° = &, u = p lautet dieses Problem in der standardlslerten.
Form (6) wie folgt: :
fxl(e) dt— Min bez. x € L,}o°3, ae 3")0{K1) o _ © (23a)
0 R AN

\
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unter den Zusﬁandsgleichungen
Bl= 2%,  #t= —xz' hu, =0, ' (23b)
der St,e,uerrgasbrikt-io'n B . /
(x, ) >0 fiir alle y € K,!, : o . (230)
" der Zustandsrestriktion o 4 . .
gt a() = dy — M) —aPcost| <O in[0,7] ' (23d)
und den Randbedingungen o R
2(0) = 2%0), wMm)=da), - 2A0)=0=2am). - (23e)

Dabei ist hier » die charakteristische Funktion zum Intervall [0, n). o

Offensichtlich erfiillt hier ¢ gemdB (23d) auch die am Ende der Zusatzvoraus-
setzung ‘(8) genannte Bedingung (obwohl g jetzt nicht nur von 2! abhiangt). Denn
Konvergiert zu einer Folge zulissiger Prozesse (z;, u;y von (23) z; in L,3(0, 7) gegen
x, so gilt nach (23b) z;'" > z! in W,1(0,z) und wegen %3 = 0 auch ;2 523 in
W,!(0, =). Alle weiteren Uberlegungen zur Anwendbarkeit unseres Satzes auf Pro-
. blem (23) schlieBen sich den generellen Diskussionen von Abschnitt 4 an.

. Zu Problem (23) lautet die Pontrjaginsche Funktion

Ht &, 0,9, 70) 1= — e + yies® -+ g ol 40) £ 300 (24)

Ist nun (z,, u,)-optimaler Proze$ zu (23), so existieren nach obigem Satz nicht
gleichzeitig verschwindende Konstanten i, = 0, I;', [} (: = 1, 2), linksseitig stetige
Funktionen y,, y,, y; von beschrinkter Variation sowie ein nichtnegatives regulires, ~
auf 7, := {t € [0, =] | g(t,' :z:,.g(t)) = 0} konzentriertes MaB u, so daB.das Pontrjagin-
sche Maximumprinzip wie folgt lautet (im Sinne von (9)): -
N 1 o
sup  ([—Agzalx + D% 4 Yo —24'% + )], y) ) L
veLoo0 DK : , A , : -

= ([ 2o%x'% + Y1%a2% '+ Yo —2Zelx + ug)], y) firalle y¢ KJ/; (25a)

Nty = —bt + [ (=7 — pa(0) dr — [*(—1) duz),  (25h)
: ot - i te .
wlt) =l + [p@d,
. t ..

ys(t) = 4t — f_(—lcos 7|) d/l(tj fiir alle ¢ € [0, n];
. t "
. ]
%:00) =L, 30) =1L%  y(0) = —l': . . (25¢)
Wir denken uns dabei die y; iiber [0; 7] hinaus stetig und konstant fortgeéetzt:
Die Bedingung (25a) ist offensichtlich,dquivalent mit :
sup . [ %a(7) v(7) (r) dv

v€Loo(0.7INDe(KY) 0 /

/, v20 . B
= (Yt ) = (val2a? + "xt'l]f ) .
L= (yoxal, p) — (2’-&2, (yey)') fiiralle ye K+1' - o (25'a)

18 Analysis'Bd. 7, Heft 3 (1988)
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\Analog zu (17) folgt daraus notwendig

\

Ya(r) £ 0 fiir alle 7 € [0, 7). : ‘ (26)

Weiterhin erkennen wir aus (25’a) — analog zu (18) —

(ugs y2w) = O fiir alle p € K,1. ' . (27)

Wesentliche Punkte von u, kénnen somit auf [0, =] lediglich die Nullstellen von y,.
sein. In Analogie zu (18) erhalten wir weiterhin aus (27) die Bedingung (20), die

.. wiederum besagt, daf Unstetigkeitsstellen von 242 auf [0, n] lediglich an Nullstellen
von y, auftreten kénnen. Wir beachten weiterhin, daB wir nach [4], S.28/29 von
vornherein in (25b) x4 auch als rechtsseitig stetige Funktion von beschrinkter

- Variation auffagssen kénnen. Diese wiederum laBt sich nach [10], S.239/240 als’

-Summe einer stetigen Funktion y und einer Sprungfunktion s darstellen.

Auf der Grundlage dieser Uberlegungen bestitigt man leicht, daB das fo]gende

'I‘unkmonensystem (und nur dieses) den Bedlngungen (25) und (23b—e) geniigt:

Ao =1,
. ccost - if) [0, 7,]
2 (t) =1 do —ccost in(r, 1]  mit zlm — 0) = 241(0),
Agsint in [z, 7/3] " ~

_ 2, %(8) = 4(¢),
- .. 243(t) = ¢ = constl!);
(ns p) = (4, ) — (242 ') fiir alle y € K*;
i) = —5(0), B
—1 +'cos{t — ;) In[0,7,]. . .
Yalt) = 0 in [z, ?,2] mit g — £) = ya(t),
) —1 4 cos (t — 75) in [z,, /2] :

Yslt) = —p(n flCOS 7| dy(7); ,
~ . 0 in [0, 7/2)

ult) = s(¢) + (¢) | mit  s(t) = {2 costy in [7/2, 7],

o in [0, 7,]
4 t—rT ©oin 1y, To) . -

yit) =91 — 14 in [z, 7 — 1]
t+212—rl—n in(zn —1,7n—1)
2(12 —17) . in [# — 1y, 7):

Dabei errechnen sich r,, 7, und ¢ (mit 0 < 1, < 7, < 7/2) aus den .folgenden Be-.
dingungen (28a—c). o
Aus (25) resultiert - ' ' : -

,y{(0> +95(0) =0 = J [ =) e + J duse) =+ J leos (<) dute)

1) AuBerhalb von [0, n] denken wir uns dabei diese Zustandsfunktlonen stetig und konstant
festgesetzt. ‘ :

~N
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and ausgerechnet ' , : v
28int, = sing,. L - (282)
AI'IS' der Stetigkeitsforderung von z,! iﬁ ¢t = 7, resultiert |
Qc»cc;‘s;zl = 4. : : - o (28b)
" Aus der Stetigkeitsforderllllg von z,! in ¢t = 7, resultiert
v Ay — ¢ cos'ty = A, sin rz.’ , . : . (28¢c)

. A . . .
" Die weiterc Berechnung von 7,, 7, und ¢ erfolgt dann wie in [6]. Danach-ist geo-
metrisch interpretiert die gesuchte optimale Kurve C* zu Aufgabe 2 durch die Ver-

einigung der zwei kongruenten Schenkel 4R und EZ des abgebildeten Yamanouti-
Dreiecks (vgl. Abbildung 4) gegeben. A )

7
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