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Zur Anwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips	.	. 
bel distributiver Steuerung auf eine geometrisehe Aufgabenklasse 

R. KLÔTZLER	 . 

Es wird elne Erwiterung des Pontrjaginschen Maximumprinzips auf Steuerungsproblerne 
mit clistributiver Steuerung vorgestelit und auf Optimierungsaufgaben zu konvexen ebenen 
Bereichen angewandt. 
llpei.aaraeTcH paclilupetilte npnuuna maRciimyma floHTpurnHa Ha npO6JIeMbI ynpaBJieHufi 
C uIcTpn6yTI4uub1M ynpanJIeHueM. Oiio npllMeHneTcH ic iaia'asi OflTHM113UHhI 0 HJIOcHIIx 
BbIflKJibIX o6JIacTflx. 
Problems of optimal control are considered in which the control appears in. distributional 
sense. For this a generalization of Pontryagin's maximum principle is provided and applicated 
on optimization problems to plane convex domains. 

- 1. Einleitung	 'F 

Die. vieLfiuitigen Anforcierungen, die •aus den zahireichen Anwendungsgebieten an 
(lie Mathernatik gestelit . werden, haben auch die Steuerungstheorie zu standiger 
Vervollkomninung gedrangt. Bei der Fündierung der Steuerungstheorie durch L. S. 
PONTRJAGTN und Mitarbeite.rn [11] bzw. durch M. R. ' HESTENES [3] wurden zundehst 
nur sttickweise stetige Steuerungen in die Betrachtung einbezogen. Em Haupt-
result-at derselben bildet das Pontrjaginsche Maximumprinzip als eine notwendige 
Optinialitatsbedingung. In den weiterfiihren(feñ einschlagigen Darstellungen durch 

• A. 1). JOFFE, und W. M. TicHoMmow [4] wurden bereits beschrnkte sumrnierbare 
Stelieru ngen ziigelassen neben sehr ailgemeinen Zustandsbeschrankungen. Dabei 
bleiben aber irunier noch soiche Prozesse ausgeschlossen, bei denn die Steuerung 
als kurzzeitiger kraftiger Impuls, z. B. durch StoB oder Explosion hervorgerufen, 
in Erscheinung tritt. Mathernatisch vermOgen wir .solche verailgemeinerte Steue-

• iungen als gewisse Distributionen darzustellen, wit , sprechen daher von distributiven 
Steuerungen" (vgl. Abschnitt 2). 1st der Zeitpunkt t, ihres Wirkens von vornherein 
bekannt (z. B. beim Billard: der Zeitpunkt des AnstoBes, also der Anfangszeitpunkt 
dereinzuleitenden Bewegung; in der Ballistik: der Zeitpunkt des Ahfenerns eines 
Geschosses), so kann letztlich die Intensität eines soichen Impulses als parametrische 
gewohnliche Steuervariable aufgefa8t werden. Lediglich die Zustanclsgleichungen 
euthalten clann als Koeffizienten spezielle Distributionen wie die Dirac-Funktion bt. 
oder die Heaviside-Funktion. 10 . Steuerungsprobleme dieser Art wurden z. B. (lurch 
S. T.'SAWALIóIN und A. N. SESEKJ1 [12] studiert. Demgegenuber, sollen nach- 

• fojg end soiche Steuerungsprobleme vprgestellt werden, bei denen der Charakter der 
distributiven SteuergraBe von vornherein noch offen bleibt eiirischlieBlich des ,,Zeit-
punktes" ibres Wirkens. Beispiele dafur können wir etwa in der Steuerung des 
Ziinclvorgangs von Verbrennungsrnotoren oder bei Zundung von Mehrstufenraketen 
sehen. Auch Brenisvorgange ordnen sich in diese Betrachtungen em. Im vorliegenden 

/ 

F	 -
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•

	

	Beitrag wird neben der Erweiterung des Pontrjaginschen Maximumprinzips auf
- distributive Steuerungen aber in erster Linie seineAnwendung auf elementargeo-

metrische Fragestellungen im Mittelpunkt stehen. 

2. Einige Grundbegriffe Ober Distributionen 

Mit Kr bezeichnen wir hier den Grundraum aller auf deni E' definierten Funktionen 
mit kompakt .em Trager, die dem Funktionenraum angehoren. Das heil3t, 
sämtliche Elemente V von Kr sind r-vektorwertige finite Funktionen auf E', die auf 
jedem endlichen Intervall (a, b) beschrãnkt und summierbar sind und dort zugleich 
fast überall beschränkte summierbare verailgemeinerte Ableitungen (im Sinne von 
S. L. SOBOLEW [14]) besitzen.	 - 

Eine Folge {} von Funktionen Vi aus Kr wird aisNuilfolge bezeichnet, wenn 
em endliches Interval] (a, b) existiert, so daB für alle i E N und t j (a, b) die Eigen-
schaft p 1 (t) = 0 unci die Konvergenz .IIVII WT(O.b) __)'O  für i -± 00 gelten. Eine Folge 

aus KT heil3t konvergent gegen die Grenzfunktion tp aus KT genau dann, wenn 
- p} 1 im vorangesteliten Sinne eine Nuilfolge bildet. 

GemäB L. SCnWARTZ [13] bzw. I. M. GELFAND und G'. E. ScmLow'[2] wird jedes 
bez. dieser in KT formulierten Konvergenz lineare stetige Funktional (x' . ) auf KT 
als eine Distribution x bèzèichnet. Die Menge aller dieser Distributionen syniboli-
sieren wir 'mit .D(Kr). x heiBt eine regulâre Distribution von .7(KT), wenn eine 
L-summierbare r-vek-torwertige Funktion g auf E' existiert mit 

(x,) =fg(t(t)dt für alle	€KT .	 (1) 

Wir identifizieren darn g mit X . A'ndernfalls heiBt x eine singulare Distribution von 
2(KT). Zum Beispiel die 6-Distribution ô, mit (6,, ) = v(t0 ) ist eine singulare Dis-
tribution. 

1st y eine regulare Distribution, so bildet die durch die Vorschrift	- 

(i ' , p ) := — (y, ') für alle V E KT	-	 ( 2) 
definierte Distribution x' die 4bleitung von X. Eine Folge von Distributionen 
, E £(K') konvergiert gegen den Limes X, , E 2(K) genan dann, wenn 

lim	p)= (Xo, ) für alle V E KT 
1-3.00 

ist. Eine Distribution x E 2(KT) heiBt Null in einer Umgebung U von t 0 , wenn für 
jedes tp € KT mit (t) = 0 für Vq U die Gleichung (, ) = 0 gilt. Ein Punkt t0wird 
als wesent&her Punkt von y bezeicimet, wenn keine Umgebung U von t0 existiert, 
in der x gleich Null ist. Die Menge aller wesentlichen Punkte von x heiBt der Trdger 
von , symboliseh supp X. Für supp x [0, T] gebrauchen wir audi die formale 
Be'.eichnung 

fy(t) (t) dt := (, ) für alle V € K T	 - 

und fur 2 = (2 k , ..., 2,.) € C'T(E' 

.1 ( 2z) (t) (t) dt = (17, ) := (, ).	 •	(4)
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mit	 S 

•	 -	 (1, ..., fl) und	' = 

Spezie11f() (t) dt bezeichnet den Wert des Funktionals (4) für soiche tp E KT nut 

- der Eigenschaft '(t)	1 auf [0, T] für i = 1, ..., r. 
Tm weiteren verwenden wir noch die Abkurzungen	

S / 
•

	

	KT = {v' € KT I p(t) > 0 filr alle t€ E'} 
sowie

=	€ D(CT ) I supp X	[0;T]}.	 (5) 

3. Probleme mit distributiver Stenerung 
/	 • 

Nach Abschnitt 2 sind Distributionen und speziell distributive Steuerungen als 
lineare stetige Funktionale auf einem gewissen Grundraum Kr definiert. Daher ist 
zunächst von vornherein bei Steuerungsproblernen mit distributiver Stuerung u 
die Forderung der Linearität in u eine sachgeniaBe Einschrankung. Somit legen wir 
folgeride Kiasse von distributivert Steuerungsproblemen zugrunde:	 - 

F(x, u) = fLj(t x(t)) + /(t) u(t)] dt	Mm	 (6a) 

bez. x E L°"	Z(K"),	U E 00(Kr) 

unter der'Zustandsgleichung	
S 

=(t,x,u)A(t,x)+B(t)u	 (6b) 

[d. h. unter Beachtung von (2)	 5 

(—x, 1?)	(., x, u), v') fur alle ip € K's], 

Steuerbeschränkung	 S	 - 

(Cu, a)	(b, p) für alle- .ip € K m ,	 S •	 (6c) 

Zustandsbeschrankung	 S 

g,(t, x(t)) ^ 0	(i = 1, ..., k) f. ii. auf [0, T] •	 (6d) 

•	und linearen Randbedingung	S 

co(x(0)) = 0,	c 1 (x(T))'= 0	 • (6e)

[d. h. (c0(x), ) = 0 für alle tp € K8' mit (t) = 0 für I > 0, 

(c1(x), ) = 0.fiir alle V E K8 , mit (t) = 0 für t < T]. 

Dabei fordern wir folgende	 S 

N 
Grundvoraussetzung:	 •	 (7) - 

to: [0, T} x E" -+ E', A: [0, T] x E	g1: [0, T] x E" -^ E' seien stetig und bez.
des 2. Arguments stetig differenzierbar; B: [0,T] -> E"T und /: [0, T] -* E T sind 

•	stetig differenzierbar. B ist eine (n x r)-Matrix vorn Rang r, C ist eine konstamite
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(mx r)-Matrix auf [0, Tj, b istein konstarter m-Véktor auf [0, T] uncl'c, (v = 0, 1) 
'sind linear-affirie Abbildungen des E' in den E4. Aui3erhalb von [0, T] denken wir 
uns die Abbildungen /, g 1 , A, C, b durch ihre entsprechende.Nullabhilclung fort-
gesetzt.	 - 

Dariiber hinaus steilen wir noch die 

Zusatzvoraussetzuiig:	 (8)
Für jede' Folge zuiassiger Prozesse x1 , u,) von (6)mit x - x in L2t'(O, T). gelte 

/o(., x,(.)) -^ l( • x( . ))	in L2 (0, T) 
A(., x,( . )) - A(., x( . ))	in L2"(O, T) 

•	•l( • x1(.)) 
--> 

i(• X(:))	in L2"(0 1 T), 

•	A(., x,( . )) -	 x(.)) in L 2 "(O, T) 

sowie x/' .> k in W2 1 (0 1 '1') zu alien jnen Komponenten x, für die ein i existiert 
gixx  

In gerinfiigiger Veraligemeinerung der Darstellung und Beweisfiihrung nach 
R. KLöTZLER [51 gilt unter Grund- und Zusatzs'orausset.zung (7) bzw. (8) clann 
folgender Satz 

Satz (distributives Pontrjaginsches Maximumprinzip): Es mögen die /olgenden Vor- 
aussetzungen gelten:	 - 

1. Zn jedem optimalen Prozel3	u) zu (6) gebe es eine Folge regulãrer zulassiger 
•	Prozesse (f,, .,) mit 

± E	 E Lr ,boc und t j -*x in L2 oc , ij -u in D(Kr). 

2. F'sei schwach unterhaibstetig au/ L21 x L2 /ür ail zuidssigen regulãreh Prozesse 
• (x, u) von (6) mit Jul	ill bei beliebig grof3em M. Die Menge dieer Prozesse sei nicht 

•	leer.	-	- 
Dann kann man eine Zahi ).0	0, Vektoren 1, E E3 (v = 0, 1), eine. linlcsseitig 

stetige n-vektorwertige Funktion	.): [0, T] - E" .von - beschrãnkter Variation sowie - 
nichtnegative 'regulare Maf3e y j (i = 1, ..., k) au/ [0, T], weiche konzentriert sind au/ 
T .	{t E [0, T] g . (t, x* (t)) = o}, finden, die nichtaiie gleichzeitig verschwinden und 
die, jolgenden drei Bedingungen . er/uilen: 

sup	(H( . , x4( . ), v( . ), Y(), 
vEL!(O.T)flJJ,(K')

	

x(•), u( . ), y(.),	) für alle V € K,1 ;	 (9a) 

y(t) = _ci'*(x*(T)) 1, '	 • - S	 -. 

U(T), Y(T),	d—	Jg(t x(r)) d(r)	(9b) 

Y(0) = co'*(x*(0)) 10 .	 -'	• 

Hierbei ist H die Pontrjaginsche Funktion zu (6) und c,'* die transponierte Matrix 
zur Jacobischen Funktionalmatrix c,' Zn c,.



Pontrjaginsches Maximumprinzip bei distributiver Steuerung	267 

Die weitgehende Analogie dieser Aussage zu Theorem 2 von [5] - dort wurde 
zum Unterschied A(t,.) linear vorausgesetzt - erlaubt uris hier einen Verzicht auf 
explizite Beweisfuhrung unseres Satzes I 

4. Eine geometrische Aufgabenklasse mit distributiverSteuerung 

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dat3 viele geometrische Optimierungsaufgaben 
iiber ebene konvexe beschränkte Bereiche grundsatzlich . der vorangesteliten Theorie 
zuganglich gemcht verden können. 

• Zur Beschreibung ebener konvexer beschrankter Boreiche 58 fiihrten H. MrNKOW-

SKI [8], [9] und W. BLASCIEKE [1] den wichtigen Begriff der Stütz/unftion h zu 58 
em: h() ist gemaB Abbildung 1 zu vorgegebenem Richtungsvektor e() = (cos , 
sin q,)T und Niillpunkt 0 defiriiert als (signierter) Abstanci der zu e() orthogonalen 
Stutzgeraden 9 vom Nullpunkt 0; analytisch präzisieit heiBt das h() := Max {Te(): 

-	
Abb. 1	 . 

- Falls . 58 streng konvex ist,gehort h zurn Sobolew-Raum W, 2(0, 2i); h ist aiil3er-
clem 2t-periodiseh uncl fast übrall gilt -

(.10) 

Umgekehrt ist jedes.h dieser Eigensehaften Stiitzftinktion eines streng konvexen 
Bereichs 58. (q) gernäB (10) ist ubrigens gerade der Kriirnrnungsradius von.a58 im 
Berührungspunkt P von g mit 58. Dessen (signierter) Absand von Q (als Schnitt-

- punkt des Strahis der Richtung e() nut ci) betragt h(). 
Falls jedoch 58 konvex aber nicht streng konvex ist, gehort h lediglich dem 

W'
0 
(0, 2t) an üncl h bzw. gemäl3 (10) können dann nut im distributivenSinne - 

korekt interpretiert werden. Danach ist entsprchend (2) die Distribution h clefi-
niert durch 

(/'v) := r(h, ii,) für alle ip € K'	 (ha)

und (lie Distribution des Krtimmungsrdius duich 

•	••	(,	) :=

 

- (h, i,b) + (h, ) für äile	€' K'. • •	 (11 b) 

Die fruhe,e Konvexitatsforderung e	0 von (10) iu Bert sich jetzt mit u = p in 
der Gestalt (6c) als (, ip)	0 für alle vr E K,'. tJnugekehrt repräsentiert jede 2n-



268	R. KLOTZLFR 

perioclische Funktión h € W I (0, 2t), die imSinne von (11 b) die Forderung (, ) 0 
für alle 1p € K' erfüllt, die St.ützfunktion eines ebenen beschrãnkten konvexen 
Beréichs 8. 1st (lie Distribution in einer Umgebung U des Punktes £0 gleich Null, 
so besagt dies, daB .sämtliche Stützgeraden g , weiche orthogonal zu einem e() mit 

€ U sind, in em und deniselben Eckpunkt P berühren. Berührt umgekehrt die 
zu e(10) orthogonale Stützgerade g den Bereich nicht in einem Eckpunkt, so muB 
foiglich t0 ein wesentlicher Punkt der Distribution e sein. 

Setzen wir x = h, x2 = h, so geht (10) in das (Teil-) System von Zustandsgleich un-
gen (6b) der Gestalt ±' == x2, ±2 = —x' + 'u über; dazu können (je nach Besonder-
heit dei - eiitsprechenden geonietrischen Aufgabe) freilich noch weitere Zustands-
funktionen x (i > 2) und Zustandsgleichungen auftreten.. Auf jeden Fall aber ist 
hier, wegen ± 1 = x2 die letzte Forderung von Zusatzvoraussetzung (8) garantiert 
erfullt, wenn die'g j allein von x' bhängen.  

Beispiele von geometrisch relevanten Funktionalen F, 
w- 

eiche die Voraussetzung 2 
des Satzes erfullen, sind nach W. BLASCHKE [1] der 

Umfang von 3: 2(3) = fh() dq = fx1(,) 

und der

Flãcheninhalt von :	() =

2a

h2 _AI) d = f [(XI)2 — (x2)2]4. 

Für, these gelten natürlich auch alle einschlägigen Bedingungen yon Zusatzvoraus-
setzung (8). 

SchlieBlich ergibt sich (lie Bestatigung der Voraussetzung 1 unseres Satzes bei geo-
metrischen Optimierungsaufgaben zu konvexen Bereichen stets dann, wenn jeder 
zulassige beschränkte konvexe Bereich 58 als Grenzelement emer Folge zulassiger 
streng konvexer l3ereiche 8j in Hausdorffscher Metrik darsteilbar ist. Hat namlich 
3 die Stüt.zfunktion h und die Stützfunktion h,, so bedeutet dies nach [1] h -- h 

im Sinne der gleichmaBigén Konvergenz auf [0, 2]. Da wegen der gleichmäBigen 
Beschränktheit aller 5, zugleich auch die Folge der k, und damit	be-



schränkt ist, existiert in L2 (0, 27i) eine schwach konvergente Teilfolge / - w. Für 
- beliebiges E K' und 2n-periodisch fortgesetztes co ist dann 

w	 00	 00 

fwvdt =' 1 i m f/i5.dt =lim f( --- h1.)dt = —fhtdt. 

has becleutet gema8 (2) w = k. Da aber vie erwähnt a ein stetiges Funktional mit 
der Eigenschaft	-* %(5) für j' - no ist, gilt auch IJ hj. I.(o 2 ,, ) - IIhJii0,2 für 

-+ co. Diese Eigenschaft in Verbindung mit hi, -k h bedingt aber bekanntlich 
sogar h, –h in L2 (0, 2). Nach (11) gilt dann natiirlich auch mit h, + h . = u. 
und h + h = u die Konvergenz u,' - u in 2(K'): 

Wir beenden these grundsatzlichen Uberlegungen noch nut dem Hinweis, daB 
ohne zusãtzliche Nebenbedingungen nach H. ISIINROWSKI [9] jeder beschrankte kon-
vexe Bereich des E' inHausdorffscher Metrik durch streng konvexe Bereiche beliebig 
genau approximiert werden kann.
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5. Beispiele 

Wirwerden hier das oben formulierte distributive Pontrjaginsche Maximumprinzip 
auf zwei spezielle Probleme der geometrischen Aufgaberiklasse von .Abschnitt 4 an-
wenden. 

A u f g a b e 1: Bestimme den kürze..sten konvexen Kurvenbogen , 'der von einern vor-
gegebenen Startpunkt A. mit vorgegebener Startrichtung au.sgeht, in einen Zielpunkt B 
mit vorgegebener Zaelrichtung einmündet und nach oben beschrãnkte Krummung auf-
weist.

/	 Jd

.1 

-. 

%Vir, behanclein these Anfgabe in Anlehnung an Abbildung2. Wir setzen clabei 
< 99, < 2.voraus und 0 < m	tan [(9 0 - )/-21 Min (I OA I, OBI). Die

obere Scliranke der Krhmnutng sei 1/rn. Die Startrichtung sei die des Strahies - 
OA, die Zielrich.ung sei die des Strahies BO. Da ein konvexer Kurvenbogen als. 
Randstiick eines konvexen Bereiches in E 2 erklärt ist, können vir in unserern Falle 

als Randstiick jenes Bereiches 58 auffassen, der von und den Streckeii OA und 
OB berandet wird. Die Stutzfunktion zu	sei h, so daB 

N 2	 2 

fh(p)d=fh()thp+f h(9) dg)	 (12). 
0	 0 

ist:Dabei ist h in [, 2] festgelegt (lurch die SchenkelOB, OA; irn Interval! [0, o] 
ist h hingegen noch weitgehencl *illkiirlich durch die spezielle Wãhl von beclingt; 
2(e) zu minimieren bedeut.et dandt zugleich(5) zu minirnieren bzw. nach (12), 
die Losung des nachstehenden clistributiven Ste tierungsproblenis zu crniitteln: 

-	fh((p) dqq 	Min	 ,	S	
(13a) 

unter der distributiven Nebenbedingung	 ..	- 
•	.	 (13b)

der distributiven Steuerbeschrankung 

	

S	 S	
(13c) 

und den Rand bed i ngungen  

h(0) = h(p0) = 0,	h(0 + 0) = a,	k( 0 0) = —b	 (13d)
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mit a:= JOAJ und b :=. I OB I . Mit x'=h, x2 = h, u = lautet unser distributives 
Steuerungsproblem in der Standardform (6) vie folgt: 

To 

JX ; (t) dt	Min bez. x E L2102 ,	' u € Y10(K')	 (14k)

unter den Zustandsgleichungen 
•	 - ± 1. = x 2 ,	t2 = — x1 + u,	 -	 (14b) 

der Steuerrestrjktjon	 S 

•

	

	 (u,	(m,-1p) ffii alle V €	 (14c)
• und Randbedingungen 

•	 x'(0) = .1() = 0,	x2(0 + 0) = a,	x2 (90 .— 0) = —b.	(14d) 
Dabej ist x die charakterjtjsche Funktion zum Intervall [0, q]., 

Hier lautet die Pontrjaginsche Funktion 

II(t,,v,y,).0):= —)o1x+yi2x+y2(—',c+v).	 (15) 

Nach Abschnitt 4 sind in diesem. Beispiel die Voraussetzuiigen unseres Satzes er-
fullt, denn es läI3t sich selbstverständlich T stets clurch. zulassige-streng konvexe 
Bereiche in Hausdorffscher Metrik beliebig genau so approximieren, daL3A unci B 
auch für these Randpunkte bleiben unddie Geraden durch OA und OB Stiitz-
geraden.	 - 

1st (xi, u) optimaler Prozel3 zu (14), so existieren nach obigem Satz nicht gleich-
•

	

	zeitig versehwindende Konstauten 2 > 0, l, 11 (i = 1, 2) und linksseitig stetige
Funktionen Yi, Y2 von beschränkter Variation, so daB das Pontrjaginsche Maximum-
prinzip vie folgt lautet (im Sinne von (9)):	 5 

Sup	([-20x*'x + y 1 x 2x + y2(—x 1 x + v)], V)) 
•	 VELc,o(O,q)flJ,(K')  

•	 S 

= ([_AOx1x + y 1 x 2x + y2( —x* 1x + u)], ,)	für alle jp,E K+'; (16a) 

• Y, ( t )	—1 + f(_)	Y2(t)) dt	 S 

To	
in [0,. 990],	 (16b)

(t) = _ l2 +f.yi(T)dT 

• Y, (0) = la',	Y2 (0) = 1o2 ;	•	•	 •	 ( 16c) 
Wir denken uns' dabei die y1 fiber [0, ] hinaus stetig und konstant fortgesetzt. 

•	Die Bedingung (16a) ist offensichtlich äquivalent mit 

sup •	Y2 (T) v(r) (r) dr 
v(L(0,q0)fl,(K') 0	 •	. 

	

-	-	 - 

	

(y2u, ) = (Y2 [ * 2 + cx 1 ], p)'	 -	- 

=(y2xx*1, ) - 	(Y. 2V)') für alle "E K+'.	•	(16'a) -
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Dar'aus folgt notwendig 

Y2') ;S 0 für alle r € [0,q].	 (17) 

Gibe es nämlich ein r0 E [0, q,} mit y2 (t0) > 01 so ware für these nach (16b) stetig 
differenzierbare Funktion Y2 auch noch in emer €-Iimgebung Ue von r0 die/'Eigen-
schaft y2 (r) > 0 erfüllt. Setzen wir speziell (r) > 0 in U und (t) = 0 für alle 

so ergabe die linke Seite von (16'a) den Wert +oo im 'Widerspruch zur 
Endlichkeit der rechten Seite. Weiterhin erkennen wir aus (16'a) 

(y2u1 v) = (y2mx, p) für alle ip E K^' 
bzw.	 S	 -	 (18) 

(* - m, Y2V) = 0	für alle p E K+'. 

Somit ist die Distribution u - mx in einer Umgebung aller-jener Punkte t von 
[0, o] gleich Null, wo y2 () <0 ist. Wesentliche Punkte von - m können somit 
auf [0, 9 0]16diglich-dieNullstellen von y2 sein. Wegen Yi =. -92 gilt nach (16'a) und 
(18)'

(y2-[x' - rn], ) + (x 2 , y ,) - (x,2 t2 , ij) = 0 für alle tp € K 1 .	(19) 

Wählen wir für em festes t0 € (0, q) speziell 

0	 für It - t0 >--

• (t) = n. 

I - ( -	
für t0 -! ^ t ^ 

fütotto+!, 
•	 0	 \	fl/	 nS 

so erhalt.en wir aus (19)nach Grenzübergang n- -+ 00 unter Beachtung der Stetig-
keit Vol' Yz die Gleichung 

1x* 2 (t. - 6) - x2(to + 0)] y2 t0 ) = 0;	 -,	(20) 

Daraus entnehmen wir, daB an allen Stellen t0 des Intervalls (0, ), wo y2(to) <0 
ist, x 2 stetig sein mull. Unstetigkeitsstellen von xs 2 k6nsien also lediglich an Null-
stellen Vol' Y2. auftreten. 

Aus (16b) folgt nach Differentiation und Elimination von y 1 die Differential- - 
gleichung

92 + Y2 = -2g.	 -	 (21) 

W're 2 = 0, so kann wegen 0 0 > ir.eine der Bedingung (17) genügende Losung von 
(21) nur die Fàüktion Y2 = 0 sein. Dieses impliziert nach (16b) y1 0 sowie 10 
= = 0 im Wiclerspruch zurn Pontrjaginschen Maximumprinzip, weiches gacan-
tiert, daB alle diese Konstanten und Funktionen nicht gleichzeitig Null sind. Ohne., 
Einschrankung cler Allgerneinheit können wir soniit 2 1 annehmen. -Dafur hat 
jede der Beclingung (17) genugende Losung von (21) höchsteris'eine Nullstellé im 
Interval! (0, q 0), da Y2 vom Typus Y2 = —1 + c1 cos t + C2 sin t (mit c1 = const, 
j = 1, 2) ist.	 ,	S	 - 

Da.s hei8t zusamrnengefaBt, es gibt höchstens elne Stelle t 0 € (0, q,), in der u, - m 

wesentlich 1st; oder geometrisch interpretiert: die optimale Kurve zu Aufgabe 1 
besteht aus Kreisbogen vorn Radius m und höchstens einem 'Geradenstück mit der 
Normalen rich tung e = (cos t0 , sin t0 ) T . Wir stellen these beiden Loungsrten in Ab-
bildung 3 dar:	 S
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Aufgabe 2 (Kiirzeste ,,universale Rettungskuiven"): Nach einer von R. KLö'rz-
LER bereits in [6], [7] vorgestellten Darlegung wurde dieses Problem dort mittels Methoden, 
der Dualitãt bei Steuerungsprobiemen gelost. Es soil hier gezeigt werden, dap auch das 
distributive Pontrjaginsche Maximumprinzip eine e//ektive Losungsmethode zu diesem 
Problem bildet. 

Nach [6] is  obige Fragestellimg zu folgendem geornet.rischen Optiniierungsproblem 
àcuivalent: 

Finde zu vorgegebener Konstanten >0 elnen konvexen Kurven-
bogen kleinster Lange, dessen konvexe Hulle cine Dicke 
zI(conv () ^ L1 besit.zt. 

Nach [6] Forniel (4) entspricht these Fiagestellung 'unter Verwendung der Stütz- 
funktion h zn cony dem folgenden distributiveñ parametrischen Steuerungspro- 
blern: -	 S	

S 

fh(t)dt—> Min	.	;	 S	
(22a) 

unter der distribit.iven Nebenbedingung 

S	 (22b) 

der distributiven St.euerbeschrankung 
S	

-	 (22c) 

	

der Zustandsrestriktion (zu freiem Parameter )	 S 

h(t) + oc Icos tJ	Jo für alle t E [0, n]	 (22d) 

und den Randbedingungen 

h(0)=h(m)=c*,	h(0)=h(i)=0.	 (22e) 

Mit x' = h, x2 = k, x3 = , u =Lq lautet dieses Problem in der standardisierten 
Form (6) wie folgt: 

1 XI (t) dt.	Alin bez. x € L2103 ,	it E	(K1 )	 (23 a) 
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unter den Zustandsgleichungen 

= X2x,	t2= —,cX' + U, t3 	0,	 (23b) 
der Steuerrestrikt.jon  

(u, p) > 0 für alle ip E K',	 .	 (23c) 
• der Zustandsrestrjktjon 

g(t, x(t)) :=	-	- x3 Icos tj	0 in [0, n]	 (23d) 
- und den Randbedingungen	 . 

x1 (0) = x3(0),	x1 (z) =	- x2 (0)	0 =x2 (21).	 (23e) 
Dabei ist hier Y die charakt .eristische Funktion zum Interval! [0, ii]. 

Offensichtlich erfullt hier g genB (23d) auch die am Ende dei' Zusatzvoi-aus-
setzung(8) genannte Bedingung (obwohl g jetzt nicht nur von x 1 abhangt). Denn 
konvergiert zu einer Folge zulässiger Prozesse (x,, u) von (23) x j in L2 3(0, r) gegen 
x, so gilt nach (23b) xi'--- x' in W2 '(0 1 i) und wegen t, 3 = 0 auch x 3 —x3 in 
W2 1 (0, yr). Alle weiteren (Yberlegungen zur Anwendbarkeit unseres Satzes auf Pro-
blem (23) schlie8en sich den generellen Diskussionen von Abschnitt 4 an. 

Zu Problem (23) lautet die Pontrjaginsche Funktion 

H(t, , v, y, ;.0):= —20x' + y 1 x 2 ± Y2( — ' ' + 'v ) - y30.	 (24) 
1st nun (xe, u)-optimaler ProzeB zu (23), so existieren nach obigem Satz nicht 
gleichzeitig verschwindende Konstanten5. 0 0, l, 1' (i = 1, 2), linksseitig stetige 
Funktionen , Y, y3 von beschrankter Variation sowie ein nichtnegatives regulres, 
auf T 1 := E [0, al I g(t,x(t)) = o} konzentriertes.MaB u, so dal3.das Pontrjagin-

	

sehe Maximumrinzip vie folgt lautet (irn Siime von (9)):	 - 

sup	([_X*1x + y ix* 2x + y2(—x*'x + v)I, )	 S vEL(O")fl.(K') 
V,--O  
= (['—Aox*'x + yix*2,+ y2( —x*'x -{- us)],	für alle, E K+ 1 ;	( 25a) 

YIM = —l i i + f ( —) o - y2( -r)) dr _f(_1) d(r),	(25b) 

Y() =._12 +f yi (r) dr,	 . 

Y3(0 = ii' - I ( — I cosr i) du(r) für alle t € 10, ir];	 S 

Y, (0) = 101,	Y2(°) = 1o2,	Y3(0) = —to'.	 -	(25c) 
Wir denken uns dabei die y j uber [0, t] hinaus stetig und konstant fortgesetzt: 

Die Beclingung (25a) istoffensichtlichaquivalent mit 

sup	1 ;2() v(T (r) dr 
vEL(0)n(K')	0	 •	 . 

v0	-	 -. 
-	= ( y2us, v) = (y2[42 +	') 

= (y2xz' , p) - (x2, (/2)') für alle ip €	 (25'a) 

18 AnalystsBd. 7, Heft 3 (1988)
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Ana1ogzu (17) folgt daraus notwendig	 - 

Y2(T) !E^ 0 für alle r E [0, it].	 (26) 

Weiterhin erkennen wir aus (25'a) - analog zu (18) - 

(ut , Y2P) = 0 für alle	E K 1 .	 (27) 

Wesentliche Punkte von u können somit auf [0, ] lediglich die Nulistellen von Y2: 
sein. In Alialogie zu (18) erhalten wir weiterh'in aus (27) die Bedingung (20), die 
wiederum besagt, daB Unstetigkeitsstellen von x 2 auf [0, ] lediglich an Nulistellen 
VOfl Y2 auftreten konnen. Wir beachten weiterhin, daB wir nach [4],.S. 28/29 von 
vornherein in (25b) auch als rechtsseitig stetige Funktion von beschränkter 
Variation auffassen könrien. Diese wiederum läBt sich nach [10], S.239/240 als 
Summe einer stetigen Funktion y unci einer Sprungfunktion .s darstellen. 

Auf der Grundlage dieser lYberlegungen bestatigt nan leicht, daB das folgende 
Funktionensystem (und nur dieses) den Bedingungen (25) und (23 h—c) genhigt: 

c cost	in [0 r] 

	

= z1 0 - c cost in [T I , r2 J	nut x'(n - t) 
1A,sint 	in [r2 , /2] - 

x 2 (t) =	1 (t),	 - 

-	x,,3(t) = c = const1); 

(us, ) = ( x 1 , ) - (x 2, ') für alle	e K1; 

y(t) = —92(t), 
—1 ±cos (t - r 1 ) in [0, r1]  

y2 (t) =	0	 in [r 1 , r2 ]	mit Y2( - t) = y2 (t),	- 
—1 ± cos (t - r2) in [r21 m/2] 

y3 (0 = —y1(n)+ f Icos rj d,'(r); 

10	in[0,m/2) 

Mt) = .s(t) + y(t) mit s(t) 
= 2 cos T2 in [m/2, ], 

0	 in[0,r1] 
- r 1	 in[r1, T2]	-	 0' 

Y(t) =	-	in [r2 , 7t - 
t + 2r2 - - m in [m - t2 1 z -

(r2 - TI)	in [im - T i , m] 

Dabei erreclinen gich r1 , t2 und c (mit 0 < t- < r2 < v/2) tus den folgenden Be-. 
dingungen (28'a—c). 

Aus (25) resultiert	 - 

y1 (0) + Y3 (0) = 0 =f [-1 - Y(T)1 dr +f d1z(r) +f cos (r)j d(t) 

1) AuBerhaib von [0, ] denken wir uns dabei these Zustandsfunktionen stetig und konstant 
festgesetzt.	 .	 S
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R	 I 

I I	 Abb. 4 
Z	c	0	c	A' 

und ausgerechnet,	 - 

2 'sin t 1	Sifl 'r2 	 (28a) 

Aiis der Stetigkeit.sforderung von x' in t =	resultiert 

2cc0s7 1 - A0.	 -.	 (28b)

Aus der Stetigkeitsforderung von x' in t = r 2 resultiert 

A 0 - c cosr2 = A 0 sin r2.	 (28c) 

Die weitere Berechnung von r, t2 unci c erfolgt dann wie in [6]. Danach-ist geo-
rnetrisch interpreUert die gesuehte optimale Kurve	zu Aufgabe 2 durch die Ver-
einigung der zwei kongruentèn Schenkel AR unci RZ des abgebildeten Yananouti-
Dreieeks (vgl. Abbilclung 4) gegeben. 
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