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Zum Verglelch versehiedener Duahtdtsbegnffe aus der Slcht
der Steuerungstheorle

S. PICKENHAIN

Es wird der Vergleich zwischen verschiedenen Dualititsbegriffen aus der Sicht der Steuc-
rungstheorie gefithrt. Es wird gezeigt, da8 unter schwachen Regularitdtsannahmen -die Kon-
zeptionen im Sinne von R. T. Rockafellar [6] und J. Hersch [3] mit der von R. KL6TZLER [5}
iibereinstimmen, wenn man in letztgenannter einen, linearen Ansatz fir die zuldssigen Ele-
mente wiahlt.

CpaBHHBalOTCH Pa3iNYHEE NOHATHA ABONCTBEHHOCTH C TOUKH ape}mn Teop;m omnmanbnoro
ynpaBnenns. [lokaswBaeTcs, 4To npH C1a6biX NPEANOJIOKEHHAX O PEryIAPHOCTH KOHUEILHH
B-cmbicae P. T. Pokadensnapa (6] u H. Xepia [3] coBnapaoT ¢ ABORCTBEHHOCTbIO B CMbICIE
P.'"Kaéruaepa [5], ecau B nocaenueit BuGupaeTcn nuHeitHas GOpMyIHpPOBKA AJIA OMY CTHMBIX
DJIeMEHTOB.

- Several conceptions of duality from the view-point of optimal control theory are compared.

It is proved that under weak regularity assumptions the conceptions of R. T. Rockafellar [6]
and J. Hersch [3] are in accordance. with the conception of R. Klétzler [5], if we choose a
linear statement for the admlsslble elements in the last conception.

’ l Ei'nleitung

In den verschiedensten Anwendungsgebleten, in denen die betrachteten Probleme
als Extremalaufgaben formuliert werden kénnen, spielen Paare dualer oder kom- -
plementérer Extremalprobleme eine Rolle. Fiir Probleme der Physik und Mechanik,
‘'die ‘auf lineare Randwertaufgaben fiihren, ist die Charakterisierung der Losung
durch komplementire Extremalprinzipien schon lange bekannt, vgl. [8]. Fiir regulire
Variationsprobleme entwickelte K. FriEDRICHS [2] 1929 eine Dualitdtskonzeption,
-die von R. T. ROCRAFELLAR [6] sowie J. EKELAND und R. TEMAM [1] verallgemeinert
wurde und auf konvexe Variationsprobleme anwendbar ist. Der von R. KLOTZLER
[5] fur Steuerungsprobleme entwickelte Dualititsbegriff iiberwindet diese Konvexi-
titsannahmen. Das Ziel der .vorliegenden Arbeit besteht nun darin, den Zusammen-
-, hang zwischen verschiedenen Dualltatskon&eptlonﬁn aus der Sicht der Steuerungs-
theorie her/ustellen

2. anBegriff der Dualitit von Extremalaui‘gébén

Es'sei die priMle AAufgabe in folgender allgemeinen Gestalt gegeben:
f(x) = inf! bez. allerxz € X, : - (1) '

wobei X eine beliebige Menge und f ein auf dieser Menge definiertes reelles Funk-
tional ist. Dann ist. die Aufgabe :

ﬁg(y) — sup! bez. aller y € Y" - | | @
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wobei g ein auf der Menge Y gegebenes reelles Funktlonal ist, eine duale Aufgabe
zZu (1), falls :

A 9(y) < f(z) fiir alle xEX yEY - : -3
gilt. Ist die Gleichung o < '

sup {g(y) | y € ¥} =-inf {f(z) | z € X}

erfiillt, so sprechen wir von starker Dualitdt zwischen primaler und dualer Aufgabe.

3 Zusammenhang zwnschen Fenchel- Roekafellarscher und Klotzlerscher Dualltats-
komeptmn : ‘

Die primale Aufgabe sei in Form’ elnes Steuerungsproblems in Dieudonné-Rashevsky Y-
scher Form gegeben:

(®) - F(x,u)= [ r{t, 2(t), u(t)) dt — inf!, A.QC R™,
. " e . ‘

bez. aller z € W,""(Q}‘) und u € L,"(Q), 4dj\e den Bedingungeﬁ
24, (8). = ga(t, x(2), u(t)) fiaufQ@=1,..,m),
x(t) € X(¢) . auf‘Q,A ' . '
w) e U fiaufQ, Uc comp (R"),
z(s) = z, auf 82 (32 '— Rand von Q)

-gentigen. Dabei seien 2 und G := {(¢, &) | t:€ 2, & € X(¢)} strenge L1péclnt1 Gebiete -
im Sinne von C. B. MorREY und S. HILDEBRANDT [4] und die auftrétenden Funk-.
tionen r und g, seien stetig bez. aller Argumente. Es existiere ein zu (P) zuldssiger
ProzeB (, u). :

Nach R. KLOTZLER [5] ist die Aufgabe

(Dx) LSy = inf [ §(s, ofs )e@ddﬂé;wm
. o€r 02

bez. aller § € &,

@:':{

= {xe W(Q)| z(s) = x, auf 00}

, Vﬂg&)gOaMG}

a‘a

. eine duale Aufgabe zu (P). Dabel sei e(s) der nach auBen orientierte Normalen-
“einheitsvektor an 8Q in s. | ) ’ ' —
Wir wollen die Aufgabe (P) nun gemaB Fenchel-Rockafellarscher Konzeptlon
dualisieren. Dazu transformieren wir das Steuerungsproblem P) gemaB [6] in fol-
- gendes allgememe Varlat,lonsproblem ]

(V) f L(t, z(t), P(D) x(t ) dt — inf! bez. aller z € ¢

1) Wpln(Q) bez.exchnet den Vektormum der n-dimensionalen Vekborfunktlonen des L "(.Q),
die fast iiberall in 2 differenzierbar sind und deren Ableltung in L,%Q) hegt
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wobei gilt : .
inf {r(t, &, v): v € U mit w, = g,(t, &, ) falls (¢, &) € G}

Lit, &, w) = {ob falls (4, £) ¢ Goder ve U:w, =gut, &)} =0

) . a ~ 6 T ) \
PD)z ={=—2T,...,— 2T} . -
P(D)zx = (atlz, ’at,,..,x) ) .

und
L)

Wir betrachten nunmehr den Fall z, = 0 auf 2Q, auf den der allgememe Fall leicht:
zuriickgefiihrt werden kann.
Die Fenchel- Rockafel]arsche Dualltatskonzeptlon ist anwendbm, wenn folgendes
gt . .
A) L ist eine Caratheodory-Funktlon, d. h. L., 5, w) ist meBbal‘ fiir ,a»lle (&, w)
€ R* x R*™ und L(¢, -, -) unterhalbstetig fiir alle-t € R™. . ]
B) L == 400, L(t, -, -) konvex auf R® x Ro™ fiir alle ¢ € R™-und L(¢, z(t), P(D) z(t)) .
= a(t) fiir alle z € ¢ (« € Ly(2)). . '
i C) I ist konvex.
" 'Sind diese Voraussetmngen erfiillt, dann ist nach [6] die Aufgabe (V) wohldefiniert
und es gilt die Aquivalenz der Probleme (P) und (V) im Sinne der Glelchhelt der
'\Inflma ‘ . .

Anmerkung 1: Bedingungen dafiir, daB (P) dlc Voraussetzungen A, B und C
erfiillt, sind in [6] angegeben.

Die Voraussetmngen A, Bund C setzen wir .als erfiillt voraus. Wir dualisieren
nun (V). Dazu sei '

Y = W) x L,™"(Q), Az = (z,P(D) x)
N — dié Indikatorfunktion zur Menge L,
= [ L(t, p(t)) dt firpe Y.

.2 / . \
Mit diesen Setzungen ist (V) identisch zum Problem
(R) N(z) + G(Az) —> inf! bez. z € W,17(Q).

Laut Fenchel-Rockafellarscher Theorie erhalten wir dazu das Dualproblem

1 . Ve

(Dp)  —N*A*p*) — G*(—p*) > sup! bez. p* € ¥*.

Wir berechnen nun fiir die konkrete Aufgabenstellung d1e in (Dy) auftretenden Aus-
dricke.

1. Nach [1: Prop. 1'.2/s. 78] gilt
G*(—p*) = fL*(t —p‘(t)) , . ,
und nach Deflmtlon der Fenchel-Konjugwrten einer Funktion ist

L*(t, n*) = sup {n™* — L(t, 7) | n € Re+om).
Somit ist _ : ' _
L*(t, p0) = {po*(z) £+ Tw — 'L, &, w)

w)eR
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mit ’

- p*(t)T‘ (Be*(O)", O, - Pu*)),

PHOT = (p*()7, -~,pm’f(t ™), (p (), coo D)),
und nach Définition von' L ergibt sich

v

- vEU
Fithren wir an dieser Stelle die H amzltf)n-lf’unkt_zon

‘ Je:Rm‘x R" x R™® > Rl

L*(t p‘(t)) SUP [Po 0 &+ sup{ Zpa*(t qa ,,,v) —7(t, &, v)H

" mit

(ts,p)—sup{—rtfv i_HT ga(té,v)ivEU}

~ ein, so erglbt sich

L¥(t, —p*(®)) = sup [—po*(®)" & + H(t, &, —p*0)| £ € X0).
2. Wir bestimmen nunmehr den Ausdruck N*(A*p*). Nach Deflmtlon 1st,
N*(A*p*) = sup {(A*p*, z) — N(z) |z e W,1"(Q)).

Hierbei bezeichnet (-, -} das innere Produkt in W, "(.Q) ‘Weiter ist nach Deflmtlon
des ad;ungnerten Operators - -

sup (A%D*, ) 3 € p) — sup It A |5 E g
"~ wo ((,-)) das innere Produkt in ¥ bezeichnet. Damit erhalten wir
N A = sup [ J (po* @) 2(t) + P*(0) P(D) 2(t)} dt ] e z]-
Mit den unter dlesen Punkten 1'und 2 berechneten AllsdrucLeII lautet also die
~im Fenchel Rockafellarschen Sinne dusle Aufgabe zu (P) fo]gendermaBen
.—sup [ I (po*()T a(t) + P*(t)" P(D) 2(t)) dt |z € g] o

—fsup[ —polt)? 5+3€( , —p*1) | £ € X)) dt

) —>sup' bez. aller p* € Y* = [L u+nm(_Q)]* — L""””’(Q)

. Die Einschrinkung des zulissigen Bereiches der Aufgabe (DR) auf p"‘ = (po p*)
€ L3 (2) x Wiarm(Q) fuhrt zu fo]gender Darstellung:
(Dr") ‘I’(p = —-f Sllp[Zpa, (T & 4 F(t, é,p*( ) 1&€ X(t)] dt:
o " —>sup‘ bez. aller p* € WL"™(Q). .
Hierbei wird beriicksichtigt, daB folgendes gilt:
sup [ J (po* )" 2(t) + p*(t) P(D) 2(t) dt | = € 7,
Q

~ sup [’f (Po’“(t )x(z it z]

2
0 falls po t)f i. auf 2

la

IR
= E i,

oo sonst.
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Zwischen den-Suprema der Aufgaben (Dg) und (DR ) ist folglich die Relation sup (DR)
= sup (Dgr’) gegeben.
Wir wollen nun die Aufgabe (Dg’") weiter dquivalent umformen.

Sata l Dre Aufgabe (Dg’) ist dquivalent zu folgendem Problem:
(DL) f (zx™1) dt - sup'

.

bez. aller (Z*T P ¥ Pn "‘T) € L7 (92) x W, 2m(0Q) mit ) T

SUP[ZPa, (t)T5+<7€(t E,p)+~*(tT1|§eX(t)] <o0.

Beweis: Zunichst kann man im Zielfunktional der Aufgabe (Dg') den Ausdruck

f ( *)T l) dt fur beheblge z € L2() addleren und glelch/emg w1eder subtrahieren.
2
Dann 1st, '

L(p*) = v p*) | ,
= —[ sup [ 3 ph (O &+ H( & p%) + 24071 | £ € X(t)] dt
. Q a=1 o

+ f (z*(y* 1) at
. Q

fiir alle 2* ¢ L7(92). Gilt nun fiir ein _(z*,z;") € LA(2) x W},’,"”‘(Q) die Ungleichheit
5(t) := sup [ 2 p% (0T & + J(4, £ p(0) + 2*T() 1| & € X‘(z)] +0?)
o a=] ! . .

- \ o X
" - so ist fiir 2%(t) = 2*(t) — 1/m14(t) die Gleichung

'SUI;[EPZ‘() £+ Je(t & p )+2*()T1|§6\X(t)]=0 -

erfullt und das Zlelfunktlonal hat die Gestalt

B(p*) = ¥t 7*) = w6t p *) =2 1dr.
. Q2 .

Somit ist (Dg’) éiquivé,lent, zur Aufgabe
f 2*T(¢) 1 dt — sup!

‘ bez. aller (z*, *) € L1(Q) x WL»™(Q) mit

5(t) = sup [ Zpa, OB + H(t, & p*(B) + 2*(O)T1 | £ € X(l)] =

Gelten fiir ein (2" ?‘) € L™ (2) x WC‘,;,_’""(Q) die Relationen
(t) <0 firalle tc2"CS 2, mes' >0,
o(t) =0  auf Q\ ', o

+

2) Infolgo der Kompaktheltsannahme fir X(t) und U ist die Endhchkent von 6(6), te R,
gesnchert .
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~

+ dann ist ((2* — 1/mo(t) l) ) /ulas31g zu (Dg’) und liefert einen groBeren Zlelfunl\-
tlonalwelt als (3%, p*), .

S(a* — l/mé(t) )71 dt = —f 8ty dt + f 2*(t)T 1 dt > p(2*, H*).

_Q

Deshalb bleibt der Optimalwert der Aufgabe (Dg’) unverindert, wenn wir anstelle

der Gleichung §(t) =0 nur die Ungléichung é(¢) <0 foxdem Damit ist der Satz ...

bewiesen -

“'Satz 2: Die zu (P) dualen Aufgabeﬁ (DL) und (D) stimmen iiberein, wenn man

fiir S in (Dk) den linearen Ansatz ) ,

- - n ..‘ -

Sa‘(“ E) = aa(t) +Z pa“f" (9 = 1, ey m)
is ,

mit au, = z,* wahlt.

Beweis: Nach Gau Bschem Integralsatz ist

inf{fS(s,e(s)) e(s)do(s)leé.x} o
N )

7 . -

= inf{ f f [S"t,(l’ 0(5)) + Z”‘ S“e.(t’ Q(t))‘(’!ia(‘)] dt| o€ 2}

i—1

5 S0, (6 6) + (1, &, VeS(, 8)

a=1 . \

-5 (za(t) + 5 pa s-') + Jt, &, p*) <0 f.iaufG B
a=1 vi=1 « ) -

Damit wurde gezeigt, daB bei etwas verschirften Forderdngen an die Regularitit -
der dualen Aufgabe (p* ¢ WL™(Q)) die Fenchel-Rockafellarsche Konzeption mit
der Dualitdtskonzeption im Sinne von Klétzler iibereinstimmt, wenn man in der

" dualen. Aufgabe nach Klétzler einen linearen Ansatz fiir die 7ulass1gen Elemente
wahlt. .

[

4. Die Methode der additiven Zerlegung bei Operatorengleichungen

Die im folgenden beschriebene Methode wurde in.der Literatur in verschiedenen -
Zusammenhingen vorgeschlagen, vgl. z. B. J. HERscH [3] und M. G. SLOBODIANSKI
[7]- Fiir lineare Operatorengleichungen kann sie wie folgt beschrieben werden: Sei
E ein linearer Raum mit inneren Produkt (-, -) und X ein linearer Unterraum von E.
/Die Operatorengleichung

Az =f, =z€¢X,

besitze eine Lésung Z € X. A sei symmetrisch auf E und positiv definit auf X. Dann
ist Z € E eindeutig bestimmt und zugleich Losung des Variationsproblems :

(V) I(2):= 2"YA4z,z) — (f,z) > inf! bez.z € X.

’

‘



¢ . Vergleich verschiedener Dualititsbegriffe der Steuerungstheorie 283

Eine 1 Méglichkeit, ein Lomplementares E\tremalpxoblem zZu konstruneren beruht
auf der Zerlegung des- Operators A der Gestalt

A=4 4+ 4, B | -

©mit A linear, symmetrisch und nichtnegativ, und D( )D X (E=1,.:;,7). Esgilt
der folgende starke Dualitdtssatz. : c : ‘

Sat/ 3: Es st

~
©°

min I(z) = I(Z) = max {—-Z kb}, Aiv;)} = —3 (%, AF)
zEX vEY i=1 i=1 .

Y= = (v,..,9))]| iz; € D(A;)./'u’r t=1,..,7und X Aw;, = f}.
. . . - i=1 ‘
Beweis: vgl. (8] 1

Die Uberfithrung der Aufgabe (V,) in ein Variabionsproblem (P) kann nur fir
bestimmte Aufgabenklassen einheitlich vorgenommeri werden. Wir betrachten des-
halb eine typische Anwendung. Fiir f € Ly(2) und eine positive Konstante ¢ studleren
wir die Randwertaufgabe : . ) vl

y .
. —a”x'— Zaa,,x,a,ﬁ +cx={f inQ
af=2 .

| 2 =0 auf 20,
mit ’ - . ' ‘
E = Ly,(Q), X ={xrc W2(Q) |z = 0auf 20} =: W,2(Q),
A = —ayyy,, - At = = agry,, - Aw=cx, z€X,
: - a,f=2 ’

A1=A +'A;'+A3, D(A)) = D(4,) = X,  D(d4;) = Ly(Qy

un(l A; symmetl isch und nichtnegativ auf D(4;) (i = 1,2, 3). Dann lali_tet hierzu
nach [3 7] die duale Aufgabe - :
B N ? ,
—5 P {—pa,a,,w“",l — w, ﬁz_';za,wz,a,ﬂ + wscws} dt — max!

\

bez. aller (w, we, wy) € Wo(Q) X WoA(Q) X Ly(2) mit S,
e Wy, — ): “aﬁ%zz gﬂ +cwy=f in02.. ; : v
Das zur betr: achteten Randwcrtaufgabe aqulvalente Steuerungsproblem lst

N

= f(a“u, ) + ): aaﬂua(t) uﬂ( ) + cxz(t) —2f(t) z(t)) dt — min!

bez. aller z € \Wzﬁ(.Q) mit z,(¢) = %, (t) (x =1, ..., N). -

Diese A_Lifgabe dualisieren wir im Sinne von R. KvL6TzLER [5]. Es ist -

. 1
H(ty E) v, ?/) = _F allvl2 - Za’aﬂv vﬂ I~ C§2 -+ Zyav + / E

a,f=2



284 S. PICKENHAIN

N

. 4 . . .
Wegen der Konkavitdt von H-in v, und v,, ..., vy sind dafiir, da H in vy, v,, ..., vy
das Maximum annimmt, die Bedingungen :

Hv,v =0=—au*+ ¥y,

/ Hy=0—ap+y; . (j=20-.,N),
-d. h X ' o
. N - . . T
h=anv und  y; ='ﬂ§ a;5vp j=2, o N) o . ‘ (4)

" notwendig und hinreichend. Mit linearem Ansatz fiir S, S, = a,(t) + ya(t), la.utet'
die duale Aufgabe (DK) v

fZaat (¢) dt—»mm' A

2 a=1 . Lo : . Y

bez. aller (a, y) €. Lm(R) X Whm(Q )mitm:N,

(tf‘)“ Z(aa,(t)-i-Ja §)+3€t§,J)SO f. ii. aufG

er werten den Ausdruck K(t, &) < <0 (der Hamilton-Jacobischen sz/erentzaluwglez-
chung) mittels (4) aus: oo .

TR X , L
- K(t, &) = Z@a,a(t) + < anvln(‘) + 3 ﬂZ_g_«ﬁva*(t) vﬂ*(t) "*‘ an vy, (t) €

N 1
+ Z aaﬂvﬂt, )5'—.—C§2+/§§0-
-~ a,f=2
\Iobwendlg und hinreichend dafur daB K(t, &) fiir 5 = wy(t), wy € Ly(2), das Maxi-
mum annimmt, ist wegen der Konkavitat von K im 2. Argument die Bedmgung~ _

N

d

T K(t, &)ez=wun = 0,
d h. (llc Bedmgung o o

. —a, v, — Zaaﬂvg,a + cwy, = f 1. auf Q... ( (5) ‘
Setzt man v,* = Wy, Vg = wz,ﬂ B=2,...,N) fir belleblge Funktlonen w,,wz

¢ Wz (.-) dann lautet (5)

L TanWyge, Zaaﬂwzt ath + cwy =f inQ,

’

und schheBl]ch fordern w1r, daB lamgs wa der Ausdruck K(t, &) gleich Null ist, d h.

1 ) 1
z%m—e—%MM» mewmfgmm - (6)
Damlt ist durch den linearen Ansat7 fir §, - ‘
. 8. = @, + Yt ‘
mit C,

T = anw, und ?/1 ‘ Za'aﬁwztg G=2.., N).’
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" die formale Identitit der (lualen Aufgaben im Klot/lerschen und Herschschen Sinne
hergestellt. - : /

Anmerkung : Damit wurde mit Satz3 gleichzeitig gezeigt, daB der spezielle
Ansatz. S, = a, + a,4%,, wobei Z die L&sung der primalen Aufgabe ist'und a, gemif
(6) bestlmmt wird, starke Dualitéit zwischen der primafen Aufgabe und dem Dual-
problem im Sinne von R. Klotzler liefert. : .

An merkung 3: “Andere 1 Moglichkeiten zur Konstruktion dualer Probleme bei
linearen Randwertaufgaben, z. B. die Methode der Konstruktion eines zum Energie-
funktional komplementiren Funktionals bzw. -die Methode der drthogonalen Pro-

. jektion [8] liefern fiir bestimmte Aufgabenklassen ein dhnliches Resultat wie das im
Abschhnitt 4 gewonnene.
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