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/ .

Zur Diskussion steht das von A. Fricke bereits behandelte Optimierungsproblem, unter allen
Paaren kongruenter axinlsymmetrischer ebener Flichenstiicke vorgegebener Hauptachsen-
linge, die zu Zylinderflichen verbogen und verheftet werden, diejenigen zu finden, fiir die das
eingeschlossene Volumen maxXimal] wird. Uber einen methodisch neuen Zugang wird dieses
Problem unter EinschluB bisher offen geblichbener Fragen (Existenz, Eindeutigkeit und Kon-
" vergenz des Niherungsverfahrens) analytisch und numerisch vollstindig gelsst.
\ ~ . .
PaccmaTpuBaerca 3ajaua ONTHMH3AINY PACCMOTPeHHAR yie A. OPHKKEM H COCTOAWAA B
TOM, CPein BCEX NMap KOHIPYIHTHHIX, 0CECHMMCTPHUHBIX KYCKOB NJIOCKOCTH JAHHON IJIMHBI
r’IanHot’l‘ocu KOTOpble U3rMbalTCA M CKPENIAITCA K uununnpnqecr\oﬂ NOBEPXHOCTH,
HAATH BKIIOYAIOUIYI0 MAKCHMANbHE 06BeM. Hocpencmom METONHYECKH HOBOTO IOMXOAA,
3ajaya pemraeTcd AaHAIUTHYECKU M UYUCJIEHHO MOJHOCTHIO, BKIIOUMTENbHO [0 OTOrO ewlle.
OTKPBITHIX BONPOCOB (cymecmonamte €IMHCTBEHHOCTbL M CXORHMOCTb NpPHOINKEHHOrO
MeTofa). i . o

An optimization problem is studied that was already considered by A. Fricke. It consists in
finding among all pairs of congruent axialsymmetric plane surface patches with given length of
the major axis that are bent and fastened to cylindric surfaces that which includes maximal |
volume. By a methodically new approach, this problem ist solved completely from the analyti-
- cal and numeérical point of view, including hitherto unsettled questions (exnst,cncc, unity and
 convergence of approximate methods).

f
\

1. Einleitung R : <

Im Jahre 1954 wurden durch W. WUNDERLICH in [8] elmge als ,,Schachtelaufgaben
bezeichnete Optimierungsprobleme vorgestellt, bei denen aus gewissen Zylinder-
flichen Korper (,,Schachteln‘‘) maximalen Volumens erzeugt werden sollten. Diese
Fragestellungen wurden von A. Fricke in [3] und [4] in verschiedenie Richtuigen
veraligemeinert und methodisch auf Variationsprobleme zuriickgefiihrt. Wir, ver-
folgen hier niher die Fragestellung von [4]. Diese lautet:

& seiein einfach zusammenhéngendes ebenes Gebiet mit zwei orthogonalen Sym-.
metrieachsen 'und zugeordneten Haupt- und Nebendiagonalen der Linge 2a bzw.
2b (a = b) Zwei Zylinderflichen G,, €, kongruenter ebener Abwicklung & seien so
an ihren Riéndern miteinander verheftet, daB ihre Erzeugenden senkrecht zuein:
ander stehen. AuBerdem seien die }Lneugenden jeder Zylinderfliche §,, &, parallel
zur Nebendiagonalen ihrer ebenen Abwicklung. Wie mull bei vorgegebenem d- das
Gebiet & bzw. seine Berandung ¢ = 0@ gewdhlt werden, damit das Volumen V der

. von €, und €, gebildeten (berandeten) Schachtel 8 maximal ist?

In der Arbeit [4] wird (abgesehen von der Belelchnung) diesé ,,verallgemeinerte

Schachtelaufgabe” auf das folgende isoperimetrische Variationsproblem mit ver-

.

N s/



406 _R. KrorzLER

schobenem Argument zurijckgéfiihrt,: o ' -
[ ’ ' .
V = Jyw,c):= 4 [ w(z) wc — z)dz — Max . (1a)
B .
zu beliebigen w ¢ Dl[O,‘c]‘) unter den Nebenbedingungen
w(z) =0  auf [0, ¢] : .. "~ (1b)
und -
By(w, ¢) := [1(0)| +'f Y1+ W) dz = a. , (e

Dle obere Integrationsgrenze c ist dabei selber noch ein freier Para-
meter gréBer als Null.

~

Kennzeichnen wir die Rlchtungen der beiden Erzeugcn‘aenscharen von €, und G,
durch die Einheitsvektoren e, und e,, so beschreibt w = w(z) die sog: Profilkurve t
von B. Das ist jene Kurve; die entsteht, wenn man (il auf die-zu e, orthogonale
Ebene € projiziert, welche ein kartes1sches (2, n)- Koordmatensystem besitzt, dessen
z-Achse orthogonal zu ¢; und ¢, ist, in das Innere von B weist und einen Koordmaten-

. ursprung hat, der im Symmetr1e7entrum von @, liegt. Die Profilkurve ¥ besteht aus
der Gesamthelt der Punkte (z Fw(z) ) fiir 0 < z < ¢ und (0 7) mit |n] < w(0), sie
ist also symmetrisch bez. der z-Achse. ¢ ist die Breite von 8 in Richtung der z-Achse.
(Stillschweigend wird bei dieser analytischen Darstellung von der Profilkurve § noch
vorausgesetzt, da sie stiickweise glatt ist, daB ihre Projektion auf die z-Achse aus-
schlieflich im Intervall [0, ¢] liegt und daB jeder Punkt z € (0, ¢] Projektion’ genau
zweier Punkte von t ist.) Zu gegebener Profitkurve f bzw. Funktion w(-) = 0 be-
rechnet sich nach [4: Formel (32)] € in kartesischer Darstellung (bis auf Kongruenz)
als Gesamtheit'der Punkte

(i[w(O) + f-Vl + w(r)'zdz], +w(c — z)) Cfir0Zz<c¢ ! '(2 :
o . - _ : IR

~und (+a,l) mit ]| < u(O)
A. FrickE entwickelte in 4] auch ein Lésungsverfahren, das auf der Lagrange-
- schen Multiplikatorenmethode und einer Verallgemeinerung des klassischen Varia-
tionsprinzips auf Probleme mit Argumentverschmbung beruht. Die zugehérigen

Bedingungen fiir eine stationidre Losung w* werden zum Aufbau einer iterativen An-
niherung an w* genutzt, aus der die Ndherungswerte

Ve=0745; cp = 0,416; wp(0) = 0,373; wi(cp) = 0,750 (1)

unter der Normierung a = 1 resultieren. Theoretisch und methodisch blieben dabei
aber cinige sehr wesentliche Fragen offen, die aus del Art der Behandlung von (1)
- nach [4] nicht zu beantworten sind:

1. Existiert iiberhaupt eine Losung von (1)?
- 2. Ist die verwendete Lagrangesche Multiplikatorenmethode voll gercchtfcrtlgt?

3. Ist dic-Eindeutigkeit der stationiren Losung gesichert, um daraus auf deren
globale Optimalitit schlieBen zu konnen?

4, Konverglert das Verwendete Iteratlonsverfahren tatsachllch7

l) D10, c] ist die Menge aller stiick weise stetig differenzierbaren Funkt-loncn auf [0, c].
] '
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In' den nachfolgenden Abschnitten wird dieser Fragenkomplex (abgesehen von
_ Frage 4, indem jenes Iterationsverfahren hier durch eine Splinemethode ersetzt wird)
" {iber eine parametrische Verallgemeinerung von (1) und deren steuerungstheoretische
Behandlung auf neuartige Weise analysiert. Es flieBen dazu Voruntersuchungen ein,
die aus studentischen Arbeiten (Diplomarbeiten) von N. BATsaicEaN {1] und S.

Hrr1gEs [5] resultieren.
. ’

2. Das zugeordnete paranie}rische Variationsproblem

x, sei’ eine‘ belicbige monoton wachsende Funktion des’ Sobolew-Raums W,1(0, T).
zu gegebenem 7' > 0 mit der Eigenschaft z,(0) = 0. ¢, = T sei die groBte Zahl, fiir
die z,(t) = 0.in [0, t,] gilt. Damit fithren wir in (1) die Substitution

z= zo(t) . Lo .
fxy  firte[0)), '
=) ',_.{w(xo(t)) fiir t € [to, T1, - ~ (3)

22(t) = w(2eo(T) — %(t))

ein, wobei y eine beliebige monoton wachsende Funktion aus W0, t,) ist mit der
Eigenschaft »(0) = 0 und y(f) = w(xo(to)). Wir erhalten daraus aus (1) die (alige- .
meinere) Optimierungsaufgabe in Parameterdarstellung ’ v
- . T o _ : ,
VOV = Jy(2) 1= 8 [ 2,(t) 2a(t) &o(t) dt > Max T (4a)
0 L R

zu 'beliei)igcn L = (X, Ty, Xa) € Wzl-s(O, T) unter der isoperimetrischen Neben-
bedingung - ’ .

Dy(z):= OfT (Vo2 + &2 + Va2 + 22 dt =a, . - (4b)
den Restriktione;l T : A ) ' L
/ }i:o' ='0 fast iiberall, r =20, z, >0 : : T (4c0)
und Randbedil‘lgur‘lgen |
w0 =0, z0)=0, (M) —zT)=0. - . 4d)
Der zugeordnete Wert ¢ wird dann sckundir bestimmt durch- '
¢ = 224(T). v N ()

Jede zulissige Funktion w zu (1) erzeugt iiber die gegebene Substitution (3) einen
zulissigen Funktionenvektor z zu (4). Das Umgekehrte gilt natiirlich im allgemeinen
* nicht. Denn zum einen operiert (4) in allgemeineren Funktionenrdumen als (1), und
zum anderen 1iBt (4) mit seiner Parameterdarstellung auch solche Profilkurven f zu,
die abschnittsweise orthogonal zur z-Achse verlaufen (und das nicht nur im Ursprung).

Zur Vereinfachung des Problems (4) werden wir uns noch von der explizit genann- .
ten Zustandsbeschrinkung in (4c) befreien. Die Berechtigung dazu geben uns fol-
gende Hilfssitze. - : '

Hilfssatz 1: (4') sei das Problem (4) unter Vernachlissigung der Bedingung z, =0,
x, = 0. Dann ist x nur dann optimale Losung von (4'), wenn |x| optimale Losung von
(4) und (4') 1st. . :

s
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Beweis: Es sei-z optimal zu (4'). Dann erfiillt natiirlich |z| = (||, |2, |,]) die
Bedlngungen (4c)und (4d). AuBerdem ist aber fast iiberall (|x (t)|) &) (2 = 1,2)
. nach [7: Hilfssatz 1] und damit @,(|z]) = @,(x) = a. Das bedeutet: || ist zulissig 20

(4’) und (4): Daher' muB wegen der Optimalitit von z bez. (4') die Relation J,(z)
= J,(lz]) gelten. Zum anderen ist aber wegen z,(t) z,(t) < |z,(t)| |2o(f)| auch J,({z|)
.= Jy(x). Also muB J,(|z|) = J,(z) sein. Da (4') weniger Restriktionen als (4) bein-
haitet, mul Max,J, = Max 4/, gelten. Mit dem Vorangehenden bedeutet,_d_as:
|z| ist optimal zu {(4) und (4') B

Hllfssatz 2: Es sei x eine optcmale Losung-zu (4’ ) mit der Ezgenscha/t :vo + &2
.+ &2 > O fast iberall auf [0, T1. Dann konnen weder z, nock z, in (0 T] etne N ull-
. stelle haben. o \

7 Beweis: Wire fiir eine optimale Losung z zu (4') die Aussage des vora.nstehenden
Hilfssatzes falsch, so trife das nach Hilfssatz 1 auch fiir die optlmale Lésung [z] zu.

Ihr entspricht eine Profilkurve ¥, die die z-Achse entweder in einem Punkt 2* mit

0 << 2* < 2x4(T) (Abb. 1a) oder 2* = 2z0(T) (Abb. 1b) trifft.

7’4 . V M '| ., 77 N

b)

\ Abb.1

“

Im ersten Fall existiert eine Doppelst'iitfzgerade‘g zu f von oben mit den Kontakt-

stellen P' und P, Ersetzen wir nun.das Bogenstiick P'P"’ von t durch die Strecke

P’'P”, so entsteht eine neue, kiirzere Profilkurve . mit der Pa-ra-meterda,rstellung
E(-) = (%, %1, &), %y = %, %, = |x;], & = |x,|. Diese ist allerdings noch nicht zu-
lissig bez. (4), weil nach Konstruktion @,(%) < ®,(|z|) = a gilt. Wegen Z; = |z;|

(t=1,2) ist aber J,(%) = J,(Jx|) ="J;(x). Somit existiert ein Dilatationsfaktor -

A>1,s0dal £:= Az zulass1g zu (4) ist, indem &, (2) = )4151(3:) = a gefordert wird.
Damlt wiirde aber J,(2) = A3J,(%) > J,(z), und das steht im Widerspruch zur vor-
ausgesetzten Optimalitit von .

Im zweiten Fall gehen wir ganz /analog vor, anstelle von g tritt jetzt eine Stutz-
gerade g zu ¥ von oben, welche parallel zur z- Achse verlauft. P’ ist wieder Kontakt-
stelle, P’” wahlen wir abcr jetzt als jenen Punkt von g, der die zK -Koordinate 2xy(T')

besitzt. f wird hier dadurch erzeugt, daB man den Tellbogen PQ von t durch die

Strecke PP ‘ersetzt B

* Fol gerung: Zu allen optzmalen Losungen x von (4') mit der E’1genschaﬂ %2 + z,2
+32>0 fast iiberall auf [0, T] besitzen x, und &, konstantes Vorzeichen und keine
Null.stellen in (0, T]. Mit x ist zugleich auch fxl optzmale Losung von (4 ).

Bemerkung Der Beweis von Hilfssatz 2 zeigt Luglelch dalB eine optimale Profil-
kurve ¥ oberhalb der s-Achse konkav und monoton wachsend und untexhalb der
z-Achse konyex sein mu8. .

N

N
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3. Zur Existenz und Struktur opt-imaler Liisungen

Wir diskutieren zunichst das Va.rlatlonsprob]em (4) unter der abgeinderten Forde-
‘rung, daB in (4b) statt ,,— a* die Bedingung ,,< a‘‘ steht. Wir bezeichnen diese ab-
gednderte Forderung mit (4b) und das gesamte so abgeinderte Problem (4) Jetat
mit (4). Wegen der positiven Homogenitit ersten Grades der Integranden von (4a)
und (4 b) bez. £sind beide zugehorlgen Integrale invariant gegeniiber einer Parameter-
transformation (vgl. z. B. [2: Section 6.6]). Infolgedessen 'kénnen wir uns ohne Ein-

- schrinkung der Allgememhelt von vornherein in (4) bzw. (4) auf solche’ zuldssige '

Funktionen z beschrianken, fiir die der Integrand von (4b) fast uberall konstant ist. -
Fiir diese ist. dann nach (4b) : : .

GOl < a/T 1 af[0,7]  (i=1,2). Y6

, Aus dem gleichen Grunde kénnen wir auch jede zulas31ge Maximalfolge {x(f)} zu (4)
die Beschrinkung (6) voraussetzen. Damit ist in W,!-3(0, T') die Folge {z)} schwach

. kompakt, so daB eine schwach konvergente Teilfolge 21" — z* € W,1-3(0, T existiert.

"Da der Integrand von (4b) konvex in # ist und beschrinkt nach unten, ist @, schwach -
unterhalbstetig in W, 3(0 T) Daher ist ¢D,(x"‘) < lim & (x‘l ’) < a. Wegen xo” '=0
und damit .

T . .
[ 29(t) p(t) dt = 0 fiir alle y mit 0 < y € L¥0, T)
0 . » ‘ . .

bedingt die schwache Konvergenz #) — z* selbstverstindlich auch '
fxo tp(t) dt = 0 fiir alle mit 0 < pe L0, T),
- . |

das hat w1ederum Zg* = 0 fast ubera]l auf [O T] zur Folge. Schhethh konverglert

nach den Sobolewschen Embettungssatzen 7" gleichmaBig gegen x*'in [0, T]. Des-

halb erfiillt z* neben (4b) auch siamtliche Bedingungen von (4c) und (4d), d. ' h, es
© st zula551g bez. (4) AuBerdem entnehmen wir diesen Konvergenzeigenschaften von -

"} die schwache Stetigkeit Von J, in Wyl30, T). Somit ist J;(z!1")—> J,(x*)

= supg, J, und z* optimale Losung zu (4) Wir fassen unser Ergebnis zusammen in
. dem folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 3: Das Variationsproblem (4) besitzt eine optimale Losung.

. . . : )

Wir erkennen sehr leicht, daB eine optimale Losung z* zu (4) notwendig statt
(4] 4b) sogar (4b) erfiillen muB. Wiirde nimlich &;(z*) < agelten so konnte man iiber
eine Ahnlichkeitstransformation mit einem 4 > 1 eine zuldssige Funktion £ = Jz*

'finden, firr die @,(2) = a und J(&) = 23J,(z*) > J,(z*) ist, im Wlderspruch zur
Optlmahtat von z*, Zusammengefat bedeutet das folgendes.

- Hilfs satz 4: Jede optimale Lésung von (4) st auch eine optimale Losung von (4). -

Aus den vorangegangenen Diskussionen heben wir noch eine Flgenschaft von z*
hervor. Wie dargelegt geniigt es der Gleichung (4b). Da aber &, invariant gegeniiber .
Parametertransformationen ist, konnen wir stets erreichen, daB auch bez. z* der -
Integrand von &, konstant auf [0, 7'] ist und damit groBer als Null. Wir driicken das :
in fo]gcndem Hllfssatz aus.
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H)lf ssatz 5: Zu jeder optimalen Losung z* von (4) kann man mattels geeigneter
Parametertmns/ormatzonen erzielen, daﬂ auf [0,T] fast dberall ]/xo*2 + z,*2

+ Vz*2 + %,*% > 0 ust.

4. Anwendung des Pontrjaginschen 'Maximumprinzilps

4

Nach den Hilfssitzen 5,1, 2 und der Folgerung zu Hilfssatz 2 vermdgen wir unser
Variationsproblem (4) zu vereinfachen und auf die Standardform cines Steuerungs-
problems ohne Zustandsbeschrinkungen zuriickzufiihren. Dazu setzen wir

J(x)
8 ’

7 F(x,u) = — B =u,( = 0, 11’2)) &y = Vu02 + u,® +- Vu02 + up?

und\erhaltén das Steucrungsproblem

.o T . .
N F(r,u) = — [ (1) 2a(t) uo(t) dt ~ Min o . ~ (7a) -
: . 0 - . : .

unter den Zustandsgleichungen

- ?i :'u,-_(i = 0, 1, 2), . j:s _—_ V'uoz 4 u]? + Vu02 + u22’ A (7 b)
Steuerbeschrankungen C : ’ N
) Uy = =0 f . a«luf [0, T] . V ' - . (7 (.)

und Randbedmgungen '

"'v'xO_O \2:0———0, ) (T) — 2o(T) = 0, ) ,

T %) () (T),— &o(T) ad)
. 13(0)—0 xs(T)—a=0 ) : ! -

Nach den Hilfssitzen 3 und 4 existiert eine optimale Ldosung zu (7), wir bezelchnen '
diese der Einfachheit halber ohne besondere Slgmcrung nachfolgend mit (z, u). °
Nach vorangeéstellten Hilfssitzen 1, 2 und 5 konnen wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit von vornherein annehmen: :

U2 + % - u? > O;a; =0undzi(t) 30 (:=1,2)V¢te(0,T). ('8)‘

Dann existieren nach ‘dem Pontrjaginschen Maximumprinzip (z. B. in der von
A. D. Iorre und V.M. TicEOMIROV [6] explizierten Form) eine Konstante 2, = 0
und vier Funktionen y; € W,(0,T) (¢ = 0, 1, 2, 3), die nicht alle 1dent1$ch Null sind, -
mit denen die zugehorige Pontrjaginsche Funktwn -

H(&, v, 9, &) := Aob1&a —+ MoYo + m¥1 + 1%
+ s (V”o + v? + V”o + 7122)
die folgenden Bedingungen . .
Mmﬂﬁmmﬂhd=HWMMwW%L \ - (92)

ve20 : ] ] '
#(t) = grad, H(x(t), u(t), y(t), Z), _
y(t)y = —grade I](I( ), u(t), y(#), /'0) : . ] p
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und die Transversalitéitsbedinguﬁgen

(T) =0, y(T)+9(T)=0, ' y(0) =0~ . (99
crfu]lt Ausgeschrleben bedeutet (9b) = ) . | |
o . xo—uo,Abx,_ul, Ey = Uy, %y = Vug? + u® + Yue? + u?; ¢ (9?)

Yo=0, 7, = —lszu,, Yo =, — AT Up, | 93 =0. '

" Danach ist Yo = const und wegen (9¢) y, = 0. AuBerdem elsehen wir daraus
Y3 = const. Aus (9a) resultieren die folgenden lokalen notwendigen Optlmalltats-
bedmgungen

uo(t) uo(t)
V'u + u,? 2+ Vuo? + ug?

Aoy (L) x4t ) + ya ( ) =0, fallsu(t) >0, (10a)

Uy (¢)

?/1(‘)"‘*" Vs Y f ut 0, falls u(t) + u'l?(/t)._> 0‘:. o ) (1.0b). -
. ) , . ,
yz(t)/+ s Vq—zzTT; = 0, falls u2(t) + w%(t) > 0. - (100)

Da infolge der vorausgesetzten Optimalitdt von (x u) der Welt, F(:c u) < 0 ist,

kann nach (7a) nicht fiir fast alle ¢ € [0, 7] die Steuerung u(t) = 0 sein. Diese Eigen-
schaft hat Zur Folge daB aus 4, = 0 nach (10a) y; = 0 sein'miifite und wegen (9b’),.
(10b/c) und (8)’auch y, = 0 und 3 Y2 = 0. 'Somit wire (%, ¥) = 0, im Widerspruch zum
'Pontrjagmschen Ma\lmumpnnzlp Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen

wir-also von nun an i, = 1 annehmen. Damit resultiert aus (8) und’(10a) .
’ : ’ t ’ » . . . '
Y <O0. | | Coe o,

. A . ]
Wegen (11) ist H(&, -, y,-1) eine konkave Funktion, so daB.die notwendigen Optima-

_ litétsbedingungen (10) sogar hinreichend fiir die Giltigkeit von (9a) sind. Aus (9b)

ersehen wir weiterhin g; =0(=12) so daB untel Berucksnchtlgung von (9c) ‘
gl]t :

" #1, ¥ sind monoton fallende Funktionen auf [0, T] mlt, den Flgen- o
-schaften 2 =0,9, =< 0. _ (12)

Dabei muB yl(O) > 0 sein, andernfalls wire nach (12) y; = 0 und nach (9b’) z,u, = 0
auf [0, T'] im Widerspruch zu F(z, u) < 0. Aus entsprechenden Griinden muB auch
¥(T') < 0 gelten. Somit resultiert aus _/,(T) —12(7') und (12): , > 0 in [0, T').
In Verbindung mit’ (12), (11) und ( (10b/e) ersehen wir daraus

() > 0, up(t) = 0, falls u(t) > 0. : ‘ . (13)
Fiir %,(t) =0 muB sogar wegen %, > 0 und (10b) generell u,( ) > O gelten. Fiir

uy(t) = 0 muBl nach (12) und (10c) up(t) < O sein. Das heiBit, z, 'ist eine .monoton
wachsende Funktion und z, eine monoton fallende. Gibt es eine Stelle ¢’ € [0, 71,

wo %y(t') = 0 undu,(t') >0 ist, so mub nach’ (10b) ‘dort y, (¢’ ) = —y; > 0 sein. Ist -
nun "€ [0, T'] eine andere Stelle dieser Art und I € (¢, ¥’) eine Zwischenstelle mit
u,(f) > 0, so miiBte wegen (12) y,(¢') = yi(f) = 1 (¢'") = —y, sein, andererseits aber

nach (10b)y,(t) = —g/s?,t,(t)/l/uo(t)2 + 2,(t)2. > —,. Das steht miteinander im Wider-
spruch. In entsprechender Weise schlieBt man fiir %, und wu,.- Das heiBt, zwischen

A\
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zwei Stellen t, mit
uo(t') = 0, uy(t') > 0; uo(t”) =0,u,(")>0-
bzw. .
’ uo(t } =0, uy(t') < ‘0; uo(t") =0, ug(t”) <0

gilt uy = : 0. ,Gibt es eine Stelle ¢, € [0 T, wo zugleich w,(t,) =-0 und u,(to) = O gilt,
dann muf wegen (8) uo(t;) < O sein’und somit nach (10¢) ya(ty) = y; und w,(t) = O
fiir alle t € {t,, T']; das bedeutet wiederum-nach (9b’) und (9¢) yi(t) = —ys, %2(t) = s
“fiir'alle ¢ € [t,, T']. SchlieBlich erkennen wir noch aus (9b") und (10), daB z, (bzw. ;)
in einem Intervall [¢',¢""] konstant sein muB, wenn dort ly2(6)] < |yal (bzw. lya(t)]
< lysl) und uo(t) = 0 st
Das alles zusammern beruckswhmgt laBt fiir z letztlich nur den folgenden drei-
phasigen Losungstypus zu:

a) auf [0, 4,]:

. Z, = 0, z, streng monoton wachsend mit z,(0) = 0

(14a)
Z, = const > 0; - ' _ ' o ‘
b) auf [ty, t]:’
xy'streng monoton wachsend mit u,(t) > 0 und zo(¢;) = 0, 2, 2, sind
Losungen des Differentialgleichungssystems (das durch Elimina-
tion von ¥y, ¥, (in 9b’) mittels (10a/b) entsteht)
% B X e S )
T = Y3 | =] = s
. (Vuo + u,? ) (Puo2 + ulz)a' (14b)
o _‘?/3 Uy ' — (e "ty — Ustty] Uy . :
1% — . — I3
, Vuo? 4+ ul?/ (Puo2 + uzz.)a i -
‘mit o ) : .
wlty) =0, lim —2aB v

o

G=w(i=1,2),

(=40 Vuoz + u,?

E

. ) auf [t T]
xo = 0, z, monoton wachsend z, monoton fallend mit x,(T) = 2,(T). (149)

Dabei ka.nn zunachst auch ¢, = T oder sogar t, = T sein: Wenn jedoch 0 < t_2 =T )
ist (also nur erste und zweite Phase wirklich existieren), so mufl wegen der Trans-
versalitdtsbedingung (9¢) und (10a/b /uglelch gelten:

wT) = 2(T),  w(T) + us(T) = 0. o _ (15)

(145) gesbattet/eine sehr einfache g’eometri'sche Interpretation die auch schon
von A. FRICKE in [4] erwidhnt wird. Dividieren wir diese Formeln durch ug, so. ver-
_bleibt .

- Xy = ?/3"(“{0> xl)': I, = ys”(xo» z) - (14b")

mit : : ) ' E '
o C u,(t)

x_u(z—Ol 2) u(ty) = 0, lim ————=1,.

, '_)“‘+o I/uOZ + u12 s ) o T
zolt) = 0, . .

wobei x(x, z;) in Parameterdarstellung die Kriimmung der Kurven I';: (o t), (t))
(2= 1, 2) darstellt fiir tl =t £ t3. Wegen y; < 0 sind beide Kurven konkav Far

;. ‘ N
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/" 0 <t; <ty =T haben wir also einen Losungstypus gemaf-Abb. 2a. Ist jedoch die
dritte Phase echt vorhanden, also ¢, < 7', so besteht éin Losungstypus im Sinne von
Abb. 2b. Er bildet also real eine Losung des Maximumprinzips zu (7), die allerdings
einer nichtkonkaven Profilkurve f (oberhalb der z-Achse) entspricht. Nach der Be-
merkung im AnschluB an Hilfssatz 2 kommt eine solche Profilkurve f als optimale

Lésung nicht in Betracht.

hy ]

- 8) !
Abb, 2

1}

‘SchlieBlich' bemerken wir, da dic erste Phase nicht fehlen kann, d. h., es ist not-
wendig ¢, > 0. Andernfalls miiite nach (10a) wegen uy(t 4+0) > 0.und z() =0
, .die Bedingung y, = 0 gelten, im Widerspruch zu (11).. : S
- ZusammengefaBt erhalten wir somit folgenden Satz.

- Satz: Unter allén_ Losungen ‘des Pont_rjggimcheﬁ Mazimumprinzips zu (7) konnen
nur- diese optimal sein, die allein aus den Phasen a) und b) von (14) zusammengeselzt .
sind. Sie berechnen sich im weséntlichen aus dem’ Randwertproblem (14b")/(15).

!

/ ' : ’ ) -
""5. Zur numerischen Berechnung und Eindeutigkeit optimaler Losungen

Der vorangehende Satz bildet -die Grundlage zur Berechnung. optimaler’ Prozesse
(z, ) von (7). Ausihnen erhilt man iiber (3) optimale Losungen w zu (1) und daraus
zugeordnete optimale-Profilkurven f bzw. mittels (2) die Berandung €, optimaler
Gebiete (. Wir haben somit nur noch das Randwertproblem (14 b’)/(15) zu studieren.
Seine Losbarkeit ist in Verbindung mit dem obigen Satz-de facto durch Hilfssatz 4
garantiert. Aus seiner analytischen Gestalt und geometrischen Interpretation heraus
ist evident, daB es invariant gegeniiber Parametertransformation ist. Wir konnen

v uns'vorerst @ > 0 parametrisch frei gewéhlt denken und damit y; =< 0. Denn aus (9)
und (10) sieht man unmittelbar, daB mit einer Losung (, u, y) des Pontrjaginschen
Maximumprinzips zu (7) fiir gegebenes a > 0 nach einer beliebigen Ahnlichkéits-
transformation mit dem Faktor i > 0 auch (&, 4, §) mit & = Az, & = iu, § = A%y
eine Losung des Pontrjaginschen Maximumprinzips zu (7) bildet, wenn'a dort durch
@ = ja ersetzt wird. Diese Uberlegunigen berechtigen uns im Sinne eines ,,SchieB-
verfahrens das‘ Randwertproblem (14b’)/(15) auf cin einparametriges Anfangs-
wertproblem zuriickzufiiliren, das fiir y; = 1 aus deir Forderungen (14b’) und den

" gusiitzlichen (parametrischen) Anfangsbedingungen xi(t,) = k; >0 (¢ = 1,2) be-
steht mit kh, = 41 (= —y;) wegen (10a). Unter allen dieser. Nebenbedingung
geniigenden k; muB es dann wegen der Lésbarkeit unseres-Randwertproblems ‘wenig-

~
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. : A : . -
stens ein Paar (h,*, hy*) geben, fiir das im Sinne der Abb. 2a die zugeordneten Tra-
jektorien I'y und I', im Schnittpunkt P gemiB (15) die Anstiegssumme Null haben.
Ist (h,*, hy*) eindeutig, so muB nach obigem Satz der zugeordnete ProzeB (z, u) not-
wendig optimal sein zu jenem a, das sich iiber (7d) aus a = x4(7T) bercchnet. Daraus
kann man dann zu jedem anderen ¢ > 0 die optimale Lésung von (7) mittels einer
Ahnlichkeitstransformation ermitteln, insbesondere also zu @ — 1 (wie es vergleichs-

~ weisc zu (1') A. Fricke tat). In der Tat erweist sich (k,*, h,*) als eindeutig, wie nach-
stehender, am Ende dieses Abschnittes bewiesener Hilfssatz aussagt. ’

.. Hilfssatz 6: Zu vorgegebenem Y3 < 0 gibt es hichstens ein Paar (hy, hy) von An- -
fangswerten x,(t,) = hy > 0, 25(ty) = hy > 0 mit hyhy = —3, 2u dem (14b’) eine
Losung (xo, ¥, 2;) besitzt, die im Schnittpunkt P = (a:o(T), xl(T)) = (xo(T),xz(T)) :

- zugleich die\E’igenschajt #(T) + %,(T) = O hat. Die zugeordnete Konstante a := x4(T) -
ist somit durch y, eindeutig bestimmt. ' .

Unter Einsatz eines SHARP PC 1360 wurde zu vorgegebenem parametrischem
(hy, ho) unter der Nebenbedingung k,h, = 1das Anfangswertproblem (14b’), z;(t,) = h;
(1 = 1, 2) mittels eincr der geometrischen Deutung von (14b’) angepaBten Spline-
Methode angenéhert gelGst. Sie besteht darin, I'y und I', durch Korbbégen vorge-
gebener Winkelschrittweite zu ersetzen. Es wurden dabei Winkelschrittweiten vom

" BogenmaB 0,001 benutzt. Sie fiithrten unter nachtriglicher Ahnlichkeitstransforma-
tion auf den normierten Fall @ = 1 zu folgenden Resultaten, die auf drei Stellen
hinter dem Komma genau anzusehen sind: :

V,=0745; c=0414; w(0)=h, = 0,371;  w(c) = h, = 0,752.
o N »- (16)

Fiir die optimale Profilkurve ¥ (zu a = 1) ergab sich ihre kartesische Darstellung
w = w(z) im Sinne von Tabelle 1; fiir ¢in Viertel der Randkurve € ergab sich iiber (2)
einc kartesische Darstellung (£,, &) gemdB Tabelle 2. Diesen Tabellen entsprechen
die graphischen Darstellungen von f und € in Abb. 3a und 3b. .

Der. Vergleich dieser Ergebnisse mit denen von A. Fricke — insbesondere (16) mit
(1) — zeigt im wesentlichen eine numerische Ubercinstimmung. Lediglich in den
dritten Dezimalstellen treten geringfiigige Abweichungen auf. ‘

Beweis von Hilfssatz 6: GemaB der einleitenden Betrachtungen zu Abschnitt 5
kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit unseren Beweis speziell fiir
ys = —1 fithren. AuBerdem kénnen wir wegen der Invarianz von (14b") gegeniiber
Parametertransformation bei der Beschrcibung des Lésungstypus b) ¢ = z und
zo(t) = z wihlen. Mit dicsen Normierungen studieren wir -in.parametrischer Ab-
hingigkeit von k; € (0, 1) ein Losungspaar z,(-, &,), zy(, k;) zu (14b’) mit den An-

- fangswerten x,(0, k) = h,, 2,(0, k,) = 1/h,. Der Schnittpunkt P der zugeordneten
Trajektorien I'y(h,) (i = 1, 2) sei in Anlechnung ‘an (5) durch

Phy) = (C(Zl) ’ 5{31 (@’ hl)) _ (i;h_), vy (6(7211) , hl))

gegeben. Nach (10a) gilt fiir alle z.€ (0, c(k,)/2]

)

o N
zl'(Z, ky) z3(z, k) = cos @,(z, ky) + cos @2, b)), ) . (17)

v;'(\)bg,i @i(z, k) (2 = 1, 2) den Anstiegsivinkel von I(k,) im Punkt (z, zi(z, h,)) be-
schreibt. Die Funktionen z;(-, -) und ¢;(-, -) hingen stetig differenzierbar vom
‘Anfangswert %, ab, ihre partiellen Ableitungen nach: k; bezeichnen wir mit dz;
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, T : w
2z w & & 0752

0,000 ‘0371 . 0,000 . 0.752
- 0,030 . 0,517 " :

0,055 0,567 0,371 0,752
0,079 0,601 0,521 0,751

|

|

|

|

|

|

|

|

!

1

1

|

1

1

. !
<y . |
: [
!

|

1

1

|

1

0,102 0,627 0,577 0,749 03 .

0,123 0,648 - 0,619 0,746 ) o

0,143' 0,665 0,653 0,742 , S& »

0,163 0,679 0,683 0,737 -

0,182  0,692° 0,710 0,731 N

00,200 0,702 0,734 0,725 : i o
©.0,207 0,706 0,756 0,717 - 0 ' 064 7z . 4

0,214 0,709 0,775 0,709 Abb 3a.) Profilkurve ¢ ’

0,232 0,717 0,793 0,702 .

0,251 0,725 0,814 0,692 _ "§ '

0,271 0,731 0,834 ~ 0,679 ' gm

0,291 0,737 0,855 0,665 !

0,312 . 0,742 0,876, 0,647 - !

0,335 0,746 0,898 0,626 - :

0,359 0,749 - -0,921 0,601 , | : .
0,384 0,751 - 0,945 0,567 637 S

0,414 - 0,752 0,970 0,517 : ! .
T 1,000 —0 0,371 !

Tabelle 1 1,000-00 i

‘ ! 'l’qb.elle 2 S 0 : 0,37

Abb. Sb) Erzeugende Kurve c

v

bzw d@;. Damit result,lelt aus (17) durch pantlelle DJffexentlatjon nach k,
éxl(z k )x2(2 hy) + Oo(2, k, 1) %a(2, by)

(18) -
= —sin @,(2, b)) 0y(z, k) — sin @,(2, k) Sa(2, By). ‘
Nach der geometrischen Interpretation von (14b’) ist der Betrag der Kriimmung
‘von Iy(k,); d. h. |/ 2, zy(2, h ) | eine bez. k, streng monoton fallende Funktion, so
daB 6g,(z, k,) = O gilt.. Andererseits ist der Betrag der Kriimmung von [’ 2(h1), d. h,
|x 23y (2, by )| eine bez. k, streng monoton wachsende Funktion, so daB dg,(z, k,) <.0
gilt. Aus den gleichen Griinden ist schliefilich dc(k,) < 0, 2, = 0 und déz, < 0.
Unter Beachtung von g¢,(z, A,) > 0 und @,(z, hy) < O ergeben die vora.ngega.ngenen
Vorzeicheniiberlegungen aus (18) 6:1:1:1:2 + 62,2, < 0 und wegen =2 und 6z1 2 0
auch’

(0, + Ozp) 2, 0 bzw. oz, + oz, S 0.2) o ' (19)

Unter-Ver wendung der ¢; 1aBt-sich bei fl\leltcm k, das System (14 b’) auch m der
‘ folgenden Gestalt schreiben:

-

. d sin @, . dsinq)l v B
mETTE o mT T : (20)

%) In ciner Umgebung von 2z = 0 gilt hier sogar das Zeichen ,,<*, wic man unmittelbar aus den
Anfangsbedingungen ersieht. . _ .

N ’
A
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' Die 7ugehongen Randbedmgungen .schlieflen ein die Elgenschaft @:(0, b)) = 7/2
und @,(0, k) = 0. Damit resultiert aus (20) nach Integration von z = 0 bis ¢(%,)/2

c/2 c/2
f:cl(z, h)dz = —sin ooz, By)IS2, . f Zy(2, b)) dz = —sin g,(z, hl)|c’2.
0 ) : 0

‘Differenzieren wir diese beiden Gleich-ungeh nach k,, so erhalten wir
14 s 6/2 . N . ’

- ’ g ¢ 4 ‘- . d 2 (C 2, h
o ’ .

' c/2 ) ' ) . '4 L .
' ¢ c © dey(c/2, h

Wegen by, < <0 und dc = O resultiert hieraus zunachst @, = 0, Durch Addition der
beiden Gleichungen von (21) entst eht ‘ .

fwﬁ% ”+5%“hmdz+[ ( J)+@(§J)P(%)

o dey(c/2, b)) - . d 2;

= —cos g, %(:Z:, 1) — cos ¢, .%(ZL h),,.,

Unter Beachtung von (19) - emschheBllch der zugeordneten FuBnote — ist \u,gen
d6c £ 0 die linke Sexte von Gleichung (21') klemer als Null, also .

(2r)

?’2(0/2, hy) . dep\( 0/2: k)

0 > —cos P2 — f\cos @1 — T (22)
: vdh,

dh,
Wir siehen aus (22) zwei Folgerungen:

n v .
L Ist fiir k, in P(h,) zugleich cos ¢,( c/‘> hy) = cos @5(c/2, k), also Randbedingung
(15) erfiillt, so gilt dort mit ¢ = c(h ) .

dli(c/2, k) + @a(c/2, h )]
“dh,

(23)

‘2. Gilt fiir hl in P(h,) die Relation |¢pl| > |@al, also cos ¢, < COS @, SO ist . wegen
" dey(c/2, hi)/dhy = 0 nach (22) auch Bedingung (23) erfiillt. -

Beide Folgerungen driicken zusammen fiir die Hilfsfunktion 4(-) = (pl( (-)/2; )
+. (pz(c )2, ) die Eigenschaft aus, streng monotor wachsend zu sein, somit kann
es hochstens ein &, € (0, 1) geben, fur das A(k y=0 und damit Randbedmgung (15)
gilt. Damit ist Hilfssatz 6 bew1esen a

)
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“ERRATUM to

On a Smgular Part of an Unbounded Operator

S. OTA

In the above- ment,loned paper (this ]ournal 7 (1988), 15—18) the correct text is as
follows: :

- onp. 16, . read D(4*) - = instead of D(A*);
'_on'p.v 16, read & € D(A*) instead of £ ¢ ‘$‘(A*); ' \

‘on p- 182 read Theorem 2 instead of T,l'_leoren'l 4. - o~
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