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Regulare Aufgaben der optimalen Steuerung mit linearen
Zustandsrestrlktlonen '

HoA'NG XvuAx PrU

Eine Klasse regulurer Aufgaben der opmmalen Steuerung mit linearen Zustandsrestriktionen -
wird unter Einsatz der' vom Autor entwickelten Methode, der Bereichsanalyse studiert. Diese
Methode gestattet das Verhalten der optimalen Zustandsfunktion zu den Restriktionen~und
.in giinstigen Fillen sogar die opmmale Lésung zu ermitteln. Als Beispiel. erd ein geometnschcs
Optimierungsproblem gelést.
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YTNPARIEHHUA C AUHEHHHMU PAsOBHIMH OCPAHMYEHUAMH. STOT METON NO3BOJIAET ONPEACIHUTL
TNOBe/IeHYe -ONTHMANBHOM TPAEKTOPUI 110 OTHOWEHMIO K (Ja30BHIM OTPAHHYEHMAM, & B HEKO-
TOPHIX CIY4YaAX Jawe CaMoe ONTHMANLHOC PelueHHC. B Kadecrne npumepa pemaemﬂ OfHa -
npo6eMa reoMeTpHH. ) i
" A class of regular optimal control problems thh linear sta.te restrictions is mvestlgated by the

- ‘author’s method of region analysis. This method may find out the behaviour of the optlma.l
state function with respect to the state festrictions and, in favourable cases, even the optlmal

" solution. For example, a geometrical optimization prob]em is solved. T . . .
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\Eine der wichtigsten methodischen Grundlagen zur Losung von Aufgaben der opti-
malen Steuerung ist das Pontrjaginsche Maximumprinzip. Es ist eine notwendige
Optlmalltatsbedmgung, mit deren Hilfe man das lokale Verhalten der optimalen -
‘Prozesse angeben kann: Das reicht aber noch nicht, um im groB8en damit viele Auf-
gaben der optimalen Steuerung vollstindig zu 16sen. Tnsbesondere entstehen, wenn
“man z. B. iiber SchieBverfahren aus Anfangswertproblemen heraus den Aufbau opti-
maler TraJektf)nen beginnt und nach und nach die optimalen Prozesse anhand des °
Pontrjaginschen Maximumprinzips konstruiert, oft Verzweigungen, wobei die mei-
sten von ihnen letzten Endes zu keiner optimalen Lésung fithren. Wenn man diese
A ,,uneffektlven“ Verzwéigungen nicht irgeridwie rechtzeitig aussortieren kann, steigt
der dazu erforderliche anslytische bzw. rechentechnische Aufwand unangenehm
hoch an. Diese Schwierigkeit tritt insbesondere dann zutage, wenn zusitzlich Zu- -
standsrestriktionen auftreten. Zu deren Uberwmdung wurde von PHU [4,5] die
Methode der Bereichsanalyse zunichst zur Losung einer Klasse einfacher reguldrer
Aufgaben der optimalen Steuerung entwickelt, bei denen nur eine Zustandsfunktion
z und eine Steuerfunktion u auftreten und die Zustandsgleichung die einfache Ge-
stalt # = u hat. Spiater wurde von PHU (6] diese Methode auf eine wesentlich all-
gemeinere Klasse regulirer Aufgaben mit einer Zustands” und einer Steuervariablen
verallgemeinert, bei denen die meisten EinschrinKungen aus [4, 5] aufgehoben sind.
In dieser Arbeit wird die Idee der Methode der, Bereichsanalyse auf eine Klasse
regulidrer Aufgaben. mit mehreren Zustands- und Steuervariablen .iibertragen. Wir
beschrianken uns dabei auf lineare Zustandsrestriktionen und auf Zustandsgleichun-
gen, deren rechte Seiten linear bezjiglich der Steuervariablen, aber unabhéingig von
Zustandsvariablen sind. _ . . .

1. Einleitimg
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2. Problemstellun"

Der Gegenstand unserer Untersuchung ist die folgende Aufgabe der optimalen Steue-
rung mit fester Anfangs- und Endlelt to und ¢ :. .

fL(t x(t), u( )dt — min!

to

T &) = C(t) + DTu(e) € R, u(t) € U = R™, , (1)
o (f) £ Qu(t) < at(t), eo(z(ts)) = 0, efx(tr)) = 0.
Dabei wird vorausgesetzt, daB die Funktionen 4
(t, & v) € R xR xR™ > Lit, & v) € R, .
e RMEsg(f) e Rm und £ € R™ > gf) € R™ ' ) i

nach ¢ und & stetig differenzierbar und nach v zweimal stetig differenzierbar sind.
Weiterhin Jst C eine stetig differenzierbare n,-dlmensmnale Funktion, wihrend o~
und a* zweimal stetig differenzierbarc eindimensionale Funktionen mlt am(t) < o (t)
fiir alle ¢ € [to, t¢] sind. SchlieBlich ist D eine konstante n, X n,-Matrix und Q ein
konstanter n,-dimensionaler Zeilenvektor. :
Eine Aufgabe der optimalen Steuerung heiBt reguldr, wenn die zugehorige Pontrja-
ginsche Funktion iiberall streng konvex bez. der Steuervariablen ist. Weil der Ziel-
. integrand L zweimal stetig differenzierbar und die Zustandsgleichung linear nach
. den Steuervariablen ist, reicht die folgende Voraussetzung fiir die Regulaumt von
© (1) aus:
Die. Matri.\'funktion Ly, & v) = (a—v—a—-a— Ly, E, )) © sei positiv defi-
. ij=1
nit fiir alle v € U und (¢, &) € G, G:={, &) € RIxR™ |1, <t <y,
am(t) < QF < ot (1)) B (2)

Die soeben definierte ] \1enge G wird Zustandsbereich genannt \/om Steuerbereich U
wird verlangt:

U ist’ kdnvex, ébgeéchlossen und entweder beschrinkt, oder fiir R
alle (¢, £) € G ist mit (o] — oo auch L{t, £, v) — +oco. . S (3)

Zwischen dem Steuerbereich und den Zustandsrestriktionen bestehe folgende Be-
dingung:

Fiir alle ¢ € {4, t;] existiert ein v € int U, aber kein .v € 0U mit
Q(C(t) + D) ="a%(t). oo / . o (4)

Damit keine Steuervariable ;,wirkungslos” bez. der Zustandsrestriktionen bleibt,
fordern wir : ’ '

QDT £ 0 -ﬁjr i: 1,2, , Mg,y ' - (5)

wobei D; die i-te Zeile der Matrix D ist. :

Der Kurze halber wird das Problem (1) unter dcn Voraussetzungen (2)—(8) mit
(P) bezeichnet.

Als zuldssige Steuerung betracht,cn wir beliebige meBbare beschrinkte nz-dlmen-
sionale Funktionen u, die Werte aus der Menge U annehmen. Durch x wird eine
zybsolut stetige n,-dimensionale Zustandsfunktion beschriecben. Ein Paar (z, %) von

* einer Zustandsfunktion z und einer zuldssigen Steuerung u heiBt ProzeB, wenn es die

¢
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Zustandsgleichung und alle Beschrinkungen iin (1) erfiillt. Ein Proze8 ish genau
dann optimal, wenn er das Zielfunktional in (1) minimiert. Der Graph einer Zustands-
funktion wird Trajektorie genannt. R . '

Unser Ziel ist, es, optimale Prozesse des Problems (P) mit Hilfe der sogenannten
Methode der Bereichsanalyse zu bestimmen. Der Einfachheit halber setzen wir
voraus, daB die hier untersuchten Aufgaben Lésungen besitzen.

3. Notwendige Optimalititshedingungen’ ,
Der Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist das”Pontrjaginsche Maximumprin- -
zip fir Aufgaben der optimalén Steuerung mit Zustandsbeschrinkungen, das von
Torre und TicroMIROV [2; p. 208ff.] formuliert und bewiesen wurde. Im folgenden
wird dieses Maximumprinzip auf das konkrete Problem (P) iibertragen und in der
Gestalt von nachstehendem Satz 1 zum Ausdruck gebracht. Dafiir verwenden wir
die Pontrjaginsche Funktion =~ - .

H(t, &, v, 7, 2) := 9™(C(t) + D™) — AL(t, &, v).

Satz 1: Es sei (x*, u*) ein optimaler Prozef des Problems (P). Dann existieren eine -
*Zahl 29 = 0, Vektoren ly € R™ und l; € R™, eine Vektorfunktion p: [ty, t,] > R™ und-
‘auf den Mengen : ‘ . L C

Ty=(teltotr]|Q*t) = a~(t)) und T, = {t€[to, tr] | Qa*(t) = a*(t)}

" konzentrierte nichtnegative regulire Mape u, und s auf [ty ty] (wobei diese. Grofen
‘nicht gleichzeitig verschwinden) derart, daf folgendes gilt:

\

© ety

. . ¢ . . Py : ‘ ,.s ‘.
p(t) = eoé(x*(‘o)) by + floLé(Z: z*(z), “'(2)) dz + QTf (—du, + du,),
! . e . : : ) . .
. 1;(31) =b€te\($*(«tg)) 2
und - . A
st H(t" x*(t)) .u*(t)’ p(t)) X0)

= Max H(t, 2*(t), v, p(t), ) f.4i.'in [to, b].
velU . -

Hier und im weiteren bezeichnet F, dié Véktqrfunktion - o
! (61”,- . OF )T : —
~ ' a,fl’f“’ 35;.. H Lo

falls F eine eindimensionale Funktion ist, bzw. die Matrixfunktion '

’(aF,-)_ | | | - ' N
BE; Jista S ' '

‘ . — o
wenn F die n-dimensionale Vektorfunktion (F,, F,, ..., F,)T darstellt. Das gilt ent-
\ gprechend fiir L,. - ’ o .
“Damit unsere Aufmerksamkeit nicht vom Hauptanliegen abgelenkt wird, nehmen -
wir von vornherein an, daB alle optimalen Prozesse des Problems (P) normal sind,
d. h., daB.sie das Pontrjaginsche Maximumprinzip (in Satz 1) fiir "> 0 erfiillen.
Wenn das nicht der Fall wire, wiirden wir uns nur fiir normale optimale Prozesse

. interessieren. Damit kann a priori 1, = 1 gesetzt werden. -

’

28 Analysis Bd. 7, Heft 5 (1088)
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" Fiir einen allgemeineren Fall hatten ToFre und TicHOMIROV [2; p. 209f.] darauf
hingewiesen, dal die Kozustandsfunkiion p stets von beschrinkter Variation und -
linksseitig stetig ist, weil die MaBe u, und y, nichtnegativ.und regulir sind. Da diese
MaBe auf dem Rand des.Zustandsbereichs konzentriert sind, folgt weiterhin die
absolutc Stetigkeit von p in solchen Intervallen, in denen alle Zustandsbeschrankun-
gen inaktiv sind. Die Frage der Stetigkeit von p im allgemeinen erfordert zusitzliche
Untersuchungen :

Wenn der Steuerbereich U kompakt ist, dann folgt aus (4) und (5) die Stetigkgit
von p. Das wurde von PrY [3] gezeigt. Die gleiche Behauptung bleibt erhalten; wenn
die Beschrinktheit von U -durch die Bedingung L(t 5, v) = + oo fiir |jp]| - o0 er-
setzt wird. Dafiir benstigt der Beweis in [3] nur einige kleine Modifizierungen, auf

“die wir hier nicht eingehen wollen. Also garantieren (3)—(5) die Stetigkeit der opti-
malen Kozustandsfunktion p. Eine \nchtlge Anwendung dieses Resultats ist

Satz 2: Es sei (x*, u*) ein optzmaler Prozef.des Problems (P). Dann st u* stetzg und
fast diberall in {¢ € [ty, t;] | u*(t) € int U} differenzierbar.

Beweis: Weil die Funktion H(t x*(t), -, p(t), 1) wegen (2) streng konkav fur alle t
und der Steuerbereich U nach (3) konvex ist, hat sie fiir'alle ¢ genau eine Maximal-
stelle. Deshalb folgt die Stetigkeit von u* aus der Stctlgkelt von p, wie PHU [3;
Lemma 10] gezeigt hat.

‘Wegen der Maximumbedingung in Satz 1 und (2) haben wir fast uberall in {t€
[to, 8] | w*(t) € int U} die Gleichung H,(t, z*(t), u*(), p(t), 1) = 0,. d. h. Dp(t)
—-L (t x*(t), u*(t)) = 0. Daraus folgt die Differenzierbarkéit von u* fast iiberall in
dieser Menge, weil p von beschrinkter Variation, z* absolut stetig, L stetlg differen-
zierbar und. Lw positiv definit 1st |

" Fiir spitere Anwendung w 1rd nun das Pontrjagmsche \Ia\lmumprmmp (aus Satz
1) auf eine geeignetere Form iibertragen. Dabel sei

2)(¢ z, u) = DLt, z(t), w c)) — d 5L olts 2(2), ult)). : (6)

Satz 3: Es ser (z*, u*) ein optzmaler Prozef des .Problems (P). Weiterhin seien
H, p, uy und u, wie in Satz 1 definiert.” Dann lift sich die partielle Ableitung H, der
Pontrjaginschen Funktion H nach den Steuervariablen wie folgt darstellen:

H(t, 24(0), w*(0), p(), 1) = Dpll) Lyfto, 2*(t), w*(to))

- o . —}—f.‘Z)z z*, u*)dz—{—fDQT d,ul—{—d,u?).
(tet)
Der Beweis dafur ist emfach und ka,nn fast wortwortlich aus PHO [7] entnommen
werden (dort wurde eine ihnliche Behauptung fiir den Fall gezeigt, daB die Funktion
L linear beziiglich der Steuervariablen ist) 1 )

Aus Satz 1 und Satz 3 folgt unmittelbar, daB
) . D(t, x*, w*) =0 {4 in ’-’ . )
{t € [to, ] |-a=(t) < Qu*(t) < ot (), wH(t ) €int' U} : ()
" gilt. Das bedeutet nichts anderes als eine Verallgemeinerung der Eulerschen Glel-l

chung in der klassischen Variationsrechnung, denn fiir den Fall & = « (d. h., C ist
der Nullvektor und D dle Einheitsmatrix) ergibt sich aus (6)

D, x, u) = Lift, 2(t), #(t)) — %Lu(z, z(t), x(t)).
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4. Die Methode der Bereichsanalyse zur Behandlung des Problems (P)

Auf Grund von (1) wird das Problem (P) auf eine Reihe von Randwertaufgaben
- zuriickgefiihrt. Angenommen, daB diese Aiifgaben gelost werden kénnen, dann sind
trotzdem die Fragen nach ihrer Anzahl und ihren Geltungsbereichen noch offen.
Diese Fragen zu beantworten, das ist ein Ziel der Methode der Bereichsanalyse.
Zunidchst werden einige Begriffe bzw. Funktionen eingefiihrt. z € [¢,, £;] heiBt
Aufsprungstelle eines Prozesses (x,u) auf den Rand 9G (bzw. Absprungstelle vom
* Rand) des Zustandsbereichs @, wenn (z x(z)) € 9Gist und fir allee > Oeint € (z — ¢,
2), (bzw..t € (2, 2z +-¢)) mit (¢, x(t)) € int G existiert. Ist z,.eine Aufsprungstelle und
z, eine Absprungstelle mit z; < z,, dann heiBt (z,,z,) Verweilintervall und jedes
2 € (21, 29) -Verweilstelle. Die obigen Fragen nach der Anzahl der entstehenden Rand-
wertaufgaben und ihren Geltungsbereichen lauten nun: Wie viele Aufsprung- und
Absprungstellen kann der gesuchte optlmale ProzeB b931t/en und in w elchen 7onen
liegen sie?
Fiir unsere Untersuchung werden folgende Funktionen benitigt :

Vit & v, w) 1= QDL I, &, v ) [DL(t, & v) — Ly, &) ,
wi(ts € 0) (C(t) + D™)] — w, ~ (8) .
V(t, & v,) = V((t, & v, m) — QC(H).
Aus der Definit,i‘on in (6) und (8) folgt sofort |, .
QDTL;, (z (), u(t)) D¢, x, u) = V(t (), ult), Q‘DTu(t))\
v _ —V(tx) t)th)) f.a. (9)

fur alle Prozesse (x,u) des Problems (P) mit einer fast iiberall differenzierbaren
Steuerung . Auf Grund desscn kann die folgende notwendige Optimalitatsbedingung
gezeigt werden.

‘ .Sa_,tz, 4: Es set (x* u*) ein optimaler Prozef des Problems (P). Dann gilt fast iiberall
.V( x*(t),‘u*() QDTuX(t)) = V(t, o (1), w*(t), Q:c*(t))
< 0in {t | u*(t) € int U, Qx* = a*(t)},
=0 in {t|u*(t) € int U, a~(t) < Qz*(t) < a*(t)},
v = 0in {t]u*) € int U, Qa*(t) = x~(t)}.
Beweis: Aus Satz 1 und Satz 3 ergibt sich
D¢, z*, u¥) = DQT(m;(t) — my(t)) A i, in {t | w*(t) € int U},

wobei die Funktionen m, und m, nichtnegativ auf T, bzw. T, sind und sonst ver-
schwinden. Daher gilt

DTL;J(t Z*(t), u*(t)) D(t, z*, u*)’
S = QDTL,,-,, (¢, z*(t), u*(t)) DQ(m,(t) — mz(t))

f.i. in {t | w*(¢)-€ int U}. Weil L,,,, nach (2) immer positiv definit und DQT &= 0 wegen
(8) ist, liefern die letyte Gleichung und (9) die Behauptung des Satzes 1 '

" Nun wollén wir den Zustandsbereich G mittels der Funktion ¥ analysieren (daher .
stammt der Name ,,Methode der Bereichsanalyse®‘), d. h. G bez. dem Vorlelchen von
28*

/ -
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V in verschledene Bereiche einteilen und diese studieren:
G+[a 1:={(t, &) €G|V(t £ v, & (t))>OVv€N ),
Glx):={(t, &) € G| (e, E,v,a(t))<OVv€N(t)}, ‘ .
Gat)i={(t, 6) € G| Pt £, 0, 8%() > 0 Vv € N*(1)), '
G [at] = {(t, §eG| Tt &, +(t)) <O0VveN )
mit ’ _ : .
N- (t) = {v ¢ U IQ(C(t) + D™) = & (t)}
- N*(t) = {v eU |Q(C(z DTv) =&t}
Definition: Gegeben: sei eine- Vektorfunktlon z: [ty t{] — IR! - IR* und eine
Funktion F: G — R! x R™ — R1. Ein Punkt” z € [t, ¢;] heiBt Minimalstelle (bzw.
. Maximalstelle) von F bez. z, wenn z eine (lokale) Minimalstelle (bzw. Maximalstelle)

der Funktion ¢ F(t :c(t)) ist. In diesem Fall besitzt F ein M3 zmmum (bzw. Maximum)
7 beL :zin z (oder in (z, z(2))). *

Wozu brauchen wir die zuletzt genannten Begriffe? Wenn F-(¢, &) := Q¢ — o~ (t)
und F*(t, &) := Q& — «*(t) anstelle von F eingesetzt werden, dann sind. alle Auf-
sprung- Absprung- und Verweilstellen eines Prozesses (@, u) bez. der Randfliche

= {(t,¢) € G1QE=ar(t) (bzw: R*:= {(, £ € GQs =a*(t)),

gerade Minimalstellen von F- (bzw. Maxnmalstellen von F*) bez. z. Deshalb ist der
folgende Satz von Bedeutung.

(10)

!

Satz 5: Es set (z*, u*) ein optimaler Prozeﬂ des Problems (P) Weiterhin sei F.= F+
und x = &%, oder es sei F~ F- und a = o~. Dann besitzt F kein Maximum bez. x* in

G {8 [ <t <tpa (t)' <Qsart)y |
und kem Minimum bes. z* in ' . ‘
' Gl N (L 6) [ty <t < by a7 (t) S.Q6 < a* ()}

. Beweis: Angenommen, F* besitzt ein Maximum bez. z* in

G“[d*] i <t < b« (t) < Q€ < = rx”(t)}

etwa in ¢t = z, d. h. nach (10) ) ' o _ s
' ( x"‘(z), v, o‘*(z)) > 0Vy mit Q(C(z) + DTv) = o‘*(z), _
to <z<t, a(z)< Qa:*(z) < at(z). o . -(11)

' _Well EX(t) = = C(t) + DTu*(t) und u* nach Satz 2 stetig und fast uberall differenzier-
bar in einer Umgebung von z smd folgt, aus der Definition der Maxxmalstelle vonA

© F* bez. z*

—F*(Z 2(2) = (C(Z) + DTu"(Z)) —&@y =0, - g

undfura.llee>0gllt N ‘ B :
LRt 2*0) = v — 50 =0 L

’ dtz
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auf einer Menge von positivem Ma8 aus (z — &2 + &) D& at zwelmal stetlg diffe-
renzierbar ist und z*, u* und ¥ stetig sind, erfiillt der optimale ProzeB (z*, u*) wegen
(11)—(12) fiar hmrelchend kleines ¢ die Ungleichung )

7(t, z*(t), u*t), ¢x+(t)) >0 firalle t€(z—e¢2+ e)..

3

Aus den letzten beiden Ungleichungen ergibt sich

(t x*(t), u*(¢), Qx*(t)) > 0 auf einer Menge von positivem MaB 3
aus (z2 —'¢, 2z + &), . . (13) -

. denn die Funktion ¥ ist nach der Definition in (8) monoton fallend bez..der vierten
- Komponente. Infolge von (4), (11) und.(12) sowie der Stetigkeit von z* und u* kann
¢ so klein gewihlt werden, daB o~ (t) < Qz*(t) < «*(t) und »*(¢) € int U fiir alle
t € (2 — ¢ 2 <+ ¢) gilt. Damit steht (13) im Widerspruch zu Satz 4. Also ist die obige
Annahme falsch, und ein Teil des Satzes wurde bewiesen. Der ubrlge Teil 148t smh
' analog zeigen U . v

Wegen «~(t) < Qz*(t) < «*(t) ist Jedes 2 € (o, t;) mit Qr*(z) = o (z) (bzw. Qx*(z) )
= «*(z)) eine Minimalstelle von F- (bzw. eine Maximalstelle von F*) bez. z*. Also
"ergibt sich aus dem letzten Satz sofort die '

Folgerung: Es sei (x*, u*) ein optimaler Prozef des 'Problems (P). Dann exzstzert
kein z € (Lo, ty) mit (z, 2%(2)) € (G*[a*] n R¥)u (G~ [a"]-n R7).

Auf diese Weise kénnen Zonen angegeben werden, wo kein Aufsprung, Absprung
sowie Verweilen auf den Réindern R* und R~ des 7ustandsberelchs auftreten kann.
Dariiber hinaus bleibt, wenn R* —.G*[a*] (bzw. R~ < G~[«~]) gilt und die Zustands-
funktionen festen Anfangs- und Endwert z, und z; haben (d. h. ¢(£).:= £ — %, und
ei(§) = &.— zy), der Rand R* (bzw R-) bis auf den Anfang und das Ende inaktiv.
In diesem Fall kann die a priori als inaktiv erkannte Zustandsrestriktion aus der
Aufgabenstellung weggelassen werden. Das bedeutet natiirlich eine Erlelcht,erung fiir
die weitere Untersuchung. : -

Mit Hilfe von Satz 5 kénnen wir noch dle fo]gende Behauptung ableiten, die zur
Angabe oberer Schranken fir die Anzahl der Aufsprung- bzw. Absprungstellen an-
- wendbar ist.

Satz 6: Wenn die optzmaie Tra;ektone des Problems' (P) in einem Zeitintervall
Z <= [ty, t] nur in G-[a*] (bzw. G*[x"]) verlau/t kann ste hochstens emen Aufsprung .
auf die Randfliche R* (bzw. R~) und einen Absprung davon haben, wobez die Auf-
sprungstelle niemals hinter der Absprungstelle liegt. ) o

Beweis: Wir brauchen wiederum nur einen Teil stellvertretend zu zelgen Ange-
~ nommen, es giibe z,, 2, € Z mit 2, < z, und (¢, z"‘(t)) € G~ [«*] fiir alle t € (z,, 2,), wo-

bei z, und 2, beide Aufsprungstellen auf R+ oder beide, Absprungstellen von R* sind,
" oder z, eine Absprungstelle von R* und z, eine Aufsprungstelle auf R* ist. In jedem
Fall gilt 2*(z,) = «*(z,) und x"‘(zz) = «*(z,) sowie x*(t) < oc*(t) fiir gewxsset € (24, 20)
=+ 0. Demzufolge besitzt F* ein Minimum bez. z* in .

@[] {t, 5)|21<t<22,0‘ (t)S§<a*(l)}

im Wlderspruch zu Satz 5. Also ist die obige Annahme falsch und der Satz ist be-
. wiesen - :

- Nun sieht unsere Vorgehenswelse wie folgt aus: Zunichst wird der Z ustandsbe-
reich gemiB (10) eingeteilt. Als Ergebnis entstehen zusammenhiingende Bereiche,
- die jeweils in G*[x7] oder G~[«x~] oder G*[«x*] oder G~[a*] liegen oder sich mit diegen

nicht iiberschneiden. Auf Grund dieser Struktur kénnen wir Anzahl und Ort der
moglichen Aufspriinge und Abspriinge nach Satz 6 abschiitzen. Anschliefend werden

\



438 Hoixc Xvuix PHUO

die Randwertaufgaben vom Typ (7) in ihrem Geltungsintervall gelést, ihre Lésungen

zusammengekoppelt -und die sich ergebenden Prozesse auf Optimalitit getestet.

Selbstverstandlich hingt die Effektivitit dieser Methode von der Struktur des Zu-

standsbereichs der konkreten Aufgabe ab. Im folgenden sind zwei der gunstlgsten.
Fille angegeben.

Satz 7: Es sei (x*, u*) ein optimaler Prozef3 des Problems (P)

a) Wenn G = G*[x~]ist, dann exzstze:entlund tamitty < b, < t, < b, Qr*(t) > « (t)
fiir ¢ € [to, ) U (b, ty] und Q*(t) = x~(t) fiir t € (ty, t5).

b) Wenn G = G-[«*] ist, dann existieren tound by, mit ty Sty S b, < by, Qx¥(L)
L () fiir t € [to, ) 0 (L, ) und Qi*(t) = a*(t) fiir t € (ty, ).

‘Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 6. Man beachte dabei, daB unter den Inter-
vallen [y, t,), (£, £,) und (t,, ¢;] auch leére scin kénnen. In einem solchen Fall entfallt
die bez. des leeren Intervalls gemachte Aussage. Falls G = G*[a~] und ¢, > ¢, gilt,
dann ist ¢, die einzige Aufsprungstelle von (z*, u*) auf die Randfliche R-. Wenn aber
t, =ty gilt, dann hat die optimale Trajektorie keinen Aufsprung auf R-. Analoge
Argumente kénnen aus der Formulierung von Satz 7 fiir den Fall G = G [x*] bzw.
fiir ¢, abgelesen werden. '

" SchlieBlich wollen wir noch eine abgesch“ dchte hinreichende Bedingung angeben

Satz 8: Es sei (%, @) etn Prozef des Problems (P) mit festen Anfangs- und End-
bedmgungen () = 2y und x(t;) = ;. Weiterhin sei. @ stetzg dszerenzzerbar und
Ny :={o € U | @D = @DTau(t)} = int U. Wenn -

(t & v, Qf(t)) > 0 Ve N(t) und {t, &)- 6 G mit Q& > Qz(t)
und .
V(,,,v Qfé )<0Vv€N(t)und(t E)EsztQE<Qx(t) .

gilt, dann erfiillt jeder optimale Prozef (x*, u*) von (P) die Gleichung Qz* = QZ.

Beweisidee: In Ana;logic zu Satz 5 kann unter der Voraussetzung von Satz 8 ge-
zeigt werden, dafl die Funktion F(¢, &) := Q& — QZ(t) kein Maximum in {(¢, &) € G|
tp <t <ty, QF > Qz(t)} 'und kein Minimum in {(, &) € G |ty < t < by, QF < QT(t)}
bez. ciner beliebigen optimalen Zustandsfunktion z* besitzt. Daraus folgt Qz* = @7,
sonst existiert wegen . \ .

Qx*(to) = Qz(l) = Qx, und Qa*(t) = QT(ty) = Q2

ein nichtlecres Intervall (81, t2) < (Lo, t) mit Qx*(¢;) = QT(t,) und Qx*(t,) = QZ(¢,)
‘und entweder Qx*(t).> Q%(t) oder Qz*(t) < QF(¢) fiir alle ¢ € (¢, £,). Das bedeutet,
dal F ein Maximum in-{(¢, &) € G | ¢, <t < ¢, Q6 > Q%(t)} bzw. ein Minimum in :
(¢, &) € G |ty <t < ty, Q& < QF(t)} bez. x* hat, im Widerspruch zur letzten Be-
hauptung 1 :
Ein Beispiel
Als Anwendungsbexsplel betrachten wir hier das Problem des groBten Flacheninhalts / eines
konvexen Kérpers in einer Ebene bei vorgegebenem Durchmesser o+ und vorgegebener Dicke

. Dieses Problem wurde von ANDREJEWA und KLOTZLER [1] ausfithrlich mit Mitteln der
Duahtatsbheone behandelt. Wir entnehmen daraus dic analytische Formulierung dieser geo-
metrischen Optimierungsaufgabe. Sie lautet:

27

1

1= f (—R2(@) + Ag)) dp — min!  in W30, 2),

4

. 1] _ -
o~ S h(g) + hig + 7) < o,  h(0) = k(r) = “7

!

(14)
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Hier igt & die Stutzfunktion des konvexen Kérpers. Eigentlich miBten in (14) noch die Be-
dmgungen K@) + k(@) = 0 und Max (k(@) + h@ + n)) = ot stchen, aber sie kénnen”

vernachldssigt werden, weil die optlmale Losung (14) automatisch diesen Bedmgungen ge-
nigt.

Mit den Bezelchnungcn z,(p) = k(@) und z,(p) = k{p + =) sowie u,(p) = %,(p) und uy(p)
= xn(qp) entsteht so die zugeordnete Aufgabe der optlma.lcn Steuerung vom Typ*(1):

t

n

- . fi Z[u, — z;%*] dt - min!

2-i5 . - !
o . o . . : » -
b=y, G =, 6o S 2() + 4l < oF o)
xl(O)“:‘:tl(n) = 2,(0) = xz'(n) - %

Offensnchthch erfiillt (15) alle Bedmgungen (2)—(5), deshalb gehért diese Aufgabe zur Klasse
(P), und alle Sitze in den letzten Abschnitten sind daher hier anwendbar.
Um die Aufgabe (15) mit Hilfe der Methode der Bereichsanalyse zu lésen, berechnen wir
zuerst ¥ nach (8): )

V(t &v,n) = — & — 7.

Weil o~ und ot positive konstante Funktionen sind, gilt &~ = &+ = 0. Welterhm ist V(£, &, v, 0)
< 0 fir alle (¢, §) aus G = 510t o~ <& +.& < ot} und alle v, d. h. nach (10)
G-[6~) = G-[«*] = G. Demzufolge existieren nach Satz 7 und der Folgerung aus Satz 5 zwei .
Werte ¢, und ¢, mit 0 < ¢, < 6,'S 7w, o~ < 2,%(¢) + z,*(t) < ot fir ¢ € (0, ;) U (fa, #) und
o~ < z,*(t)-+ x,*(t) = ot fir ¢ (¢, ¢,), wobei z,* und x,* Komponenten der Zustands-
funktion .des optimalen Prozesses (2*, u*) von (13) sind.

Aus Satz 4 folgt x,*(t) + 2,*(t) = —Z,*(t) — :‘éz"(t) fir ¢ € (0, ¢,) u (¢, ), d- h

zl*(t) + z,*(t) = a cos (t + b). fir gewisse aund b. ©(16)

Angenommen, es ist z,*(t) + x,*(t) < ot fir alle ¢ € (0,#] (d. h. ¢, = ¢;). Dann gllt z,*(¢)
L 2,*(t) = a cos (¢t + b) fir alle t € [0, #). Wegen z,*(0) + 2,*(0) = z,*(n) + 2,¥(n) =~ > 0
licfert ¢16) « > 0 und cos b = cos (b + n). Folglich gilt & = 0 und somit z,*(n/2) + x,*(=/2)
= a cos (7/2) = Q0 < «~, im Widerspruch zur Zulidssigkeit von (z*, u*). Also existieéren tat-
sichlich ¢, und ¢, mit 0 < ¢; < ¢, < 7 und z,*(t,), + T,*(t;) = 2,*(t,) + z,*(t,) = «*. Dariiber
‘hinaus’ gilt wegen der Stetigkeit der optimalen Steuerung #,*(t)) + £.*(¢,) = £,*(t;) + £.*(t,)
= 0. Durch Einsetzen der letzten Gleichungen und Z,*(0) = z,*(n) = 2,%(0) = 2,*(n) = x7/2
in (16) koénnen die Konstanten a und b fiir die jeweiligen Intervalle (0, ¢,) und (¢, ) bestimmt
werden, und es entstcht

ot cos (t —t) fiir t€[0,¢], .
2, %) + 2,*(t) = d o+ , fir ¢ € (¢, 8], : (17)
atcos(t —¢,) fur €[t n),

t, = n — t, = arccos a~[at.

Um 2,* und 2,* zu bestimmen, brauchen wir jetzt noch z,* — z,*. Weil Hy(t, z*(t), u*(¢),
p(t), 1) = O fiir fast alle ¢ ist (vgl. Satz 1), folgt aus Satz 3 .

0-[1)(2 z*, u"‘)dz—{—[( )( d,ul+d,u..)

(0.6)

und damit )
0 = Dy(t, 2%, u*) — Dylt, 2%, u*) = —xI:‘(l)A— g * () + 2*(E) — w*(¢)
fast aberall. Das bedeutet z,*(t) — z,*(¢) = —&,*(t) + £,*(t) und demzufolge 2*(t) — :'::._.‘(t)

= ¢sin (¢t + d) fir alle £ € [0, 2], wobei ¢ und d bestimmte Konstanten sind’ Weil z;*(0)
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— z..‘(O) = z,*(n) — x,‘(n) =0 gllt ist d = 0. Das helﬂt z,*(t) — xz‘(t) = csmt fur alle ¢~
€ [0, 7). Durch Kombination mit (17) bekommen wir

? cos (¢ —t,) + %ci sin ¢ fﬁr, t € [0, ¢,],
. atg . - '
z;*(t) = Y + ?smt far ¢ € [¢y, t?], -

ot R .. .
-é-cos t—t) + ?ci sint . fir .t € [t,, 7]
fiiri = 1, 2] cl_'—cz, tl-—n—tz-—arccosa/zx* : /

. Fir jedes ¢, liefert die letzte Darstellung eine optimale Lésung von (15). Alle diese Lésungen
entsprechen jedoch ein und derselben Losung der urspriinglichen geometrischen Aufgabe.
(Die Mehrdeutlgkelt der Lésung von (15) kommt daher, da mit der Anfangsbedingung z,(0)
= 25(0) = z,(n) = 2,(n) = «~/2 der Ursprung des Koordinatensystems zur Beschreibung des
konvexen Kérpers noch nicht eindeutig festgelegt wurde.) Dieses Ergebnis stimmt mit dem
Resultat von ANDREIEWA und KLOT2zLER [1] Gberein. Zum besseren Verstindnis abernehmen
wir von dort noch die geométrische Deutung der optimalen Lésung: Eine konvexe_Figur mit

 maximalém Flicheninhalt bei vorgegebener Dicke a~ und vorgegebenem Durchmesser o+
- entsteht als Durchschnitt eines Parallelstreifens der Dicke a~ mit einem Kreis' vom Durch-
‘. messer a*t, wobel der Mittelpunkt des Kreises in der Mitte des Streifens liegt (vgl. Abb. 6 in
(1. : -

[
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