. _ Zeitschrift far Analysis
. . und ihre Anwendungen
Bd. 7 (6) 1088, S. 4183493 -

/

"Zur Interpretation von MeBgrgebniésen

G. ANGER

N

Im Prinzip ist jedes angewandtc¢ Problem in Wissenschaft, Technik und Medizin ein inverses
Problem. Es ist dies der einzigste Weg, experimentelle Ergebnisse vollstindig zu analysieren.
Viele Parameter, z. B. dic Erdschwere, konnen sehr genau gemessen werden. Andererseits
gibt es praktisch keine Theorie zur Bestimmung von einzelnen Koeffizienten oder des Quell-
terms ciner Differentialgleichung aus MeBwerten. Der Autor hat bei der Beschiftigung mit
inversen Problemen bei Differéntialgleichungen folgende Erfahrungen gemacht: Nur in Aus-
nahmefillen kann ein inverses Problem eindeutig durch zusitzliche Informationen am Rand
eines Gebictes gelést werden. Als erster Schritt 1aBt sich die Menge aller Lésungen studieren.
In einem Labor kann man versuchen, davon eine Lésung auszuwihlen, die fiir die Anwendun-
gen von Interesse ist. Es gibt Beziehungen zur Cantorschen Kontinuumshypothese.

B npuHLnne kasganA npHKJIajHas 3a1a4a B HayKe, TeXHUKe I Mejiuunne — obpaTHan sanava.
ToAbKO TAKOH MOAXOA TMO3BOJISIET NMPOBECTH MOJHBIA AHANM3 DKCIEPUMEHTANBHHIX Pe3yJib-
TaToB. MHOrME NapaMeTphl, KaK, HANPUMeEpP, CHIIA TAMECTH, MOTYT ObiTh M3MepPeHBl TOYHO.
C pyroft CTOPOHL MPAKTHYECKH HET TCOPHH, KOTOPas NO3BOJNAA GLl ONPeNeJIMTb OTACIBHHC
KOd(@IUHEHTH I UCTOHYHUE AuddepenuHalbHOro ypaBHeHIA 110 M3MEpAEMEIM BEJHUITHAM.

- OnwiT anTopa H3ydennsn oGparHLX 3ajau auddepenunansbHLIX ypaBHeHUE NPHBOMMT ero K
| CJIENYIONIIN 3aKIIOYEHHAM: TOAbKO -JHIIb B UCKAUMTEILHLIX Clydanx obparHad, sagaua
MOMeT GbITh ONHO3HAYHO pelieHA MOCPEACTBOM AOMOJIHUTENHHOM HHGOPMAUHMU HA TpaHuie
3ajaHioll 00JacTi; B KauecTBe MEPBOro L1ara CjeilyeT U3Y4uTb MHOMECTBO BCEX pewsenid;
B J1a6opaTopii MOMKHO TOMBITaThCA BhGPATH pellieHile, KOTopoe NpejCTaBIfAeT HHTEPEC B
npuaosennnx. Vseorca cBa3M ¢ KOHTHHYYM-rinoTes0lt KanTtopa.

In principle each applied problem in science, technology and medicine is an inverse problem.
1t is the only complete way of analyzing experimental results.. Many parameters, such as, for
example, gravity can be determined very accurately. On the other hand, there is almost a
complete lack of & theory which would allow the determination of individual coefficients or the
source term of a differential equation from measured data. The author’s experiences made in
inverse problems of differential equations are the following: it is exceptional that an inverse
problem can be uniquely solved by additional information on the boundary of a given domain.
In general one can study the set of all solutions of an inverse problem as a first step. In a
laboratory one can attempt to select a solution which is of interest in applications. There are
relations to Cantor’s Continuum Hypothesis. '

1. 'Einigé spezielle inverse Probleme

Im Jahre 1823 studierte H. Abel das folgende inverse Problem [17, 21]. Es besteht in
"der Bestimmung der Gestalt eines Berges aus der Laufzeit eines Massenpunktes. Das
Teilchen gleite reibungslos auf dem Berg mit einer Anfangsenergie E. Man mifit ,
seine Laufzeit 7'(E), wobei vorausgesetzt wird, daB das Teilchen zuriickkehrt. Kann
man die Gestalt des Berges aus T(E) fiir alle E < E, bestimmen? Es bezeichne s die ,
Bogenlinge entlang des Berges und h(s) seine Hohe mit 2(0) = 0. Weiter sei m die
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Masse des Teilchens, g, die Erdbeschleunigung, s(¢) die Position des Teilchens zur’

Zeit t. Fiir seine potentielle Energie gilt V(s) = mgoh(s).
Die Bewegungsgleichung des Teilchens lautet

m d:;(:) - —dl;is), 's-(O)'z 0, ds{g?) = v > 0. )
Mulﬁipliziert‘ man diese mit ds/dt und integriert,.sb 'ergibvt, sich
'VI(S)A
ZN.
:

Fig. 1
Durch Auflésung von (2) nach dt komimt man zu

m \1/2 . ds’ _ 1 | .
"‘(?) fm 0t T(E). ‘ . 3)

Glelchung (3) stcllt die Losung der dirckten Aufgabe dar? Es sei s,(E) der kiemste
. Wert s = s, mit E — V(s) = 0. Die entsprechende Laufzelt sei T(K)/2. Dann gilt
fur die Gesamtlaufzeit

S E)

T(E) (2m)1/= f (E’%IS”(W’ (2m)1/2 f (B — V)~1z ds’(V)dV " (4)

4 . 0
Hierbei ist s = s,(V) die Inverse zu V = V{(s), 0 < E < V(0,). Die Auflosung der
Abelschen [ntegralglelchung (4) llefcrt [17} :

v -

dsy(V T(0 1 : ' L
s,}(v : (2m(V;1/2 t Empe Vf (V- Bt ds. ©)
R 0

Eine Integration von (5) ergibt im Intervall 0 =< s < o, die endgiiltige Formel
. , .

si(V) =('—2”1l—)ﬁf(V _ B\ (E)dE, 0=V < V(). " (6)
0 . . ) * - .

Diese stellt die‘L('Ssung der inversen Aufgabe dar.
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Ahnliche Formeln gelten fiir ein Teilchen, das sich in einem Potent,laltopf V(s) be-
wegt. Die direkte Aufgabe ist’die Bestimmung der Sch\nngungspenode P(E) des
Teilchens mit der Energie E. Die inverse Aufgabe besteht in der Bestimmung des
Potentials V(s) aus der Schwingungsperiode P(E). J. B. KELLER [21] bewies, da8 die
inverse Aufgabe fiir die Abelsche Integralglelchung (4) keine eindeutige Losung hat,
falls V(s) Maxima und Minima besitzt.

Auf Abelsche Integralgleichungen’ fithren \lele Probleme aus den Anwendungen
[17, 19]. Hier sei kurz das Problem der Computertomographie skizziert. Das Problem
wurde matheniatisch bereits 1917 von J. Radon gelost, 1963 erneut von A. M. Cor-

© . MAck [13] aufgegriffen und 1973 durch G. N. Hounsfield in die Praxis umgesetzt.

Im Punkt @, befinde sich eine Rontgencuelle mit der Intensitit Io. Nach Verlassen
des Korpers habe sie éine Intensitiat I, die durch die Beziehung (Fig. 2)

1= Iyexp (— [, HQ) ds) A (7)
gegeben ist. Damit ist das Linienintegral bekannt. Im Fall einer Dichte §, die nur vom’
Radius r abhangL erhilt man wegen % = r* — p- '

< __fndr -
=f oa e [T G ®

DICS ist eme Abelsche Integra]glelchung mit der Losung
fmdp | :
= — , p_rllz' ' . (9)
Der allgememe Fall / = f(r, 6) wird mittels Fourier-Reihen gelost [13].

Die beiden Beispiele /elgen (leutllch ‘die Schwierigkeiten, die bei inversen Proble-
men auftreten. Bezeichnen wir mit g die MeBwerte (duficren Parameter eines Pro-
blems) und mit f die zu bestimménden Werte (innere Parameter, direkten Messun- -
gen unzuginglich), so l\onnen sowohl (4) als auch (8) for mal als Glclchung erster Art

Af =g ' ‘ o ' L 10y

geschrieben werden. Hieraus ist f zu best,lmmen Im ersten Beispiel kann es mehrere
Losungen f geben, im zweiten Beispiel ist zwar f = 4~1g eindeutig bestimmt, hingt
aber von der Ableitung ¢’ ab. In den Anwendungen laBt sich meist nur g messen. In
den Normen von L2 oder C ist die Abbildung ¢ +» ¢’ unstetig.

Die fulgenden Beispiele sollen die letzten Bemerkungen ergiinzen. Wir betrachten
die einfachste Differentialgleichung

) w =1, ula) = 0. , . . (11/)
Es sei f(x) = O fiir Q‘ [@, b] und f stetig auf le, b]. Dami gilt
Af(z):=u(z) = [Zfy)dy = [ H(z — y) fly) dy. ‘ (12)

Hierbei ist H die Heaviside- Funktxon H(z ) =1 fiir z > 0, H(z) =0 fur 2<0. Aus
u(b) = ¢ 1aBt sich f nicht eindeutig bestimmen. Es sei G(z,y):= H(z —y) und .
fy ) P(y,d)p:= ¢'(y ) Dann fo]gt aus (12) (hrekb

- [ Gz, ) Py, 9) gly) dy = () : (13)

fiir alle g € C§°(R): Die in (12) definierte Zuordnung f > Af ist uml\ehrbar eindeutig.
Weiter gilt

f= A= . TR o e
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Man elkennt an diesem Beispiel die Unstetigkeit von 4~! in den Normen von L? oclex
. C. Bereits bei den Abelschen Integralglelchungen traten Ableltungen unter dem
Integlal/elchen auf. Setzt man

)= Pw. 9o, swppplo,blladl, . - (15)

un(‘l/ erklart u(x) = Af(x) nur. fir z 4 {a,, b,), so gilt fiir die in (15) erklﬁrten Funktio- -

nen

"Dei” Kern der Abblldung 4, d. h. alle / mit A/ =0,z eI [2, b ] besteht aus iiber-
abzihlbar vielen {. Diese Aussagc findet man oft, bei inversen Problemen [4, 6]:

Es sei jetzt P(x, ) u:= —Au der Laplace-Operator. Seine Grundlésung G, ist im
Fall n = 3 der Newtonsche Kern, im Fall n = 2 der loganthmlsche Kern. Der Kern
-Gy, geniigt ‘cbenfalls der Beziehung (13). Es sei 2 = R" eine offene Menge und ferner
@ € CP(R") mit supp ¢ = 2. Dann gilt g(z) = 0 fiir x ¢ Q. Somit folgt aus (13)

[ Gumy) (—dow) dy = [ Gulz, 9) fly)dy =0, =4 Q. ()
’ Deflmert man Gy, nur auf (R \ 2) X 2 und setzt

Af(x) = [ Gulx, ) f(y) dy, o (18)
-s0 folgt aus (17) die Existenz von iiberabzihlbar v1clen f= —éltp mit 4f = 0. Diese-

Tatsache gilt fiir jeden linearen Differentialoperator P(z, ) u, der eine lol\a]mtcgmel— .

bare Grundlosung G besitzb. Im Fall der Helmholtz-Gleichung _
du- Ju=0 - ' o (19)

spricht man bei Dichten f, die (17) beziiglich des Kernes ¢ (]0[ Helmholtz-Gleichung
-gentigen,’ von nichtabstrahlenden Dichten. Dies ist ein allgemeines Prinzip bei Diffe-
rentialgleichungen, in der Theorie der Integralgleichungen kaum-beachtet. Ursache
hierfiir ist die Tatsache, da man bei Differentialgleichungen die rechte Seite oder

gewisse Koeffizienten aus Messungen auf 92 auf Q ohne wesentliche Zusatzinforma-

tionen nicht eindeutig bestimmen kann [3, 6, 7].° .
Das Problem der Koeffizientenbestimmung soll jetzt kurz ellautelt wercden. Wir
- verwenden dazu die einfache Differentialgleichung

' —(9(z) + @@) v =0,  u(a) = u. . (20)
Hierbei sind q und ¢ integrierbare Funktionen. Die Loésung von (20) 1st

ule) = upexp (7 (aw) + #(9) dy)- | ‘ .
Es sci ¢ = 0 und ¢ = ¢, = const. Dann gilt u(z) = w, exp (qo(x — a)) Mittels einer

Messung im Punkt 2 < a kann g, eindeutig bestimmt werden. Es gilt g = (2° — a)~1

“ X log’ (u(x")/uo) Man sieht, daB der Zusammenhang zwischen g, und «(2°) streng nicht-
linear ist, eine groBe Schwierigkeit fiir die Numerik. Weiter konnen kleine Anderun-
gen von u(z°) in der Nahe von a groBe An(lerungcn von gy hervorrufen [29] Im fol-
genden gelte fiir ¢

supp'p < [ay, b,] < [a,b] und [ g(z)dz=0. -
Bezeichnet v die Losung von (20) fiir ¢ = 0, so gilt u(:v) = v(z) fiir x ¢ [a,, b,). Speziell
firg =0 und u(O) 1 erhilt man u(r) = exp (fo )d?) Hieraus folgt -

w@
u(z) - : . \

f <p(y) dy = log u(x) und  ¢(z) =

A

Afx) =0, x¢[ay,b]. ' ' R (16) .
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- Aus der Kenntnis von u auBerhalb [a,, b,] ist es nicht maglich, alle Werte von @.zZu
berechnen. Fiir inverse Probleme sind die vorliegenden Differentialgleichungen zu
scharf formuliert. Es diirfte niitzlich sein, gewisse Mittelwerte

o= [y dy, e <oy < <ax,

einzufithren und diese aus Messungen zu bestimmen.

Die Hochtechnologie verlangt dringend die Losung inverser Aufgaben. Wihrend
frither in den Ingenieurwissenschaften die Simulation dominierte, ist man jetzt
immer mehr an der Struktur der inneren Materialparameter interessiert. Unter Simu-
lation’ versteht man dabei folgendes: Man nimmt, die Koeffizienten und die rechte
Seite der Differentialgleichung sowie Anfangs- und Randwerte als bekannt an und
berechnet die T.ésung u. In Abhiingigkeit der Koeffizienten und der rechten Seite,
" wird das Verhalten von u studiert. Interessante Lésungen finden dann eine ingenieur-
technische Umsetzung. Bei diesen Aufgaben hat man gewisse Freiheitsgrade fiir die
‘inneren Parameter. In der Geophysik und Medizin haben sich- solche Herangehens-
weisen kaum bewihrt, da genau eine Losung fiir die inneren Parameter zu bestimmen
ist [5]. Eine genaue Analyse der Aufgabenstellungen in Wissenschaft, Technik und
Medizin zeigt, daB die Interpretation der Natur stets invers zu erfolgen hat 6,7, 12].
Speziell finden Studenten, wenn sie die Universitit verlassen, in der Industrie meist
inverse Probleme vor [12]. " '

In den folgenden Ausfiihrungen sollen die Erfahrungen zusammengestellt werden,
"die der Autor bei der Beschiftigung mit inversen Problemen withrend der vergangenen
17 Jahre gesammelt hat. Diese Ausfiihrungen geben weiterhin eine gewisse Antwort
auf die in [27] aufgeworfenen Fragen. -

2. Einige Ergebnisse der Physik

In den Anwendungen steht die Aufgabe der Interpretation experimenteller Ergeb-
 nisse. ‘Viele physikalische Parameter f konnen nicht direkt gemessen werden. Man
kennt nur ihre Wirkung g. Zwischen f und g bestehen physikalische Gesetze, die for-*
mal als Gleichung erster Art Af = g geschrieben werden kénnen. Aus dieser Glei-
chung ist f zu bestimmen. Im cinfachsten Fall ist A eine Matrix. Integraloperatoren’
haben eine kompliziertere Gestalt, da sie auf dem Kontinuum erklért sind und zu
deren Studium unendlichdimensionale Funktionalrdume notwendig sind [17].

An jedem Ort und zu jeder Zeit gelten gleichzeitig alle Naturgesetze, von denen
unter speziellen Bedingungen einige dominant sind. Nach dem heutigen Wissens-
stand der Physik gibt es nur vier verschiedene Arten von Kriften. Auf elektromagne-
tischen Kriften und Gravitationskrdften beruhen die mieisten Anwendungen der
Physik im Alltag. Wendet man sich der Kernphysik zu, werden Kernkrdfte und
Krifte der schwachen Wechselwirkung bedeutsam. :

Bisher sind mehr als sieben Millionen chemische Verbindungen bekannt. Weiter-
hin vermutet man auf der Erde die Existenz von ca. einhundert ‘Milliarden unter-
scliiedlicher Proteine. Hieraus folgt das Vorhandensein einer sehr grofien Anzahl ver-
schiedener Materialparameter. Mit Superéomputern kann man zur.Zeit physikalische
Eigenschaften von Systemen berechnen, die héchstens aus 1000 Teilchen. bestehen
[16]. Im Weltall enthilt ein Kubikzentimeter ein Atom. Das Ultrahochvakuum ent-
hilt 105—10'" Atome/cm?®. Gase enthalten 10'® Atome/cm?, Festkorper 10%* Atome/
em3. In nichster Zeit wird es kaum méglich sein, mit Hilfe von Computern das physi-
kalische Verhalten von Stoffen im voraus zu berechnen. Vom praktischen Stand-
punkt aus kann man nur gewisse Phenomene, die Mittelwerte iiber die atomaren
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Strukturen sind, beschreiben und messen. Hierzu gehoren unter anderem Masse,
Temperatur, Festigkeit, Leitfahigkeit, elektrischer Widerstand, Kapazitit usw., die-
als Koeffizienten bzw. als rechte Seite in die Differentialgleichungen eingehen. Die
Werte dieses Materialparameter kénnen nur experimentell -bestimmt werden. Die
klassische Physik beschreibt im wesentlichen solche Phenomene. Allerdings werden
die atomaren Strukturen immer hiufiger in die phanomenologischen Gleichungen
einbezogen, eine Forderung der Hochtechnologic. Bekannt sind diese Dinge in der
Mikroelektronik. , L

"~ An dieser Stelle seien einige Bemerkungen zur Interpretation der Natur mittels
~der gewonnenen MeBergebnisse angebracht. Mit Hilfe weniger Messungen soll auf
die atomaren Strukturen geschlossen werdeén, welche nur durch eine iiberdurchschnitt-
lich grofie Anzahl geometrischer und physikalischer Parameter beschrieben werden
- konnen. -Vom praktischen Standpunkt aus kann man die zu bestimmenden Para- .
Mmeter als unendlich annehmen. Der Mathematiker hat zur Behandlung solcher
Probleme die Menge R der reellen Zahlen cingefiihrt, die nichtabzihlbar ist. Dadurch
entsteht eine Idealisierung der Fragen, die vom mathematischen Standpunkt aus
zusitzliche Schwierigkeiten mit sich bringt. Am SchluB dieses Artikels gehen wir
niher darauf ein. :

3.. Beschreibung physikalis.cher Prozesse unter Verwendung von Differential-
gleichungen ' '

Ein spezielles Problem der Physik wird durch ein grofles System von Differential-
gleichungen oder anderer Gleichungen beschrieben. Seine Koeffizienten und die
Quellen (rechte Seite) sind innere Materialparameter, die Messungen unzuginglich
. sind. In diesem Fall besteht f aus den Koeffizienten oder den Quellen. Die Lésungen
von Differentialgleichungen geniigen dabei gewissen Anfangs- und Randbedingungen.
.. Der Zusammenhang zwischen f und g wird iiber die Differentialgleichungen herge-
“stellt, wobei in diesem Fall der Operator 4 eine #uBerst komplizierte Gestalt hat
[6,7,29,30. - - ' :

Um ein groBes System von Differentialgleichungen 16sen zu kénnen, muB es wesent-
lich vereinfacht werden. Derselbe Sachverhalt entsteht, wenn die. Modellierung zu
grob vorgenommen wird. Weiter- sind Messungen oft nur auBerhalb einer offenen
Menge, wie z. B. in Geophysik und Medizin, méglich. Hieraus ergeben sich innere
Mehrdeutigkeiten, d. h., verschiedene innere Parameter f erzeugen dieselben MeB-
werte g [1, 7]. Bei festem g ist dic Menge aller f mit Af = ¢ oft nichtabzihlbar. Vom
Informationsinhalt her kann man als ersten Schritt nur die Menge aller dieser f ein-
fiihren und studieren [1,-3]. Durch Hinzunahme weiterer mathematischer und physi-
kalischer Informationen ist zu versuchen, die Losungsmenge einzuschrinken bzw.
genau ein Losungselement auszuwihlen. Bei einer Matrix 4 liegt im Fall det 4 ==
ein vollstandiger Uberblick iiber die Losungsmengen vor. Weiter gibt es hier Vor- |
schriften zur Berechnung spezieller Lésungen [31). Oft ist die Eindeutigkeit der zu
“bestimmenden Koeffizienten gesichert, wenn diese nur von einer Variablen abhingen’
[22, 23, 26] oder analytische Funktionen sind [15]. In einigen Fillen gelingt ein
Studium des inversen Problems, falls die Koeffizienten oder die rechte Seite von der
Losung w [25] oder dem Gradienten von u« abhingen [22], da in diesen Fillen der
Informationsgehalt der zu bestimmenden GroBen geringer ist. !

Neuerdings haben Mathematiker festgestellt, daB ein spezielles inverses Problem
fir Gebiete mit glattem Rand eindeutig losbar ist, withrend es fiir ein Quadrat keine
eindeutige Losung gibt [25]. Man sieht daran, daB bei inversen Problemen die Geo-
metrie wesentlichen EinfluB auf die Eindeutigkeit haben kann.
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Sind die Losungen einer linearen Differentialgleichung im ganzen Raum bekannt,
so ist der Differentialoperator eindeutig bestimmt [11). Die Massenverteilungen sind
ebenfalls eindeutig bestimmt, falls deren Potentiale im ganzen Raum’bekannt sind
[1,7]. Da bei inversen Problemen ein groBer Informationsmangel vorliegt, ist die
Beherrschung der entsprechenden Prozesse notwendig. Hierzu gehdren vor allem
experimentelle Erfahrungen, da diese am Gesamtsystem erzielt werden.

Inverse Probleme in der Optik lassen sich relativ einfach formulieren und ver-
stehen. Das direkte Problem der Optik besteht darin, die Emission oder Streuung

_sowie die Ausbreitung von Strahlung auf der Basis bekannter Quellen- oder Streu-
korperbeschaffenheit zu berechnen. Das inverse Problern dagegen ist die Bestimmung
der Merkmale von Quellen, Streukérpern oder Ausbreitungsmedien aus der vom
Detektor empfangenen Strahlung. Eine intuitive Lésung des inversen Problems ist -
uns allen wohlbekannt. Wir leiten GréBe, Form, Oberflichenbeschaffenheit und
Materialstruktur eines Objektes aus der mit unseren Augen wahrnehmbaren Streuung
und Absorption des Lichtes ab. Dabei ist zu beachten, daBl unser Auge eine duBerst
komplizierte Struktur aufweist. Zur [dentifikation der Objekte werden wesentliche

. Zusatzinformationen verwendet, die im Hirn gespeichert sind. Sobald jedoch optische
Information iiber den visuellen Eindruck hinaus verlangt wird oder optische Infor-
mation durch automatische elektro-optische Gerite analysiert werden soll, ist die -

{ Intuition durch mathematische Rekonstruktion, d. h. der Lésung inverser Probleme,
abzulésen [8]. Diese Gedanken gelten praktisch fiir alle physikalischen Vorginge.

Die meisten inversen Probleme bei Differentialgleichungen lassen keine eindeutige
Lésung zu [6; 7). Ursache hierfiir ist der zu groBe Informationsinhalt der Koeffi-
zienten bzw, der rechten, Seite, d. h., aus Messungen auf einer zweidimensionalen
Fliche bzw. in endlich vielen Punkten soll auf eine dreidimensionale Abhingigkeit
der Materialparameter geschlossen werden. Aus diesem Grund ist man auf die Simu-
lation angewiesen. Man nimmt gewisse innere Parameter f als bekannt an und be-
rechnet deren Bild Af = g. Die Berechning von 4f, als direkte Aufgabe bezeichnet,
bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Der Operator 4 ist oft mit Hilfe eines
quadratisch integrierbaren Kerns darstellbar, woraus die Kompaktheit von 4 folgt.
Das bedeutet, daB im Bildraum von 4 jede unendliche Menge eine konvergente
Teilfolge Afi — Af, enthilt. Daraus folgt die Approximierbarkeit von A durch
endlichdimensionale Operatoren 4,. Auf dieser Eigenschaft beruhen viele numerische
Niherungsverfahren [10, 20, 29]. v S

~ 4. Weitere Ausfiilirungcn zur inversen Problematik

Bei einer Analyse der Erfolge von Wissenschaft und Technik kommt man zu folgen-
dem Ergebnis: Die meisten physikalischen Gesctze wurden bei.Versuchen in Labors
entdeckt. Hierbei werden viele physikalische Parameter konstant gehalten. Dabei ist .
zu beachten, daB die Mathematik oft erst ab einer gewissen Stufe in die Untersuchun--
gen einbezogen werden kann. Die inneren Parameter vieler verwendeter Materialien,
z. B. von Stahl, Silizium, organischen Substanzen usw. sind nur rein experimentell zu
gewinnen. Die an dieser Stelle einsetzende Moglichkeit der Verwendung der Mathe-
matik kann vielleicht als weiterverarbeitende Stufe gekennzeichnet werden. Um
Produkte gleicher Qualitit herstellen zu konnen, werden Mineralien aus derselben
Lagerstitte, dieselbe Verarbeitung sowie die gleichen Anwendungen bendtigt. Dieses
gilt insbesondere fiir alle biologischen Systeme, die von hochster Komplexitit sind.
VerlaBt man Labors und untersucht das Verhalten von offenen Systemen wie das
Weltall, die Atmosphiire, biologische Strukturen, das Innere der Erde usw., so be-
stehen folgende Tatsachen: In diesen Systemen konnen sich gleichzeitig viele Para-

i
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meter dndern. — nur Telleffckte sind mefBbar. Eme Vorhersage iiber das Verhalten
eines solchen Systems ist unsicher. Der Wissenschaftler ist auf praktische Erfahrun-
gen am komplexen System angewiesen. So spielen in der Biologie die Bioindikatoren
eine zentrale Rolle. Tn der Medizin muB zur Diagnostik neben den MeBdaten, die in
Labors erzielt w mden der menschliche Kérper als Bioindikator herangezogen wer-
den.

Laufend werden neue Produkte hergestellt, deren materialméBiges Verhalten teil-
weise nicht bekannt ist. Unter Verwendung von leistungsfihigen Computern bewzihrt
sich folgende 1ngemeu1techmsche Herangehensweise: Das Material, z. B. Stahlrohre,:-- —=-—=--
‘wird 'vor Inbetriebnahme einér technischen Einrichtung mit Hilfe von Ultraschall- -
geriiten oder anderen Geriten gepruft und deren Daten registriert. Nach Inbetrieb-
nahme des Prozesses 'werden in gewissen Zeitabstinden die Kontrollen wiederholt.
Auf diese Weise érhilt man Daten, die vergleichbar sind. Somit sind Verdnderungen
des Materials in gewissem Umfang registrierbar. Wir weisen .an dieser Stelle noch-
mals darauf hin, daB bei inversen Problemen verschiedene innere Parameter dieselben
MeBwerte erzeugen kénnen. Die verschiedenen inneren Parameter mit gleichen MeB-
werten konnen sowohl den normalen Zustand als auch ‘wesentliche Abweichungen
davon angeben. -

Die Strome des Herzens bzw. die Stréme des Hn"ns werden durch die Maxwell-
schen Gleichungen beschrieben [6, 18). Nach vorangegangenen Ausfithrungen 1483t
. eine Messung ‘dieser Strome auf der gesamten Korperoberfliche keine.eindeutige
Bestimmung der inneren Parameter zu..-In der Medizin vergleicht man ein neu ange-
fertigtes EKG mit anderen EKG, deren Interpretation bekannt ist. Da es zu jedem ¢ .
- unendlich viele f mit gleichem g geben kann, ist diesé SchluBweise oft fraglich [3].

Im téglichen Leben haben wir uns laufend mit inversen Problemen auseinanderzu-
setzen. Auf die Erkennung der Natur mittels optischer Informationen haben wir be-
reits hingewiesen. Im Prinzip gilt dasselbe fiir akustische Informationen und andere,
Prozesse, die durch Differentialgleichungen beschrieben werden. Die folgenden Aus- -
fiihrungen sind uns so gut bekannt, daB wir uns dariiber keine Gedanken mehr
machen. Mit Hilfe einer Waage — zum Vergleich wird das Gravitationsfeld herange-
zogen — kann man nur die Masse eines Korpers, aber nicht seine Geometrie sowie
seine physikalische Zusammensetzung bestimmen. Auch die Messungen vieler anderer
physikalischer Parameter sind von dieser Art. Diese einzelnen GréBen haben nur Be-
deutung bei der Weiterverarbeitung des Materials. Alle inneren ‘Parameter sind durch
den HerstellungsprozeB bestimmt. Man konnte noch viele einfache inverse Probleme
angeben, die keine emdeutlge Losung zulassen. '

Eine Gerade durch einen Punkt ist nicht eindeutig bestimmt. Es gibt so viele
Geraden durch einen Punkt, wie reelle Zahlen existieren. Betrachtet man im R3
alle x = (z,, ,, ;) mit ax, + bx, + cxy = d, so glbt es wegen Informatlonsmangel
kein emdcubxg bestlmmtes z. Hier ist

a b ¢
det A =0 mit A=|a b ¢
abc

Wir haben bereits mehrfach darauf hingewiesen, daB eine Gleichung erster Art
Af = g nichtabzihlbar viele Losungen f mit gleichem Bild g haben kaiin (4, 6, 25].
~An dieser Stelle kommt die Aussage der Cantorschen Kontinuumshypothese zum
tragen. Vor bereits hundert Jahren versuchte G. Cantor, der an der Martin-Luther-
Universitit Halle wirkte, zu beweisen, daB jede unendliche Menge reeller Zahlen
entweder auf die Menge N der natiirlichen Zahlen oder die Menge R der reellen Zahlen
umkehrbar eindeutig abgebildet werden kann. Nach K. Gédel (1930—1936) und
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P. Cohen (1963) ist mit den in der Analysis verwendeten Hilfsmitteln diese Aussage
weder beweisbar noch widerlegbar [14]. Ahnliche Aussagen gelten fiir viele inverse
Probleme. Ohne wesentliche Zusatzannahmen sind viele dieser Probleme nicht ent-
scheidbar. Dabei miissen diese Zusatzannahmen aus dem Experiment kommen bzw.
gewisse ‘A-priori-Annahmen mit Hilfe von Experimenten als richtig nachgewiesen -
werden. Trotzdem lassen sich fiir solche nicht entscheidbaren Aufgaben tiefliegende
Strukturuntersuchungen anstellen, die fiir weitere Untersuchungen von grundsitz-
licher Bedeutung sein kénnen. Bei inversen Problemen muB man oft von deren mathe-
matischen Entscheidbarkeit Abstand nehmen.

5. Fragen der Weiterentwicklung der Mathematik

Da bei den Gleichungen der mathematischen Physik von endlich vielen Messungen

auf das Kontinuum, genauer auf R oder R3 geschlossen werden mu8, sollte in Zukunft V

eine Mathematik unter Hinzunahme der Aussagen von Experimenten entwickelt
werden. In der bisherigen Mathematik gelingt dieser SchluB auf das Kontinuum unter
Verwendung von Potenzreihen, von kompakten Mengen (kompakten Operatoren)
sowie in der Wahrscheinlichkeitstheorie unter Verwendung von a priori vorgegebenen
Verteilungsfunktionen [4, 6, 7]. Grob gesprochen lassen sich die bisherigen Ergeb-
nisse der Mathematik auf dem Gebiet der mathematischen Analysis ansehen als eine
Theoric metrischer' Riume, auf denen Gleichungen zweiter Art Af 4 f = ¢ studiert
werden [7). Ist 4 cin kompakter Operator, so existicren zu festem g nur endlich viele
{0 mit Af + f = g. Dies ist der wesentliche Unterschied zu den Gleichungen
erster Art [29). Probleme der Spektraltheorie sind eng verkniipft mit Gleichungen
zweiter Art. Aus diesem Grund haben inverse Spcktralprobleme einen hoheren Ent-
wicklungsstand erreicht als die iibrigen inversen Probleme [6, 7, 28). In zunehmendem
. MaBe werden Ergebnisse iiber inverse Spektralprobleme fiir direkte. Aufgaben bei
nichtlinearen Differentialgleichungen verwendet [6, 7]. : :

In. komplexen Systemen ist folgende Grundirage nur in Sonderfillen bekannt:
- Welche duBeren Parameter g des Systems sollen gemessen werden, so dall gewisse
innere Parameter f eindeutig und stabil bestimmt werden kénnen [2, 3, 9)? Dabei
sind fiir die inneren Parameter gewisse Mittelwerte einzufiihren. Hieraus ergeben sich
weitreichende Konsequenzen bei der Interpretation der Natur. Das Arbeiten mit
Dichten als Koeffizienten und als rechte Seite einer Differentialgleichung ist fiir
direkte Aufgabenstellungen sinnvoll, da vom verwendeten Material oft geniigend
viele Informationen vorliegen. Bei inversen Problemen jedoch muB man sich — je

nach vorliegenden Informationen — mit weniger Aussagen zufriedengeben. In einem "~

gewissen Sinne ist der Aussageinhalt einer Differentialgleichung zu reduzieren. Dabei
sollte man gewisse charakteristische GréBen finden, mit denen physikalische Ent-
scheidungen méglich sind. Grundlage dieser Untersuchungen diirfte die moderne
Strukturmathematik sein. Im Fall von linearen elliptischen und parabolischen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung bietet sich dazu die moderne Potential-
theorie an. Solche Fragen sollten in Zukunft studiert werden [3, 11].

Die folgenden Hinweise diirften fiir dic Beschiftigung mit angewandten Problemen
von Nutzen sein. Die meisten mathematischen Modelle, die in den Anwendungen ver-
wendet werden, sind im 18. und 19. Jahrhundert entwickelt worden. Wegen des
geringen Entwicklungsstandes der Mathematik in diesen Jahrhunderten sowie des
Nichtvorhandenseins von leistungsfihigen -Computern wurden diese Modelle sogar
noch vereinfacht. In der vereinfachten Form sind diese oft in die mathematische
Grundlagenforschung eingegangen. Dic Mathematiker haben seit hundert Jahren
sehr viele'tiefliegende innermathematische Ergebnisse erzielt, die fiir die Anwendun-
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gen bereitstchen. Hierzu' muB eine den jetzigen Anforderungen von Wissenschaft -
und Technik entsprechende Modellierung - erarbeitet sowie die Beziehungen zur
Strukturmathematik hergestelit werden. Die inversen Probleme stehen dabei an
zentraler Stelle. Viele Teile der Mathematik miissen weiterentwickelt werden.

Zu den voranstehenden Betrachtungen sind zusitzlich stets stochastische Unter-
suchungen anzustellen sowie eine numerische Realisierung zu versuchen [10, 20, 29].
Einen historischen Uberblick iiber inverse Probleme findet der Leser in [6, 8, 10, 13].
Die systematische Anwendung voranstehender Ausfiihrungén auf dic einzelnen Pro-

zesse in Wissenschaft, Technik und Medizin diirfte zu neuen Erkenntnissen und zu”~ ~

groPen Gkonomischen Einsparungen fiihren.

Unter Verwendung der Strukturmathematik liBt sich oft die Menge aller Losungen
eines inversen Problems charakterisieren [1, 3, 6, 7). Hierbei ergeben sich neue Lo-
sungen, die fiir die Anwendung von grundsitzlicher Bedeutung sein kénnen. Ein-
sparungen érgeben sich unter anderem béi der richtigen Analyse des Verhaltnisscs
Theoric—Praxis. Viele Prozesse bleiben auch in Zukunft rein experimentell. Es
diirfte sich kaum lohnen, die Gleichungen der mathematischen Physik bei der Her-
stellung von Materialien einzusetzen. | : ’
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