
Zeitschrift fUr Analysis 
und ihre Anwendungen 
Bd. 7 (6)1988, S. 483— 493 

Zur Interpretation von MeOergebnissen 

G. ANGER 

Im Prinzip 1st jedes angewandte Problem in Vissenschaft, Technik und Medizin cin inverses 
Problem. Es ist dies der einzigste Weg, experimentelle Ergebnisse vollsthndig zu analysieren. 
Viele Parameter, z. B. die Erdschwere, können sehr genau gemessen werden. Andererseits 
gibt es praktisch keine Theorie zur Bestimmung von einzelnen Koeffizienten oder des Quell-
terms ciner Differentinlgleichung aus MeBwerten. Der Autor hat bel der Beschäftigung mit 
inversen Problemen bel Differéntialgleichungen folgende Erfahrungen gemacht: Nur in Aus-
nahmefhllen kann ein inverses Problem eindeutig durch zusätzliche informationen am Rand 
eines Gebietes gelost werden. Als erster Schritt läBt sich die Menge aller Losungen studieren. 
In elnem Labor kann man versuchen, davon eine Losung auszuwahlen, die für die Ansvendun-
gen von Interesse ist. Es gibt Beziehungen zur Cantorschen Kontinuumshypothese. 

B npill-luitne iaxaaa npIiI-JiaJuIaH sataqa B Hay}, TexHiIle H Me:ti1ItHIle - o6paTllan 3aja'la. 
'l'oJibHo TaHoft no.xoa n03B0J1fleT fipoBecTil flOJ1Hbif aHaJlH3 3xcnepBMeHTaJ1bHb1x peay.nb-
TaToa. Muorue napaMeTpbi, Hai, IlanpuMep, cILna TnxecTil, MOl'yT Ohm, H3MCCllbl TO4HO. 

C jpyrofl CTOpOHhI npaKTu4eCF<ll HeT TeopHu, KOTOf1 1103130J11iIa OIA onpeeui OTWJlbHl,lC 
}oz4(lItuueJITh1 uJiu ucTO'IIIIIH as1(aepeIIi.tuaJ1bIioro ypaBHeHhiA no HaMeprleMhiM BeJIII4II1-taM. 
OnhiT anropa 113y4e11ur1 oOpaTHhIX aaaa'l Ul(a)epeIlUHaJ1h}Ih1X ypanueHith UPHBOJLIIT ero K 
CJ1CiYIOEUIIM 3aKJlio'-leIlHnM: ToJlbKO jlHWb B uclullo'mTeJibiihIx c.riyanx o6paTnasi 3aLa'ia 
MoHeT ObITI, 0Ho3ua q n6 pcweiia nocpeacTiioM aOl1OJl1IHTeJil,Iio) Hhl(OMUHH Ha rpaiiue 
aaaaHIIofl O6JIaCTII B Ha'IecTBe nepuoro uiara C.aeiyeT usy'IuTb Ml-lo?Becrno Bcex peweiiiifl; 
B JlaOopaTol)lIll MO?+fllO nonblTaTbcn BbiOpaTb peuleune, 140TOPOC npeacTaBJlneT Murepec B 
npuu1o+cenllnx. l'lMeloTcn CBn311 C x0H'r1IIlyyM-run0Te3oft haHTopa. 

In principle each applied problem in science, technology and medicine is an inverse problem. 
It is the only complete way of analyzing experimental results. Many parameters, such as, for 
example, gravity can be determined very accurately. On the other hand, there is almost a 
complete lack of a theory which would allow the determination of individual coefficients or the 
source term of a differential equation from measured data. The author's experiences made in 
inverse problems of differential equations are the following: it is exceptional that an inverse 
problem can be uniquely solved by additional information on the boundary of a given domain. 
In general one can study the set of all solutions of an inveise problem as a first step. In a 
laboratory one can attempt to select a solution which is of interest in applications. There are 
relations to Cantor's Continuum Hypothesis. 

1. Einige speziellu inverse Problenie 

I  Jalire 1823 studierte H. Abel das folgencle inverse Problem [17, 21]. Es besteht in 
der Bestimmung (icr Gestalt eines Berges aus der Laufzeit eines Massenpunktes. 1)as 
Teilchen gleite reibungslos auf dem Berg mit einer Anfangsenergie E. Man miBt 
seine Laufzeit T(E), wobei vórausgesetzt wird, daB das Teilchen zurUckkehrt. Kann 
man die Gestalt des Berges aus T(E) für alle E E0 bestimmen? Es bezeichne s die 
Bogenlange entlang des Berges und h(s) seine Höhe mit h(0) 0. Weiter 9ei In die 
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Masse des Teilehens, g0 die Erdbeschleunigung, s( g ) die Position des Teilchens zur 
Zeit t. FU r*  seine potentielle Energie gilt V(s) = mg0h(s). 
Die Bewegungsgleichung des Teilchens lauet 

d2s(t)	dV(s)	 ds(0) m——=-----,	s(0)-=O,	---=v0>O.	 (1)
dt

 Multipliziert man these mit dsldt und integriert, so ergibt sich 

m (d8 2	 my02 
+ V(s) = E,	E ' = -b-.	 (2) 
\  

Fig. 1	 Fig. 2 

Durch Auflosung von (2) nach dt konirnt man zu 

= (m)h/2f	d	 0 t	T(E). 

Gleichung (3) stellt (lie Losung der direkten Aufgabe dar Es sei 8 1 (E) der kleinste 
Wert s = s mit K - V(s) = 0. Die entspreehende Laufzeit sei T(E)12. 1)arin gilt 
für die Gesamtlaufzeit

S(E) 

T(E) = (2m)uI2f 
(E	

= (2m) h /2 f (E - V) h /2	dv.	(4) 

Hierbei ist s = s( V) die Inverse zu = V(s), 0	K	V(a1 ). Die Auflosung der

A belsehen Integralgleichung (4) liefert [17] 

= (2mV)112 + (2m)'/2 17J'	
- E)-"2 7"(E) dE.	 (5) 

0. 

Eine Integration von (5) ergibt im Intervall 0	s	a1 (lie endgültige Formel 

S1(V)	
(2m) 1/2 

f( V —E)'I2 T(E) dE,	0 < V :!E^ V(a 1 ).	 (6) 

Diese steilt die 1 Losung der inversen Aufgabe dar.	-
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Ahnliche Fornieln gelten für ein Teilchen, das sich in einem Ptentialtopf V(s) be-
wegt. Die direkte Aufgabe ist die Best .intmung der Schwingungsperide P(E) des 
Teilehens mit der Energie E. Die inverse Aufgabe besteht in der Bestimmung des 
Potentials J'(s) aus der Schwingungsperiode P(E) J. B. KELLER [21] bewies, dal3 (lie 
inverse Aufgabe für die Abelsche Integralgleic hung (4) keine eindeutige Losung hat, 
falls V(s) Maxima und Minima besitzt. 

Auf Abelsche Integraigleichungen fiihren viele Probleme aus den Aiiwendungen 
[17, 19]. Hier sei kurz clas Problem der Computertomographie skizzieit. Das Problem 
vurde mathematisch bereits 1917 von J. Radon gelost, 1963 erneut von A. M. COB-

MACK [13] aufgegriffen uncl 1973 (lurch G. N. Hounsfield in die Praxis umgesetzt. 
Im Punkt Q0 befinde sich eineRontgenquelle mit der Intensität I. Nach Verlassen 

des Korpers hahe sie éine Intensit•ät I, (lie durch die Beziehung (Fig. 2) 

I = 10 exp (-L 1(Q) ds)	 (7) 

gegeben ist. Damit ist das Linienintegral hekannt. . I m Fall einer Dichte /, die nur vom 
Radius r abhangt, erliiilt man wegen .s2 = 7.2 - p2 

= fL . /(Q) ds = 2 1 (r2_ 2)1/2•	 (8)


Dies ist eiue Abelsehe Iiitegralgleichung mit der Losung 

-	1 r	f'	 9 
-	Jr ( p2 - r2)1/2	 ( 

Der allgenieine Fall / = /(r, 0) wircl niittels Fourier-Reilien gelost [13]. 
Die beiden Beispiele zeigen deutlich (lie Schwierigkeiten, die bei inversen Proble-

men auftreten. Bezeichnen wit S nut g die MeBwerte (aulleren Parameter eines Pro-
blems) unci mit / die zu bestimmënclen Werte (innere Parameter, (lirektefl Messun-
gen unzuganglich), so können sowohl (4) als auch (8) formal als Gleichung erster At 

A/==g	 (10) 

geschrieben werden. Hieraus ist / zu hestimmen. im ersten Beispiel kann es mehreie 
Losungen / gehen, mi zveiten Beispiel ist zwar / = A 1g eindeutig bestinimt, hangt 
aber von der Ableitung g' ab. In den Anwendungen lä3t sicli nieist nur g messen. In 
den Normen von L2 oder C ist die Abbildung g	g' unstetig. 

Die folgenden Beispiele sollen die letzten Bemerkungen ergänzen. %Vir betrachten 
(lie einfachste Differentialgleiehung 

U' = /,	u(a) = 0
	 (11)


Es sei 1(x) = 0 für x q [a, b] und I stetig auf [a, b]. Dann gilt 

A/(x) := u(x) = f /(y) (ly = f H(x - y) /(y) (ly.	 (12) 

Hierbei ist H (lie Heaviside-Funktiori, H(z) = 1 für z > 0, H(z) = 0 für z 0. Aus 
u(b) = c läl3t sich / nieht emndeutig bestimmen. Es sei G(x, y) := H(x - y) und. 
1(y) = P(y, ) := '(y). Dann folgt atis (12) (lirekt 

f G(x, .y) P(y, ) (y) dy = (x)	 (13) 

für alle E C(R). Die in (12) definierte Zuordnung / i Al ist umk-ehrbar eindeutig. 
Weiter gilt

(14)
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Man erkennt an dieem Beispiel die Unstetigkeit von A- t in den Normen von L2 oder 
C. Bereits bei den Abelsehen Integraigleichungen t.raten Ableitungen tinter clem 
Integrak.eichen auf. Setzt man 

1(y) = P(y, ) (y), supp9 c: [a 1 , b 1] [a, b], (15) 
und erklärt u(x) = A/(x) nur für x [a 1 , b 1 ], so gilt für die in (15) erklärten Funktio-
nen

A/(x) = 0, x q [a1 , b1]. (16) 
De-r-- Keler AbbIdung A; d. h. alle / mit A/(x) = 0, x q [a 1 , b 1 ], besteht aus libet-
abzählhar vielen I. Diese Aussage findet man oft bei iriversen Probleiuen [4, 6]: 

Es sei jetzt P(x, ) u := —Au der Laplace-Operator. Seine Grundlosung G L ist im 
Fall n 3 der Newtonsche Kern, im Fall n = 2 der logârithmische Kern. Der Kern 
G 1, genugt ebenfalls der Beziehung (13). Es sei Q 11." eine offene Menge und fener 

E C(IV') mit supp	Q. Dann gilt (x)	0 für x q Si. Somit folgt. ails (13) 

f G(x, y) (—A(y)) dy = f G1 (x, y) 1(y) dy = 0,	.x Q.	 (17)€

- Definiert manG L nur auf (It" \.Q) X Si und set.zt 
A/(x) := f CL(X, y)f(y) dij, (18) 

so folgt aus (17) die Existenz VOU überabzählbar vielen / = —zlqq hut Al = 0. Diese 
Tatsaehe gilt für jeclen linearen Differentialoperator P(x, ) u, der ewe lokalintegrier-
bare Grundlosung G besitzt Tm Fall der Helrnholtz-Gleichung 

Au-I 2u=0 (19) 
spriclit man hei 1)ichten /, die (17) heziiglicli des Kernes C cler Helniholt.z-Gleichung 
genugen; von nichtabstrahlenden Dichten. Dies ist ein a.11gemeines Prmnzip bei Diffe-
rentialgleicliungen, in der Tlueorie der Integralgleichungeh kaiumheachtet. Ursache 
hieifiir ist (lie Tatsache, daB man bei Differentialgleichungen die rechte Seite oder 
gewisse Koeffizienten aus Messungeti auf Q auf Si ohne wesent-liche Zusat-zinforma-
tionen nicht eindeutig bestimrnen kann [3, 6, 7].	- 

iDas Problem der Koeffizientenbestmnimung soil jetzt kurz erläutert- verdeii. Wir 
verwendeui dazu die einfaelie Differentialgleichung 

u' - (q(x) ± (x)) u = 0,	u(a) = u0 .	 ( 20)

Hierhei sind q und T integrierbare Funktionen. Die Losun g von (20) ist 

U(X) = U éxp (f (q(y) + (y)) dy). 

Es sei q = 0 und q =	= const. Dann gilt u(x) = 'it0 exp (qo(x— a)). TVIit.tels einer 
Messung im Punkt xO	a kann q0 eincleutig bèstirnnut wercien. Es gilt q0 = (x° -, 
x log ((X0)/ 0). Man sieht, daB derZusammenhang zwischen q0 und u(x°) streng nicht-
linear ist, eine groBe Schwierigkeit für die Numerik. Weiter kónnen Heine Auiclerun-
gen von u(x°) in der Nähe von a gioBe Atiderungen von q0 hervorrufen [29]. Jun fol-
genden gelte für 

supp97 c [a 1 , b 1 1 c [a, b] Ufl(l f (x) dx = 0. 
Bezeichnet v die Losung von (20) für = 0, so gilt u(x), = v(x) für x q [a 1 , b 1 ). Speziell 
für q = 0 und u(0) = 1 erhält man u(x) = exp UZO 96) dy). Hieraus folgt 

—) f p(y) dy = log u(x) und 
q(x) — u(x)
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Aus der Kenntnis von u auBerlalb [a 1 , b 1 ] ist es nicht moglich, alle Werte von zu 
berechnen. Für inverse Probleme sinci die vorliegenden Differentialgleichungen zu 
scharf formuliert. Es dürft.e nützlich sein, gewisse Mitteiwerte 

= fa	(y) dy,	a1 <	< ... 

einzuführen und these ausMessungen zu bestimmen. 
Die Hochtechnologie verlangt dringend die Losung inverser Aufgáben. Während 

frither in den Ingenieurwissenschaf ten die Simulation (lominierte, ist man jetzt 
mimer mchr an der Strulitur der inneren Materialparameter interessiert. Unter Siniu-
lation' versteht man dabei folgendes: Man ninimt , (lie Koeffizienten uncl (lie rechte 
Sèite der Differentialgleichung sowie Anfangs- und Ranclwerte als bekannt an und 
berechnet die Losung u. In Abhängigkeit der Koeffizienten unci der rechten Seite 
wirci (las Verhalten von u stucliert. Interessante Losungen linden dann eine ingenielir-
teehnische Unisetzung. Bei cliesen Aufgaben hat man gewisse Freiheitsgracle für die 
inneren Parameter. In der Geophysik und Meclizin haben sich- solehe Herangehens-
weisen kaum bewhrt, (Ia genau eine Losung für die inneren Parameter zu bestimmen 
1st [5]. Eine genaue Analyse der Aufgabenstellungen in Wissenschaft, Technik und 
Meclizin zeigt, daB die Interpretatioii der Natur stets m yers zu erfolgen hat [6, 7, 12]. 
Speziell finden Stuclenten, wenn sic die Universität verlassen, in (ler Industrie meist 
inverse Probleme vor [12]. 

In den folgenden Ausführungen sollen die Erfahrungen zusammengesteilt werden, 
(lie der Autor bei der Beschaftigung mit inversen Problemen während der vergangenen 
17 Jahre gesammelt hat. Diese Ausführungen geben veiterhin eine gewisse Alit-wort 
auf die in [27] aufgeworfenen Fragen. 

2. Einige Ergebnisse der Physik 

In den Anwendungen stelit die Aufgabe der Interpretation experimenteller Ergeb-
nisse. Viele physikalische Parameter / können nicht direkt gemessen werden. Man 
kennt nur ihre Wirkung g. Zwischen / uncl g bestehen pliysikalishe Gesetze, die for- 
mal als Gleichung erster Art Al = g gesehrieben werden könne'n. Aus dieser Glei- 
chung ist / zu bestimmen. Tm eiiifaehster Fall 1st A eine Matrix. [ntegraloperatoren 
haben eine kbmpliziertere Gestalt, da sic auf deni Kontinuurn erklhrt sind und zu 
deren Studiu in unendlichcli mensionale Funktionalr.äu me notwendig sind [17]. 

An jedem Ort und zu jedei Zeit gelten gleiehzeitig alle Naturgesetze, von clenen 
unter speziellen Bedingungen cinige dominant sinci. Nach clern heutigen Wissens-
stand der Physik gibt es nur vier verschieclene Arten von Kräften. Auf elektromagne-
tischen Krã/ten und Gravilationskrd/ten. beruhen (lie nieisten Anwendungen der 
Physik im Ailtag. \Vendet man sich der Kernphysik , zu, werden Kernkra/te und 
Krä/le der schwachen Wechselwirkung becleutsam. 

Biher sincl mehr als sieben Millionen chemische Verbindungen bekannt. Welter-
hill vermutet man aufcler Ercle die Existenz von Ca. einhundert'Milliarden unter-
schiedlicher Proteine. Hieraus folgt das Vorhandensein einr sehr groBen Aniahl ver-
sch icciener Material pa rameter. Mit Superomputern kann man zurZeit physikalische 
Eigenschaften von Systeinen berechnen, die höchstens aus 1000 Teilchen.bestehen 
[16]. un Weltall enthält ein Kubikze'ntinieter ein Atom. Das Ultrahochvakuuin cut-
halt 10-16" Atome/cin. Gase enthalten 10 16 Atonie/cm3, Festkorper 1023 Atome/ 
cm3. In nachstcr Zeit wird es kaum moglich scm, mit Hilfe von Computern clas physi-
kalisôhe Verhalten von Stoffen im voraus zu berechnen. Tornpraktischen Stand- 
punkt aus kann man nur gewisse Phenomene, (lie Mittelwerte uber die atornaren
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St.rukturen sind, beschreiben unci messen. Hierzu gehoren iinter anderem Masse, 
Temperatur, Festigkeit, Leitfahigkeit, elektrischer \Viderstand, Kapazitat lisw., die 
als Koeffizienten bzv. als reehte Seite in die Differentialgleicl-iungen cingehen. Die 
Werte dieses Materialpararneter können nur experi mentell bestirnmt werden. Die 
klassische Physik beschreibt mi wesentlichen soiche Phenornene. Ailerdings werden 
die atomaren Strukturen imnier hãufiger in die phänomenologisehen Gleichungen 
einbezogen, eine Forderung der . Hoch technologic. Bekanut sind these Dinge in cler 
Mikroelektronik. 

An dieser Stelle seien einige Benierkungen zur Interpretation der Natur niittels 
der gewonnenen Mel3ergebnisse angebracht. Mit Hilfe weniger Messungen soil auf 
die atomaren Strukturen geschiossen werden, weiche nur durch eine iibercltirchschnitt-
lich groBe Anzahl geometrischer und physikalischer Parameter besehrieben werden 

- können. Vorn praktischen Standpunkt aus kann man die zu bestimmenden Para-
meter als unendlich annehnien. Der Mathematiker hat zur Behandiung soicher 
Probieme die Menge R der reellen Zahien eingefiihrt, die nichlabzdhlbar ist. Dadirch 
entsteht eine Edealisierung der Fragen, (lie vom rnathernatischen Standpunkt aus 
zusätzliche Schwierigkeiten mit sich hringt. Ani SchiuB dieses Artikels gehen wir 
näher darauf em. 

3. Beschreibung physikaliseher Prozesse unter Vrwcnduiig von Differential-
gleichungen 

Ein spezielles Problem (ter Physik wird durch ein groBes Syteni von Differential-
gleichungen oder atiderer 0 leichungen heschrieben. Seine Koeffizienten und die 
Quellei (rechte Seite) sind innere Materialparametet', die Messungen unzugäiigiich 
sind. In dieseni Fall besteht / au den Koeffizienten oder den Quellen. Die Losungeti 
von Differentialgleiehungen gen iigen cia bei gewissenAnfangs- und Randbedingungen. 
.De I Zusammenhang zwischen / und g wird fiber die Differentialgleichungen herge-
stelit, wobei in diesern Fall der Operator A cine iuBerst komplizierte Gestalt hat 
[6,7,29,30].	0 

Urn ciii groBes System von Differentialgleichungen iösen zu können, mul3 es wesent-
lich vereinfacht werden. Dei'selhe Sachverhalt entstel,t, wenn die. Modeliierung zu 
grob vorgenomnien wirci. Weiter. sind Messungen oft nur aufierhaib einer offenen 
Menge, \vie z. B. in Geophysik und Medizin, moglieh. Hieraus ergeben sich innere 
Mehrdeutigkeiten, d. Ii., verschiedene innere Parameter / erzeugen dieseiben MeB- 
werte g [1, 71. Bei festem g ist die Menge alier / mit Al = g oft nichtabzähibar. Voni 
Informationsinhait her kann man its ersten Schritt nur chic Menge ailer dieser I em-
fflhren und studieren [1,-3]. Durch Hinzunahnie wemtei'er niathet,iatischer iind physi-
kaiischer Inforniationen ist zu versuehen, die Losungsmeuge einzuschränken hzw. 
genau ciii LOsunselemerit auszuwählen. Bei einer Matrix A liegt im Fall det A == 0 
ein voilstanchiger tYberbiick Ober die Losungsniengen Weiter gibt es hier Vor-
schriftcn zur Berechnung spezieller Lösungen [31]. Oft ist die Eincfeutigkeit (Icr zu 
bestimmeriden Koeffizienten gesichert, wenn these nur von einer Variablen abhngen 
[22, 23, 26] oder analytische Funktionen sind [15]. in einigen Fllen gelingt ciii 
Studium des inversen Problems, falls die Koeffizienten oder (lie rechte Seite von der 
Losung u [25] ocher deni Gradienten von u abhiangen [22], da in diesen Fallen der 
Informationsgehait (ter zu bestinirnenden GröBen geringer ist.	II 

Neuerdings haben Matheniatiker festgestellt, daB em spezielles inverses Problem 
für Gebiete mit glattem Rand eindeutig lösbar ist, vährend es fur ein Quadrat keine 
eindeutige Losung gibt [25]. Man sieht daran, daB bei inversen Problemen die Geo-
metric wesenthiehen EinfiuB auf die Eindeutigkeit haben kann.
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Sind die Lösungen einer linearen Differentialgleichung im ganzen Raum bekannt, 
so ist der Differentialoperator eindeutig bestin'imt [11]. Die Massenverteilungen sind 
ebenfalLs eindeutig bestinimt, falls deren Potentiate iin ganzen Raum' bekannt. 'sinci 
[1, 71. Da bei inversen Problemen em. groBer Informationsmangel voriiegt, ist die 
Beherrschung tier entsprechenclen Prozesse notwendig. Hierzu gehoren vor aileni 
experimentelle Erfahrungen, da these am Gesamtsysteni erzielt werden. 

Inverse Probleme in der Optik lassen sich relativ einfaeh formulieren und ver-
stehen. i)as direkte Problem der Optik besteht darin, cue Emission oder St.reumg 
sowie die Ausbreitung von Strahiung auf der Basis bekannter Quelien- oder Streu-
korperbeschaffenheit zu berechnen. Das inverse Problerh dagegen ist die Bestimniung 
tier Merkmale von Quellen, Streukarpern oder Ausbreitungsmedien aus tier voni 
Detektor empfanenen Strahiung. Eine intuitive Lasung des inversen Problems ist 
uns allen wohlbekannt. Wir leiten Gröi3e, Form, Oberflächenbeschaffenheit. und 
Materialstruktur eines Objektesaus der mit unseren Augen wahrnehmbaren St.reuung 
und Absorption ties Lichtes ab. Dahei ist zu beachten, daB unser Auge eine äullerst 
komplizierte Struktur aufweist. Zur Eclentifikation tier Objekte wercien wesentliche 
Zusatzinformationen verwendet, cue im Hirn gespeichert sinci. Sobald jedoch opt isehe 
Information über den visuellen Eindruck hinaus verlangt wird Oder optisehe Infor- 
mation durch automatische elektro-optische Geräte analysiert wercien soil, ist die 
Intuition durch mathematische Rekonstruktion, d. h. der Losung inverser Probieme, 
abzulösen [8]. 1)iese Gedanken gelten praktisch ftir alle phyikalischen Vorgänge. 

Die meisten inversen Problerne bei Differentialgleichungen lassen keine eincleutige 
Losung zu [6; 71. Ursache hierfiir ist der zu groBe informationsinhait cier Koeffi- 
zienten bzw. der reehteri Seite, d. h., aus Messungen auf einer zweidimensionalen 
Fläehe hzw. in endlich vielen Punkten soil auf eine dreidirnensionale Abhängigkeit 
der Materialparameter geschlossen werden. Aus diesern Grund ist man auf die Simu-
lation angesviesen. Man nimmt gewisse innere Parameter / als bekannt an unci be-
rechnet deren Bud Al g. Die Berechrnng von Al, ais clirekte Aufgabe bezeichnet, 
bereitet keine prinzipieiien Schwierigkeiten. Der Operator A ist oft mit Hilfe eines 
quaclratisch integrierbaren Kerns darsteilbar, woraus die Kornpaktheit von A folgt. 
Das bedeutet, daB irn Bilciraurn von A jecle unendliche Menge einé konvergente 
Teilfolge A/k' -± A10 enthält. Daraus folgt (lie Approdniierbarkeit von A durch 
endlichdimensionaie Operatoien A. Auf clieser Eigensehaft beruhen viele numerische 
Naherungsverfahren [10, 20, 291. 

4. Weitere Ausfuhrungen zur inversen Probleniatik 

Bei einer Analyse der Erfolge von Wissenschaft und Technik kornmt man zu folgen-
dem Ergebnis ,: Die moisten physikaiischen Gesetze wiirden bei.\Tersuchen in Labors 
entdeckt. Hierbei werden viele physikalisehe Parameter koiistant gehaiten. Dbei ist 
zu beachten,daB die Mathematik oft erst ab einer gewissenStufe in (lie Untersuchiin-
gen einbezogen wercien kann. Die innerenParanieter vieler verwendeter Materialien, 
z. B. von Stahl, Siliziuni, organischen Substanzen usw. sincl nur rein experimentell zu 
gewinnen. Die an clieser Stolle einsetzepde' Mogiichkeit tier Verwenciung der Mathe-
matik kann vieileicht als weiterverarbeitencle Stufe gekennzeichnet verdeii. Urn 
Proclukte gleicher Qualität hersteilen zu können, werden Mineralien aus (lerSelben 
Lagerstatte, dieselbe Verarbeitung sowie cue gleichen Anwendungen benotigt. J)ieses 
gilt insbesondere für alle bioiogischen Systeme, die von höchstei' Komplexitat sind. 

VeriäBt man Labors und untersucht cias Verhalten von offenen Systemen vie das 
Weltall, die Atmosphare, biologische Strukturen, das Innere tier Ercie usw., so be-
stehen foigende Tatsachen: In cliesen Systemen konnen sich gleichzeitig viele Para-
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meter azidern - nur Teileffekte sind mefibar. Eine Vorliersage uber das Verhalten 
eines soichen Systems ist unsiclier. Per Wissenschaftler ist auf praktische Erfahrun-
gen am komplexen System angeviesen. So spielen in der Biologic die Bioinclikatoren 
eine zentraleRo1le. In cler Medizin niuB zur Diagnostik neben den MeBdaten, die in 
Labors erzielt wu iden, (ter menschuiehe Körper als Bioind ikator herangezogen wet-
den.	 S 

Laufend wèrden neue Produkte hergestelit, deren materialmaBiges \Terhalten teil-
weise nicht bekannt ist. Unter Verwenduiig von leistungsfahigen Computern bewährt 
sich folgende ingenieurtechnische Herangehensveise: Das Material, z. B. Stah1rohre,---.-------

- wird vöiPInbëtiiebhahme einér techiiischen Einriehtung mit 1-lilfe von Ultraschall-
geraten ocler ancleren Geräten gepruft und deren 1)aten tegistriert. Nach Inbetrieb- - 
nahme des Prozesses 'werden in gewissen Zeitabständen die Kontrollen wiederholt. 
Auf diese Weise erhält man Daten, die vergleichbar sid. Somit sind Veriinderungen 
des Materials in gewissemn Umfang registrierbar. Wir weisen an dieser Stelle noch-
mals darauf hin, daB bei inversen Problenien verschiedene innere Parameter dieselben 
MeBwerte erzeugen kOnnen. Die versehiedenen inneren Parameter nut gleichen MeB-
werten können sowohi den nornialen Zustancl als audi wesentliche Abweichungen 
davon angeben. 

Die Ströme des Herzens bzw. die Strome des Hirns werden durch die Maxwell-
schen Gleichungen beschrieben [6, 181. Nach vorangegangenen Aufiihrungen IaBt 
eine Messung -dieser Ströme auf der gesamten Korperoberflache keineeindeutige 
Bestimmung der inneren Parameter zu-In der Mediziri vergleicht man ein iueu ange-
fertigtes EKG mit anderen EKG, cieren Interpretation bekannt ist. Da es zu jedem g 
unendlich viele / mit gleichem g geben kann, ist diesé ScliluBweise oft fraglich [5]. 

Tm taglichen Leben haben wir uns laufendmit inversen Problemen auseinanderzu-
.setzen. Auf die Erkennung der Natur mittels optischer Informationen haben wir be-
reits hingewiesen. I m Pririzip gilt classelbe für akustische Informationeii uiid andere 
Prozesse, die durch Differentialgleichungen beschrieben werden. Die folgenden Aus- 
führungen sind uns so gut bekannt, daB wir uns daruber keine Gedanken mehr 
machen. Mit Hilfe einer Waage zum Vergleich wird das Gravitationsfelci herange-
zogen - kann man nur die Masse eines KOrpers, aber nicht seine Geonietrie sowie 
seine physikalisehe Zusammensetzung bestimmen. Audi die Messungen vieler anderer 
physikalischer Parameter sind von diesCr Art. .Diese einzelnen GroBen haben nur Be-
deutung bei der Weiterverarbeitung des Materials. Alle inneren Parameter sind durch 
den HerstellungsprozeB bestinimt. Man könnte noch viele einfache inverse Probleme 
angeben, die keine eindeutige Losung zulassen. 

Eine Geracle (lurch einen Punkt ist ñicht eindeutig hestinumt. Es gibt so viele 
Geraden durch einen Punkt, \vie reelle Zahlen existieren. Betrachtet man im R3 
alle x = (x1 , x2 , x3) mit ax1 + bx2 + cx3 = d, so gibt es wegen Informationsniangel 
kCin eindeutig bestimmtes x. Hier ist	 S 

/abc	 S	

- . 

detA=0 mit A=(a b c . 
\abc 

Wit haben bereits melurfach darauf hingewiesen, daB eine Gleichung erster Art 
Al = g nichtabzählba-r viele Losungen / mit gleiohem Bild g haben kaiin [4, 6, 25]. 
An dieser Stelle kommt die Aussage der Cantorschen Kontinuumshypothese zurn 
tragen. Vor bereits huiudert Jahren versuchte G. Cantor, der an der Martin-Luther-
Universitat Halle wirkte, zu beweisen, daB jede unendliche Menge reeller Zahien 
entweder auf die Menge N der naliirlicheiu Zahlen oder die Menge It der reellen Zahlen 
umkehrbar eindeutig abgebildet werden kann. Nach K. Gödel (1930-1936) und
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P. Cohen (196) ist mit den in der Analysis verwendeten Hillsmitteln diese Aussage 
veder beweisbar noch widerlegbar [14]. Ahnlic,he Aussagen geiten für viele inverse 
Probleme. Ohne vesentIiche Zusatzannahmen sind viele clieser Probleme nicht ent-
scheidbar. J)abei müssen these Zusatzannahnien atis dem Experiment kommen bzw. 
gewisse A-priori-Annahmen mit Hilfe von Experimenten als richtig nachgewiesen 
werden. Trotzdem lamen sich für soiche nicht entscheidbaren Aufgaben t.iefliegende 
Struktu runtersuchungen ansteilen, die für weitere Untersuchungen von grunclsatz-
licher Bedeutung sein k-onnen. Bei inversen Pioblemen mull man oft von (leren mat he-
matischen Entscheidbarkeit Abstand nehmen. 

5. Fragen der Weiterentwicklung der MatheniaUk 

Da hei den Gleichungen tier niatheniatischen Physik von endlich vielen Messungen 
auf das Kontinuum, genauer auf R oder R.3 gesehlossen werden muB, solite in Zukunft 
eine Matheniatik unter Hinzunahme der Aussagen von Experinienten entwickelt 
verclen. In der bisherigen Matheniatik gelingt dieser Schlul3 auf das Koninuuni tinter 
Verwenclung von Potenzreiheu', von kompakten Mengen (kompakten Operatoren) 
sowie in der Wahrseheinliehkeit.stheorie tinter \ Terwendung von a priori vorgegebenen 
Verteilungsfunktioneri [4, 6, 71. Grob gesprochen lassen sich die bisherigen Ergeb-
nisse tier Mathematik auf dciii Gehiet der niatheniatischen Analysis ansehen als eine 
Tlteorie metrischer Ritime, auf denen Gleichtingeii zweitcr Art Al + / = g studiert 
weiclen [7]. 1st A cin kornpakter Operator, so existieren zu festem g nur endlich viele 
/ 0 mit Al + / = g. Dies ist der wesentliche Unterseltied zu den Gleichungen 
erstei Art [29]. Probienie der Spektraitheorie sind eng verknüpft mit Gleichu'ngen 
zveiter Art. Aus dieseni Grund haben inverse Spcktralprobleme einen häheren Ent- 
wicklungsstand erreicht als (lie ubrigen inversen Probleme [6, 7, 281. In zunehmendern 
Mai3e wercien Ergebnisse über inverse Spektralprohieme für clirekte. Aufgaben bei 
n ichtlinëaren Differentialgleichungen veiwendet [6, 7]. 

In. komplexen Systemen ist folgende Gi-undfrage nur in Sonderfallen bekannt: 
Weiche äuBeren Parameter g des Systems sullen geniessen werden, so daB gewisse 
innere Parameter / eindeutig und stabil hestimmt wercien können [2, 3, 91? Dabei 
sind für cue inneren Parameter gewisse Mittclwerte einzufüliren. Hieraus ergeben sich 
weitreichende Konsequenzen bei cler Interpretation der Natur. J)as Arbeiten mit 
i)ichten als Koeffizienten nod ais rechte Seite einer .Differentialgieichung ist für 
direkte Aufgabensteliungen sinnvoll, da voni verwendeten Material oft genligend 
viele Informationen vorliegen. Bei inversen Probiemen jedoch muB man sich - je 
nachvoiliegenden Itiformationen - iiüt weniger Aussagen zufriedengeben. In einem 
gewissen Sinne ist (tér Aussageinhalt einer I)ifferentialgleichung zu reduzieren. Dabei 
soilte man gewisse charakteristische GrOBen linden, mit cienen physikaiische Ent-
scheidiingen moglich sind. Grundlage dieser Unteistichungen diiifte die moderne 
Strukturmathematik sein. Im Fail von linearen eliiptischeu und parabolischen 
Diffeientialgleichungen zweiter Ordnung hietet sich dazu die moderne Potential-
theorie an. Soiche Fragen soliten in Zukunft studiert wet-den [3, 111. 

Die folgenden Hinweise durften liii- die Beschüftigung mit angewanclten Pioblemen 
von Nutzen sein. Die meisten matheruatischen Modeile, (lie in den Anwenclungen ver-
wendet, werden, sincE im 18. unci 19. Jahrhuncieit entwickelt worden. Wegen des 
geringen Entwicklungsstancles der Mathemati k in d iesen Jahrhunclerten sowie des 
Nichtvorhandensei ns von leistungsfäh igen Coniputern wurden these Modelle sogar 
noch vereinfacht. In der vereinfachtcn Form sinci diese oft in die rnathematische 
GruncliagenfOrschung eingegangen. Die Mathematiker haben seit hundert Jahren 
sehi- vieletiefliegende innermätheniati sell e Ergebnisse et-zielt, die für die Anwenclun-
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gen hereitstehen. Hierzu muB eine den jet.zigen Anf3rderungen von Wissenschaft 
tirid Technik entspreehende Modellieruiig erarbeitet sowie (lie .Beziehungen zur 
Strukturrnathematik hergestellt werden. Die iliversen Probleme stehen (labei an 
zent.raler Stelle. Viele Teile der Mathematik miissen weiterentwickelt wercien. 

Zn den voranstehenden Betraehtungen sind zusatzlich stets stochastische Unter-
suchungen anzustellen sowie eine numerisehe Realisierung zu versuchen [10, 20, 29]. 
linen historischen Oherbliek fiber inverse Probleme findet der Leser in [6, 8, 10, 13]. 
Diesystetnat.ische .Anwendung voranstehender Ausfiihrungén auf die einzelnen Pro-
iess, in Wisscnsch ft reehiiik unci Med win diirfte iu neuen Eikennt.iiissen und in 
jroflen okoho,nischen Einsparungen fü ii ien. 

Unter Verwendung der Strukturmatheniatik lal3t sich oft die Menge aller Losungeii 
eines inversen Problems charakterisieren [1, 3, 6, 7]. Hierbei ergeben sich neue Lö- 
sungen, die für die Anwendung von gruiidsatzlicher Bedeutung sein können. Em-
sparungen ergeben sich unter andereni héi der richtigen Analyse des Verhaltnisses 
Theorie—Praxis. Viele Prozesse bleiben aueh in Zukunft rein experimentell. Es 
ciiirfte sich kauni lohnen, (lie Gleichungen (icr niatheniatisehen Physik hei der Her-
stellung von Materialien einzusetzen. 
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