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Zur Entwicklung von Randintegraigleichungen 
!ür eine Aufgabenklasse der mathematisehen Physik 

H. GRUNDEMANN 

Ausgehend von den Grundgleichungen der Kontinuumstheorie wird für eine Aufgabenklasse 
der Mechanik ein einheitliches Randwertproblem entwickelt. Als Losungsmethode wird em 
Zugang fiber Randintegralgleichungen beschrieben. Besondere Betonung erfährt die Berech-
nung der Fundamentallosungen.	 - 
Hcxo;u 113 OCHORItIIx ypainieirnfl cnJIOWHOtk cpeaai pa3unBaeTcn oöivan xpaenan 3aila4a g.nn 
eswToporo iacca aaaq MexauliFul. HaH Me'roa pewena onucblaaeTcsl noxoa epe 

rpaull4uble HuTerpaJibtible ypauHeHun. Oco6oe yJ(apellue Aac irui i3bI4itcJleH1110 yHaa MeIITaJIb-
ilux peuJeHuf. 
Based upon basic equations of continuum theory for a scope of mechanical problems a unified 
boundary value problem is derived. A general boundary integral solution procedure for this 
problem is presented. Special emphasis is taken to computational aspects of fundamental 
solutions. 

1. Einleitung 

Unser Ziel ist, für eine umfangreiehe Aufgabenklasse der rnathematischen Physik 
eine Losungsstrategie auf der Basis von Randintegralgleiehungen zu entwiekeln. 
Der Sehwerpunkt liegt dabei in der Konstruktion der Fundarnentallosungen für these 
Aufgabenklasse. iDiese sind gleichxeitig die Kerne (let' aiiftretenden Potentiale der 
einfachen und doppelten Sehieht sowie des Volumens [5]. Die Verfugbarkeit der 
Fundamentallösungen und damit die Aktualisierbarkeit der Randintegralgleiehungen 
bilden letztlich die Voraussetzung für die numerisehe Lasung von Randwertproble-
men nach der Randelementmethode [1, 2]. Diese Methocle hat in den Ietzten Jahren 
als alternatives Berechnungsverfahren zur Methode der finiten Elemente an Bedeu-
tung gewonnen. Der Vorteil der Randelementmethocle gegenilber gebietsorientierten 
Diskretisierungsmethoden (vie z. B. der Methode der finiten Elernente) liegt darin, 
daB nur (let' Rand P = W eines Gebietes Q zu diskretisieren ist, in dem (las gestellte 
Randwertproblem definiert ist. Im Absehnitt 2 vircl, ausgehend von den Beziehungen 
der Kinematik, den Bilanz- und Matrialgleichungen ei n Randwertprobleni der mathe-
matisehen Physik entwickelt, wobei die Differentialgleiehung in Divergenzform auf-
tritt. Tm Mittelpunkt des Absehnitts 3 steht (lie Konstruktion von Fundamental- 
losungen. Als Ergebnis entstehen Ausdriieke, (lie (lirekt numerisch auswertbar sind. 
SchjieBlieh wird im Absehnitt 4 die zuni Randwertproblern aquivalente Randinte-
gralforniulierungangegebefl. Das Hauptaugenmerk liegt stets in dci' technisehen 
Ausführung und auf Aspekten der clirekten Berechenbarkeit. Deshalb wurde bewuBt 
auf die Einfuhrung entsprechender Funktionenräunse für die verwencleten 0 röBen 
verzichtet. BezUglieh 'einer detaillierten funktionalanalytischen Untersuchung sei 
z. B. auf die Monografie von KUPRADSE [5] verwiesen. Die dort praktizierte Methodik 
ist immittelbar auf die hier beschriebene Aufgabenklasse ubertragbar.
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2. G rundgleichungen ünd Randwertproblenie 

Gegeben sei ciii Gebiet Q aus dem cireidiniensionalen Euklidischen Raum 1R 3 , weiches 
durch einen stückweisen glatten Rand f begrenzt ist (I' sei die Vereinigung endlieh 
vieler Ljapunov-Rander). Das Gebiet Q kann sowohi endlich als audi unendlich scm. 
Vorausgesetzt vird aber, daB der Rand reridlich ist. in jeclem Punkt x = (x 1 , x2, x3)T. 

•E Q sinci die Gröl3en U(x) = (U1(x));E(x) = (E1 (x)) und S(x) = (S5(x)) (i = 1, ..., q; 
j = 1, ..., p) zu bestimmen, die den physikalischen Zustand eines Körpers besclrei-
ben, der das Gebiet Q einninimt unci cler unter dem EiiifluB vorgeschriehener Werte 
auf dem Rand P und im Gebiet Q steht. Im Rahnien einer linearen Thorie unci unter 
den Bedingungen (ter Statik resultieren aus der Kontinuuinstheoiie cleformierbarer 
Meclien [4, 81 folgende clrei Kiassen von Grundgleichiingen, die (las physikalisehe 
\Terhalten des Korpers besehreiben 

1. Verallgemeinerte kinematische Beziehung. Durch diese wird ciii Zusamnienliang 
zwischen den GröBen U(x) und E(x) gemaB E,(x) = B,(V) . U(x) (j = 1, ..., p) 
hergesteilt. En konipii.kter Form geschiieben erhält man 

E(x)	B(V) . U(x).	 (1) 

Um den angegehenen Matrix-Differentialausdruck B(V) exakt zu defiñieren, wimd 
die Matrix B() zunächst in Abhangigkeit von dem anonymen Vektor = (, , 3)T 
eingefiihrt:	 S

(i.=l,...,q " . 
1

B() =
	k = 1, 2 ode 3  	= 1..... P) 

Tm Fall = V. =	
2' a3)T, wobei zur Abkurzung ak = alaxk gesetzt wurde, sind 

(lie Komponentén von B(V) wieder entweder null oder dureh das J)ifferentiations-
symbol ak in eine bestimnite Koordinatenrichtung'lc beset.zt. Soil nun mit eizier nach-
folgenclen yektorwertigen GröBe A(x) = (A 1 (x)) multipliziert" werden, so istdiese 
Operation im Sinne ciner J)ifferentiation der entsprechenden komponenten von 
A(x) zu interpretieren, was durch einen Punkt zwischen B(V) und A(x) zum Aus-
druck gebracht. wird. Die Komponenten von B(V) . A(x) haben clementsprcchend die 
Form

[B(V) . A(x)] ==2 B,(V) . A1(x) 

mit

	

	
0	fjjr B(V) = 0, 

B,,(V) . A 1 (x) 
= -_ A(x) für B 1(V) = a/ax. 

CXk 

2. Bilanzgleichung. Die ailgemeine Form der Bilanzgleichung lautet 

13,(V) . Sy( X) ± /( x) =0	(i = 1, ..., q) 
beziehungsweise 

BT(V) . S(x) + 1(x) = 0.	 .'	 (2) 

1)abei sincl 1(x) = (/(x)) vorzugebendc Volumenkräfte, und B T(V) steit für die zu 
B(V) tinsponierte Matrix. 

3. Constitutive Beziehung (Materialgleichung). l)iese verbindet die veralJgcmeiir-
ten kinematischen GröBen E j(x) mit den inneren KraftgroBen S 1 (x):	= D,,E1(x)



Zur Entwicklung von Randintegralgleichungen	497 

beziehungsweise 

S(x)	DE(x).	 (3) 

Die Komporienten der Matrix D = ( D)f, 1 sollen im gesamten Gebiet Q konstant 
sein und sind vorzugebende Materialparameter. Auerdeni vird vorausgesetzt, daB 
D symmetrisch und pôsitiv definit ist (DT = D > yI, I Einheitsmatrix, y > 0). 
Foiglich existiert auch die inverse Matrix D'. 

Durch Substitution von (1) in (3) ergibt sich 

S(x) = D(R(V) . U(x)).	 (4)


Mit der Einfuhrung des verallgemeinerteñ Spannungsoperators 

T(V) = (T),(V1) .) = D(B(V).) 

(i = 1, ..., q; j = 1, ..., p) erhält man schlieBlich S(x) = T(V) U(x). .Durch auf -
einanderfolgende Substitution von (1) und (3) in der Bilanzgleichung (2) entsteht das 
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung 

L(V) . U(x) +f(x)	0	 S	 (5)


mit dem elliptisehen Differentialausdruek (k) i = 1, ..:, q) 

L(V) = (LkI (VX ) . ) = BT(V) (DB(V) .).	 (6) 

Die Elliptizitat folgt aus der positiven Definitheit von D. Neben der Differential-
gleichung sind auch die Randbedingungen einheit•Iich zu formulieren. Dazu wird 
eine Zerlegung des Randes I in sich nicht überschneidende Teilránder . F. und F', 

benatigt, auf denen vorgegbene GröBen iJ(x) = (U 1(x)) und i(x) '= (1 51 (x)) (i = 1, 
q) wie folgt in die Randbedingungen eingehen: 

U(x) = U(x)	 für x auf F',	 (7) 

BT(n) S(x) = i.(x)	für x àuf 1',.	 (8) 

Mit n ist die bezuglich des Gebietes Q. nach auBen gerichtete Normale im Punkt x 
auf dem Rand F' bezeichnet. Substituiert man die Beziehung (4) fur S(x), so entsteht 

B(n) D(B(V) . U(x)) = t(x)	für x auf I; 

Mit der Eiiführung des Randoperators (i, = 1, :;:, q) 

R(n, Vi ) . = (R, ) ( n ) Vi).) = BT(n2)D(B(V).)	 (9)


erhält die Randbedingung (8) die Form 

R(n, Vi ) . U(x) = t5 (x).	 S	 (10) 

Die Gleièhungen (5), (7) und (10) ergeben zusammengefaBt das zu lösende Rand-
wertproblem: 

• (AP)	Die FeldgroBelJ(x) ist aus den Gleichungen 

L(V) •U(x) + 1(x) = 0	für x aus 

U(x) = ti(x)	 für x auf F, 
R(n, Vi) . U(x) = t(x)	für x auf I',	 S 

zu berechnen. 

32 Analysis Bd. 7, Heft 6 (1988)
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1st U(x) bekannt, so sind auch die GröBen E(x) und S(x) in dieser Reihenfolge aus 
den Beziehungen (1) und (3) berechenbar. 

Im 'Abschnitt 4 wird eine zum RandwertprobIem(AP) aquivalente R.andintcgralformulierung 
angegeben, die als Vorstufe zum DiskretisierungsprozeB nach der Randelementmethode an-
zusehen ist. Zwei einfache Beispiele aus dieser Aufgabenklasse sollen die gegebenen Defini-
tionen náher erlautern (siehe auch [3]).	 - 

1. Fouriersche 1Vãrmeleitng [7]: In diesem Palle ist B() = g und damit B(V) .= V. 
zu nehmen. Die eingefuhrten Gr6l3en haben dann folgende Bedeutung (q = 1; p = 3): 

W D =. (Aj1).i_1 -- Matrix der.hrmeleitkoeffizienten, 
• U(x)	 — Temperaturfeld (skalare GröBe), 

E(x)	- Gradient des 'remperaturfeldes, 
• S(x)	- Wärrnestromvektor (bei Verwendung des Fourierschen Gesetzes der War-

melcitung), 
/(x)	— Warmequellen und -senken (skalare Gr6l3e). 

Speziell der Differentia lausdruck (6) und der Randoperator (9) nehmen die Form 
L(V) .= V T. (DV .) und R(n, V) . = nT(DV.) 

an und sind in diesem Falle skalare Gr6l3en. 
2. Lineare Ela,stostatjk [5]: Die Matrix B() nimmt hier die Gestalt 

0	0	0	2\T
 

B() =	 3	°	i 
'	\o	o	a,	

2	 o 

an. Die eingefuhrten GröBenhaben darn folgende physikalisehe Bedeutung (q = 3; p= 6): 
II = (G51 )	— Matrix der elastischen Konstanten gemal3 dem Hookeschen Gesetz bei 

Voigtscher Notation [7], 
U(x).	— Verschiebungsvoktor, 
E(x)	— Vektor der unabhangigen Verzerrungskomponenten. 
S(x)	-- Vektor der unabhangigen Spannungskomponenten, 
1(x)	- Vol umenkraftvektor.. 

3. Fundamentallsungen 

Die Fundamentallosung G(x, y) eines linearen seibstadjungierten Differentialaus-
druckes L(V) wird durch die Gleichung 

L(V).G(x,y)-f-o(x,y)I==O	füry.auslR3	 (11) 

definiert und ist irn aligerneinen eine matrixwertige Funktion der beiclen Variablen 
X, y € IR [6]; O(x, y) bezeichnet die Diracsche Deltafunktion [9]. Die Differential-
gleichung (11) kann niittels Fourier-Transformation gelost wercien. Man erhalt dann 
folgencle Darsteltung für die Fundamentallosung [6]: 

G(x, y)= -3f L'()exp (iT(X — y )) dQ.	 (12) 

Dabei ist L-'() die zu L() = B T() DB() inverse Matrix. Die Existenz von-L-1(g) 
isV bei strenger Elliptizitat von L(V) gesichert. Aus (12) folgt, daB die Fundamelital-
lasung eine Funktion des Abstandes z = x — y, z = (z11 z21 Z3 )T ist. Urn die Bezeich-
nung zu véreinfachen, wird 0(z) = G(x - y) G(x, y) festgelegt. Aus der im Ab-
schnitt 2 gegebenen Definition für B() folgt, daB die Komponenten von L() in der
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Variablen g homogene Funktionen zweiter Ordnung sind. Auf Grund dieser Eigen-
schaft ist das Integral in Formel (12) weiter auswertbar. Man erhIt schlie8lich [3] 

G(z) =
	

G0(),	G0() = -_2 f L- 1 (P)) dcP	.	 ( 13) 

mit lizil = Vz12 + z22 + z32, IU = 1/2 + 22 ± 32, j = z / II zM unci	= / IIJj . Der 
Integrationsweg 1, ist (lurch die Peripherie des Einheitskreises festgelegt, dessen 
Mitte der Punkt, y ist und der sich in der Ebene mit dem Norrnalenvektor i befindet 
(Bud 1). Das Integral, in (13) ist regular und kann durch eine Quadaturforme1 
numerisch ausgewertet wercien. Die Singularitat der Fundamentallosung an der 
Stelle x	.yist vollstänclig durëh den Vorfaktor 1/lizi! in Formel (13) bestimmt. 

Zur Entwicklung von Randintegralgleichungen für das Ranclwertproblem (AP) 
wird neben G(z) noch deren konormale Ableitung F(x, y) benotigt. 1)iese erhält man 
(lurch Anwenclu'ng des Rancloperators R(n,V) auf G(x - y): 

F(x, y) = R(n, V) G(x —y). 

Auch diese Fundament .allosung ist durch regulare Integrale langs des Weges I 
darstelibar urici besitzt für x = y eine Singularitat der Forni1/11z112; Zur Berechnung 
von F(x, y) steht der folgende Formelsatz zur Verfügung [3]: 

1 
F(x,y) =	 BT(n)F0(), 

IIzM2 

D(P) - j ) G()),	P0(i) =	2 f fl((ø),	r (14) 

fl(, ) = B() L-'() [BT()DB() + BT() DB()] L'(). 

Bei der Ableitung von Randintegraigleichungen spielen die Eigenschaften der 
Funclamentallosungen G und F eine becleutende Rolle, insbesondere die auftretenden 
Singularitaten für x = y sind von hohem EinfluB. Direkt aus den Formeln (13) und 
(14) erhãlt man folgendes:. 

(I)	Jim	f G(x, y) IjdS,,U = 0	für alley E 1R3 ,	 ( 15) 
7-0 8,7(Y) 

vobei S(y)= aK(y) (lie Oberfläche der Kugel K(y) = {x E 1R 3 : lix - y< } ist. 

(ii)	C(y) = lini	f FT(x , y) lldS ll	für alley E JR3 .	 (16) 
'-.O 311(y)n5 

Insbesondere ist C(y) = I für y E Q und C(y) = 0 für y € JR \ . Die Werte von 
C(y) für y € P werden wcsentlich durch die Glattheitsbedingungen von P bestimmt. 
Im Falle eines,Ljapunov-Rancles (in der Unigebung des Punktes y äidert sih die 
Norrnalenrichtung an P stetig) erhalt man C(y) = 112. Befindet sich y jedoch in einer 
Ecke oder auf einer Kante des Randes P (P ist dann stückweise glatt), was in der 
Praxis häufig auftritt, so ist C(y) eine Funktion des Raumwinkels, der am Punkt y 
durch das Kugelsegment K q(y) n Q (j —> 0) gebildet wird [9]. Ein detaillierter Algo-
rithmus zu r.Berechnung cler Fundamental losungen 0 und F für Probleme der aniso-
tropen Elastizitätstheorie ist in [3] enthalten. 

32
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4. Randintegralgleichungen	, ' S 

Ausgangspunkt für die Entwicklung der direkten Randintegralmethode zu r Losung 
des Randwertproblems (AP) ist die zweite Greensche Formel, bezogen auf den Dif-
ferentialausdruck L(V) und das Gebiet Q [9]: 

f [VY' ( X ) L(V) . U(x) - (L(V) v(x))T U(x)] dQ	
S 

= f [v(x) R(n, V) U(x) - (R(n, V) v(x)) U(x)] IIdi'II .	( 17) 

Dernächste Schritt besteht darin, in (17) die Substitution v(x) = G(x, y) vorzuneh-
men und das Gebiet Q mit dessen Rand F gem6,3 den Zuordnungen 

Q Q,(y)	- K,(y) und F - F(y) •= aQ,,(y)	(y E 1R3) 

abzuandern. Die Identität (17) lautet dann 

f.[G(x, y) L(V) . U(x) - (L(V1) . G(x, y))T U(x)] dQ 

= f [G(x, y) t(x) - FT(x, y) U(x)] IfrfF(I,  
t• , (y)	- 

wobei t(x) = R(n,V) . U(x) ist. Mit den Gleichungen (5) und (11) folgt weiter 

f [G(x, y) t(x) - FT(x, y) IJ(x)J IIdi'II = - f G(x, y) !(x) dQ•	'(18) 
F7(y) 

In dieser Identität wird zum Grenzwert -* 0 ubergegangen. Unter Verwendung 
der Beziehungen (15) und (16) erhält man 

urn f G(x, y) t(x) lIdF II = f G(x, y) t(x) IldFH, 
F 

• urn f FT(X, y)IJ(x) 11F = f FT(x, y) U(x) I1dF II + C(y) U(y), 
,-.o F(y)  

urn f G(x, y) f(x) dQ = f G(x, y) f(x) dQ	' 
Q 

für beliebiges y € JR3. Das Integral im zweiten Grenzwert ist 'dabei irn Sinne des 
Cauchysehen Hauptwertes zu berechnen und wurcie deshaib mit eiiem Strich durch 
das Integrationssymbol gekennzeichnet. Darnit entsteht aus (18) schlieBlich die' 
Integraigleichung 

C(y) U(y) + f	y) U(x) IIdFII 

= f G(x, y) t(x) lldl.11 + f G(x, y) f(x) dQ. ,	 (19) 
p	 92



Zur Entwicklung von Randintegralgleichungen	1 501 

1st y E Q, so ist gemaf3 Definition C(y) = I. Die Beziehung (19) kann cleshaib als Be- 
stinimungsgleichung für .U(y) Vervendung finden, vorausgesetzt, die Werte U(X) 
unci t(x) sind auf clem gesamten Rand I' bekannt. GemäB dem zu losenden Rand-
wertproblem (AP) liegen these Werte jedoch nur auf jeweils durchschnittsfrernden 
Teilrändern I unci f' vor. Die erste Aufgabe besteht deshaib darin, die noch unbe-
kannten Randwerte zu bestimmen. Als Bestirnmungsgleichurig wirddazu wieder die 
Beziehung (19).mit y E Pgenommen, in die auch (lie bekannten Rajdwerte U(x) auf 
I', und i(x) auf f' eingehen. Das entstehende Integralgleichungssystem ist dann 
singular. Nach der Losurig dieses Systems liegen (lie Werte für 1J(x) und t(x) auf dent 
gesamten Rand F vor. In einem beliebigen Punkt y E Q ist dann die Losung U(y) 
direkt berechenbar. Da die Fundanieital1ösungen G(x, y) und F(x; y) für x y 
beliebig oft beziiglich y stetig differenzierbar sind, konnen aus (19) auch Darstellungs-. 
fornieln für die Ableitungen der Losung U(y) cntwickelt werden.- Zum Beispiel sind 
die ,,verallgemeinertcn Spannungen" S(y) in der Form	 -' 

S(y) = T(V) . U(y) = f T(V,) . G(x, y) t(x) I1d1'11 

- f 'I'(V,) . FT(x, y) U(x) 11df111 -i-f T(V) G(x, y) f(x) du2 (y € Q) 

darstelibar.. Für die Kerrie T(V) G(x, y) und T(V) . F(x, y) können analog zu den 
Formehi für die Fundamentallosungen Ausdriicke in geschlossener Form angegeben 
werden. Allerdings ist für den ailgemeinen Fall der analytische Aufwancl schon sehr 
beträcht.lich [6].	 - 

LITERATUR 

[1] BANERJEE, P. K., and R. BUTTERFIELD: Boundary Element Methods in Engineering 
London—New York—St. Louis u. a.: McGraw Hill Book Company 1981.. 

[2] BREBBIA, C. A.*,  TELLES, J. C.F., and L. C. WROBEL: Boundary Element Techniques - 
Theory and Application in Engineering. Berlin—New York: Springer-Verlag 1984. 

[3] CRUNDEMANN, H.: A General Boundary Integral Approach to Elliptical Boundary Value 
Problems. Engineering Analysis 4 (1987) 3, 165-173. 

[4] GURTIN, M. E.: The Linear Theory of Elasticity. In: Handbuch der Physik, Vol. VI a/2 
(Ed.: C. A. Truesdell). Berlin — Heidelberg— Nw York: Springer-Verlag 1973, 1-295. 

[5] I- vn p Aa3E,.B. .L.: TpexMepHble aaa'iii MaTeManl qecHofl TeOP1111 ynpyrocTil ii TepMo-
ynpyrocTil. Mocina: 143j-no 1-layHa 1976. 

[6] MURA, T.: Micromechanics of Defects in Solids. Hague—Boston—London: Martinus 
Nijhoff Publishers 1982. 

[7] TE0D0sIU, C.: Elastic Models of Crystal Defects. Berlin—Heidelberg—New York: Sprin-
gr-Verlag 1982.	 S 

[8] TRUESDELL, C. A., and W. N0LL: The Non-Linear Field Theories of Mechanics. In: Hand-
buch der Physik, Vol. 111/3 (Ed.: S. Flugge). Berlin—Heidelberg—New York: Springer-
Verlag 1965.	 . 

[9] YroJ'lHHoB, A. 1'., It Fl. M.XYTorHncxIitl: Meroa rpaiiiiix oJleMeHToB B MCXaHIIRe 
Je(lopMllpyeMoro TBCpAorO Teila. Kaaatu: 1'l39-BO Y111111-Ta 1986. 

Manuskri pteingang: 24. 11. 1987 

VERFASSER: 
Dr. H. GRUNDEMANN 
Institut für. Mechanik 
der Akademio der Wissenschaften der DDR 
DDR-9010 Karl-Marx-Stadt, PSF 408


