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~ Zur Entwicklung von Randintegralgleichuﬂgen
fiir eine Aufgabenklasse der mathema'tischg,n Physik

H. GRUNDEMANN

Ausgehend von den Grundgleichungen der Kontinuumstheorie wird fiir eine Aufgabenklasse
der Mechanik ein einheitliches Randwertproblem entwickelt. Als Losungsmethode wird ein
Zugang iiber Randintegralgleichungen beschrieben. Besondere Betonung erfihrt die Berech-
nung der Fundamentalldsungen. : ‘

Hcxo/A 13 OCHOBHLIX YPAaBHEHHIt CIIIOWHON Cpeanl PA3BHBAETCA O0IAA KPacsaA 3ajayva A
HeKOTOPOro KJjacca 23aiay MeXauuku. Kak MeToj pelueHHA OMUCHIBAETCA MOIXON Ueped
rpaHnyHbe MHTErPanbHble ypaBHenia. Oco60e ynapeHue NacTCA BHUHCIEHNIO QyHAaMEeNTab-
HLIX pCLIeHHH. : - _ '

Based upon basic equations of continuum theory for a scope of mechanical problems a unified
boundary value problem is derived. A general boundary integral solution procedure for this
problem is presented. Special emphasis is taken to computational aspects of fundamental
, solutions. ' .

1. Einleitung

Unser Ziel ist, fiir eine umfangreiche Aufgabenklasse der mathematischen Physik
cine Losurigsstrategie auf der Basis von Randintegralgleichungen zu entwickeln.
Der Schwerpunkt liegt dabei in der Konstruktion der Fundamentallésungen fiir diese
‘Aufgabenklasse. Diese sind gleichzeitig die Kerne der auftretenden Potentiale der
einfachen und doppelten Schicht sowie des Volumens [5]. Die Verfiigbarkeit der
. Fundamentallésungen und damit die Aktualisierbarkeit der Randintegralgleichungen.
bilden letztlich- die Voraussetzung fiir die numerische Losung von Randwertproble-
men nach der Randelementmethode [1, 2]. Diese Methode hat in den letzten Jahren
als alternatives Berechnungsverfahren zur Methode der finiten Elemente an Bedeu-
tung gewonnen. Der Vorteil der Randelementmethode gegeniiber gebietsorientierten
Diskretisierungsmethoden (wie z. B. der Methode der finiten Elemente) liegt darin,
~ daB nur der Rand I' = 322 eines Gebietes Q zu diskretisieren ist, in dem das gestellte
Randwertproblem definiert ist. Im Abschnitt 2 wird, ausgehend von den Beziehungen
der Kinematik, den Bilanz- und Materialgleichungen ein Randwertproblem der mathe-
matischen Physik entwickelt, wobei die Differentialgleichung in Divergenzform auf-
tritt. Im Mittelpunkt des Abschnitts 3 steht die Konstruktion von Fundamental-
l6sungen. Als Ergebnis entstehen Ausdriicke, die direkt numerisch auswertbar sind.
SchlieBlich wird im Abschnitt 4 die zum Randwertproblem iquivalente Randinte-
gralformulierung "angegeben. Das Hauptaugenmerk liegt stets in’ der technischen
Ausfiihrung und auf Aspekten der direkten Berechenbarkeit. Deshalb wurde bewuft
auf dié Einfiihrung entsprechender Funktionenrdume fiir die verwendeten Gréien
verzichtet. Beziiglich einer detaillierten funktionalanalytischen Untersuchung sei
_ z. B. auf die Monografie von KUPRADSE [5] verwiesen. Die dort praktizierte Methodik
ist unmittelbar auf die hier beschriebene Aufgabenklasse iibertragbar.

\
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2. Grundgleichungen und Randwertprobleme

Gegeben sei ein Gebiet 2 aus dem dreidimensionalen Euklidischen Raum R3, welches
durch einen stiickweisen glatten Rand I begrenzt ist (I sei die Veremlgung endlich .
vieler Ljapunov Rander). Das Gebiet 2 kann sowohl endlich als auch unendlich sein.
Vorausgesetzt wird aber, daB der Rand I" endlich ist. In jedem Punkt X = (z,, ,, 23)T.
‘€ 2 sind die GréBen U(x) = (U(x)), E(x) = (£,(x)) und $(x) = (S;(x)) (i = 1, ..., ¢;
j =1, ..., p) zu bestimmen, die den physikalischen Zustand eines Kérpers beschrm-
ben, (ler das Gebiet 2 ecinnimmt und der unter dem Einflu8 v orgeschriebener Werte -
auf dem Rand /" und im Gebiet 2 steht. Im Rahmen einer linearen Theorie und unter
den Bedingungen der Statik resultieren aus der Kontinuumstheorie deformierbarer
Medien [4, 8] folgende drei Klassen von Grundgleichungen, die das physikalische
Verhalten des Korpers beschreiben!

1. Verallgemeinerte kinematische Beziehung. Durch diese wird ein Zusammenhang

zwischen den GréBen U(x) und E(x) gemdB E,(x) = B;(V,) - Uix) G =1,...,p)
hergestellt. In kompakter Form geschnebcn erhilt man C
E(x) = B(V,) - U(x). . 4 - _ (1)

Um den angegebenen Matrix-Differentialausdruck B(V,) exakt zu defiliit,ren, wird -
die Matrix B(E) /unachst in Abhanglgl\cm von dem anonymen Vektor E (&), &, E3)T
" eingefiihrt: ‘ .

0 ' Cfi=1, .., ¢

B"(g)'—,'ﬁ{ﬁ, k=1,20der3 (7 =1,..., p)'
- Im Fall § =V, = (8,, 9,, 8;)T, wobei zur Abkiirzung 0, = 8/0x; gesetzt wurde, sind
die Komponentén von B(V,) wieder entweder null oder durch das Differentiations-
symbol & in eine bestimmte Koordinatenrichtung % besetzt. Soll nun mit einer nach-
folgenden yvektorwertigen GroBe A(x) = (Ai(x)) ,,multipliziert’ werden, so ist diese
Opemtion im Sinne einer Differentiation der entsprechenden Komponenten von

A(X) zu interpretieren, was durch einen Punkt zwischen B(V,) und A(x) zum Aus-
druck gebracht wird. Die Komponenben von B(V,) - A(x) haben dementsprechend die .
Form. '

(BIV.) - A}, = 3 B(Va) - 4i(x)
mit o N ‘ :
0 o fif‘!‘ Bii(vz).: 0,
Bi(Ve) - 4ilx) = 2 Ayx) fiir B;(V,) = 8]0,
1277 /

2. B‘ilcngleichung. Die zillgcmcine Form der Bilanzgleichung lautet
BV - 80 + fi(x) =0  (G=1,...,9)
beziehungsweise ) .
BV, S(x) 410 =0. - : S

Dabei sind f(x) = (f ) vorzugebende Volumenkraft,e und BT(V,) steht fur die zu ‘
- B(V,) transponier te Matrix. .

3. Constitutive Bezzehung (Materialgleichung). Diese verbindet die verallgemeiner-
ten kinematischen GréBen E(x) mit den inneren KraftgroBen S;(x): S;(x) = DjEy(x)
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beziehﬁngsweise

S(x) = DE(x). _ ' (3)
'Die Komponenten der Matrix D = (D;y)};., sollen im gesamten Gebiet 2 konstant
sein und sind vorzugebende Materialparameter. AuBerdem wird vorausgesetzt, dafi
D symmetrisch und -positiv definit ist (DT = D > yI, I Einheitsmatrix, y > 0).
Folglich existiert auch die inverse Matrix D=1 .

Durch Substitution von (1) in (3) ergibt sich

- 8(x) = D(B(V,) - U(x)). _ T ‘ : 4)
Mit der Eillfﬁllr’ung des verallgemeinerten Spannungsoperators
T(7,) - = (T,uV:) ) = D(B(V.) ) . -

(G=1,...,9;7=1,...,p) erhilt man schlieBlich $(x) = T(V,)- U(x). Durch auf-
einanderfolgende Substitution von (1) und (3) in der Bilanzgleichung (2) entsteht das
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung A

L(V;) - Ulx) +:1(x) = 0 - (5)
mit dem elliptischen Differer}t,ialausdruck (k,‘i =1,..5,9) B
L(V,) - = (Li(Vs) ) = BY(V,) - (DB(V,) ). ' - ®)

Die Elliptizitidt folgt aus der positiven Definitheit von D. Neben der Differential-
gleichung sind auch. die Randbedingungen einheitlich zu formulieren. Dazu wird
eine Zerlegung des Randes I" in sich nicht iiberschneidende Teilrinder, I, und I, .-

benétigt, auf denen vorgegebene GroBen U(x) = (U(x)) und £,(x) \= (Fai(x)) (G =1,
..., q) wie folgt in die Randbedingungen eingehen: : :

Ux) = U(x) - firxaufl,, . ‘ _ )
BY(n,) $(x) = &,(x) - fiir x duf I » , (8)

Mit n, ist die beziiglich des Gebietes 2 nach é_uBen gerichtete Normale im Punkt X
auf dem Rarlldl I bezeichnet. Substituiert man die Beziehung (4) fiir §(x), so entsteht

- BT(ny) D‘(B(V,) - U(x)) = ta(x) fiir x auf I}:
Mit der Einfiihrung des Randoperators (¢, 7 = 1,311, 9) . )
R, V) = (R0, Vo)) = By DB ) )
erhiilt die Randbedingung (8) die Form . » _
R(nz, V.) - Ulx) = Ta(x): S ' (10)

. Die Gleichungen (5)," (7) und (10) ergeBen zusammengefaBt das-zu l6sende Rand-
wertproblem: : :

" (AP) Die Feldgro8e U(x) ist aus den Gleichungen
L(V,) - U(x) + I(x) =0 fiir x aus 2,
U(x) = U(x) E fir x auf I,
R(n;, V,)  U(x) = T,(x) firxauf Iy
zu l;erechnen.

32 Analysis Bd. 7, Heft 8 (1988)
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Ist U(x) bekannt, so sind auch die GréBen E(x) und S(x) in dieser Relhenfolge aus
‘den Beziehungen (1) und (3) berechenbar.

Im Abschnitt 4 wird eine zum Randwertproblem (AP) dquivalente Randintegralformulierung
angegeben, die als Vorstufe zum Dlskretmerungsprozeﬁ nach der Randelementmethode an-
zusehen ist. Zwei einfache Beispiele aus dieser Aufgabenklasse sollen die gegebenen Defini-
tionen niher erlautcm (siehe auch [3]).

1. Fouriersche Warmeleitung [7]: In diesem Falle ist B(E € und damit B(V,) -= V.
zu nchmen. Die eingefiihrten GroBen haben dann folgende Bedeubung (g = 1 p= 3):

=, ()’,)7 (=1 — Matrix der-Wiirmeleitkoeffizienten,
) U(x) : — Tcmperaturfeld (skalare GroBe),
E(x) . — Gradient des Temperaturfeldes,
S(x) . — Wairmestromvektor (bei Verwendung des Fourierschen Gesctzes der \’V ar- r
) meleltung),
f(x) — Wirmequellen und senken (skalare GréBe).

: Spczic" der Differentialausdruck (6) und der Randoperator (9) nehmen die‘Form '
L(V,) =V, T-(DV,:) und R(n,V,) -=nT(DV,.)

an-und sind in diesem Falle skalare GréBen. '

2. Lineare Elastostatik [5): Die Matrix B(E) nimmt hier die Gestalt
‘ S0 0 0 & &\T ‘-
BE =0 &0 & 0 & : ,
h 0 0 & & & O
an. Dle eingefithrten GroBen haben dann folgende physnkallsche Bedeutung @q=3;p= ())

.

D= (011)71- - \Tamx der’. elnstlschen Konstanten gemiB dem Hookeschen Gesetz bel
Voigtscher Notation [7],
U(x)‘ . — Verschiebungsvektor,
TE(x) — Vektor der unabhingigen Vcr7errungskomponentcn
S(x) : -- Vektor der unabhéngigen Spdnnungskomponenten,
1(x) ~ — Volumenkraftvektor. .,

3. Fundamen’tallﬁsungcn
Die Fundamentallésung G(x, y) eines linearen selbstadjungnertcn Differentialaus-
druckes I(V,) wird durch die Glelchung _ "

B L(V,) G(x,y) + 6x,y) I = 0 - fiir y.-aus R3 ', (11)

definiert und ist im allgememen eine matnxwertnge Funktion der beiden Variablen
X,y € R [6]; §(x,y) bezeichnet die Diracsche Deltafunktion [9]. Die Differential-
gleichung (11) kann mittels Fourier-Transformation geldst werden. Man erhilt dann
folgende Darstellung fiir die’ Fundamentallésung [6]:

. 1 : .
Y © G, y) = Wflf’(g).exp (iET(x —y)) dQ:. S (12
10 ’ ' '
Dabel ist L7Y() die zu L(§) = B™(§) DB(E) inverse Matrix. Die Existenz von.L~}(E)
ist\bei strenger Elliptizitdt von L(V,) gesichert. Aus (12) folgt, daB die Fundamental-
16sung eine Funktion des Abstandes z = x — y, z = (z;, 2, 23)T ist. Um die Bezeich- . .
nung zu vereinfachen, wird G(z) = G(x — y) = G(x, y) festgelegt. Aus der im Ab-
schnitt 2 gegebenen Definition fir B(E) folgt, daB die Komponenten von L(§) in der
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Variablen § homogene Funktionen zweiter Ordnung sind. "Auf Grund dieser Eigen- -
schaft ist das Integral in Formel (12) weiter auswertbar. Man erhilt schlieBlich [3]

G(z) = MGO( ), GZ) =——fL-l(g(¢>)) do . _ (13')'

- mit ”z” = PZI + 2% + 25% [Bll = Vé® + & + &2, Z = z/llz]| und g E/HEH Der
Integrationsweg [, ist durch die Perlphene des Einheitskreises fesbgelegt dessen’
Mitte der Punkt y ist und der sich' in der Ebene mit dem -Normalenvektor Z befindet
(Bild 1). Das Integral.in (13) ist regulir und kann durch eine Quadraturformel
numerisch ausgewertet werden. Die Singularitdt der Fundamentallésung an der
Stelle x = y ist vollstandig durch den Vorfaktor 1/||z|] in Formel (13) bestimmt.

Zur Entwicklung von Randintegralgleichungen fiir das Randwertproblem (AP)
wird neben G(z) noch deren konormale Ableltung F(x, y) benétigt. Dxese erhilt man
'durch Anw en(lung des Randoperators R(n,, j,) auf G(\ —y):

F(x,y) = Rin,, V,) - G(x — y).

~Auch diese Fundamentallosung ist durch regulire I;ltchale langs des Weges [, .
darstellbar und besitzt fir x = y eine Singularitit der Form'1/|[z||2. Zur Berechnung ~
-von F(x, y) steht der folgende Formelsat/ zur Verfiigung [3]:

1
CFx,y) = T2lE BT(n;) F%(z),

.ﬁ(i)..:,'D(PO(z)—B(Z)GO(z)),‘f Pif fn(g qb), o, | (14)’

I, 7) = BE) LE) (B7@) DB(E) + BE) m;‘ DLE).

Bei der Ableitung von R-andint-egralgleichungen spiclen die- Eigenschaften der
Fundamentallésungen G und F eine bedeutende Rolle, inshesondere die auftretenden
Singularititen fiir X = y sind von hohem EinfluB. Direkt aus den Formeln (13) und
(14). erhdlt man folgen(lcs '

(i) lim" [ G(x,y) ||dSq|1 = 0 fiir alle y € IR3, (15)
' T 0 sply)

’

wobei S8,(y) = 0K (y) (11e Oberfliche der Kugel K ,(y) = {\{ € IR3 ||x - y” < 77} ist.
!

(ii) C(y) = lim fFT(x,y)||dS,,||~ 'furaueyems e

n—0 a,,(y)n.O

Insbesondere ‘ist C(y) =1 fiir y € 2 und €(y) = 0 fiir y ¢ R\ 2. D1e Werte von

C(y) fiir y € I" werden wesentlich durch die Glattheitsbedingungen von I" bestimmt.
Im Falle eines;Ljapunov-Randes (in der Umgebung des Punktes y indert sich die
Notm&lennchtung an I" stetig) erhdlt man C(y) = I/2. Befindet sich y jedoch in einer
Ecke oder auf einer Kante des Randes I" (" ist dann stiickweise glatt), was in der
Praxis hiufig auftritt, so ist C(y) eine Funktion des Raumwinkels, der am Punkt y
durch das Kugelsegment K ,(y) n 2 (5 — 0) gebildet wird [9]. Ein detaillierter Algo-
rithmus zur Berechnung (ler Fundamentallgsungen G und F fiir Probleme der aniso-
tropen Elastizitdtstheorie ist in [3] enthalten.

" 3oe
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Bild 1. Integrationsweg {, zur Berechnung
der Fundamentallosungen

4, Randintégralgleichungen

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der direkten Randintegralmethode zur I;bshng-
des Randwertproblems (AP) ist die zweite Greensche Formel, bezogen auf den Dif-
ferentialausdruck L(V,) und das Gebiet 2 [9]:

J[v" ) L(V,) - Ux) — (V) - vy(x))* U(x)] d22,

Q .

= [ [v7(x) R(n,, V) - U(x) — (R(n, V) - vy(x))T U] AT (1)

r S - '
Der nichste Schritt besteht darin, in (17) die Substitution v,(x) = G(x, y) vorzuneh-
men und das Geblet 2 mit dessen Rand I" gemiB den Zuordnungen ‘ .
L BN .Q YY) =80 — K,,(y) und I — I(y) = 2Q,(y) (y € R?)

ab;ualldern. Die Identitit (17) lautet dann
J16(x, y) L(V,) - Ux) — (L(V2) - G(x, y))* U(x)]dQ;

2pty) . o .
= [ [6(x, ) ta(x) — FT(x, y) Ux)] 1],
rpy = : A }
. lwqbeit (x) = R(n,, V,) - U(x) ist. Mit den Gleichungen (5) und (11) folgt weiter
J 16(x, y) ta(x) — F¥(x, ) UT T = — [ G(x, y) (x) dQ,. (18)
Fpto 2,0

In dieser Identitét wird zum- Grenzwert 7 — 0 tbergegangen. Unter Verw endung
der- Bemehungen (15) und (16) erhilt man

lim [ G(x,y) ti(x) L] = f G(x, Y)t (x) eI,

10 Ty
lim - F¥(x, ). U(x) ||dI‘z11 = fFT(X y) Ux) [l€1]l + C(y) U(y), .
n—0 Iyly) .
lim  f G(x,y) f(x) d!? = fG(x y) f(x)dQ,
0 Q,(y)

fur beliebiges y € IR3. Das Integral im zweiten Gren/wert ist ‘dabei-im Sinne des
Cauchyschen Hauptwertes zu berechnen und wurde deshalb mit einem Strich durch
das Integrationssymbol gekenn/clchnet ‘Damit entsteht aus (18) schlxethh dle
Integlalglelchung ;

C(y) U(y) + fFT(‘i y) U(x) ldl%||

—IG(x y)t( ) 141, n+fG(x DL, . (19
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Isty € 2,50 ist gemaf Defmmon C(y) = I. Die Beziehung (19) kann deshalb als Be-
stimmungsgleichung fiir U(y) Verwendung finden, vorausgesetzt, die Werte U(x)
und t,(x) sind auf dem gesamten Rand I" bekannt. GemdB dem zu lésenden Rand-
wertproblem (AP) liegen diese Werte jedoch nur auf jeweils durchschnittsfremden
Teilrandern I', und I'; vor. Die erste Aufgabe besteht deshalb darin, die noch unbe-
kannten Randwerté zu bestimmen. Als Bestimmungsgleichung wird- (la/ix wieder die
Beziehung (19).mit y € I" genommen, in die auch die bekannten Randwerte U(x) auf
I, und t,(x) auf I, eingehen. Das entstehende Integralglelchungssystem ist dann
singulir. Nach der Losung dieses Systems liegen die Werte fiir U(x) und t,(x) auf dem
gesamten Rand I’ vor. In einem beliebigen Punkt y € 2 ist dann die Losung U(y)
direkt berechenbar. Da die Fundamentallosungen G(x, y) und F(x,y) fir x &y
beliebig oft beziiglich y stetig differenzierbar sind, kénnen aus (19) auch Darstellungs- -
formeln fir die ‘Ableitungen der Losung U(y) entwickelt werden.- Zum Belsplel sind
. die ,,verallgemeinerten Spannungen - §( ) in der Form s

1Y) = NPy - Uy = [V, Gy ) [0 -
— [Ty ¥, ) U 7, u+f (Y,)- 6%, ) 1) 42, (v € Q)

darstellbar Fur die Kerne T(V,) : G(x, y) und T(Vy) - FT(.\:, y) kénnen analog zu den
Formeln fiir die F undamentallosungen Ausdriicke in geschlossener Form angegeben
werden. Allerdings ist fiir den allgememen Fall der analytlsche Aufwand schon sehr
-betrachtlich [6]. .
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