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Inverse Probleme fiir die‘Wﬁrmeleit-uvngsgleichung

S. HANDROCK-MEYER

Es wird cin Uberblick iiber in den letzten Jahren erzielte Résultate zur eindeutigen Bestim-
mung des Warmeleitkoeffizienten in der Wirmeleitungsgleichung gegeben. Dabei werden die
. Fiille konstanter, ortsabhingiger, zeltabhanglger Wirmeleitkoeffizienten sowie der quasi-.
" lineare Fall, d. h. der Wirmeleitkoeffizient ist eine Funktion der Temperatur, betrachtet.

AuBerdem wird ein einfacher Beweis fiir die Giiltigkeit des 1 \iaxnmnmprmznps im quasnlmearen
Fall nngegcben

Ilaérca OﬁdOp O MOJIy4YEeHHBIX B MOCIEXHIX rona‘( pesyabTaTax WA OTHO3HAYHOrO OTpefee-
, HuA KodPuIIEHTa TEMUIONPOBORHOCTI B ypaBheHuu TennonposoaHoctu. Ilpu arom pac-
CMATPHBAITCA CIy4au MOCTOSHHOrO, 3AaBHMCALIEr0 OT NMPOCTPAHCTBEHHOI mepemeHHOll, 3a-
BUCALLEr0 OT BpeMeHU KodPPHiuenTa TerIonpoBOXHOCTH M KBASHIMHeHHHH, ciydalt, T.e.
‘KO3POHIIENT TENIONPOBOAHOCTI ABIACTCA QyHKUMell TeMmepaTyphl. l{pome TOro Haércs
NpoCToe, 10Ka3aTeNbLCTBO MAJIA cnpaaenmmoc'rn NpHHUMOA MAKCMMYMa B KBasHJIIHeliHOM
choyudae.. . . - ‘ s

A summary is given of the results obtained in the past years for the unique determination of -
the heat conductivity in the heat equation where the cases of a constant, a space dependcnt
“a time dependent heat conductivity and the quasilinear case, i.e. the heat. conductivity is a-
function of the temperature are considered. Moreover a simple proof is given for the validity
of the maximum principle in the quasnlmear case.

1. Problemstellung .

Unter einer inversen Aufgabe versteht man die Ermittlung der Ursache z bei gegebener
Wirkung %. Man kann diesen Tatbestand in Form einer Operatorglelchung der
Gestalt -

Az=u (zez,ueU), : o | (1.1)

wobei Z und U metrische Riume sind, schreiben. LBt sich der zu untersuchende
ProzeB durch eine Differentialgleichung beschreiben, so besteht die Ursache z aus
gewissen Koeffizienten bzw. der rechten Seite der leferent,lalglelchung Diese Para-
meter bedingen die Wirkung u, die Losung der Differentialgleichung. Die Ermittlung
der Losung % in Abhanglgkelt von den Parametern, d. h. die Berechnung von Az
nennt man Lésung der direkten Aufgabe. Bei der Behandlung inverser Probleme
wird stets vorausgesetzt, daBl die zugehorige direkte Aufgabe eindeutig losbar sein
moge. Die Losung der inversen-Aufgabe, d. h., das Auffinden der Ursdche z aus der
Wirkung » 148t sich in der Form

2= Ru ‘ ' L , (1.2)

schreiben. Der Losungsbegriff sowie die Auswahl der Riume \Z und U werden durch
-die konkrete Aufgabenstellung festgelegt. Unter B versteht man die Gesamtheit der

A
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algebraischen und analytischen Operationen, die (1.1) l6sen. Man muB also, um ein
inverses Problem losen zu konnen, die Lésung des direkten Problems kennen. Diese
wird in der Regel durch Messungen, die natiirlich mit Fehlern behaftet sind, ermittelt.
Aus diesem Grunde ist es sehr wichtig zu wissen, ob die Losung (1.2) stabil beziiglich
kleiner Anderungen von u ist, d. h., es ist zu untersuchen ob das Problem (1.1)

" korrekt gestellt ist.

Definition 1: Das Problem der Loésung von (1. 1) heiBt korrekt im Sinne’ von
Hadamard, wenn folgendes gilt: : '

1° Fiir jedes u € U existiert eine Lésung 2 € Z y
.2° Die Losung z ist emdcutxg im Raum Z.
3° Die Losung z hingt stetig von » ab.

Ist wenigstens eine dieser Bedingungen nicht erfiillt, so spricht man von emem

.inkorrekt gestellten Problem.

Inverse Probleme sind im allgemeinen inkorrekt, und zwar- ist die Bedingung 3° nicht

‘erfullt, denn mitunter erzeugen verschiedene (im Sinne der Metrik) innere Parameter z die-
selben Mef3werte u. Bis vor kurzer Zeit wurde angenommen (auch Hadamard war dieser Mei- ~~

- nung), daB inkorrekte Aufgaben keinen physikalischen Sinn haben. Diese ‘Ansicht erwies sich

.

jedoch als unhaltbar, da eine groBe Anzahl von praktisch wichtigen Aufgaben nicht korrekt’
im Sinne von Hadamard sind. Deshalb machte sich die Einfilhrung eines schwicheren Kor-
rektheitsbegriffes erforderlich. Dieser wurde von LAVRENT'EV [12] eingefiithrt. Dabei wird der
Lésingsraum Z auf eine in der Regel kompakte Menge 2, die sogenannte Korrektheitsmenge,:

' emgeschrankt

Defmltlon 2: Das Problem der Losung von Az = u (z € 2 = Z, u € U) heiBt
korrekt im Sinne von Tzchonov (oder bedingt korrekt) auf der Menge 2, wenn folgendes
gilt:

1° Apriori sei bekannt, daB eine Losung z € 2 existiert.

2° Die Lésung z ist eindeutig in der Menge 2.

3° Unendlich kleine Anderungen von u, fiir die gilt «'+ du € 4 (2), d. h. solche
. Axriderungen von u, die die Lésung z nicht aus 2 herausfiihren, ziehen unendlich
" kleine Anderungen von z nach sich.

- Man kann somit durch sinnvolle Auswahl einer Korrektheltsmenge 2 ein inkorrekt
gestelltes Problem in ein bedingt korrektes iiberfihren. .
Fiir stetige Operatoren A gilt noch der folgende

Satz von Tichonov: Die folgenden Bedingangen seien erfiillt: ' !

1° 2 sei ein Kompakt in der Metrik von 2. . .
2° A sei stetig auf 2. )
3° Fiir jedes u € A(2) exlstzere genau eine Losung z2€ 7 der Glezchung Az = u.

Dann st die inverse Abbildung z = Ru stetig in der Metrik von Z.

Daraus folgt: Das zentrale Problem bei der Untersuchung bedmgt korrekter Aufgaben mit
stetigem Operator ist der Existenz- und Emdeuttgl\eltsnachw eis in 2, wobei letzterer der wesent.
lichere Teil ist. Die Existenz einer Losung wird vielfach als Folgerung der Richtigkeit des
Modells angesehen, d. h., es existiert ein kausaler Zusammenhang zwischen beobachtbarer
Wirkung und Ursache. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung inverser Aufgaben ver-
sucht man durch Vorgabe von Nebenbedingungen (zusiitzliche Informationen iiber das Modell,
Restriktionen fiir die Parameter [z. B. Ungleichungen, untere und obere Schranken]) zu er-
reichen. Aus dem Satz von Tichonov folgt dann fiir stetige Operatoren 4 die Stabilitit der
Losung und somit die bedingte Korrektheit des Problemes, welche fiir eine numerische Be-
arbeltung der Aufga.be unerla.thh ist.
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Zusammenfassend kann man folgende Merkmale inverser Aufgaben anfiihren:

a) Sie sind expeumentell nicht nachvolluehbar (innere Materialparameter sind
" direkten Messungen unzugénglich).’ ’

b) Ihre mathematische Formulierung ist oft sehr kompliziert.

c) Sie sind im allgemeinen nichtlinear und nur in Spezialfillen analytisch 16sbar.

2. Das Eindeutivkeitsproblem bei der Losung inverser Aufgaben

Bei inversen Aufgaben fiir Warmelelbungsprozesse ist in der Regel eine der folgenden
GroBen zu bestimmen: Die Warmeleitzahl a, die Warmeibergangszahl « oder Para-
meter in der rechten Seite der Differentialgleichung. Wir werden uns auf die Be-
stimmung von a beschrinken. Es lassen sich sehr leicht Belsplele angeben, in denen a

nicht cmdeut,lg zu ermitteln ist. ,

Bcnsplel (BEZ)«OS(}E)«KO {1]): Es wird folgendes Anfangswertproblem betrachtet:

w — au,, = —3z° (—oo <z << +o00; 0 <t < +00),
u(z; 0).= z¥/12 0D<z< +00).
Weiter sei als Zusatzinformation (MeBwert) «(0,t) = -2t (0 <t < +00) gegeiben Fur

a = const ist w(z, t) = (a? — 3a) {2 + az?t + 24/12 — 3z% Losung der direkten Aufgabe. lhr
Einsetzen in den MeBwert liefert @, = 1 und a, = 2, d. h., die Ausatszormutlon lst nicht
hinreichend fiir die eindeutige Losbarkeit der inversen Aufgabe ,

Es ist sinnvoll, folgende Forderungen an die éu,satzmiormatidn zu stellen:

1. Sie soll die eiﬁdeutige Losbarkeit der inversen Aufgabe gewihrleisten.
2. Sie soll minimal sein (méglichst wenig 7usatszormatxonen)
3. Sie soll meBtechnisch gut erfaBbar sein.

Im weiteren werde mit £2 ein beschrinktes Gebiet des R® mit hmrelchend glat,tem
Rand 0L bezeichnet, T sei eine posmve fest vorgegebene reelle Zahl, Dr = 2 X (0, T)

und BT = 92 X [0, T] Ferner seien. DT und Q die AbschlleBungen von Dy und Q,
d/dv die 'Ableitung in Richtung der duBeren Normalen. Es ist eine umfangreiche
Literatur zur Frage der eindeutigen Ermittlung der Wirmeleitzahl a ‘bekannt. Die
wichtigsten Fille, einschlieBlich der Art der Zusatzinformationen, sollen hier zu-,
sammengestellt werden, wobei die Angaben zu den Verfassern keinen Anspruch auf
Vollstindigkeit erheben. Ferner wird vorausgesetzt, da8 in allen formulierten Auf-
gabenstellungen die. Kompatibilitdtsbedingungen zwischen Aniangs- ‘und Rand-
bedingungen sowie den Zusatzinformationen erfiillt sind. AuBerdem seien die Losung
u des direkten Problems sowie die Anfangs- und Randbedingungen hinreichend glatt.

)

I.a = const > 0. DUMMEL [6] betrachtete die erste Randwertaufgabe

u = adu ' fiir alle (z,¢) € Dy,
u(z, 0) = @(x) “fiar age z €9,
u(z, t) = ylz, t) fiir alle (z, t) € B,

" mit der Zusatzinformation

y

Cu(zy, ) =h (x, €.2; 0 <y < T), k€ R mitgz,) k.

" Unter der Voraussétzung, daB u, fiir jedes.a und alle (z,t) € Dy nicht negativ und -
‘beschriinkt ist, wurde die Eindeutigkeit von a mit Hilfe der Darstellung der Lésung u
durch die Greensche Funktion nachgewiesen.

\ : . : . p
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IL.a = a(z),a(x) > 0 fir alle x € Q, a stetzg in 2 und unabhdngig von der n- ten
Koordmate z,. DUMMEL [7] untersuchte das Anfangs-Randw ertproblem

u, = a(x) du fiir alle’(z, t) € 2% (0, o),

u(z, 0) = @(x) fiicallez € O,

u(z,t) = y(z,t) fiir alle (z, 1) € 32 X [0, co)
mit einer Zusatzinformation der Gestalt

- P R :
au(;’ ) hix,t)  fiir alle (z, t) € 22 X [0, oo).

Die Emdeuhgkcnt des ortsabhingigen Warmele1tkoeff1z1enten a = a(z) wurde unter
Verwendung potentialtheoretischer Hilfsniittel bewiesen. Ortsabhanglge Wirmeleit-
zahlen smd auch von RICHTER [18] betrachtet worden. ’

III. @ = a( , alt) > 0 fir alle t € [0, ), a stetig in [0, tO], wobet t, eine hinreichend
kleine positive Zahl ist. JONES [ll] und Caxxox [3] beschaftxgten sich mit der Pro-
blemstellung

ug = a(t) uy, fiir alle (2,¢) € (0, 1) X (0, T), T
wz, 0) = gz)  faralle € [0, 1],

A _u(O, t) = ¢ty fiir alle ¢ € 0,7, ,
w(l,t)= @t)  furallet€[0,T), -

wobel eme VA usat/mformatlon der Form
a(t) u,(0, t) = h(t) fiir allet €(0, T

bekannt sei. Falls die Losung u der dirckten Aufgabe gewissen zusitzlichen Be-
dingungen geniigt, so ist das inverse Problem der Ermittlung von a = a(t) eindeutig

losbar. Dies wurde durch Riickfiihrung -des obigen Problems auf eindeutig lésbare -

dquivalente Aufgaben gezeigt. Resultate iiber zeitabhingige Koeffizienten findet

man aulBlerdem in den Arbeiten von LAVRENT’EV, RoMaNOV und VASIL’EV [1‘3], .

LavRENT’EV und REzZN18KAJA [14] und Bezxo3CENKO [1].

IV.a— a(z, t) > 0. BEZNOSCENKO [2] betrachtete das Anfangswertproblem fir die

Wirmeleitungsgleichung mit verschiedenen Zusatzinformationen. Unter gewissen:

Ausat/fmderungen beziiglich @ und u ist das inverse Problem eindeutig losbar

] 3. Das Eindeutigkeitsproblem bei der Losung inverser Aufgaben im q'uasilinearén Fall

In der Praxis ist die Wirmeleitzahl a oft eine Funktion der Temperatur «. Die Wirme-
leltungsglelchung ist dann vom quasilinearen Typ. AuBer der Gleichung

l—a(u)Au:O A : 3.1y

betrachtet man noch den Divergenzfall

- le (a(uygrad u) = 0. . | (3.2) .

Fiir Glelchungen der Gestalt (3.2) und somit auch fiir (3.1) gilt das Maxnmumprmzlp,
d. h.; es gilt der folgende
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Satz: Sei a = a(u) eine streng positive-und stetig differenzierbare Funktion. Ferner
sei . :

1 w = u(z, t) stetig in Dy und zweifack stetig dz//erenzzerbar in Dr,
2. wy(z, t) = div (a(u(z, t)) grad u(z, 1)) ((x tye Dpu @ 27).

Dann gult o Sy
max u(z,t) = max u(x,t), - . P i {3.3)
(z.0€D7 (z.0€20Br ) '
min u(x t) = mm u(r t). Coe . » -’(3.4l)

(z.01eDr . (zt)E!).UBT
'

‘Dabei ist Qy = QX {t = 0} und 2 — QX {¢ = T).

Beweis: Die Beziehung (3.3) wird indirekt bewiesen. Wir setzen ihre rechte Seite
gleich M und nehmen an, dafl « sein Maximum in einem gewissen Punkt (z, #)
€ Dy u 27 erreicht. Dabei gelte

g te) = M+ ¢, >0, - - 35)
Es gilt notwendig : . _ .
U@ l) = 0, Uy fTorl) SO (E=1,...,m). (3.6)
Weil u(zy, -} In ty"seinen Maxinmlwerp erreicht, gilt |
| U(@gy b)) = 0. - ‘ o - ' (3.7)
Schreibt man nun (3.2) in der (‘estalt, _ o
ulz, t) = a(u (z, 1)) dulz, H)+a (u(”c t)) (gra(lu (x, t)) ‘ (3.8)

so folgt aus (3.6) und der Positivitit von a( w(Zg, to) ) fiir die rechte Seite von (3.8) .
die Ungleichung - A '

‘ a(.u(xo, to)) A‘u(xo, L) + a,(u(=,, to)) (grz;d (o, to))? < 0.

" Wegen (3.7) sind die Vorzeichen der linken und der rechten Seite von (3.8) im Punkt
(%9, to) . verschieden, aber. beide Seiten konnen gleichzeitig verschwinden. Deshalb
bestimmen wir fiir den vollstindigen Beweis des Satzes einen Punkt (%,7) mit
Au(%, 1) <0, grad u(%,1) = 0 und u,(z {) > 0. Zu diesem Zwecke betrachten wir

eine Hilfsfunktion v,
o

oz, 0) = ulz, 1) + ko — 1), « (39)

mit einer gewissen Konstanten k, die spiter ausgewihlt wird. Wegen (3.5) ist v(x,, f,)

= u(xzy, ty) = M + e. Weiter gilt Ic(to — t) < kT: Wir wahlen nun k£ > 0 derart, (laB

'

k < ¢/2T ist. Dann-gilt

. . /

max 'v(z nsEm + - : : (3.10)
(€D VB ' " :

Die Funktlon v ist wegen der Vmaussetzung 1 stetig in Dy und erreicht deshalb

in einem Punkt (%, f) ihr Maximum. Offenbar ist v(Z, ) = v(zy, {) = M + ¢, folg-

lich wegen (3.10) (%, f)¢ .QOUB7, und notwendlg gilt vl‘(x f) =0, v,,(%,1) <0
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(t=1,..,n)und v(z, 1) = 0. Alllf Grund von (3.9) ist nun
~ ’I[,_.‘(.’E, Z) = ’Uz.‘(il’:, E) =0
uI(I(( ’ i) = 'vz‘:((i: z) g 0 (7/ == 1, ey ?L),

w(® ) =v(Z )+ k= k>0

Es1]

Da a(u(z, t)) > 0 fiir alle (x,t) € Dy ist, folgt _
alu(#, 1)) Ju(z, I) = a(u(Z, 1)) A_?_)(i:!_f ) =0

a,(u(E, 1)) (grad w(Z, 1)) = a,(u(, ) (grad v(Z, t))2 = 0.
Somit erhilt man - E
w(&, 1) —a(w(z, 1)) Au(é':, £y — au(u ) ) (grad w(z, 1))?
= v,(i:, 0+ k& v—‘a(u(:i', f))'Av(:ic, i) —a (u(x t)) (gmd v(Z, {) )2 >k>0,

\

s

d. h., die Gleichung (3.2) ist in einem Punkt (%, ) € Dy u Qp nicht erfiillt, woraus sich
ein. Widerspruch zur Voraussetzung 2 ergibt. Folglich kann die Lésung u == u(z, ¢)
der Gleichung (3.2) in keinem Punkt (z, t) € Dy u Q2 einen Wert annehmen, der den

Maximalwert dieser Funktion fiir alle (z,¢) € Q,u Br iibersteigt: Analog beweist
-man die Beziehung (3.4) i1

IskeNDEROV [10] untersuchte dic ersge Randwertaufgabe
u, — a(u) du = f(z,t) fiir alle (2, ¢) € Dy,
wz,0) = ple)  firalleze Q,
w(z, t) = v(z,1) fiir alle (z, 1) € By
mit eiher Zusatzinformation, die auf dem Rand des Gebietes vorgegebén is:,

alpiee, 0) 28200 — g (@ c 005 0 <t <),

Mit Hilfe der Losungsdalste]lung durch die Greensche Funktion wird gezeigt, daB

. genau eine streng positive und in [vo, v,] stetige Losung a = a(u) des inversen Pro-

blems existiert. Dabei ist
v = min u(x,t) und v, = max u(z,!).
(zl)eDT . © (z24)€Dq

\qux LEV [17] sowie CaxNox und DucHATEAU (4, 5] beschiiftigten sich mlt dem -
eindimensionalen Problem in Divergenzform

U — (a(u) u_,,): —0 fiir alle (z, ) € (0, 1) % (0, T),
d(z,.O) = d = cons‘b - fiir alle z € (0, 1), 4
a(u) u0,8) =0 ~ fiir alle ¢ € (0, 7],

aw) u(l,t) = () >0 firallet e (0, 7], &(0) =0
' Die Zusatzinformation ist ebenfalls wieder auf dem Rand des Gebietes vorgegeben

w(l, t) = f(t) fur allet € (0 7.
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Wenn / stetig und streng monoton in [0, T] ist und a.uBerdem /( = d gilt, so exi-
stiert' genau eine strcng posmve einmal stetig (llfferemlerbare in [, v,] Funktion
a = a(u).

Tn den Arbeiten von DiMMEL [8, 9] und Haxprock-MEYER [15, 16] wurde ein
einheitlicher Zugang zur Bchandlung inverser Probleme fiir die Gleichungen (3.1)
- und (3.2) vorgeschlagen, wobei die Zusatzinformationen im Inneren des Gebietes
vorgegeben sind.- Es wird die partielle Differentialgleichung *

o Uy — a(u) du = O fir alle (z, t) € Dy
- mit der Anfangsbedmgung
u(z, 0) = @(z) - furallexE .Q
bzw. die Dlvcrgemform dleser Glenchung . 4 ’

u, — div {a(u) grad (z)) =0 fiir alle (z, t) € Dy,
u(z, 0) = d = const ‘ fiir alle x € Q

betrachtet. AuBerdem geniige u in beiden Fillen noch einer Ran(lbedmgung der
Gestalt 4 )

u(z, t) = w(z, t)y . firalle(z, tj EE

Auf Grund der Giiltigkeit des Maximumprinzips fiir quasilinea-re Gleichungen kann
man setzen ' ] . . - /

Vg = min {min p(z), min y(z, t)},
zed . (zheBr . .

v, = max Jmax @(z), max p(z, t)},
' "\ zel (z.)€Br
wobei wir stets v, < v, Voraussetlen Folgende Klassen. von Koeffmenten werden
«untersucht , . : . ’

1. a(u ) = b(u — vy)* + ¢, wobeil eine natiirliche Zahl und b, ¢ reelle Zahlen mit den

" Eigenschaften b > —c(v, — v5)~*, ¢ > 0 sind. Wir setzen voraus, dal a(v,) = ¢

. bekannt ist. Dann reduziert sich.der Eindeutigkeitsnachweis von a = a(u) auf die
eindeutige Ermittlung der reellen Konstante b. Es erweist sich, dafll eine Zusatz-
information der Form u(z,, t,) = h mit z, € 2,0 < t, < T und ¢(x,), 2= b (wie sie im
Falle ¢ = const vorausgesetzt wurde) und einige schwache zusétzliche Voranssetzun-
gen beziiglich der Losung u des direkten Problems hinreichend sind, um b emdeutlg
zu ermitteln. . N :

2. Sei a= a(u) analytisch in‘[ve*, v,*] D [vo, 'v,] und a(d) = ¢, > 0 bekannt. Als
Zusatzinformation sei ' . ’

u(®o, t) = h(t)  fir 2, € 2,t€[0, T]'

-

gegeben. Dabei sei & eine cinmal stetig differenzierbare Funktion, und es existiere ein
.ty > 0 mit der- Eigenschaft &'(t) > O fiir alle ¢ € (0, t,]. Unter gewissen schwachen
Zusatzvoraussetzungen beziiglich %, wobei man natiirlich fiir die Divergenzform
- etwas mehr fordern muB, 1dB¢ sich die Eindeutigkeit von a = a(«) nachweisen.

.Die Beweisidee ist einheitlich fiir beide Koeffizientenklassen und fiir die Gleichungen (3.1)
und (3.2): Man nimmt an, daB zwei Losungen @, und a, der inversen Aufgabe existieren. Es '
1iiBt sich chgen daB die Differenz der Lésungen «, und u, des zugehdrigen direkten Problems
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ciner linearen parabolischen Differentialgleichung mit von Null verschiedener rechter Seite

_ sowie homogenen -Anfangs- und Randbedingungen geniigt. Dieses lineare Randwertproblem .

-ist eindeutig I6sbar. Seine Lésung 1i8t sich durch die Greensche Funktion angeben. Auf Grund
der Zusatzinformation ist die linke Scite der Lésungsdarstellung gleich, Null, die rechte jedoch -
nicht. Aus diesem Widerspruch folgt die Eindéutigkeit des Koeffizienten a.
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