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Inverse Probleme für die Warmeleitungsgleichung 

S. HAN DROCK-MEYER 

Es wird ciii Uberblick fiber in den letzten Jahren erzielte Rësultate zur eindcutigen Bestim-
mung des Wrmeleitkoeffizienten in der Warmeleitungsgleichung gegeben. Dabei werden die 
FiiIle konstanter, ortsabhangiger, zeitabhangiger Wärmeleitkoeffizienten sowie der quasi-. 
lineare Fall, d. h. der Wärmeleitkoeffizient 1st cine Funktion der Temperattir, betrachtet. 
Aul3erdein wird ein cinfachcr Beweis für die Gult.igkeit des Maximiimprinzips im quasilinearen 
Fall nhgegcben. 
jaëTcR o6iop 0 UOJi}iHb1X B nocieiiiix roax pe3yJn,raTax ,uin ojiH03Haq uoio onpe)eJie-
uiis FcO4Hune}ITa 'reflJioflpoBoüiioCTu B ypaBlICHIIII TenJoflpoBoHocTFi. Ilpu 3TOM pac-
CMTHB1OTCI1 ciyait HOCTOFIHHOI'O, 3BMC$UUCFO Or npocTpallcTaeuuoft nepeieiiiiof1, a -
BuCn[uerO OT BpeNienti Ko344uiueIITa TOflI1OHPOBOJUIOCTII H H13a3HJiHuelluhlt CJ!y4atl, T. e. 
K034111.jueIiT TeELrioflpOnoJiiOCTii HBJIRTCR )yHi[s1efl TeMnepaTyplA. RpoMe Toro üaercn 
rlpOcTOe, üOH3TJibCTBO AJIH CflPBU1iiBOCTH npuuuna NtaKcitmyNiai B Hna3uJiuhIetlHOM 
cJ!yiae.. . 

A summary is given of the results obtained in the past years for the unique determination of 
the heat conductivity in the heat equation where the cases of it constant, a space dependent, 
a time dependent heat conductivity and the quasilinear case, i.e. the heat. conductivity is a 
function of the temperature are considered. Moreover a simple proof is given for the validity 
of the maximum. principle in the quasilinear case. 

1. Probleinstellung 

EJnter einer inversenAu/gabe versteht man die Ermittlung der Ursache z bei gegebener 
Wirkung u. Man kann diesen Tatbestand in Form einer Operatorgleichung der 
Gestalt

Az = u	(z ' E Z, u € U),  

wobei Z und U metrische Räume sind, schreiben. Läl3t sich der zu untersuchende 
ProzeB durch eine -Differentialgleichung beschreiben, so besteht die Ursache z aus 
gewissen Koeffizienten hzw. der rechten Seite der Differentialgleichung. Diese Para-
meter beclingen die Wirkung u, die Losung der Differentialgleichung. Dke Ermittlung 
der Lasung u in Abhangigkeit von den Parametern, d. h. die Berechnung von Az 
neunt man Losung der direkten Aufgabe. Bei der Behandlung inverser Probleme 
vird stets vorausgesetzt, daB die zugehorige direkte Aufgabe eindeutig lösbar sein 

mägè. Die Losung der inversenAufgabe, d. h., das Auffinden der Ursache z aus der 
Wirkung u IäBt sich in der Form 

z = Ru	 (1.2) - 

schreiben. Der Losungsbegriff sowie die Auswahl der Räume Z unci U werden durch 
die konkrete Aufgabenstellung festgelegt. Unter R versteht man die Gesamtheit der
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algebraischen uiid arialytischen Operationen, die (1.1) Ibsen. Man muB also, urn em 
inverses Problem Ibsen zu können, die Losung des clirekten Problems kennen. Diese 
wird in der Regel dureh Messungen, (lie natürlich mit Fehiern behaftet sinci, ermittelt 
Aus diesem Grunde ist es sehr wichtig zu wissen, ob die Losung (1.2) stabil beziiglich 
kleiner Anderungen von u ist, d. h., es ist zu untersuchen, oh das Problem (1.1) 
korrekt gestelit .ist. 

Definition 1: bas Problem' der Losung von (1.1) lieiBt korrekt im Sinne' von 
Hadamard, wenn folgendes gilt: 

1° Fur jedes u  U existierteine Losung z € Z. 
.2° Die Losung z ist eindeutig im Rauin Z. 
3° Die Losung z hangtstetig von u ab. 

1st wenigstens eirie dieser Bedirigungen nieht erfUilt, so spricht man von einem 
inkorrekt gesteilten Problem. 

Inverse Probleme sind im aligemeinen inkorrekt, und zwar ist die Bedingung 3° nicht 
erfüllt, denn mitunter erzeugen versehiedene (im Sinne der Metrik) innere Parameter z die-
selben MeBwerte u. Bis vor kurzer Zeit wurde angenommen (auch Hadamard war dieser Mci-
nung), daB inkorrektë Aufgaben keinen physikalisehen Sinn haben. Diese Ansieht erwies sich 
jedoch als unhaitbar, da eine groBe Anzahl von praktisch wichtigen Aufgaben nicht korrekt 
im Sinne von Hadamard sind. Deshalb machte sich die Einfuhrung eines schwächeren Kor-
rektheitsbegriffes erforderlich. Dieser wurde von LAvRENT'EV [12] eingefuhrt. Dabei wird der 
LosLingsraum Z auf eine in der Regel kompakte Menge 2, die sógenannte Korrektheitsrnenge, 
eingeschränt. 

Definition 2: Das Problem der Losung von Az = u (z € 2 Z, u € U) heiBt 
korrela im Sinne von Tichonov (oder bedinyt korrekt) au/ tier Menge 2, wenn folgendes 
gilt: 

10 Apriori sei bekannt, daB eine Losung z € 2 existiert. 
2° Die Losung z ist eindeutig in der Menge 2; 
3° Unendlich kleine Anderungen von u, für die gilt u+ tin E A(2), d. h. solche 

Ariderungen von u, (lie die Losurig z nichtaus 2 herausfUhrén, ziehen unendlich 
kleine Anderungen von z nach sich. 

Man kann somit (lurch sinnvolle Auswahl einer Korrektheitsmenge 2 cin inkorrekt 
gesteiltes Problem in ein bedingt korrektes überfuhren. 

Fur stetige Operatoren Agilt noch der folgende 

Satz von Tichonov: Die /okjentien Bedingungen seien'er/üW: 
1° 2 sei ein Kompakt in tier Met rik von Z. 
2° A sei stetig au/ 2. 
3° Für jedes u € A(2) existiere genau eine Lösung z € 2 . der Gleichung Az = u 

Dann ist die inverse Abbildung z = Ru stetig in tier Metrik von Z 

Daraus folgt: Das zentrale Problem bei der Untersuchung bedingt korrekter Aufgaben mit 
stetigem Operator 1st der Existenz- und Eindeutigkéitsnachweis in 2, wobei letzterer der wesent-
lichere Teil 1st. Die Existenz einer Losung wird vielfach als Folgerung der Richtigkeit des 
Modells angesehen, d. h., es existiert ein kausaler Zusammenhang zwischen beobachtbarer 
Virkung und Ursache. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung inverser Aufgaben ver-

sucht man durch Vorgabe von Nebenbedingungen (zusiitzliche Informationen fiber das Modell, 
Restriktionen Mr die Parameter [z. B. Ungleichungen, untere und obere Schranken]) zu er-
reichen. Aus dem Satz von Tichonov folgt dann Mr stetige Operatoren A die Stabilität der 
Losung und somit die bedingte Korrektheit des Problemes, welche für eine numerisehe Be-. 
arbeitung der Aufgabe unerlkBlich ist.
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Zusaninienfassend kann man folgencle Merkniale inverser Aufgaben anführen: 
a) Sie sind experimentell nicht nachvoliziehbar (innere Materialparaniet .er sind 

direkten Messungen unzuganglich). 
b) Ihre mathematische Formulierung ist oft sehr kompliziert.. 
c) Sie sind im ailgemeinen nichtlinear und nur in Spezialfällen anaiytisch lösbar. 

2. Das Eindeutigkeitsproblern bei der Lösung inverser Augahcn 

Bei inversen Aufgaben für Warmeleitungsprozesse ist in der Regel eine der folgenden 
GroBen zu bestimmen: Die Wdrmeleitzahl a, die Wãrmeubergangsahl a oder Para- 
meter in der rechten Seite dr Differentialgleichung. Wir werden uns auf die Be-
stimmung von a beschränken. Es lassen sich sehr ieicht Beispiele angeben, in denen a 
nicht cindeutig zu ermittein ist. 

Beispiel (BEZNOENKO [1]): Es wird folgendes Anfangswertproblem betrachtet: 

1i—au5 = —3x2 .	( — oo<x< +00; O<t< ±00), 

u(x;O).=x4/12	(O<x< +oo). 

Weitér sei als Zusatzinformation (MeBwert) u(O, t) = —2t 2 (0 < t < + 00) gegeben. Fur 
a = const ist u(x, t) = ( a2 - 3a) t 2 + ax2 t + x4112 - 3x2t Losung der direkten Aufgabe. lhr 
Einsetzen in den Met3wert liefert a1 = I und a., = 2, d. h., die Zusatzinformation 1st nicht 
hinreichend für die eindeutige Losbarkeit der inversen Aufgabe. 

Es ist sinnvoll, foigeiide Forderungen an die Zusatzinformation zu steilen: 
I. Sie soil die eindeutige Lãsbarkeit der inversen Aufgabe gewahrleisten. 
2. Sie soil minimal sein (mogliehst wenig Zusatzinformationen). 
3. Sie soil mel3technisch gut erfaBbar sein. 
Tm weiteren werde mit Q ein beschränktà Gebiet des R" mit hinreichenci glattem 

Rand W bezeichnet, T sei eine positive, fest vorgegebene reelie Zahi, DT = Q x (0, T) 
und BT = Q x [0, T]. Ferner seien D und Q die AbschlieBungen von D und Q, 
e/ev die 'Ableitung in Richtung der äuBeren Nrmalen. Es ist eine umftngreiche 
Literatur zur Frage der eindeutigen Ermittlung der Wàrrne1eitzahi a'bekannt. De 
wichtigsten Falie, einschlieBlich der Art der Zusatzinformationen, sollen hier zu-, 
sammengesteilt verden, wobei die Angaben zu den Verfassern keinen Anspruch aul 
Vollstandigkeit erheben. Ferner wird vorausgesetzt, daB in alien formuiierten Auf-
gabenstellungen die. Kompatibilitatsbedingungen zwischen Anfangs- unci Rand-
bedingungen.sowie den Zusatzinformationen'erfiillt sind. AuBerdern seien die Losung 
u des direkten Problems sowie die Anfangs- und Randbedingungen hinreichend glatt. 

I. a = const > 0. DUiaMEL [6] betrachtete die erste Randwertaufgabe 
u,	aJu	furalie(x,t)EDT) 
u(x,0)=q(x)	fUrallexEQ, 

u(x, t) = p(x, 1)	für aile (x, t) E B 
mit der Zusatzinformatiou 

u(x1 , t 1 ) = h	(x1 E,92; 0 <£ < T), h E . R mit 9(x 1 ) + h. 

lJnter der Voraussétzung, daB u für jedesa und alle (x, I) E DT nicht negativ und 
beschrankt ist, wurde die Eindeutigkeit von a mit Hiife der Darsteilung der Losung u 
durch die Greeñsche Funktion nachgewiesen.
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H. a = a(x), a(x) > 0 für alle x E Q, a stetjg in Q und unabhangig von der n-ten 
Koordinate x,. PUMMEL [7] untersuchte das Anfangs-Randwertproblem 

= a(x) Au	für alle (x, t) € Q x (0, oo), 
(x, 0) =	fiji alle x € Q,	- 

u(x, t)	?v(X, t)	für alle (x, t) E aQ X [0,	) 
mit einer Zusatzitiformation der Gestalt 

-	 u(x, t) =h(x,t)	für alle(x,t) € aQX[0, oo). 

Die Eindeutigkeit des ortsabhangigeii Wärmeleitkoeffizieiiten a = a(x) vurde unter 
Verwendiing potentialtheoretischer Hilfsniittel bewiesen. Ortsabhangige Wärmeleit-
zahien sind auch von RICHTER [18] betrachtet worden. 

III. a = a(t), a(t) > 0 für alte t E [0, t0), a stetig in [0, t 0], wobei to eine hinreichend 
Heine positive ZahI 1st. JONES [11] und CANNON [3] beschaftigten sich mit der Fro-
blemstellung 

u 1 ==a(t)u	fiiralle(x,t) E (0, 1)X(0,T), 
u(x, 0) = (x)	für alle x  [0, 1], 

u(0, t) = q 1 (t)	für alle t € [0, T) , 
U(1, t)= T2(t)	fur alle t € [0, T), 

wobei eine Zusatzinformation der Form - 

a(t) u(0, t) = h(t)	für alle t € (0, T) 

bekaimnt sei. Falls die Losung u der direkten Aufgabe gewissen zusátzlichen Be-
clingungen genugt, so ist clas inverse Problem der Ermittlung von a = a(t) eindeutig 
lösbar. Dies wut'de durch Ruckführung des obigen Problems auf eindeutig lösbare - 
aquivalente A ufgaben gezeigt. Resultat .e über zeita bhangige Koeffizienten findet 
man auBerdem in den Arbeiten von LAVRENT'EV, ROMANOV uncl VASIL'EV [13], 
LAVRENT'EV und REZNI&AJA [14] und BEZNOdENKO [1]. 

IV. a = a(x, t) > 0. BEZNOENKO [2] betraehtete das Anfangswertproblem für die 
Wäinieleitungsgleiehung mit verschiedenen Zusatzinformationen. Unter gewissen 
Zusatzforderungen beziiglich a und u ist das inverse Problem eindeutig losbar. 

3. Das Eindeutigkcitsproblem bei der LOsung inverser Aufgaben im quasilinearen Fall 

In der Praxis ist die Wärnieleitzahl a oft eine Funktion der Temperatur u. Die Wärme-
leitungsgleiehung ist dann vom quasilinearen Typ. AuBer der Gleichung 

u,—a(u)Au=rO	 (3.1) 

betraehtet man noch den Divergenzfall 

uj - div (a(u)-grad u) = 0.	 (3.2) 

Fur Gleichungen der Gestalt (3.2) und somit auch für (3.1) gilt das Maximumprinzip, 
d. h., es gilt der .folgende
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Satz:  Sei a	a(u) eine .streng positive -und stetig di//erenzierbare Funktion. Fener €
sei

u = u(x, t) stetig in D7. und zwei/ach stetig di//erenzierbar in D, 
2. Uj (X, 1) = (liv (a(u(x, t)) grad u(x, t)) ((x, t) E DT u Q) 

Dánn gilt  
max u(x, t) = max u(x, t),  

	

(z.t)EDT	 (X.f)EQ.UBr	. 

min u(x,t) = mm	u(x,t).	 (3.4) 

	

(z.1)EDr	 (x.t)EIJ.UB 

Dabei ist Do = Q x It = 01 und	= Q.x {t = T}. 

Beweis: Die Beziehung (3.3) wird indirekt. bewiesen. Wir setzen ihre recite Seite 
gleicli M und nehmeii an, daB u sein Maximum in einem gewissen Punkt . (x0, ') 
E DT u S2T erreicht. Dahei gelte 

u(x0 ,	= M + E,	e > 0.	 (3.5)


Es gilt notwendig  

u,(x0 , t0 ) = 0 1	u7,,(x0 , t0 )	0	(i = 1, ..., n).	 (3.6)€

Weil u(x0 , .) in t0-seinen Maxinialwert ei'reicht, gilt 

u(x0 ,t0)>0. -	 .	 (3.7) 

Schieibt man nun (3.2) in der Gestalt	. 

u 1 (x, t) = a(u(x, t)) zlu(x, 1) -- a (u(x, 1)) (grad u(x, t))2	.	 (3.8) 

so folgt aus (3.6) und der Positivitat von a(u(xo, t0 )) für die recht•e Seite von (3.8) 
die Ungleichung	. 

a(u(xo, t0 )) L1u(x0 , t0 ) + a(u(xo, to)) (grad u(x0 , to)) 2	0. 

Wegen (3.7) sind die Voizeichen der linken und der rcchten Seite von (3.8) im Punkt 
(x0 , t) verschieden, aber. beicle Seiteti können gleichzeitig verschwinden. Deshaib 
bestimmen wir für den vollstitndigen Beweis des Satzes einen Punkt (2, 1) mit 
Llu(2, 1) ;5 0, grad u(2, I) = 0 und u1 (2, 1) > 0. Zu diesem Zsecke betrachten wir 
eine Hilfsfunktion v, 

v(x, t)	u(x, t) + k(t0 - t),	 .	 (3.9) 

mit einer gewissen Konstanten k, die spater ausgewählt wird. Wegen (3.5) ist v(x0 , t) 
= u(4;0 , t) = M + E. Weiter gilt k(t0 - t) ^-. kT: Wir wählen nun k > 0 clerart, daB 
k < e12T ist. Dann-gilt	. 

max v(x, t)	M + --.	.	 (3.10) 
(Z.t)EQ,uBr 

Die Funktio)-i v 1st wegen der Voiaussetzung 1 stetig in D7. unci erreicht deshaib 
in einem Punkt (2, 1) ihr Maximu m. Offenbar ist v(2, 1)	v(x0 , t0 ) = .31 + E, foig- 
lich wegen (3.10) (2, 1)	u BT, iiiid notwendig gilt v(2,'l) = 0, vxd zl (x , 1)	0
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(i = .1...... n) und	1)	0. Auf Grund von: (3.9) 1st nun 

t) =	1) = 0 

1) =	1)	0	(i = 1,	n), 

uj(,1)=v(,1)+k^E!k>0. 

Da a(u(x, t)) > 0 für ale (x, t) E DT ist, folgt 

a(u(, 1)) zIu(, 1) = a(u(zJ)) 4v(5,1)	0 
und

a(u(, 1)) (grad u(, 1)) 2 = a(u(2, 1)) (grad v(, l))2 = 0. 
Somit erhält man 

u(5, 1)	a(u(±, 1)) du(, 1) - a(u(, 1)) (grad u(, 1))2 

= v 1 (, 1) + k - a(u(, 1))'/iv(, 1) - a(u(, 1)) (grad v(, 1))2	k * > 0, 
ci. Ii., die Gleichung (3.2) ist in eineni Punkt(, t) E UT U.0,1, ñicht erfiilit, woraus sich 
em. Widerspruch zur Voraussetzung 2 ergibt Foiglicli kann die Losung u = u(x, t) 
der Gleichung (3.2) in keinem Punkt (x, t) E 'DT u OT einen Wert annehmen, der den 
Maximaiwert (lieser Funktion für alle (x, t) E Qo U 8T ubersteigt: Analog heweist 
man die Beziehung (3.4) I	 S 

IsKENDER0v [10] uiitersuchte die erste Randwertaufgabe 


u - a(u) Au = /(x, t)	für alle (x, t) E DT, 
u(x, 0) = (x)	 fiir.alle x E Q, 

u(x, t) = (x,t)	für alle (x, t) E BT 

mit euler Zusat.zinformation, die auf dem Rand des Gebietes vorgegebén ist: 

au(x0 , t)	 S a((x0 , t))	,,	= g(t)	(x E eQ; 0 <1 <T). 

Mit, Hilfe der Losungsdarstellung durch (lie Greensche Funktion wird gezeigt, daB 
genau eine streng positive und in [va, v 1 ] stetige Losung a = a(u)'des inversen Pro-
blenis existiert. Dabei ist 

vo = mm u(x, t)	und	v 1 = max u(x, ). 
(z.t)ED.	 (x.1)ED,. 

MUZYLEV [17] sowie CANNON und DUCIIATEAU [4, 5] beschaftigten sich mit dem 
eindimensionalen Problem in Divergenzform 

u - (a(u) u4 =0	für alle (x, t) E (0,1) < (0, T), 

u(x,0) = d = const	für alle x E (0, 1), 

a(u) u(0, t) = 0	für alle t E (0, T], 

a(u) u(i, 1) = (t) > 0	für alle t E (0, T],	(0) = 0 

Die Zusatzinformation ist ebenfal!s wieder anf dem Rand des Gebietes vorgegeben: 

u(l, 0 = /(1)	für alle t E (0, T].
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Wenn / stetig unci st .reng monoton in . [0, T] ist unl auBerdem /(0) = d gilt, so exi-
stiert' genau eine streng positive, einmal stetig differenzierbare in [v0 , vj ] Funktion 
a = a(u). 

In den Arbeiten von DÜMMEL (8,91 und HANDROCK-MEYER [15, 16] wurde em 
einheitlicher Zugang zur Behandlung inverser Probleme für die ,Gleichungen (3.1) 
und (3.2) vorgesehiagen, wobei die Zusatzinformationen im Inneren des Gebietes 
vorgegeben sind. Es Nvird die partielle Differentialgleichung 

u —a(u)Llu = 0	furalle(x,t)E D 
mit der Anfangsbedingung 

	

u( x, 0) = q(x)	fü r nile x E Q 

bzw. die Divergenzform dieser Gleichung 

	

- (liv (a(u) grad (u)) = 0	für alle (x, t) € D, 
u(x, 0) . = d = const	für alle x  Q 

betrachtet. Aul3erdem genüge u in beiden Fallen noch einer Randbedingung der 
Gestalt

u(x, t) = (x, t)	für nile (x, t) E .B. 

Auf Grund der Gültigkeit des Maximumprinzips Mr quasilineare Gleichungen káim 
man setzeri  

	

= min min 	min (x, 

	

IXEF2	. (Z,t)EB.r 

= max.Iñlax q(x), wax v(x, t) 

	

ZEQ	 (x.t)EB 

wobei vir stets v0 <v1 voraussetzen. Folgende Kiassen von Koeffizienten werden 


	

untersucht:	 I 

1. a(u) = b(u - v0)' + c, wobei I eine natiirliche Zahi und b, c teelie Zahien mit den 
Eigenschaften b > —c(v 1 - v0), c > 0 sitid. Wir setzen vomits, daB a(v0) = c 
bekannt ist. Dann reduziert sieh.der Eindeutigkeitsnachweis von a = a(u) auf die 
eindeutige Ermittlung (let reellen Konstante b. Es erweist sich, daB eine Zusatz-
information der Form u(x 1 , t) = h wit x 1 E Q, 0 ,< t 1 < T und ( x 1 ),+ h (vie sie im 
Falle a = const vorausgesetzt wurde) und einige sehwache zusätliohe Voraussetzun-
gen bezügiieh der Losung u des direkten Problems hinreichend sind, um b eindeutig 
zu ermittein. 

2. Sei a	a(u) analytisch in[vo *, v 1 *]	[v0, v 1 ] und a(d) = a0 > 0 bekannt. Als 

	

Zusatzinformation sei	 - 

	

u(x0 ,t) = h(t)	für x0 E Q, I E [0, T] 

gegehen. Dabei sei ii eine cinnial stetig clifferenzierbare Funktion, und es existiere em 
to > 0 mit (icr Elgensehaft h'(t) > 0 für alle I E (0, to]. LJnter gewissen schwachen 
Zusatzvoraussetzungen beziiglich u, wobei man natürlich fur die Divergenzform 
etwas mehr fordern mull, laBt sich die Eindeutigkeit von a = a(u) nachweisen. 

Die Beweisidee isteinheitlich für beide Koeffizientenklassen und für die Oleichungen (3.1) 
und (3.2): Man nimmt tin, daB zwei Losungen a 1 und a2 der inversen Aufgabe existieren. Es 
läLlt sich zeigen, daB die Differenz der Lasungen u1 und u2 des zugehorigen direliten Problems
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einer linearen parabolischen Differentialgleichung mit von Null verschiedener rechter Seite 
sowie homogenen -infangs und Randbedingungen genügt. Dieses lineare Randwertproblem 
ist eindeutig Iösbar. Seine Losiing lkf3t sich diirch die Creensche Funk-tion angeben. Auf Grund 
der Zusatzinforrnation 1st die linke Seite der Lösungsdarstellung gleich. Null, die rechte jedoch 
nicht. Ausdiesem Widerspruch folgt die Eindéutigkeit des 1{oeffizienten a. 
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