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Identifikation von Interferenzschichtsystemen -

H. Kaiser und H.-C. Kaiser

Wesentliche Méthoden der Identifikation geschichteter Medien werden unter systemtheoreti-
schen Gesichtspunkten zusammengefaBt und einheitlich begriindet. Neue Ergebnisse betreffen
funktlonentheoretlsche Eigenschaften der Transferkoeffizienten und ecine geschlossene Dar-
stellung der Synthése optimaler Achromasiesysteme. Leitlinie fur die Identifikation der beim
Einfall elektromagnetischer Wellen als lineare Ubertragungssysteme fungierenden geschich-
teten Medien ist die Abgrenzung zweier Arbeitsstufen: Die erste zielt auf die Bestimmung der
frequenzabhingigen Systemfunktion, die zweite auf die davon ausgehende Strukturaufkli-
rung. Das Konzept wird am Beispiel der Identifikation des homogenen Halbraumes und eines
Stapels homogener Schichten gleicher optischer Dicke durchgefithrt und mit Bezug auf die

. verfiigbaren Mefiwerte bzw. Vorgaben methodologisch kommentiert.

" OcHOBHBIE METOO B uncnm(buxauuu CJIOMCTBIX Ccpexd paCC\lanllBaK)TCﬂ C CHCTEMHO-TEOPETI-

qecxon TOUKH 3PENHs It ejIlHO 060CHOBRBaIOTCA. HOBhIC pesynbTaTh MOy4eHt 0 GyHKLHO-
HaJLHO-TEOPETIIECKHX CBOMCTBAX TpanchepHEIX KodddHUIEHTOB, a Takke O MONHOM Npen-

© CTABIEHHIT CHHTE3a ONTHMAJIbHBIX a\po'\iaaupona}mux CHCTEM. I‘:1amu,m JUIA MIIOHTII(DH-

KaUuul CJIOHCTLIX Cpell KAk JMHellHhX TePEHOCHBIX CHCTEM, BO3HUKAIOUIMX MPHU BHAZCHHUH
3JMEKTPOMATHNTHBIX BOJIH, ABJACTCA Da3nuyeHHe JBYX cTynele# paGorTe: uellb HepBOH
CTYMEHI 3AKJI0MAETCA B OMpeReNleHHN 3ABHCAWE! .OT 4acToThl CHCTeMHON yHKUuuN, Leab
BTOPON — ‘B HCXOMALUEM M3 9TOrO BHIACHEHHH CTPYKTYPH! CUCTEMH. DTa KOHIENMINA HEeMOH-
CTPUPYETCA Ha nNpitmepe HACHTHPHKALMN OJHOPOAHOTO MOJIYNPOCTPAHCTBA CO CTOMKOM
OJIHOPOIHBIX CJI0€B OIHAKOBOM ONTHUECKON TOJUIHHLL W, CCHLIAANCH Ha MMeloleca B pac-
HOPHACHII HI3MEPEHIIA 1 AaHHbIE, METOJOJIOTHYECKN homicnmpyeTcn )

A ‘unified approach to methods and tendencies in the identification of layered media within
the framework of systems theory is given. New results concerning the holomorphic properties
of transfer coefficients and their characterization by ‘differential equations come to bear. A
complete universal method for the synthesis of optimal achromatic systems has beén developed.
— With regard to the reflection or transmission of electromagnetic waves stritified media
act as linear transfer systems. The guiding principle in their identification has been to operate
in the following two steps: the first objective in mind is to determine the system function
depending on the frequéncy; based upon this characteristic of the system one then explores
its internal structure. These conceptions have been carried out for a homogeneous halfspace
and a stack of homogeneous layers of equal optical thickness. The methods are d1scussed wnth
regard to the significance of measurements as well as prescrlbed values.

1. Mathematische Modellierung von Interferenzschichtsystemen

Wir untersuchen die Ausbreitung harmonischer elektromagnetischer Wellen in ge-
schichteten Medien [1, 23, 26, 35, 37, 43, 54] und legen dabei ein kartesisches Koordi-
natensystem ! zu Grunde in dem die z-Achse’ die Raumrichtung der Schichtung be-
stimmt; i, j, k seien die Achsenemheltsvektoren (vgl Abb. 1) Die zeitfreien, Antelle i

. harmonischer Felder

E(r,t) = E(r)et*t  und H(r,:):ﬂ(r)em " ' (1.1)

34+ - : : .
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geniigen den Maxwellschen Gleichungen .
rot A—_iktB=0 und rotB 4+ ikuA=0; (1.2)

E und H bedeuten den elektrischen bzw. magnetischen Vektorr,'r =zi + yj ¢ 2k den
Ortsvektor, ¢t die Zeit, u und & = ¢ — 4dnic/w die magnetische Permeabilitit bzw.
komplexe Dielektrizitdtskonstante, k = wfc und ¢ die Wellenzahl bzw. Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum. Bei der Substitution - ' '

. E:—H, n/: E,;___:l[‘:= 8,. E::lj, . o ot (13) .
'geht das System der Gleichungen (1.2) in sich iiber. Daraus folgt, daB jede 'daraus
ableitbare Aussage iiber harmonische Felder wieder in eine solche iibergeht, wenn
man sie der Invarianztransformation (1.3) unterwirft. Das ist der Inhalt des Duali-
tatsprinzips der Maxwellschen Theorie. o

{ Y

x4

Beziiglich des Koordinatensystems § fithrt man in geschichteten Medien die dualen
Begriffe des TE- und TM-Feldes (transverse electric wave und transverse magnetic
wave) ein. In solchen schwingt der elektrische bzw. magnetische Vektor in z-Rich-
tung; die von Null verschiedenen Komponenten der Feldvektoren erweisen sich als
von z unabhingig. Umgekehrt 18t sich in einem geschichteten Medium jedes von z
unabhiingige Feld eindeutig in einen TE- und T M-Anteil zerlegen; damit zusam-
menhingende GroBen werden mit sbzw. pausgezeichnet. Beim Einfall einer
ebenen harmonischen Welle '

B(r) = A exp (—ikNr - 5), H(r) = A exp (—ikNr - 5)1), ,

- R (14)

A=£s><A, A:s=A.5=0, 8-s=1 :
® o . )

(N = }/-,u—é — komplexer Brechungsindex des Mediums) wird die durch deren Fort-
pflanzungsvektor 8 und die z-Achse der Schichtung bestimmte Einfallsebene mit der -
(y, 2)-Ebene von & identifiziert, so daB :

§ = sin 9] + cos Fok . . (1.5)
ist, wobei ¥, den Einfallswinkel bedeu‘tet. Die Zerlegung von (1.4) in den TE- und

1). Auch fiir komplexe Vektoren A, B sei A -B.= 4,8, + 4,B,'+ 4.B..

‘
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TM-Anteil liefert
B = E,i+ E}, - A=H]1+ Hj,

E,= A, exp(—ikNr-s), H,= E‘A, exp (—ikNr -8),
. o N S (1.6)
- E, = A,exp (—ikNr.s), H, = —; A, exp (—ikNr - 8),

A, = 4., 4,= 3zAv — sy4,, 1 =sj — sk.

Abb. 1 veranschaulicht die Standardsituation der Schlchtenopt,ik Zwischen den
Ebenen z = 0 und z = k von & befindet sich ein durch ein Brechzahlprofil N = N(z)-
charakterisiertes Stratum, das in den Halbrdumen z < 0'und z > h von zwei homo-
genen Medien mit den Brechzahlen N = N, bzw. N = N, begrenzt wird. Auf Grund -
der Maxwellschen Theorie existiert ein harmonisches elel\tromagnetlsches Feld, das
im Halbraum z < 0 Superposmon einer einfallenden und reflektierten ebenen Welle
ist-und durch ein Feld in 0 < z < & mit einer in den Halbraum z > k transmittierten
. ebenen Welle gekoppelt ist. . Dabei sind die Tangentialkomponenten von E und H an

den Trennebenen stetig. Die Fortpflanzungsrichtungen der reflektierten und trans-
mittierten Welle sind durch die Einheitsvektoren »

: §, = sin 190] — cos 190k bzw. 8 _'sin 9§ + cos 3k B ¢ )
gegeben wobei 9, durch das Snellzussche Brechungsgesetz

. Ngsindy =N, sin 190 ' » ) o (1.8)
_ bestimmt ist..Auf Grund von (1.5) und (1.7) sind die Felder in z < O und z > % von
z unabhingig und lassen sich somjt in TE- und TM-Anteile zerlegen, die durch ein
TE- bzw. TM-Feld in der Schicht gekoppelt sind. Nach ABELES [1] wird dieser Zu-
‘sammenhang durch je eine charakteristische (2 X 2)-Matriz M bzw. MP vermit-
telt, deren Elemente .vom Brechzahlprofil der Schicht in 0 < z < &, der Frequenz
“der einfallenden Welle und vom Einfallswinkel 8, abhingen und aus gewéhnlichen
Differentialgleichungen bestimmt werden, die sich durch Separation der Gleichungen .
(1.2) ergeben. Auf diese Weise berechnet man M und M‘?! zunichst iiber den Ste-
tigkeitsintervallen des Brechzahlprofils. Wenn dieses Spriinge enthilt, findet man
M@ und M fiir das Gesamtsystem durch Multiplikation der Teilmatrizen in der
der Lichtausbreitung entsprechenden: Reihenfolge. Die Matrizen M* und -M? sind
zueinander dual. Fiir reellen Einfallswinkel und dielektrische Medien sind bei Ab-
wesenheit von Totalreflexion die Elemente in der Hauptdlagonalen reell, in der
Nebendiagonalen rein imaginir.

Fiir die Tangentmlkomponenten der TE- bzw. TM- Felder beiz =10 und z = hgilt

{F R R v B L I

( Hy)::O M H)\o l_md g )i M \ B ) (1.9)"

Mit den durch (1.8) definierten Senkrecht- und Parallelkomponenten von E, E,, E,

— der elektrischen Vektoren der einfallenden, reflektierten bzw. transmittierten

Welle — werden die folgenden Transferkoeffizienten gebildet. Diese haben eine

fundamentale systemtheoretische Bedeutung und gestatten es, die mit der Identifi-

kation geschichteter Medien zusammenhiingenden Probleme iibersichtlich zu formu-
_lieren und bei ihrer Losung Arbeitsstufen abzugrenzen.
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Reflexionskoeffizienten:

Era]z=0 Erix|z=0
/rs'= — d r, — —m ., . 1.10
E:’z=0 .p Ep|z=0 ( )
Transmissionskoeffizienten : ’
Eul: h ] Et |z=h. o ’
t und ¢, = ”—. , 1.11
* T Elico sli=0 i plz 0 ! e ' ( )

- - Kardsche Tmmmzsswnskoe/ftzzenten (2. Art):

d, = V7Y (‘)/Yo(”t und  d, = VY,(”/YO(‘) t,. (1.12)
Hierin bedeuten' ‘ ' ‘ - ‘
O N . . _
Y® = — cos & und Y® = ¥ ¢os 9, (1.13)
» .

~wobei der untere Index auf das zu bet,rachtende Medium hinweist. Die in (1.10) und
(1.12) definierten Senkrecht- und Parallel- Koeffmenten sind dual bezughch der
Invarlanztransformatlon (1.3). Es sei

M, M o :
M= 1 .”) . 1.14
(Mn 170 , (1.14)

die charakteristische Matrix des geschichteten Mediums in0 < z < & fiir ein TE-oder. ~
. TM-Feld. Dann lassen sich der Reflexionskoeffizient » und der Kardsche Transmis-
‘ snonskoefﬁzlent d gemi

YO(Mll + Y M12) - (M"l + Y ﬂ122)
~ Folflu + Y, M) + (O £ 7, M)

(1.15)

und

= 2VY° . A . (1.16).
YO( 1t + Y M12) (M2l + Y M22)

bestmlmen wobe1 diese Ausdriicke durch entsprechende Auszeichnung mit s und P
fiir das TE- bzw. TM-Feld zu aktuallsleren sind.

\

2. Geschichtete Medien als lineare Ubertragungssysteme und deren Identifikation -

Geschichtete Medien fungieren im Rahnien der Maxwellschen Theorie als lineare
Ubertragungssysteme [21]. In dieser Sicht kann man etwa die Reflexion einer TE-
“Welle an der vorderen Trennebene des Stratums betrachten, wobei die z-Komponente -
des elektrischen Vektors der einfallenden und reflektierten Welle bei z.= 0 das zeit-
abhingige Ein- bzw. Ausgabesignal X, Y ist. Das” Input-Output-Verhalten des
Systems & 1aB3t s1ch in einer geexgnet gewahlten Faltungsa]gebra </Il durch eine Re-
sponseformel -

Y = S[X] = e (X’Y Geall) — R .(2.1)
beschreiben. Fur den Ubertragungs/aktor G gilt o ,
¢ = 791, . - R (2.2)

[N
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wobei é das als Dirac-Impuls zu deutende Einselement von # ist. Bei der Unter-
suchung kausaler Signale (X(t) = O fiir ¢ < 0) ist es zweckmiaBig [11, 40],  als den
Korper der Mikusitiski-Operatoren [44] zu wihlen. Das ist der Quotientenkorper des
Integritdtsbereiches € der auf [O o0) stetigen komplexwertlgen F unktionen bezug-
lich der \'Iultlphkat,lon i .

[}

t ' -
(B F) ()= [t — ) Fyr)dr (Fy, F, € 8).
: 0 . ' .

'Die als Element von ./ mit ! bezeichneté H eaviside- Funktion fllmgiert gemaB (I . F)(¢)
t

= f F(r)dr als Integratlonsoperator, 8= 6/l als leferentlatlonsoperator Nach

(2. 1), (2.2) ist S[1] = J’[é] * [, G = [0 = s* J’[l] :

Das diskrete Analogon -zu ‘# ist .die Faltungsalgebra K der Elementfolgen iiber
einem Kérper K, die der mathematischen Modellierung linearer Automaten zugrunde
liegt. Als Verknupfungsoperatlonen in der Gesamtheit R dieser Folgen defmlert man
fura—{a,}undb_{ }aus:ﬂ(a,,b,eKtEN)undo:ausK : .

a+b={a:+b.}, ‘a*b—{Zat,,}, Taa = {aay. (2.3)

Jt ist beziiglich + und * ein Integrltatsberelch X der zugehonge Quotlentenkorper,
das Einselement von & und X ist 6.= (1,0, 0,0, ...}, und dem Integrationsoperator
in 4 entspricht der Summatlonsoperator l={, 11 1, ...}. Fir den Verschiebungs-
operator p = {0,1,0,0,0,...} gilt mit Bezug auf (2 3) p*a = {0, aq,a,,a, ...}
K ist vermoge xd > & (& € K) lsomorph in J eingebettet; dementsprechend wird xd
durch « ersetzt.
- Die Responseformel (2.1) beschreibt das Systemverhalten in der Zeit, und die Be-
stimmung von @ in der Faltungsalgebra als Quotient aus einem bekannteén Output.
und entsprechendem Input wird als Zeitganganalyse bezeichnet. Diese ist in dem hier
erdrterten Problemkreis der Optik kaum durchfiithrbar. Stattdessen ist man auf die
Frequenzganganalyse von f verwiesen, die auf der Eigenschaft linearer Ubertragungs-
systeme beruht, unter gewissen Voraussetzungen auf harmonische- Eingangssignale
X .= A exp (iwt) stationdr mit einem harmonischen Output ¥ = B exp (iwt) zu ant-
‘worten. Das Amplitudenverhiltnis Bf4 ist eine Funl\tlon der Kreisfrequenz w, die
mit dem Ubertragungsfaktor (2.2) gemaB

Gliw)=Bl4 | ‘ e

/usammenhangt G(lw) wird als 8 Jstem/unktwn bezeichnet; . ihre Bestimmung ist
Anliegen der Frequenzganganalyse. :
Auf Grund von (2.4) und (1:.10), (1.11) erweisen sich der Reflexions- und Trans-
missionskoeffizient als Systemfunktionen, die jedoch direkt nicht mefbar sind. Als
mefBbare Gré8en sbehen in der Optik fiir die Frequenzganganalyse der ellzpsometnsche

Quotzem . .

rylrs = tany eid

. und die mit der reflektlerten and transmittierten Welle transportierten Anbelle R
bzw. T der einfallenden Energie zur Verfiigung. Sie werden als Reﬂexzons- bzw. Trans-
missionsgrad bezeichnet und sind durch

R = Bgli=0 - k/64|z=o -k und T =v'@c|z'=n : k/Gyl:m0 -k

-
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definjert. Darin bedeuten &,J,_,, ©pl:=0 und S¢|.—x die zeitlich gemittelten Poynting-
vektoren der einfallenden, reflektierten und transmittierten (ebenen) Welle beiz =0
bzw. z = k und iibereinstimmender y-Koordinate. Fiir den Reflexions- bzw. Trans-
misgionsgrad R, und T, des TE-Feldes ergibt sich mit (1.10)—(1.13) (vgl. [23, 26])

L |Re[Y] Yot

R,='r2 und T 12 , (2.5)

| | " Re (Yo ¥,
und durch Dualisierung fiir die entsprechenden Gréfien des TM-Feldes-

T I T R E LT

gz _ IRe[Y 1 YP ., .

Ry, =Ir,/* wnd T,= TRe [T ¥,7] LA S (26)
Auf Grund dessen sind die Betriige der Transferkoeffizienten durch Intensititsmes-
sungen in ihrer spektralen Abhingigkeit bestimmbar. Um die komplexen GroBen
selbst zu finden, muB man noch ein Phasenrekonstruktionsproblem [5] losen.

Wenn der Ubertragungsfaktor @ (in der Schichtenoptik also ein entsprechender
Transferkoeffizient) bekannt ist, 148t sich das Verhalten von # vorausberechnen. Das
ist ein erster Schritt der Systemerkennung. Ein weitergehender ist auf die Bestim-
mung der Struktur von & im Rahmen einer Modellvorstellung oder Strukturhypo-
these gerichtet, die in der Vorgabe einer Klasse X von Systemen bestimmter Art be- ',
steht. ' ' C ‘

Unsere Auffassung von Identifikation beinhaltet die Synthese und Erkennung von
Systemen in X, d. h. die Bestimmung ihrer Struktur auf Grund von Vorgaben iiber -
ein zu realisierendes Verhalten bzw. von Beobachtungen (Messungen) desselben an
einem existierenden System. Es ist also in 2 ein System f zu finden, das mit seinem
- Verhalten solchen Gegebenheiten maoglichst gut entspricht. Bei geschichteten Medien’
beziehen sich Strukturparameter wesentlich auf die Charakterisierung des Brechzahl-

- profils; Messungen betreffen Energieanteile wie Reflexions- und Transmissionsgrad
und ellipsometrische Gréfen. _ o , : o

Methoden zur Identifikation linearer Ubertragungssysteme setzen ‘die Kenntnis
der Systemfunktion voraus. Hier lassen sich beziiglich einer Modellvorstellung X
zwei Arbeitsstufen abgrenzen: ' ' ' ‘

(i) Bestimmung der Systemfunktion als Losung eines Phasenrekonstruktions-
* problems (1. 1dentifikationsproblem). . ‘
(i) Losung des Strukturproblems durch Interpretation der Systemfunktion in
2 (2. Identifikationsproblem). 4 4 4

Im fblgenden Abschnitt werden dazu die ﬁheqretischen Grundlégen erortert,.

'

3. Methoden der Systemidentifikation

Die Identifikation linearer Ubertragungssysteme beruht auf funktioneﬁtheofetischen
Eigenschaften der Systemfunktion. Diese 1a8t sich unter gewissen Voraussetzungen
[47, 52, 55] als Laplace-Transformierte der Systemantwort (2.2) auf den Dirac-Impuls
charakterisieren. Aus den Eigenschaften des Laplace-Integrals ergibt sich dann, daB -
die Systemfunktion A 1 | ,
' G(iw) = g(w) exp (iB(w) S 3.1
in der von der w-Achse berandeten unteren Halbebene einer komplexen Frequenz o
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holomorph ist-[21; 33]. Uberdies gilt [33: (2.5.7)]
. Co(—w) =o(@),  P(—w)= —P@®@), ' : (3.2)

auch auf der reellen w-Achse. Unter der Voraussetzung, daB die Systemfunktion (3.1)
in Im w < 0 keine Nullstellen hat — also ein Mindestphasensystem vorliegt — exi-
stiert ein in der unteren w-Halbebene holomorpher Zweig des Loga.rlthmus log G(iw)
=.u(w) + iv(w). Der Rea.ltml desselben ist

u = In o(w), . o » i (f3.3)

 der Inlaginéftéil v ein Phasen:\vei't von (3.1). Damit ist das Phasenrekonstruktions:
‘problem (i) (s. Ende von Abschnitt 2) auf ein funktlonentheoretlsches Randwert-
. problem Lumckgefuhrt

In der unteren w-Halbebene ist eine holomorphe Funktion w = u + iv zu bestlmmen, von
der die Randwerte des Realteils « auf der reellen w-Achse durch » = In g(w) gegeben sind. Die
Randwerte des Imaginirteils v der Losung, die das Phasenspektrum liefern, kérinen aus denen
.des Realteils « durch die Hilbert-Transformation gewonnen werden:

oo * o

'u(w)'——f wUt) g, und  wo) = —i'fﬂ dr, ' (3.4)

T—w T—w
a4 : —
‘wobei die uneigentlichen Integrale im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen sind. )
' — Mit Bezug auf die frequenzabhingige Dielektrizitits, konstante* sind die Formeln (3.4)
als Kramers- Kronig- Relationen bekannt.
Ein allgemeineres gemischtes Randwertproblem wird durch die Formel von K eldysch- Sedow
(vgl z. B. {41]) gelost. Dabei handelt es sich darum, eine in der oberen Halbebene holomorphe .
.Funktion zu bestimmen, die auf den offenen Intervallsegmenten einer Zerlegung der reellen
Achse abwechselnd gegebene Werte des Real- und Imgamartells, sowie einen vorschreibbaren
Wert im Unendlichen annimmt. In [33] wird auf diese Weise eine Systemfunktion — dort ein
Reflexionskoeffizient — zu den Vorgaben fiir einen dielektrischen Spiegel iiber einem Wellen-
. Iangenmtervall ermittelt. - '

Die Losung des Phasenrekonstruktlonsproblems vereinfacht sich im Hmbhck auf die
erforderlichen MeBdaten und einzusetzenden mathematischen Methoden, wenn dafiir
eine spezielle Strukturhypothese Z zugrunde gelegt wird. Wir werden das im ein-
fachsten Fall der Identifikation eines homogenen Halbraums (s. Abschnitt 4) und fiir
die Klasse X aller Stapel einer festen Anzahl S homogener dielektrischer Schlchten
gleicher optischer Dicke (s. Abschnitt 5) erldutern.

Wir wenden uns nun der Lésung des 2. Identifikationsproblems — der Struk-
turbestimmung aus der Systemfunktion — zu. Diese sei hier der Reflexionskoeffi-
zient (1.10) eines geschichteten dielektrischen Mediums in z = 0 an dessen Trenn-
fliche z = 0 zu einem homogenen vorgelagerten Dielektrikum. Ohne wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir senkrechten Lichteinfall voraus und be-
trachten dann den TE-Reflexionskoeffizienten r = r,. Ziel ist die Bestimmung des
(reellen) Brechzahlprofils n = n(z) in z = 0 aus dem spektralen Verlauf von r. Grund-
‘Jage dafiir ist die Darstellung von r durch die Bremmersche Reike ([9] und [23: Ab-
schnitt 2.5]) und insbesondere die Approximation durch deren erstes Glied -

r(k) ~ —‘-l—fo 7;((:)) exp (;ikfz n({) dC) dz.
Hieraus gewmnt man eine explmte Darstellung des Brechzahlprofils ) .
nlz) = n(O ) exp (— —2 [, F(&) dt) i (3.5)

\ ~

1
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in Abhingigkeit von der optischen D;cke o .
w(2) = [y n()de : C - (38)

durch die Fourier-Transformierte des Reflexionskoeffizienten

oo

F’(x —_f _“‘"r(k)dlc _Reff(k) e~k dk . ,(,3‘7) 
; )

“[27; 29] Im Falle €inés unstetxgen Brechzah]profnls hat man (3. 5) und (3.7) in dlStl‘l---
butivem Sinne zu interpretieren; Spriinge im Brechzahlprofil korrespondieren dann -
~ mit Dirac- [mpulstermen in der Fourier-Transformierten von r [27].2)

Bei einem im ganzen Raum stetigen hinreichend glatten Brechzahlprofil entspricht der
Niéherungslésung (3.5) des Strukturpmblems eme solche-des inversen Problems fiir die Schro-
dinger-Gleichung A .

_aw ew , , ‘

R e 4 | : (3.8)
mit dem Potential V(z) = n{z)~/? d2 Vn(z)/d2?, die auf MosEs [45] zurickgeht. Tn Abhéngig-
keit von der optischen Dicke (3.6) hiingt die Losung ¥ = ¥(x, k) von (3.8) gemiaB ¥(x, k)
= Vn(z). ¥(z, k) mit der Lésung U(z, k) = ¥(z, k) der Schwingungsgleichung d2U/jdz? + k2n2U
= 0 zusammen, welche die z-Komponente des elektrischen Vektors B, = U(z, k) exp (—ikN,
X sin $yy) bestimmt. In diesem Rahmen wurde (3.5) von HIRSCH abgeleltet [13].

‘Keimt man beispielsweise den Reflexnonsgrad und damit den Betrag der System-
funktion r fiir alle Frequenzen, so gewinnt man gemiB (3.2), (3.3) die Randwerte von
log » auf der reellen w-Achse und daraus nach (3.4) ein Phasenspektrum von r. Aus
der somit iiber dem ganzen Spektrum bekannten Systemfunktion r 1iB8t sich das
Brechzahlprofil — z. B. durch (3.5)—(3.7) ndherungsweise — berechnen, womit

auch das Strukturproblem gelést ist. Die Schwierigkeiten bei diesem Vorgehen liegen - - '

in der Erfassung des Reflexionsgrades iiber dem ganzen Spektrum und der numeri-
schen Auswertung der involvierten Integrale.

Die Feststellung, daf3 ein geschichtetes Medium beim Einfall einer ebenen harmo-
nischen Welle als lineares %bertr&gungssystem funglert setzt natiirlich- eine be-
stimmte Betrachtung voraus. Sie ist z. B. nicht zutreffend, wenn an Stelle der Input-
Output-Situation in Abschnitt 2 eine Energiegréfie wié der Reflexions- oder Trans-

_missionsgrad das Ausgangssignal darstellt.

Bei der-Strukturaufklarung nichtlinearer Systeme ist unmittelbar von einer be-
stimmten Modellvorstellung auszugehen. Wir wollen auf einige oft benutzte Identifi- :
kationsmethoden hinweisen, welche eine m-parametrige Strukturhypothese '

S =2a={Sfa: aeACRmy. ‘ L (3.9) -

zugrunde legen [31]. Das Verhalten eines Systems &, der Klasse (3.9) werde durch den -
Werteverlauf einer auf einer Menge X defmlert,en F unktion

y = F(x, a) = Fg(x), Fs: X-=Y ‘ . (3.10)
charakterisiert, welche neben dem Argumentvektor X den Parametervel\tor a ent-

hilt. Die Messungen bzw. das gewiinschte. Verhalten des Systems seien durch die

2) In [27] werden -auf schneller Fourier-Transformation und ,,Peak detection‘‘ beruhende
numerische Realisierungen der Brechzahlprofilbestimmung auf Grund einer Diskretisierung -
von (3.5) untersucht.
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Funktion , A _ :

XY - » | (3.11)
gegeben. Die im folgenden skuuerten Methoden unterscheiden sich in der Art der
Anpassung der Strukturparameter an die Vorgaben. Hiufig betrachtet man die
Funktionen (3.10) und (3.11) in ihrer Abhingigkeit von X als Element eines linear-
normierten Funktionenraumes und konstruiert mit dessen Norm || || die Ziel-(Merit-)-
funktion , _ .

Z(a):= }]f — Fi|. . o (3.12)
,,Gute* Systeme in (3.9) sind dann durch Minima von Z ausgezeichnet. Zu ihrer Be-
* stimmung: werden Suchverfahren der nichtlinearen Optimierung eingesetzt, die aber
im allgemeinen nur relative Extrema von (3.12) ‘ermitteln. Um unter diesen ein abso-
lutes zu-finden, ist es unumginglich, Suchprozesse wiederholt von verschiedenen
Startsituationen aus zu initiieren. Die Durchfithrung dieses Konzepts wird mit wach-
sender Dimension des Parameterraumes fragwiirdig. — Bewihrt hat sich in vielen
Praxisbereichen das-ableitungsfreie Simplexverfahren von NELDER und MEAD (46,
48]. In [22, 24] wird die Abhingigkeit der Minima von der in (3.12) benut/ten Norm
fiir spezielle Syntheseaufgaben.der Schichtenoptik untersucht.

Die Minimierung von (3.12) iiber der Klasse (3.9) ist eine Aufgabe der Appronma-
tionstheorie. In Spezialfillen ist es moglich, die gesuchte Bestapproximation auf
Grund ihrer theoretischen Charakterisierung ohne Suchprozesse zu bestimmen. Ein
Beispiel dafiir ist die Methode von Tschebyscheff, die voraussetzt, da$l die Funktio-
nen (3.10) Polynome emes bestlmmten Grades S in einer reellen \'eranderllchen x
sind: . . A

Fu(z) = 45(a) 2° + As-:(a) 25 + o 4 Ay(a)z + Ao(a); (3.13)

X sei ein endliches Intervall I < R und in (3.12) wird ||| — F,|| = max,¢/ |{{z) — Fa(z)|’
gewihlt. An dieser Stelle sei erwihnt, daB Tschebyscheff seine fiir die Theorie der
gleichmaBigen Approximation grundlegenden Ideen im Zusammenhang mit der ange-
niherten Synthese von Gelenkmechanismen entwickelt hat [8, 10]. Auch in anderen
Anwendungsbereichen ist in (3.12) die Maximum-Betrag-Norm angemessen. Im
letzten Abschnitt werden wir das in Verbmdung mit der opblmalen Synthese von
Achromasiesystemen erldutern.

Die Tschebyscheff-Methode der Sy stemsynthese beruht auf einer charaktex isti-
schen Eigenschaft der durch Tg(z) = cos (S arccos z) definierten Tschebvscheff—
Polynome 1. Art: Die normierten Polynome 1/25-1Ts weichen unter allen Polynomen

, S-ten Grades mit dem Leitkoeffizienten 1 iiber dem Intervall [—1, 1] im Sinne der
Maximum-Betrag-Norm am wenigsten von Null ab. Fiir ein beliebiges lntelvall ‘
[x, B] \v1rd diese Bestapproximation von den Polynomen

P = £ n (B 2 S p i, pse) =1

\ ) : - . (3.14)
realisiert; die. ma\:imale Abweichuhg von Null ist o

max |Ts( C)l— B —aF .. , | (3.15)

estsh 21
Die Polynome Ts genugen der lefelentmlglelchung

B0 —oTs"© —( ""”)T( S*Ts(a—o o318
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Durch Koefii;ientenvergleich gewinnt man mit (3.16) und (3.14) )
Psalon )= =S+ B2 | (3.17)
und firj =0,1,..., 8 - 2 die Rekursionsformel
J+1 + AR
P = Sg _ (aﬂ(? + 2) p7+2 - (ZX + ﬂ) (7+ '§') ?)]'j!-l)’

Induktiv 1dBt sich damit die explizite Koeffizientenformel

SN W] o ORI ) PN
pi(é’ﬁ)ﬁ—.‘(,_l) ’()(T) 5 _(_T)( ) _(v)

AV »=0 B+ « (;S’ - 1)
4,. , :
A ‘ » ‘ (3.18)
G3=0,1, ._..,S — 1) beweisen. Spezicll folgt aus i'hr
s a(o, ) = 5 (205 — 1) (o + B — (& — 1) IEREC AT
und aus (3.17), (3.19) |
g .
(X+ﬂ—'_— —Eps-n(“,ﬂ), .
' (3.20).

‘ 8 (S —1 ' '
: (f’t,—.ﬂ)2 == (Tf’%—x(“, B — 21?5—2(“; ﬂ))-

Damit kann man in den Glelchungen (3.18) «, p eliminieren und gewinnt auf diese
Weise' S — 2 Beziehungen fiir die Koeffizienten der Polynome ’1" Diese sogenannten
G’rundglewhungen gestatten es, die L.osungen von Syntheseaufgaben unabhingig vom
Intervall [«, 8] im Parameterraum zu lokalisieren und unter Umstinden zu ent-
scheiden, ob praxisrelevante Losungen existieren. Im Z usammenhang mit der. ange-
niherten Synthese von Mechanismen werden solche Fragen in [8] und [31] erdrtert.
‘Beispielsweise ergibt sich fiir S.= 3 eine Grundglelchung, und zwar 27p, = py(9p,
— 2p,2%). Von besonderem Praxnsmteresse ist der Fall « = 0, wo sich (3.18) zu -

, a L[S\ (B\STT (28 —3) (28 —5) ... (2] + 1)
p"(o”g"(—”s'(i)(f) @ =2 @5 =3 .. (St

spezialisiert. Durch Elimination von # gemiB g = —(2/S) ps_,(0, B) (vgl (3.20)) ge-
winnt man daraus § — 1 Grundgleichungen, etwa fiir § = 2 die G]exchung Po = Py2%/8.
~ Zahlreiche Prax1sprobleme erfordern, den Parametervektor a in (3.13) so zu be-
stimmen, daB F, iiber einem Intervall [«, 8] von einem vorgegebenen Wert H mog-
lichst wenig abweicht. Dazu gehdren z. B. Aufgaben der Geradfithrung von Punkten
eines Gelenkmechanismus und in der Optik die Synthese von Achromasiesystemen. —
Zur optimalen Minimierung von (3.12) beziiglich des Intervalls [«, 8] und der Funk-
tion (3.11) f = H im Sinne gleichméBiger Approximation hat man die Koeffizienten
des aus (3.13) abgeleiteten Polynoms (F, — H)/As mit denen von (3.14) zu vergleichen
. und aus diesen Beziehungen die Strukturparameter a,, a,, ..., ¢, zn bestimmen. Auf
diese Weise ergeben sich folgende Synthesegleichungen: -

A, —H A A5, S
vl CURE L ek SO R CED)
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Der im Zusammenhang mit der Minimierung von Meritfunktionen angedeutete ,,Fluch der
" Dimension‘‘ war fiir BELLMAN Veranlassung, eine als Quasilinearisation bezeichnete universelle
Identifikationsmethode zu entwerfen (6, 15, 3¢).. Dabei wird angenommen, da8 die in (3.9)
zu bestimmenden Strukturparameter in einem das Systeinverhalten beschreibenden Anfangs-
wertproblem’ fir gewohnliche Differentialgleichungen der Form

we=gewa), 0S:sh  wh—os) . ~ (3.22)

. auftreten. Die ersten ! Komponenten von w € RZ sind VerhaltensgréBen von ,, welche bei
z = 0 einem entsprechenden Tupel Q € R! von MeBwerten bzw. Vorgaben anzupassen sind.
Quasilinearisation ist eine darauf bezogene iterative Technik zur Identifikation des Para-
metervektors & € R™. Dazu wird dieser als konstante Vektorfunktion a = a(z) = const durch

a'=0, ak=—a S R (323
charakterisiert. Mit - .

war = (o). ewmw = (5T Y), e = (")

a(z) 0
‘gewinnt man aus (3.22), (3.23) das neue Anfangswertproblem
W = G(z, W), W) =C@a). ' - (3.24)

Das schrittweise vorgehende Verfahren beginnt mit der Auswahl eines Vektors a = a, und der
— im allgemeinen numerischen — Integratlon des dadurch spezifizierten Anfangswertproblems

‘(3 24); die entsprechende Losung sei W Ausgehend von W; gewinnt man W;,, durch Lineari-

snerung von (3.24) an der Stelle W; :

= G(Z, ;) + 7(2, ;? (w - w])

(7 =7, W)-Jacbbi-Matrix von G) und Auswahl einer mit den Vorgaben Q konespondie;-en-
den Losung von (3.25). Charakterisiert man den Loésungsraum von (3.25) durch -

(3.25)

s

W(z) = P(z) + F(2) b, SN (3.26)
wobei P eine Losung von (3.25) zur Anfangsbedmgung P(k) = 0 und die Spalt.en H; der (L + m)
X (L + m)-Matrix ¥ ecin Fundamentalsystem der zugehérigen homogenen Glelchung mit
F(h) = Einheitsmatriz bilden, so wird W;,, in (3.26) durch die Losung b = b* eines mit Bezug
auf die Vorgaben Q problemrelevant zu formulierenden Approximationsproblems definiert.
Im Konvergenzfall liefert die Vektorfolge {W,(k)}{2, mit den letzten m Komponenten einen-
Vektor a* als Losung des Identlflkutxonsproblems — Wie von der Struktur her zu erwarten,
weist das Verfahren auch im Konvergenzverhalten Ahnlichkeit mit dem Newtonschen Ver-
fahren zur Lésung nichtlinearer Glelchungssysteme auf.

In der Schichtenoptik resultiert (3.22) aus einer Riccatischen Differentialgleichung fiir den
Reflexionskoeffizienten 7, die auf WALKER und Wax [53] und .Korixk [38] zuruckgeht (vgl.
(14, 26]) und sich mit dem Bellmanschen Prinzip des ,,invariant imbedding* gewinnen a8t
[7, 15]. Die Komponenten von w bedeuten den Betrag und die Phase von r fiir verschiedene

.~ Wellenldngen; z ist die Koordinate der Schichtung. — Numerische Expenmente zur Identifika-

tion von Interferenzschichtsystemen durch Quasilinearisation sind in [32] dargestellt.

Bei Strukturmodellen mit kleiner Parameteranzahl kann man versuchen, die dem ldentifi-
kationsproblem immanente Ambiguitit durch endliche Diskretisierung des Parameterraumes
auszuschépfen, indem man das Verhalten der entsprechenden Systeme mit dem durch (3.11)
vorgegebenen vergleicht. Tn Anbotracht der groBen Zahl von Fallstudien kommt es mit Riick-

sicht auf vertretbare Rechenzeiten darauf an, universelle — d. h. fiir jeden Fall relevante —
" GroBen zu bestimmen und als Hintergrunddaten fiir den gesamten DurchmusterungsprozeB
bereitzustellen. Weitere Voraussetzung fir die Durchfiihrbarkeit der Methode sind schnelle
Algorithmen der automatischen Kurvendiskussion. In dieser Hinsicht haben sich durch den
Dialogverkehr iiber Bildschirm neue Moglichkeiten eréffnet. Derartige Complete-Scanning-
Algorithmen wurden fiir Stapel mit kleiner Schichtenzahl entwickelt und mit- Erfolg bei der
Lésung von Syntheseaufga.ben erprobt [16, 29— 31}.
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/ H

Hat man in (3. 9) eine Lésung 4., a* € A als’ Bestapproximation vorliegender
Identifikationsdaten bestimmt und werden weitere MeBgroBen (méglicherweise von
anderer physikalischer Qualitit) durch g« gut leprodumert so bedeutet das eine
- Bestdtigung der gewihlten Strukturhypothese. Andernfalls hat man diese durch
eine umfassendere zu ersetzen und diesbeziiglich das’ Identlflkatlonsproblem dem
erweiterten Informatlonsstand entsprechen(l neu zu losen ;

4 _l_dpg,tifik@ti’on des homogenen Halbraumes

Be/ugllch des Koordmatensystems & wird ein Stratum angenommen das in den -
Halbriunien z < 0 und z > 0 aus je einem homogcnen Medium mit, den Brechungs-
.indizes N, bzw. N, besteht; N, sci recll und bekannt, N, = n, — ix, ist zu bestim-
men. — Die Transferkoeffmentqn fiir eine aus dem Halbraum z < 0 in der (y, 2)-
Ebene unter demi Winkel 4 einfallende ebene harmonische ‘Welle sind durch die
Fresnelschen Formeln gegeben. Beispielsweise ist mit entsprechender Auszeichnung
der s- b/\\ p-Polarisation und (1.13)

r=(Yo— Y)(Yo+Y). | | (4.1)

. ) NE
Hieraus folgt der von Azzam [4] gefundene Zusammenhang

1— V(i =1+ r,))? cos? 1‘)'—}— sin? ¢
14+ V(1 = r)[(1 + 7,)% cos? & + sin? @

zwischen: den Reflexionskoeffizienten 7, und r, fiir eine senkrecht bzw. unter dem
Winkel 9 einfallende TE-Welle. Darauf beruht die als TRM (Two Reflectance Method)
bezeichnete Methode zur Lésung des 1. Tdentifikationsproblems im Zusammenhang
mit der Bestimmung von z = r, bzw. w = r,". Dabei geht man von je ciner Messung
R und R, des Reflexionsgrades fiir 9enl«|e(,hten bzw. schrigen Einfall unter dem
Wml\el # aus. Die komplexe GrofBe 7,° mufl nach (2.5) in einer GauBschen w-Ebene-

auf dem Kreis . |u| VR, liegen. Ein weiterer geometrischer Ort ist das Blld des

Kreises |2]| == I/— bei der smh aus (4.2) ergebenden konformen Abbildung w = f(z, 9).
Fm wohlbestlmmbel Schnittpunkt liefert dann r,°, und aus

= (1 - I/NO)/ (1 + N]/No), NI/NO = (1 —,780)/(1 + 7-30)

. gewinnt man auch die L(‘jsung des Strukturproblems. In (4.2) ist der Wurzelzweig so
* zu wihlen, dafl r;, = 0 und ,7,® = 0 korrespondieren. Dann vermittelt w = f(z, &)
cine nullpunkttreue schlichte konforme Abbildung des Kreises |2] < 1 auf einen .
geradlinig geschlitzten Einheitskreis der w-Ebene (vgl. Abb. 2). Das Schlitzende E
ist durch E(9) = (1 — [sin 3{)/(1 + |sin 9]) bestimmt.

Die Theorie der schhchten konformen .Abbildungen des Einheitskreises \md maB-

0 =

—fre®) @)

Abb. 2
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geblich-durch die von LowNER [42] heréeleitete‘Diff;arentialgleichung :
owlat = —w(2(t) + w)[(A®) —w) . : - (43)

bestimmt, in der 1.eine im Intervall [0, o) stetige Funktion mit |A{t)] = 1 ist. Jede -
Lésung w = f(z, t) von (4.3) iiber diesem Intervall, die der Anfangsbedingung f(z, 0)
= z geniigt, ist fiir fixiertes ¢ als Funktion von z in |z| < 1 holomorph und schlicht,
und es gilt (0, ¢) = 0, f(0, t)/oz = e™*. AuBerdem existiert die ebenfalls holomorphe

und schlichte Grenzfunktion

fz) = im ez, 0); . o . . : 4.4)
fiir diese ist f(0) = 0, f(0) = 1 (vgl. z: B. [12]). In [17, 18] wurden integrable Fille der

Differentialgleichung (4.3) bestimmt und gezeigt, daB fir 2 =1 die Funktion -
w= Flz 1), ; . ’ ‘ A :

_1- V(= — 1[G + DY = +1—cf o (4.5)
1+ VG- + Dyet F1—e o |

Losung von (4.3) ist und bei entsprechender Wahl des Wurzelzweiges der Anfangs-
bedingung F(z, 0) = z geniigt. Mit der Substitution e~* = cos?* # geht (4.5) in (4.2)
iiber, und man gewinnt aus dem Léwnerschen Satz folgende Aussage iiber die holo-
 morphe Beziehung der Transferkoeffizienten r, und 7% ([19] und [23: Abschnitt
3.4.1)): r,® = f(ry, ®) st die durch die Anfangsbedingung f(rs, 0) = r, bestimmte Losung
der Differentialgleichung . - o . -

F(z,t)

or0j09 = —2r (1 + rO))(1 — 7] tand. ey

Anstelle 1,307; (4.4) erhalt man die Grenzfunktion

lim (f(r,, #)[cos? §) = 7o (1 + 74)2.

o—>af2 . \. \ . . .
Der (4.2) entsprechende Zusammenhang zwischen den Reflexionskoeffizienten des
TM-Feldes fiir senkrechten und schrigen Lichteinfall wird in [23: Abschnitt 3.4.2]
ebenfalls durch eine Differentialgleichung charakterisiert und in seinen Abbildungs-
" eigenschaften untersucht. ' B '

Fiir die Fresnel-Koeffizienten r, und r, zum gleichen Einfallswinkel ¢ ergibt sich

nach [3] . - : ' ' o

.".'P/rs = (7‘, — €08 219)/(1 —"ra 008.219), B ¢ ’ . . (4'6)

Falls 9 reell, ist die rechte Seite ein Automorphismus des Einheitskreises in der kom-
plexen r,-Ebene. Damit 14B¢t sich 7, aus einer ellipsometrischen Messung bestimmen
und mit Hilfe des Snellius-Gesetzes (1.8) aus (4.1) N, bercchnen. Die mit z:= 7, und.
w:= r, aus (4.6) zu gewinnende Funktion

w=z(z — cos 23)/(1. — z c08.29) : ) (4.7)

"-. vermittelt eine konforme Abbildung des Einheitskreises auf sich, deren Eigenschaften
genauer in [23] untersucht wurden. Diese 18t sich fiir kleine Werte von & néherungs-
weise wieder durch eine Lownersche Differentialgleichung

.aw— l—w—_.. ¢
ﬁ—v—2tan(2z9)l+ww



544  H.Karser und H.-C. Kaiser

mit der Anfangsbedingung w= —zbeid =0 charakterisieren (vgl. [23: Abschnitt
3.4.3]). — Die Umkehrfunktion zu (4.7) genligt der Differentialgleichung
1 1+z 2  cos20— 1
= 2 tan’(29) —— —— = :
329 NI o T 2" =T c0s 29

" und fiir # = 0 der Anfangsbedingung z = —w. ’
Aus den holomorphen Beziehungen (4. 2) und (4.8) lassen sich Abschatzungen fiir
Betrag und Argument von Transferkoeffizienten ableiten (vgl. [23: Abschnitt 3.5]

4

und [25]). Beispielsweise folgt aus (4.2) mit dem Schwarzschen Lemma |r,°] < |r,], - -

“sofern 0 < |r,| < 1 und & =+ 0 ist. Die mit (4.2) gebildete Funktion f(r,, #)/cos? &
geniigt den Voraussetzungen des Koebeschen Verzerrungssatzes. Aus diesem folgt

cos? 9 S 740 1+ |7,
—_ : d . | < cos?dIn —=.
74| M +lr|)2 _|r,1<|r,| un arg Ta’_cos 9 n1—|Ta1~
Mit der fur 2] < 1, lal < 1 gelbenden Abschitzung '
o —tall _|z—a|_ ll+lal _,
1 — |a] |z| a: —1 1+ |a| |2

folgt aus (4 6) eine fundamentaie Abschatzung fiir den ellipsometrischen Quotienten - »

rp[ts:
ll7s] — ]cos 28| < |75l < l7s] + |cos 28|
1 —[cos 28| [ry| = |rs] = 1< |cos 28] |r,]

In [23 51] werden auf funktionentheoretischer" Grundlage weitere Abschidtzungen
fiir Transferkoeffizienten auch an der Trennflache von Schichtstapeln hergelentet

: 5 Identmkatlon eines Stapels homogener dielektrischer Schichten
glelcher optlscher Dicke :

‘.

Als Strukturhypobhese (3.15) legen wir die Gesamtheit von § homogenen dielektri- K

- schen Schichten mit den Brechzahlen n; und geometrischen Dicken k; zugrunde; fiir
" j=1,2,...,8 wird angenommen, daB die optischen chken den Lonstanten Wert,

'n,th~' o ' . . N B Y

_ besitzen. Abb. 3 zeigt den GrundriB des Stratums; n, und n, = ng,; bezeichnen die
Brechungsindizes der Extremalmedien. Die zu bestimmenden Strukturparameter
sind hier bei fixiertem n, und n, die Brechzahlen #,, n,,..., ng; der Wert von 4 und
damit nach (5.1) auch der von h; wird sich aus dem Spektralintervall ergeben, iiber
dem die Identifikationsdaten vorliegen. Diese médgen sich auf Messungen bzw., Ver-

haltensvorgaben bei senkrechtem Lichiteinfall beziehen: Die interessierenden physi- -

. N

e o o | Dng ng=n5+1

hs

Abb. 3

>
. N
NY
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kalischen GroBen lassen sich.dann allein mit der charakteristischen TE-Matrix M®
ausdriicken; weiterhin unterbleibt die Auszeichnung der Gréfien des TE-Feldes mit
~dem Polarlsatlonssymbol s. :

M= 1] M; : . (5.2)
. Ci=1 . .
ist das Produkt der TE-Einzelschichtmatrizen

M= (f"’s".’ ey oin (p): : S BEGE)
m;sin @ cos @ ' .

darin bedeutet '

w ) 2n S ’ ' ‘ o

= — b= —A4 = — S (5.4

pi=—mhj=—A4=="4 . v - (5.4)

(4 — Vakuumwellenlinge, P — imagindre Einheit) den fiir alle Einzelschichten glei-

chen frequenz- bzw. wellenlingenabhingigen Phdsenwinkel. Die Struktur der Ele-

mente von (5.2) ist kompliziert; wir bestimmen diese zunéchst mit Hilfe der Opera- -

torenrechnung fiir Elementfolgen (vgl. Abschnitt 2) und verifizieren mit dieser Dar-

stellung einen von KNrITTL in [36] entwickelten Identlflkat1onsalgor1thmus fir

Schlcht,enstapel Mit der Substltutlon o 5 - N

z:= iy, p:= —cot g, 0<<p<7z N (5.5)

ergibt sich fiir (5.3) ' o . 3 ‘ '
—1 [z Ym\ . \ . _

M; = (x® — 112 ( Pz ’)’ : . ‘(?'6)

wobei (z? — 1)1/2 mit positivem Imaginirteil zu bestimmen ist, und fiir die charak--
terlstlsche Matrix (5.2) des Schlchtensta,pels ergibt sich

PP G VL (m l/n,) (= (Pﬁ)(x) Pii’(x)). e
(@ =15 o \n; @ (2* — 152 \PRz) Pi3(x) e
" Die P’ sind Polynome der Gestalt _
PS(z) = 25 + N@s=2 + N@zs— 4 .
o p(l.g)(x) — N.(slf)lxs 14 N(b')xs 3 4.
‘PS)(x) = N@\gS—1 _{_‘N(‘a)xs—s + -
© PS(z) = 5 + N@as- 2+N(a)xs 4 +

deren Koeffizienten N“’} und N¢) rationale Funktlonen der Schlchtbrechzahlen
bezeichnen, die von PorLACK [50] eingefithrt wurden:

(5.8)

N.(S?(; =1
Ng =n, +n, + + ns,
n, ns_
N, = + et + e o + =t .
. (5.9)
"N | Ny mmng 17y "1”8 Ng_ 2"8
Ngy ="t p Ty p S A 2SS
Ny Ny Ny Ng. ns—1
NyNgN,
( _. “17%3'%s
N.sg)s =
NN Mg

35 Analysis Bd. 7, Heft 6 (1988) \
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N ergibt sich aus N‘“’ bei Ersetzung der Brechzahlen nl, n,, ..., ng durch deren
. reziproke Werte. Die I‘l“"’ und N§) lassen sich beziiglich der Schichtenanzahl §
rekursiv berechnen. Dazu werden mit jeweils einheitlichem oberen Index a bzw. b
d1e Folgen

' {NS,Sa NS;S-—b NS.S—2> sy NS.O’ O: O) 0: °'<'} .\ N . (510)

eingeﬁihrt und an Stelle der Polynome (5.8) deren Koeffizientenfolgen p!$! beginnend
mit dem absoluten Glied betrachtet. Es ist also fiir S gerade

P . e — e

. ==_p(l§)_ Ng,)S;O Nsb)s 2’0 . NSO’O 0 }’ . | (

{
‘: o ,N(sbs_l,o N, ON%"’,) 0, 0,....}.,.,_ 5.11a)
| — {0, N&;_,,0, NG 5,0, ..., N$J, 0,0, ),
- P = NEL O, NEL,,0,.., N, 0,0, ..},
und fur S ungerade _ N )
7’(31):{0 NYS_ nONsbs 3’0' » N, 0,0,..., "
P = {NY%, 0, Nk, 0, .. L N®,0,0,..., . , .
P = (NE%, 0, N 20, .., N€,0,0,..], S, by
R = (0N, 0, B0, N L 0,0, | '
und es gilt o
Ny = p(S) + p(S) ~ und N ) pw) + . : (5.12)
\Avuf Grund von (5.7) ist A ' ‘
A =P e p s, P = p‘ff“’- nl + P p
‘und . ' ' - o » : . (5.13)
p2l) — p(S—-l) * p + p(S l)ns p22) —_ p(S l) —_— + p(S 1) * p |

Damit ergibt sich fur dle Folgen (5. 10) aus (6.12)
N = NQ, 5 p + (™) Ve, - N = NO,x'p + (ng®) (V)4

(5.14)
mit . :
(a)_{,/ 7, -1, nd® = (1, ,7’77-1,,7,...}, (5.15)
N = ng fiir 8 ungerade und n = 1/ng fiir S gerade. Startfolgen fiir ‘die rekurswe
Berechnung von N¢* und Ny b sind .
: . . . 1 . -
Nl(a) = {ny, 1, 0,0,...}, le) :{;b—’ 1,0, O,...}. . (516) ‘
. . l :

Fir die Losung des Identlfnkatlonsproblems ist die Invemerung der rekursiven
Beziehungen (5.14) fiir N¢® und N{® wesenthch Aus (5.13) folgt

_ 1 s) (S=1) 1 Ly -~
p‘fi "__'pz 7% (P *p - pidns), PV = o PP xp — p‘ﬁ’%:

a2
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und

: ' 1 : 1
(S—1) — __- ) - < plS—1) ). (s)
Pa1 PE—1 * (py * P P22 ns), Pa2 = " P —1 (P22 *p — P 21 s) .

Damit ergibt sich nach (5.12)

Ng’—)n = — 1‘ * (Ng® % p — {(N ) (ns®)4))

(5.17)

N = g (N80 5 p — (V) (1500),

wobe1 die Folgen ng®, ng® gema8 (5.15) zu bnlden sind und
1 1/ 1 1 L -
- o = — Y- _- 1\t .
pP—1 2t—p+l+g 2U+“ DD . .
= —{1,0,1,0, ..} o R . (5.18)

ist. Die Berechnung von N, und N, aus N @ baw. N {» gemaB (5 17) erfordert die
Kenntnis von ng.-Dieser Wert 148t sich mnt den Ausgangsfolgen Ng'@) bzw. N s
bestlmmen Aus (5.14), (5.15) erglbt sich etwa mit - .

Ngo = {vo, vy, Vg, .-}, Nfga_)l = {1y, %,, u2’} S . (519)
durch Komponentenvergleich R , . s

'

Vg = Ny, vy = Uy + ; uy, vy = u; + MUy, . -, N
Cm =yt — g, v =g U, ‘ o
et g 7t e v : © (5.20)
nus-,  fiir S ungerade, '
vS—l. = Us_9 + 1 - . . Vg = uS—l =1,

— ug, fiir S gerade,
n

\'Iultlplmert man die Gleichungen fiir v; bis vs abwechselnd mit v, und —uo, so'resul-
tlert unter Beachtung der Gleichung fiir v,

. —Uplp = —Vp¥; + Ugly, 0= UgVy — Uty — VoUg, S
O = —U¥; + Uz + Volty, _ 0= ugvy — UoUs — Volhy, -- -5 " (5.21)
0 = Ug¥s-1 — Uols-z — VoUs- bzw 0= f”ovs—x ‘f‘ uo“s—n + Vols_g
T 0= —Vg¥s + Vglsy 0 = ugvs — ugus_,

fiir S ungerade oder gerade und nach Addition dieser Gleichungen

Ul + 0+ o ) =wo v+, . (5.22)
é,lso mit der ersten Gleichung vy = nu, von (5.20) ) - ) , -
7= (0 + vy + vy + )0+ v v ) ' (5.28) °

~

Damit erglbt, sich nun aus N¢@ gemiB (5.20) die Folge N'?,. Diese kann wiederum in
Verbindung mit der Berechnung von ns_, auf N, zuruckgefuhrb werden usw. —

35+
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Der so bestnmmte Inverblerungsalgonthmus fir die N§) bzw. N} liefert sukzessive
. die Brechzahlen ng, ns_,; 5, ..., n,. In der folgenden Betrachtung wird gezeigt, wie
. sich die InputgroBen N, N“” dieses Algorithmus aus: der Losung des 1. Idenmfl-
kationsproblems ergeben ~

Fiir den Reflexionskoeffizienten des Schichtsystems der Abb 3 zur s- Polansatlon
ergnbt, sich nach (1.15) mit (5.7), (5. 8) .

Rif’(x) + i P() — — (P‘S’ (&) + P(2)
- — T= . .- . m. - e . ) e T
| P + n P + (Péf*(z) + nP(x) - ~
A . . ' . s ’ . : ) ' . :
L = (Zé,-xs—') / (Za,-xs-f), SR . T (B.28)
i=o - /["\i=o : '
wobei SR : o : . )
= IN"” —aN@  und ;= 4NQ, 4 aNE (5.25)

mit§ =1und 2 =7, o[ fiir § gerade sowie b= n, und 2 = 1/n, fiir j ungerade ist.
. Zur Lésung des 1. Identifikationsproblems sind die GréBen «; und 4; aus den vor- -
liegenden Identifikationsdaten zu bestimmen. Dazu betrachten wir neben (5.24) noch .
den Transmissionskoeffizienten. Fiir dlesen findet man mit (1 11), (1.12), (1.16) und
(5.7), (5.8)

= 2(—1)5 (22 — l)sf‘-"/( X ¢,~xs‘i). S (5.26)
j=0 ' .
x ist rein imaginar und mithin ] . o
o = (=1 ((z + Dz — 1) | BCELE
vom Betrage 1. Folglich kann dey Betrag von ¢ auch mit '
. s . ) .
Jtetr =2(1 4 x)s/( A a;xs‘i) ' o . (5.28)
’ j=0 . T

gebildet werden.
Zur Ableitung von Formeln fiir den Reflemonsgrad R und Transmlsmonsgrad T
ist nach (2 5) |r|2 bzw. |¢2 zu berechnen — Fiir ein Polynom A

y(vc)'=_2o gxS—i : . . (5.29)
i . j=o0- .

" mit reellen Koeffizienten g; und z = iy, y € R gilt

ly(vc)l2 = y(z) y(—=) A
= go2y®® + (§:2 — 29092) ¥*° % + (92 — 20195 + 2909,) v¥*

+ -+ (g8 — 295950 ¥P + gs° - (5.30)
Damit erglbt sich auf Grund von (5.24) und (5.28) fur dxe GroBen (2.5)
R e = (£ mypes) [ £ Brs-a), a3
i=0 j=0. _ . ‘ .

‘ n, . mny [ 3 : S ) _ ]
2 P> Ryys-i) / (2 Bmsr), (5.32)
7o . Mo \j=0 j=0 , .

~
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mit

E, = a2, E, = a2 — 2a4a,, E, = a2 — 2aya5 + 2apay, ...,
E =a? +2 } (—1)aj_sajys, ..; Bs = ;152, . . < (5.33)
"\I ’v>200 . , ~
j+vsS
Fi=b2+2 X (=1 4by.,  (G=0.1,..,8), (5.34)
vigo ) . l
]+V§S . .
‘ Ki.= 7 (7:0’ 1:"')‘8)'. . . . . (0'30)
Die Energigglei¢huné - A , ,
R+T=1 - oo . . ' B (5.36)

liefert die Beziehungen
F+4””K_E ‘(7'=01..‘.S) (337

. die es gestatten die GroBen F aus den E; berechnen. -
Aus (5.32) folgt die fiir die Synthese der betrachteten Int,erferemschlchtS\ steme
grundlegende Tatsache, daB 7! ein Polynom vom Grade § in der GroBe
£ = cos® g ‘ S : © (5.38)
ist [16 50] In der Tat ergibt smh mit (5. ‘38) un(l (5 5) aus (5 ‘%2) '

\

. Mo 1
I, 0T wﬁ)s Z Bt
Mo . C 5= ’__ S . = &

.Auf Grun(l dessen besteht zwlschen den Po]ynomkoefflznenten A; und den Grofien
E eine lineare Beziehung

Ny

A,-=—(—1 z(_1)-( 7)ES_ (3=0,1,...,8)). . (5.’4‘0)V

Umgekehrt findet man mit (5.5) und (5.38) aus -

-1;_ 2. j__ 1 X 2!-‘ S-§ -

. j=0 '{’2 + 1
- 7 + ¥
- (w2+ S,go”z'.go ( )A" - |
TS ,§0w2‘s ”Z ( )A. . S (5.41)

“durch Verglelch mit (5.39) . .

, 5— — N : .
«"E,»=‘—111—" 2’(’3 , ”’)A,' G=01,...,8. ~ . (542

Ny »v=o0 7
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Da‘r'nit‘folgt' aus (5.33) wegen

.

ag=1+4m/n; ~ und bo=1— N

v (5.43)

(vgl. (6.25) und (5.9)) die Identitit ’
(no‘i'na)? e _ S = ‘ ’

dngn, | img E, —igAi =T.L, . (5.44)

deren linke Seite den reziproken Transmissionsgrad des unbeschichteten Trégers
.. ausdriickt. e : SR o ,
'Unter der Voraussetzung, daf die Brechzahlen n}, und n, der Extremalmedien |,
gegeben sind, lassen sich die erérterten Zusammenhinge zu folgender Synthese--
konzeption zusammenfassen: ‘ :

(i) Im Rahmen der betrachteten Identifikationshypothese wird das fiir 7! vor™
gegebene spektrale Verhalten durch ein Polynom der Form (5.39) approximiert,
wobei die Nebenbedingung (5.44) zu beachten ist. :

(ii) Mit den aus (i) resulticrenden‘Werten 4,, 4,, ..., A sind nach (5.42) und (5.37)

die GroBen E;, F; (j = 0, 1, ..., S) zu berechnen und die damit aufgestellten quadra-
" tischen Gleichungssysteme (5.33), (5.34) fiirj = 1,2, ..., S mit Beachtung von (5.43)
zu losen. Die Gesamtheit' der resultierenden Tupel (ay, a,, ..., ag), i, bs, ..., bs)
beinhaltet die Ambiguitit des Identifikationsproblems. )

(iii) Aus (5.25) lassen sich nun NG, NQ: (5= 1,2,...,8) bestimmen und mit
Hilfe des Invertierungsalgorithmus fiir diese GroBen (vgl. (5.19), (5.23), (5.20)
(5.15)) die gesuchten’ Brechzahlen n,, n,, ..., ns. i v

Das Polynom (5.39) ist, beziiglich des Phasenwinkels ¢ periodisch mit der Periode =
und im Periodenintervall [0, #] symmetrisch zu =/2. Diésem entspricht in ¢ = cos? ¢
das doppelt durchlaifene Intervall [0, 1] (vgl. Abb. 4), und ein darin enthaltenes
- [«, B]-Intervall korrespondiert in @ mit zwei symmetrisch zu 7/2 gelegenen Inter-
vallen. Fiir { € [0, 1] sind ' , .

b

Q= Are cos V¢ " und a—@ . 4 (5.45)

die nach { = cos? ¢ zugeordneten gp-Werte. — Das zu realisierende spektrale Ver-

halten ist iiber einer Menge X < (0, c0) von Wellenlingen 2. gegeben. Um das Appro-

ximationsproblem in (i) zu l6sen, hat man diese gemiB (5.4) und (5.38) in das ¢- bzw.
. ¢-Plot zu transformieren. Dabei ist die optische Dicke 4 der Einzelschichten festzu-
- legen. C

% % L e — - . Abb.4

Benierkung 1: Die Lésung der quadratischen Gleichungssysteme (5.33), (5.34) kann auf
die Nullstellenbestimmung je eines Polynoms zuriickgefihrt werden. (5.30) ist ein Polynom
S-ten Grades in y = y?, dessen Nullstellen y; die negativen Quadrate der Nullstellen zi(j= 1,2,
«.., 8) des Polynoms (5.29) sind.: Umlgekehrt ist . : o

g=+V=z (G=12..8 . (5.46)

bei geeigneter Wahl der Vorzeichen. Auf diese Weisé ergeben sich 25 Moglichkeiten, potentielle
Nullstellen von (5.29) aus denen von (5.30) zu berechnen. In [33: Abschnitt 2] wurde gezeigt,
daB das Nennerpolynom in (5.24) und (5.26) stabil ist, d. h. nur Nullstellen mit negativem
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Realteil hat, so daB sich fiir dieses die Nullstellen eindeutig aus denen des Nennerpolynoms von,
(5.31), (5.32) ergeben. Vom Zihlerpolynom in-(5.24) kann die Stabilitdt nicht vorausgesetzt
werden, mit Ausnahme des Falls 8 = 2 (vgl. [33: Abschnitt 2]). — Die Wahlmdglichkeit der
Vorzeichen in (5.46) bei der Berechnung der Nullstellen des. Zihlerpolynoms von (5.24) aus
denen des Zahlerpolynoms von (5.31) enthélt die in (ii) hervorgehobene Ambiguitit. Jede
Festlegung ist mit den EncrgiegroBen E;, F; vertriglich. — Aus den Nullstellen des Zihler-
und Nennerpolynoms in (5.24) findet man die @}, 4; (j = 1, 2, ..., S) mit Hilfe' der Vietaschen
Koeffizientenformeln. Dabei ist zu beachten, daB der jeweilige Leitkoeffizient a, bzw. b, durch
(5.43) gegeben und somit bekannt ist. ’

"Bemerkung 2: Fur die Koeffizienten lAi des Polynoms (5.39) sind im Zusammenhang mit
der rechnergestiitzten Bearbeitung von Syntheseausgaben fiir Interferenzschichtsysteme
noch andere Berechnungsverfahren entwickelt worden. Besonders hinzuweisen ist auf solche,
die von der Darstellung von 7! durch ein trigonometrisches Polynom der Form .

. s .
T-' = X Bjcos 2jp - B o . ' (5.47)
: ji=o0 , ) - S o s
ausgehen [16, 20, 56]. Dessen Koeffizienten By, By, ..., Bg lassen sich in ihrer Abhii;ngigkeit,
von den Brechzahlen sehr iibersichtlich durch eine mehrdimensionale Fourierentwicklung von
T fir einen Stapel von Schichten (nicht notwendig gleicher optischer Dicke) nach den Phasen-
" winkeln gewinnen. Dabei bedient man sich grundlegender Rekursionsformeln fiir Transfer-
groBen und einer darauf bezogenen Residuenrechnung [23, 39]. Speziell gewinnt man auf
diesem Wege . o ‘ . v
; o Y s e \ S e . s
Ag = 2571Bg = =2 (1 — ¢%) (1 = ¢§.,) /T (1 + ¢ (548)
o . 4n, j=2 . .
mit . . ) T
L g= e o . ‘ (5.49)
foerisichtlich lassen sich die Dars_tellungeni (5.39) und (5.47) von 7! mittels einer linearen
Transformation aufeinander umrechnen [28: Abschnitt 2]. Der Identitit (5.44) entspricht dann
L S . 2 o '
Ty = ¥ B = Zotm : +(5.50)
_ j=0 47‘07‘;_; : A . S, o~
Ein von (5.47) ausgehendes mit (i) —(iii) vergleichbares Synthesekonzept wurde von PEGIS
[49] entwickelt. : - :

Bemerkung 3: Im Zusammenhang mit der Interpretation der Identifikationsdaten in
einer Strukturhypothese Z lassen sich verschiedene Approximationsprobleme formulieren. '
Beispielsweise kann man die Koeffizienten By, B, ..., Bs des trigonometrischen Polynoms
(5.47) durch Quadratmittelapproximation der iiber ciner Teilmenge des Intervalls (0, 7f2) im
@-Plot gegebenen Vorgaben fiir 7-! ermitteln, wobei die Nebenbedingung (5.50) zu beachten
ist. : : . .

" Firr die Synthese von Hochleistungsbauelementen der Schichtenoptik ist die An-
passung des Systemverhaltens an vorgegebene Leistungscharakteristiken im Sinne
gleichmiBiger Bestapproximation erforderlich. Im folgenden Abschnitt beschreiben
wir dementsprechend die Konstruktion breitbandiger Achromasiesysteme auf der
.Grundlage der oben (vgl. Abschnitt 3) dargelegten Theorie von P. L. Tschebyscheff.

6. Synthese optimaler Achromasiesysteme

" Mit m = S sei'(3.9) die in Abschnitt 5 betrachtete Systemklasse (vgl. Abb. 3, (5.1)).
Darin bedeuten die Parameter die Schichtbrechzahlen n,, n,, ..., ng; ng, 7, werden
als bekannt vorausgesetzt. In Za ist éin System.zu bestimmen, dessen reziproker
Transmissionsgrad (5.39) iiber einem Intervall 0 S 0« £ ¢ < B8 < 1 (vgl. Abb. 4)

\
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méglichst wenig von einem vorgegebéenen Wert H abweicht. Dazu sind die Synthesé-
gleichungen (3.21) mit den Koeffizienten von 7-! anzuschreiben. Fiir ihre direkte
Losung ist es wesentlich, daB 4 bereits durch H und «, B bestimmt ist. Wir bezeich-

nen diesen Zusammenhang als Achromasiegleichung. Zu ihrer’ Ableitung addiert man
die Gleichungen (3.21): : :

=0

1 /S-1 e DU R
1 (Z 4; — H) = Y pile, ) = Ts(1) — 1,
S \j L =0 .

und findet mit (5.44) e

’ 1 (no+n)2 ‘ V
. -:-Z(Wf-_ﬂ):'fs-(l" _ (8.,

B = cos? g; liefert . |
: .%(‘(x‘f‘i“—xz)s-f—(x.—iVl«—:ﬁ)s) firjz| <1
. %((xff" Jx2 — 1)S + (x — Ja? — 1)5) fir 2] > 1

wegen (2 —(x + ﬂ))/(ﬂ — o) = 1 fiir die rechte Seite von (6.1) : ‘

Nach (,3 14) ist Ts(1) = (B — a)s/2i‘25Ts((2 — B+ «)/(B— «)) und m‘it, o« = cos2-<pa,_

T(z)

Ts(1) = 27%5((sin @, + sin 4)? + (sin p, — sin Ps)%).
Damit g.ewinnt‘ man aus (6.1) die gesuchte Beziehung

225 ((n —+—.n)2 o . . . B
A (T)‘inT: — H ‘= (sin @, + sin @p)® + (sin @, — sin @g)2s. (6.2)
Um eine Losung iiber einem moglichst ;;rroBen Spektralbereich zu 'erhalten, betrach-
ten wir weiterhin den Fall x = 0, wo sich im ¢-Plot, (5.45) ein zusammenhingendes
Intervall (ps, & — @) ergibt (vgl. Abb..4); (6.2) hat dann die Gestalt

225 ((ng + m,)? - . o g

—_— = __ = 1— 28, .
(Pt — )= 1 4 sim g+ (1 = sin g (6.3

Die Grenzen des Wellenlingenintervalls (2, 4,), iiber dem das Achromasieproblem
- zu ]osen ist, definieren dessen Bandbreite BB :— Jaf? = (n — @p)|ps. Wird diese
vorgegeben, so resultiert g = cos? (n/(BB + 1)) und damit aus (3.15) als maximale
Abweichung Z* des reziproken Transmissionsgrades vom Achromasieniveau H

Z* = max |T7Y2) — H|-= 2(8/4)° |4s|; (6.4)

LS252, N

die optische Dicke A berechnet man nach (5.4) etwa mit Hilfe von 2, zu

A=z —gEn). A | (6.5)
Fiir 8 = 1 ergibt sich #, nach (5.48) aus der biquadratischen Gleichung 4
| mt + (dngngds — (ng? %) ng® + mePng® = 0, '(6.6)

wobei ‘Ag gemﬁB'(6.3) bestimmt ist. Tabelle 1 enthilt die praxisrelevanten Losungen von
(6.6) fir ny = 1 (Luft), ng, = 1,562 (Glas) und verschiedene Werte von BB und H.
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_ Tabelle 1. Brechzahlen n, fur den einschichtigen Tschebyscheff -Belag zur Reflexions-

minderung
.BB H» 1,00 1,014 1,015 1,016 1,017 - 1,018
+ : . - . .
1,5 11,3501 - 1,3782 1,3846  '1,3907°  1,3966 ~ 1,4023
1,6 1,3457 " 1,3750 -  1,3816 1,3879 1,3940 1,4000
1,7, 1,3409 " 1,3716 . 11,3784 1,3849 1,3912 11,3973
- 1,8 - 1,3356 1,3679 . 1,3749 1,3817 1,3882  1,3945
1,9 ©1,3299 - 1,3640 1,3713 1,3784 * 1,3851 1,3916
2,00 N 1,3238 1,3599 1,3676 11,3749 .1,3819 "~ 1,3886

Die vollst,iind}ge'Synﬂheselésun'g ist etwa fur H. = 1,014, BB = 2
. ny = 1,36, Abweichung Z* = 4,35 103,
4 = 133,33 nm fi'xrv400 nm'< 4 < 800 nm
undfurll-lOlGBB-lS) o
n = 1,38 Abwelchung z* =3, 23 10‘3 i
= 136,32 nm fiir 420nm < 1 < 777 nm. 4 o
Far § =2 lautéﬁ~ die erste der Synthesegleichungen (3.21) 4, = (8*/8) As + H, wobei mit

- (5.49) A, = 4- l(}'ng/n,, g + Vno/n, qz) ist (vgl. [16, 20, 50]). Hieraus folgt fir g, die quadm-
tische Glelchung -

g — : (I32 As+4H)Q2+—£-O '(6:7)
0\ < . . :
S+1 .
und mit einer ihrer Losungen unter Beachtung von qu =n /‘no aus (5 48) fir ¢, die ’
biquadratische Gleichung . L i=1
’ 4n As ‘ n,? ‘
q‘+'(—£ — ——£ —l)q +~—9——0 (6.8)
! ny (1 + 92)' no%qy* ! 0°q2" ' :

" 1In (6.7) und (6.8) ist der. Wert von Ag aus der Achromnmeglelchung (6.3) zu bestimmen. Die
gesuchten Brechzahlen findet man gemiB n, = nyg, und n, = n,q,. Fir ny = 1, 2, = 1,52,
* H = 1,016 und- BB = 1,85 lautet die vollstindige Losung der Syntheseaufgabe n, = 1,36055
und n, = 1,47752; die maximale Abweichung %Z* vom Achromasieniveau ist nach' (6.4)
Z* = 1,85 10-4, und fiir den Arbeitswellenlingenbereich 420 nm < A < 777 nm ist die optische -
Dicke nach (6.5) 4 = 136,32 nm. .
Die algebraische Lésung der Synthesegleichungen (3.21) fir § > 2 gesta]tet sich wegen
der komplmerten Abhiingigkeit der 4; von den Brechzahlen schwxeng Hier empfiehlt- sich
der in Abschnitt 5 beschnebene Algonthmus, welcher im Prinzip eine einheitliche Program-
mlerung mit der Schichtzahl S als Parameter gestattet Dabei ist die Ambiguitit der Identifi-
kation in der Nullstellengesamtheit eines durch die Vorgaben bestimmten Polynoms iiber-

schaubar (vgl. Abschnitt 5/Bemerkung 1). — Die numerische Losung der Syntheseg]elchung
(3 21) fur S = 3 wurde in [2] untersucht.

Die durch ein Syntheseverfahren bestimmten Stlukturparanleter sind in der Praxis '
nicht immer 1eallslerbar Beispielsweise stehen in der Optik zur Beschlchtung kaum
Substanzen mit einem Brechungsindex kleiner als 1,36 zur Verfiigung. In einer sol-
chen Situation kann man versuchen, durch Abanderung der Leistungsparameter
realisierbare Systeme zu 1dent1flzleren Dazu benétigt man eine fiir die interaktive

'

o
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.

' Problembearbeitung, d. h. den Dialog mit dem Rechner geeignete Software. Tabelle 1 -
vermittelt einen Eindruck, wie der Strukturparameter n, von den Leistungspara-
metern H und BB abhingt. Eine derartige Systemsensitivitat hat fiir die Praxis er-
hebliche Bedeutung. Im Herstellungsproze8 lassen sich die Strukturparameter meist
nicht fehlerfrei reproduzieren und es ist notwendig, die Auswirkung dieser Ungenauig-
_keiten auf die Nennleistung des Systems zu minimieren. Daraus abzuleitende Stabili-
- tatsforderungen sind hiufig eine beim Design zu erfiillende Nebenbedingung
Auch bei der Synthese ist es unter Umstinden notwendig, einen Wechsel der
Strukturhypothese vorzunehmen, wie er am Ende von Abschnitt 3 im Zusammen-
hang mit-der Systemerkennung begriindet wurde. Im Fall der Synthese von Achro-- ="
masiesystemen kann man mit Riicksicht auf die geforderte Giite und Realisierbarkeit
der Brechzahlwerte etwa die Anzahl der Schichten erhéhen. Eine andere Moglichkeit
ist, nicht realisierbare Brechzahlen geeignet durch solche verfiigbarer Substanzen
zuersetzen und das System durch eine nachfolgende Dickenvariation zu optimieren.
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