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Phasenrekonstruktmn fiir Stapel homogener dlelektnscher Schlchten
gleicher optischer Dicke — eme Ambiguititsstudie

H. SCHACHTZABEL

Es wird eine vollstindige Analyse der bei der Erkennung homogener Schlchtsystemc mog-
lichen , Ambiguitidten durchgefiihrt. Die physikalische Realisierbarkeit aller theoretisch mog-
lichen’ Lésungen der inversen Aufgabe wird gezeigt. ‘

IIpoBonurca TOJTH LI AHAJIN3 . BO3MOMKHEIX TIPH noananamm OXHOPOAHHX CHCTEM CioeB
aMGuUryuTeToB. lleuonc'rpupye-rm (I)uauqukan OCyII.IECTBH\lOC'I‘b BCcex Teope'mqecml BO3-
MOMKHEIX pememm MHBEpCHOIT 3a/1aun. .

A detailed analysns of the possible amblguxtlcs in recogmzmg of homogeneous multllayer
systems is given. Also the phys:cal realizibility of all theoretical possible solutions of the inverse
probl(,m is shown,

B B Emleltung Die Theorle der Optik diinner Schlchten beruht’ wesentlich auf den
Aussagen der makroskopischen Elekbroclynamlk die ihrerseits aus den Maxwellschen
Gleichungen hergeleitet werden (3,.8]. Wir betrachten speziell den Durchgang einer
ebenen, linear polarisierten'und in ihrer zeitlichen Abhéngigkeit harmonischen elek-
tromagnetischen Welle durch ein nichtabsorbierendes, isotropes Medium bei senk-
rechtem Einfall. Dieses Medium sei geschichtet, d. h. der Brechungsindex N in jeder
Ebene senkrecht zur z-Achse eines geeignet gewihlten-Koordinatensystems konstant.

Das auf Grund der Maxwellschen Theorie existierende elektromagnetische Feld ist
im Halbraum z < 0 Superposntlon einer einfallenden und einer reﬂektzerten Welle

(z) = const (exp —l]Csz) + r(k) exp (1kN z)) ’ . _ (1) l
und im Raumteil z > 1 eine tmnsmittierte\ebene Welle :
C‘Z‘(z) — const (k) exp (ik(l — z) Ny). : ' , (2)

* Die Kopplung der Felder € und G erfolgt durch das elekttomagnehsche Feld im
Medium O < z < 1 unter Beachtung der Fresnélschen AnschluBBbedingungen (Stetig-
keit der Tangentialkomponente des elektrischen und des magnetischen Vektors). Mit
den in (1) und (2) eingefiihrten Transferkoeffizienten r (Reflexionskoeffizient) und ¢
(Tran.smzsswnskoej/zzzent) lassen sich die in der Praxis fiir geschlchbete Medien zu
l6senden Aufgaben formulieren (k = 2n/4 steht dabel fiir die Wellenzahl).

Dlrekte Aufgabe: Aus den bekannten Systempa-xametern {No, N, d,,.
5-1» @p—1, NV} sind die Transferkoeffizienten » und ¢ zit bestimmen. -

.oy

" Die zur Bearbeltung der direkten Aufgabe grundlegenden linearen Differentialglei-
‘chungen (vgl. (3: S. 411.]) sind fiir homogene Schichten in einfacher Form analytisch
l6sbar. In einer Vielzahl von Veréffentlichungen wurden vor allem algorlthmlsche _
Aspekte der Berechnung von r und ¢ diskutiert. Das Spektrum reicht dabei von ein-
fachsten Naherungsverfahren [6, 13] bis hin zu hocheffektiverr numerischen Metho-
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den [1, 4] Wegen ihrer itberaus einfachen St,rukt,ur und wegen ihrer funktlonentheo-
retischen Eigenschaften werden wir zur Berechnung der Transferkoeffizienten auf
die Rekursionsformeln von Viasow Bezug nehmen (vgl. [7: 8. 471.)). Das in Abb. la -
dargestellte optische System wn'd um eine Schicht erwextert )

Ny X : N4
' Ny , N, .
N YA - D% N, -
| — = o - I o-1
- ' . Abb.1
a G Ty 0 : |

Mit Bezug auf Abb. 1b ergibt sich der Reflexionskoeffizient an der vorderen Trenn-
ebene eines Stapels von p homogenen Schichten zu
7p + P VUr(k) exp (—2ikN,d,) -
"1 4 7, P lp(k) exp( —2ikN,d,)’

(p),(k) A " (3).

wobeij (P- ”r der Reflexionskoeffiaient an der vorderen Trennfliche des Systems in
Abb. 1a ist. Die .Werte der Fresnel-Koeffizienten r; = (N;,, — N;)/(N;y; + N;)
(4 =0, ..., p) sind simtlich reell und hegen im (offenen) Intervall (—1,1):

—1l<r<l (G=0,..,0p). (4)

2. Einige analytische Eigenschaften von Reflexionskoeffizienten. Zunichst wird die
nur fiir positive reelle Wellenzahlen k eingefiihrte GroBe P in naheliegender Weise
analytisch fortgesetzt

Satz 1: Fiir einen Stapel aus p homogenen dielektrischen Schichten zst der Reﬂexzons-
koeffizient Pr = P(k) = Z(k)/N(k) eine mer omorphe Funktwn deren Pole in der
Halbebene Im (k) < 0 liegen.

Fiir den’ Bewelss [6:8.92f1 1

Mit u = (P~ ”r und .
2 = exp (—2ikN,d,) . o : T (5)

ist die Rekursionsgleichung (2) in der Form

\

oy =y = ;z(u — (—rp)/z)/((—r,,) z-u—1)

schreibbar. Die Abbildung v = l(u) erweist sich folglich wegen der vorausgesetzten
‘Realitit aller beteiligten Brechzahlen als ein Automorphismus des Einheitskreises.

Hilfésatz 1: Wenn Pr = Z(k)|N(k) der Reflexionskoeffizient eines Stapels aus P
homogenen dielektrischen Schichten ist, dann gilt die Ungleichung |\Z(k)| + |N(k)| > O.

Beweis: Angenommen, ko ist eine gemeinsame - Nullstelle der Zihler- und der
Nennerfunktxon Nach (3) gilt dann

Z(ky) =7, —}—_ P=Ur(ky) exp( 2ikyN,d,) = 0

und )
Nky) =1+ 7, (- l’r(lr:o) exp (—21k01\’ d,) = 0.
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Hieraus folgt '?=1r(ky) exp (—2ikN,dy) = —r, = —1/r, oder,.(lamif gleichbedeu-
tend, |r,] = 1 im Widerspruch'zu (4) § ‘ L :

_ Hilfssatz 2: Wenn Pr(k) = Z(k)/N(k) der Reflexionskoeffizient eines Stapels aus
. p homogenen dielektrischen Schickten ist, dann gilt die Unglezchung |Z( —k)| -+ |N(k)|
> 0.

Fiir den Bewels s. [11: 8.75] &

Hilissatz 3: Mit ko ist auch ko Nullstelle (Polstelle) eines Reﬂeanskoe//zzzenten
r = r(k).

_Beweis: Die Fortset/ung der Funktionalgleichung (3) gehijgt, dem" Schwarz-

schen Spiegelungssatz, d. h , es gilt-die Glelchhent r(—k) = r(k) Hieraus folgt lelcht'
- die Behauptung &

" Fiir die weiteren Betrachtungen-setzen wir voraus, da8 alle Schichten cie gleiche
optische Dicke D besitzen, d. h., es gelte N;d; = D (j=1,..., p). Diese Voraus-
setzung kann fiir jedes aus p Schichten bestehende Systermn mit beliebiger Genauig-
keit- erfiillt werden. Es ergeben sich aber unter Umstinden sehr groBe Schichtzahlen-
und damit zusammenhingend rechentechnische Konsequenzen (vgl. [4: S. 126]).
Durch p-faches Anwenden der Funktxonalglelchung (3) ergibt sich unter Benutzung
von (5) die Beziehung ,

ey = 5 oz / X Paz (6)

. =0 =0 . . )

mit : : S S T
Ph, = 7, P~Vg, 4 P=Dp_ - und' (g, = =g, 4 7, P=Vp_*

Zur Vereinfachung wurde (p=1p_, = p—Ng, = 0 gesetzt.

3. Eine inverse Aufgabe der Schlchtenoptlk Vorgegeben sei der spektrale Verlauf
R, R(k) = |r(k)|® fiir reelle Wellenzahlen k. Gesucht ist ein (das) optische System,

welches diesen Reflexionsgrad R erzeugt. Vom mathematischen Standpunkt aus ge:
.sehen, ist es zweckmaBig, die Identifikationsaufgabe in zwei Schritten zu bearbeiten: -

(8)  Bestimmung der komplexwertigen GréBe r aus R, d. h. aus Intensmats-
' messungen (Phasenrekonstruktionsproblem).
(b)  Aufkldarung der konkreten Systemstruktur unter Verwendung des in (a) be-
stimmten Reflexionskoeffizienten 7.

Duréh die inverse Streutheorie werden fiir gewisse Klassen von Streupotentialen voll-
stindige Losungen der Teilaufga,be (b) angeboten (in [10] findet man neben einem
sehr schonen Uberblick auch eine umfangreiche Literaturzusammenstellung). Ob-
wohl die Embettung der Schichtenoptik in den Kalkiil der Streutheorie unter dén
gemachten Voraussetzungen leicht moglich ist [2], bereitet die Anwendung der Resul-
tate Schwierigkeiten. Wegen der in der Praxis auftretenden Sprungstellen (Abb.i1a)
der Brechzahlfunktion N = N(z) ist die melstens gestellte Forderung r(k) = O(|k|™Y),
k reell, nicht erfiillt. - ’

Satz 2: Die Lésung der Teilau/gabe (b) st . fiir Stapel komogener dielektrischer
Schichten gleicher optischer Dicke (bis auf di¢ Umkehrbarkeit des Lichtweges) eindeutig.
méglich, wenn die Null- und die Polstellen des Reflexionskoeffizienten (8) bekannt sind.

Beweis: Wir fithren diesen konstruktiv durch die Anga.be eines Erkennungs- ,
algorithmus. :
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1. Schritt: Wir bestimmen die nomuelten Zihler- und Nennerpolynome (Wur7el-
satz von Vieta). Es seien (Z,, Z,, ..., Z,.,, 1) bzw. (Sos Sy - -+, Spoy, 1) die entsprechen-
den Koeffizienten. . -

2. Schritt: Wir berechnen 7, und rp aus den Normlerungsglelchungen 7olr0 = 2y
und ror, = 1/8,.

3. Schritt: Wir bestlmmen die tatsiichlichen Koeffizienten gemis ‘P’b, = 1y und
Wa, = 7,8 (1 =0, 1, . - D)

4. Schritt: Wir setzen §j = p.

5. Schritt: Wir l6sen die j — 1 linearen Gleichungssysteme (in « und y) Pb; = 7; T

+yundPa =z ryl=1,..5—1) und setzen Y=1p,_ = Jund i-lg, = x.
6. Schritt: Wir setzen r;_, = G- "bo
7. Schritt: Wu‘ setzen j = j — 1. Fallsj > 1 ist, gehen wir zu Schritt 5 iiber.

In der im 2. Schritt méglichen VorzelchenauS\\ -ahl driickt sich die Umkehrbarkeit
_des Lichtweges aus. Bei der Vorgabe der Extremalmedien N, und N,,, verschwindet
diese Zweideutigkeit. Jedes der im 5. Schritt zu bearbeltenden linearen Gleichungs-
‘systeme ist-eindeutig 16sbar, da die Werte K; der Koeffizientendeterminanten K;
= 72 — 1. < 0 sind. Hinreichend dafiir ist die oben gezelgte Automorplnsmuselgen-
schaft von (3) 1 .

Die Losung der Teilaufgabe (a) fithrt in natiirlicher Welse auf eine funktionentheo-
retische Randwertaufgabe, wenn 7 in der Halbebene Im (k) > 0 nicht nur singulari-
tiatenfrei (Satz.1) ist, sondern dort auch keine Nullstellen hat. Unter dieser zusitz- .
~ lichen Voraussetzung existiert in der Halbebene Im (k) > 0 ein holomorpher Zweig

des. Logarithmus von 7, logr(k) = 0.5 In R(k) + i®(k). Das Phasenspektrum @
kann dann-aus R in bekannter Weise eindeutig (Hilbert-Transformation) berechnet
- werden. Fiir den einschichtigen und zweischichtigen Belag ist die Angabe notwendiger .
und hinreichender Bedingungen dafiir, daB die Nullstellen von 7 in der Halbebene
Im (k) < O liegen, sehr einfach [5: S. 91] Die Angabe praktikabler Bedingungen im
Falle von mehr als zwei Schichten st68t hingegen auf gro8e Schwierigkeiten, obwohl
eme Fiille von Untersuchungen zur Stabilitit von Polynomen vorliegt (siehe z. B.

4. Analyse der bei der Erkennung homogener Schichtstapel auftretenden Ambiguitat.
Sowohl in der Systemtheorie [12: S. 186f.] als auch in der inversen Streutheorie [10:
. S. 7] wird bei Amblgmtatsbetrachtungen hiufig der folgende Faktorisierungssatz
fiir Systemcharakteristiken (Reflexionskoeffizienten) zugrunde gelegt

Satz.3: Jeder Reflexionskoeffizient der Form (6),laﬂt sich in eindeutiger Weise als . - V

Produkt ®Pr(z) = Pr (z) . “”ra( z) darstellen. Die Faktoren geniigen dabei den Be-
dmgungen ‘ : K . ’

o] = 1=> l‘p’ra(z)| =1 - und Prplz) =0=> |z = 1. . (7)
‘Fiir den Beweis s. [12: 8. 186f] n-

Die Anwendbarkeit des oben skizzierten Vorgehens zur Rekonstruktion des Phasen-
spektrums ist durch diesen Satz abgesichert. Als Losung der entsprechenden Rand-
. wertaufgabe erhilt man die Funktion ),

. Von grundlegender Bedeutung fiir die Praxis ist die Klarung folgender Frage
(Realzézerbarkezt) ,

- TIst d1e rationale Funktlon Py, ein Reﬂexmnsl\oefflzlent?
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_ Wir betten diese Realisierbarkeitsfrage in eine allgemeinere Auféaberistéllung ein,
deren Losung’ Grundlage fiir die Formulierung von Ambiguititsaussagen bei der Er-

kennung homogener Schichtstapel auf der Grundlage des Refle‘uonsgrades R = R(k) '
bildet. . :

Definition: Die GroBe - L

P P
Pr(z) = 3 (mblzl/‘z (Pig2!
(=0 <o .

-

heiBt Reflexionskoeffizient eines Stapels homogener Schichten gleicher optischer . Dicke,
wenn es p + 1 reelle Zahlen 7y, 7y, ..., 7, so gibt, daB Pr aus {ro,7,,...,7p, |rj] < 1
(4=0,1,..., p)} durch Anwendung der Rekursionsformel (3) darstellbar ist.-

Satz 4: Eine ratwnale Funktion
") = 3 b / F o0,
: =0 =0

die aus einem Reﬂezionskoef/iziénten Py durch Stilrzﬁng von- Zahlernullstellen hervor-
‘geht, ist ebentalls ein Reflexionskoeffizient.

‘Beweis: Da alle Polstellen z, von 7 bzw. Py im AuBeren des Einheitskreises liegen,
kénnen wir ¢ > 0 so bestimmen, daB |z} > 1 + ¢ (I = 1, ..., p) gilt. Als Reflexions- -
koeffizient hat ®'r die folgenden Eigenschaften: '

(i) © Prist holomorph in |2 < 1+ ¢ (Satz 1). '
(i) |‘P’r(e*(p (iz))| = 1 auf dem Rand des Einheitskreises (z = exp (iz )), da sonst
(Npsy — No)[(Npiy + Nog) =1 gelten muBte

-Weiter wissen wir folgendes:

‘(m) [r(exp (iz))|-= |‘P’r(e\p (iz))| (erster Teil von (7))
(lV) * 718t holomorph in 2] < 1 &

Mit dem Maxunumprmup fiir holomorphe Funktionen erhalten wir dann die' Un-
gleichung max, <, |7(2)| = max [r(exp (iz))] < 1. Insbesondere gilt |r,| = [r(0)] < 1.
Nun hitte aber |r,| = 1 sofort\lr(z)l = 1 zur Folge. Dies ist aber wegen (iii) und (ii)
nicht méglich. Es mull somit |7,| < 1 gelten. Da (vgl. (3))

rz) = (r + P=Ur(z) 2) [(1 4 P=Vr(2) 7,2) T (8)

fiir jedes z mit [z} = 1 ein Automorphismus (zwischen 7 und ?=Vr) ist, gilt insbeson-
dere [P=Vr(z)] = 1 fiir [2] < 1. Weiterhin ist [P~Dr{exp (iz))| &= 1, da sonst wegen
der Realitat von 7, im Widergpruch zu (ii) |r(exp (iz))] = 1 gelten miiBte. Wir konnen
folglich auf »~Vr die glelchen Uberlegungen wie oben anwenden. Dieses Vorgehen
fortsetzend, erhalten wir eine Folge reeller Zahlen r;, |7;] < 1 (f = 0,1, ..., p), aus

denen wegen (8) unter Am\cndung der Rekursionsformel (2) » berechnet werden.
kann i

; Aus diesem Satz kann man unmittelbar die n&chfolgenden Aussagen herleiten.

Folgerung 1: Ein optisches System kann genau dann eindeutig aus R = R(k) be-
stimmt werden, wenn alle Nullstellen von r = r(z) auf dem Einheitskreis liegen.

Folgerung 2: Wenn q die Gesamtzahl der reellen Nullstellen z, (|z)| 1) ist und
wenn p die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Losungen (4, 4) (|| == 1) der Glei-
chung r(z) = 0 ist, dann gibt es hichstens 29+ P2 yerschiedene optische Systeme die den
gleichen Reﬂezzonsgmd R besztzen
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Durch eine detailliertere Charakterisierung des /\Iullstellengebﬂdes (Vielfachheit,
. Betrag und Realitidt der Wurzeln) sind leicht spezielle Ambiguititsaussagen moglich.

5. Ein illustrierendes Beispiel. Wihrend auftretende Ambiguititen die .Lésung von
.Identifikationsaufgaben (zumindest) erschweren, eréffnen sie dem Schichtenoptiker
die Moglichkeit, aus mathematisch glelchwertlgen Systemen unter technologischen
.und 8konomischen Gesichtspunkten die giinstigste Variante auszuwihlen. Die Im-
plementierung des Verfahrens ist denkbar einfach:

Ausgehend von l\onkreten Schichtsystemen sind. die Null- und Polstellen -
" des Iugehorlgen Reﬂemonskoefﬁ?lenten zu berechnen. Aquivalente Brech-

zahlfolgen erhilt man daraus durch Nullstellenstiirzung. Die Reallslerbar-
~ keit wird durch die Sitze 2 und 4 abgesichert.

Auf der Grundlage dieses Vorgehens sind die nachi'olgenden dquivalenten Schicht-
: systeme berechnet worden.

NA
25F
20}
“asF ‘
10 |
— .
Z

Abb. 2 Aquivalente Schichtsysteme
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