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Phasenrekonstrukt1on für Stapel homogener dielektrischer Schkhten 
gleicher optiseher Dicke - eine Ambiguitätsstudie 

H. SCRACHTZABEL 

Es wird eine vollständige Analyse der bei der Erkennung homogener Sehichtsysteme mög-
lichen Ambiguitäten durchgefuhrt. Die physikalische Real isierbarkeit aller theoretisch mog- 
lichen Losungen der inversen Aufgabe wird gezeigt.	 S 

llpoBoauTcn nojnwfl aHailfia. R03MOa11ux npn rIoanaBaHHfl oJHopoJLHbx cHcTeM cioen' 
asl611ryIITeToB. -	 intaiiqecxaa .ocywecTm!Mocm ucex Teopevn qecKu soa-
MOHHb1X peuIeHu1 niiaepco 3aJa q H.	S 

A detailed analysis of the possible ambiguities in recognizing of homogeneous multilayer 
systems is given. Also the physical realizibility of all theoretical possible solutions of the inverse 
problem is shown. 

1. Einleitung. Die Theorie der Optik thinner Schichten beruht wesentlich auf den 
Ausságen der makroskopischen Elektrodynaniik, (lie ihrerseits aus 'den Maxwellschen 
Gleichungen hergeleitet werden [3,8]. Wir betrachten speziell den Durchgang einer 
ebenen, linear polarisierten'und in ihrer zeitlichen Abhangigkeit harmonischen elek-
tromagnetischèn Welle durch ein nichtabsorbierendes, isotropes Medium, bei senk-
rechtem Einfall. Dieses Medium sei geschichtet, ci. li. der Brechungsindex N in jeder 
Ebene senkrecht zur z-Achse eines geeignet gewählten-Koorciinatensystems konstant. 

Das auf Grund der Maxwellschen Theorie existierende elek-tromagnetische Feld ist 
irn Haibraum z <0 Superposition einer einfallenden und einer reflekliertem Welle 

f2(z) = const (exp (—ikNz) + r(k) exp (ikNz)):	'	 i)€

lilid im Raumteil z > 1 eine 1ransmittierteebene 'Welle 

= const t(k) exp (ik(l - z) N0).	 .	 ,	( 2) 
Die Kopplung der Felder 11 und erfolgt dureli das elektrornagnetische Feld im 
Medium 0 <z < 1 unter Beachtung der Fresnèlschen Anschlui3beclingungen (Stetig-
keit der Tangentialkomponente des elektrischen unci des magnetischen Vektors). Mit 
den in (1) und (2) eingefiihrten Transferkoeffizienten r '(Re/lexi6n8koe//izient) und t 
(Tran8mi88ion8koe//izieilt) lassen sich die in der Praxis für geschichtete Medien zu 
l6senden Aufgaben formulieren (k = 2x/A steht dabei für die Welleiizahl). 

Direkte Anfgabe: Aus den bekannten Systemparametern {N0, N1 , d1, 
N,,, d,,, .N} sind die Transferkoeffizienten r unci t zu bestimmen. 

Die zur Bearbeitung der direkten Aufgabe grundlegenclen linearen Differentialglei-
'chungen (vgl. [3: S. 41f.]) sind für homogene Schichten in einfacher Form analytisch 
lösbar. In einer Vielzahl von Veroffentlichungen wurden vor allem algorithmisohe 
Aspekte der 'Berechnung von r und t diskutiert. Das Spektrum reicht dabei von em-
fachsten Naherungsverfahrei-i [6, 13] bis hin zu hocheffektiveri nurnerischen Metho-
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den [1, 41. Wegen ihrer überaus èinfachen Struktur und wegen ihrer funktionentheo-
retischen Eigenschaften werden wir zur Berechnung der Transferkoeffizienten auf 
die RekursiOns/ormeln von Viasow Bezug nehmen (vgl. [7: S. 47f.]). Das inAbb. la 
dargesteilte optische System wird urn eine Schicht erweitert: 

N1	
N1 

N	 NO

Abb. I 

b)	
Od 4_1	d1	z 

Mit Bezug auf Abb. lb ergibt sich der Reflexionskóeffizient an der vorderen Trenn- 
ebene eines Stapels von p hornogenn Schichten zu 

tPr(k) = r +	'1r(k) exp (-2ikNd) 
1 + r	'r(k) exp (-2ikNd)'	 (3) 

wobei 1 ' 1r der Reflexionskoeffizient an der vorderen Trennfthche des Systems in 
Abb. la ist. Die Werte der Fresnel-Koeffizienten r, = (N, 1 - N,)1(N +1 + N,) 
(j =	p) sind sämtlich reell und liegen im (offenen) Intervall (-1, '1): 

— 1 <r,<1	(j=O,...,p).	 (4) 

2. Einige analytisehe Eigensehaften von Reflexionskoelfizienten. Zunächst wird die 
nur für positive reelle Wellenzahlen k eingefuhrte GröBe ( P)r in naheliegènder Weise 
anlytisch fortgesetzt. 

Satz 1: Für einen Stapel au.i p homogenen dielektrischen Schichten ist der Re/lexions-
koe//izient ( P)r = P>r(k) = Z(k)/N(k) ei'ne meromorphe Funktion, deren Pole in der 
Halbebene Tm (k) <0 liegen. 

Für den Beweis s. [5: S. 92f.] I 

Mit u =(P - I )r und 

z = exp (-2ikNd)	 1	 (5) 

ist die Rekursionsgleichung (2) in der Form 

v =	= —z(u - (_r)/z)/((_r) Z U - 1) 

schreibbar. Die Abbildung v = 1(u) erweist sich folg!ich wegen der vorausgesetzten 
Rea!ität aller beteiigten Brechzah!en als ein Automorphismus des Einheitskreises. 

Hilfssatz 1: Wenn t1r = Z(k)/N(k) der Re/lexionskoef/izient eines Stapele aus p 
homogenen dielektrischen ,Schichten ist, dann gilt die Ungleichung Z(k)I +' IN(k)I > 0. 

Beweis: Angenommen, k0 ist eine gemeinsame Nul!stel!e der Zähler- ui tid der 
Nennerfunktion. Nach (3) gilt dann 

Z(k0) = r +	' 1r(k0 ) exp (-2ik0Nd) = 0 

und
N(k0) = 1 + r, (P ' )r(k0 ) exp (-2ik0N4) = 0.
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Hieraus folgt 1 'r(/c0) exp (-2ik1Vd) =	= _l/r oder,. damit gleichbedeu-



tend, IrI = 1 un Widcrspruchzu (4) I 

Hilfssatz 2: Wenn ' P r(k) = Z(/c)/N(k)' der Re/lexion..skoe//izient eine.s &apels aiLs 
p homogenen dielektrischen Schichten jet, dann gilt die Ungleichung IZ( -k)I .+ N(k)I 
>0. 

Für den Beweis s. [11: S. 75] I	. 
Hi! fs sat z 3: Mit k0 ist auch — K Nullstelle (Pol.stelle) 'eines Re/1exion.skoe//izienten 

r = r(lc). 

• Beweis: Die Fortsetzung der Funktionalgleichung (3) genügt dem' Schwarz-
schèn Spiege!ungssatz, d. h., es gilt-die G!éichheit r(—k) = r(k). Hieraus folgt leicht. 
(lie Behauptung I 

• Für die weiteren Betrachtungensetzen wir voraus, daB alle Schichten- die gleiche 
optische Dicke D besitzen, d. h., es gelte N,d1 = D (j = l ..., p). Diese Voraus- 
setaung kann für jedes aus p Schichten bestehende System mit beliebiger Genauig-
keit'erfUllt werden. Es ergeben sich aber unter Umstanden sehr groBe Schichtzahlen 
un(l darnit zusammenhangend rechentechnische Konsequenzen (vgl. [4: . S. 126]). 
Durch p-faches Anwenden der Funktionalgleichung (3) ergibt sich unter Benutzung 
von (5) die Beziehung 

	

p	

/p 

P r(z) =	' Pb1z' /	' (P)a1z'	 (6) 

	

1=0	/ 1=0 
mit

rp'P'aj + -'b1 _ 1	und	Wal = (P1a, + r (P— '.)bi-,.' 

Zur \Tereinfadhung wurde 1P "b_ 1 =	= 0 gesetzt. 

3. Eine inverse Aufgabe der Schichtenoptik. Vorgegeben sei dér spektrale Verlauf 
R, R(k) = jr(k) 2 für reelle Wellenzahlen k. Gesucht ist em (das) optische System, 
weiches diesen Ref!exionsgrad R erzeugt. Vom thatheñiatischen Standpunkt aus ge7 
sehen, ist es zweckrnaBig, die Identifikationsaufgabe in zwei Schritten zu bearbeiten: 

(a) Bestimmung der komplexwertigen GröBe r ,aus R, d. h. aus Intensitäts-
messu ngen (Phaeenrekonetruktione problem). 

(b) Aufklarung der konkreten. System.strukturunter Verwendung des in '(a) be-
stimmten Reflexionskoeffizienten r. 

Durch die inverse Streutheorie werden für gewisse Klassen von Streupotentia1en yoU-
standige Losungen der Teilaufgabe (b) angeboten (in [10] findet man neben einem 
sehr schöne9 Uberblick auch eine umfangreiche LiteraturLusammenstellung). Ob-, 
wohi die Einbettung der Schichtenoptik in den KaIkül der Streutheorie unter den 
gemachten Voraussetzungen leicht moglich ist [2], bereitet die Anwendung der Resul-
tate Schvierigkeiten. Wegen der in der Praxis auftretenden Sprungstellen (Abb. la) 
der Brechzahlfunktion N = N(z) ist die riieistens gesteilte Forderung r(k) = O(Ik'), 

reell, nicht erfüllt.	 - 

Satz 2: Die Losung der Teilaufgabe (b) ist . /ür Stapel homogener dielektrischer 
Schichten gleicher optischer Dicke (bis au/ die Umkehrbarkeit des Lichtweges) eindeutig, 
moglich, wenn die Null- und die Potstellen des Re/lexion.skoe//izienten (6) bekannt sind. 

Beweis: Wir führen, diesen konstruktiv durch die Angabe eines Erkennungs-
algorithmus.	 •	•	.
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1. #Schritt: Wir bestimmen die normierten Zãhler- unci Nennerpolynome (Wurzel-
satz von Vieta). Es seien (Z0, Z 1 , ..., Z,_ 1 , 1) bzw. (Se, Si, ..., 1) die entsprechen-
den Koeffizienten. 

2. $chritt: Wir berechnen r0 unci r aus den Norrnierungsgleichungen r/r0 = Zo 
und r0r = 1/,S.	 - 

3: Schritt: Wir bestimmen die tatsächuichen Koeffizienten gemaB ( P)b, = r0Zg und 
Wal = rrjS1 (1 = 01 1 1 ..., p). 

4. Schritt: Wir setzen j = p. 
5. Schritt: Wir lösen die j - 1 linearen Gleichungssystenie (in x und y) P b, = rx 

+ y und Wd, = x f ry (1 = 1, ..., -. 1) und setzen (i-')b,_1 = y und 1 'a, = x. 
6. ,Schri(t: Wir setzen r,_1 = i-.'b0. 
7. Schritt: Wir setzen j = j - 1. Falls j > list, gehen wir zu Schrit .t 5 über. 
In der im 2. Sciiritt moglichen Vorzeichenauswahl drüekt sich die Umkehrbarkeit 

des Lichtweges aus. Bei der Vorgabe der Extremalmedien N0 und N 1 verschwindet 
these Zweideutigkeit. Jedes der im 5. Schritt zu hearbeitenden linearen Gleichungs-
systeme ist eindeut.ig lösbar, da die Werte K, der Koeffizientendeterminanten K, 
= r, 2 - 1 < 0 sind. Hinreichenci dafur ist die oben gezeigte Automorphismuseigeri-
schaft von (3) I 

Die Losung der Teilaufgabe (a) führt in natiirlicher Weise auf eine funktionentheo-
retisehe Randwertaufgabe, wenn r in der Halbebene Tm (k) > 0 nicht nur singulari-
tätenfrei (Satz 1) 1st, sondern dort auch keine Nulistellen hat. Unter dieser zusätz-
lichen Voraussetzung existiert in der Halbebene Em (k) > 0 ein holotnorpher Zweig 
des Logarithmus von r, log r(k) = 0.5 In R(k) + icb(k). Das Phasenspektrum 
kañn dann. aus R in bekannter Weise eindeutig (Hubert-Transformation) berechnet 
werden. Für den einschichtigen iind zweischichtigen Belag ist die Angabe notwendiger, 
und hinreichender Bedingungen dafür, daB die Nulistellen von r in der Halbebene 
Tm (k) <0 liegen, sehr einfach [5: S. 91]. Die Angabe praktikabler Bedingungen ml 
Falle von mehr als zwei Schichten st6i3t hingegen auf groBe Schwierigkeiten, obwohl 
eine Filile von Untersuchungn zur Stabilit .ät von Polynonien vorliegt (siehe z. B. 
[12]). 

4. Analyse der bei der Erkennung homogener Schichtstapel aultretenden AmbiguitAt. 
Sowohi in der Systemtheorie [12:S. 186f.] alsauch in der invethen Streutheorie [10: 
S. 7] wird béi Ambiguitätsbetrachtungen haufig der folgende Faktorisierungssat.z 
für Systemcharakteristiken (Reflexionskoeffizienten) zugrunde gelegt. 

Sat z .3: Jeler Re/lexionskoef/izient der Form (6) la/3t sich in eindeutiger Weise als 
Produkt (P)r(z) = rm(z) . ( P )r(z) darstellen. Die Faktoren genügen dabei den Be-
dingungen	 .1. 

zi = 1 4 j P r0(z) 	und	(P)r(z0) = 0 4 Izol	 (7)€

Für den Beweiss. [12: S. 186f.] I 

Die Anwendbarkeit des oben skizzierten Vorgehens zur Rékonstruktioñ des Phasen-
spektrums ist durch diesen Satz abgesichert. Als Losungder entsprechenden Rand-
wertaufgabe erhält man die Funktion 'rm. 

Von grundlegender Bedeutung für die Praxis ist die Klarung folgender Frage 
(Rea.lisierbarkeit): 

1st die. rationale Funktion t rm ein Reflexionskoeffizient?
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Wir betten dese Realisierbarkeitsfrage in eine ailgemeinere Aufgabenstéllung em, 
deren Läsung Grundlage für (lie Formulierung von Ambiguitatsaussagen bei der Er, 
kennung homogener Schichtstapel auf der Grundllge des Reflexionsgrades R = R(k) 
bildet. 

Definition: Die GröBe 
p 

(P) () = Eb:z'/ Eatz'€
1=0	I 1=0 

heil3t Reflexionskoeffizient eines Stapel.s hornogener Schichten gleicher optischer Dicke, 
verin es p + 1 reelle Zahlen r0 , r1 , ..., r, so gibt, daB ' P r aus {r0 , r 1 , ..., r,, Ir < 1 
(j = O 1, . . , p)} durch Anwendung der Rekursionsformel (3) darstellbar ist. 

Satz 4: Eine rationale Funktion 
pp 

r(z) = L'bjz' E5a,z', 
1=0  

die au.s einem Reflexion8koef/izienten Wr durch Sturzung von- Zahlennullstellen hervor-
geht, it ebenlalls ein Re/lexionskoef/izient. 

Beweis: Da alle Poistellen z 1 von r bzw. t Pr im AuBeren des Einheitskreises liegen, 
körnien wir e > 0 so bèstimmen, daB Iz I l > 1 + e (1 1, ..., p) gilt. Als Reflexions-
koeffizient hat Wr die folgenden Eigenschaften: 
(i) ">r ist holomorph in IzI < 1 ± e (Satz 1). 

(ii) Ir(exp ( ix))I + 1 auf dem Rand des Einheitskreises (z = exp (ix)), da soiist 
(N +1 - N0)/(N +1 + N0 )	1 gelten müllte.	 S 

Weiter wissen Avir folgendes: 
jr(exp (ix))1= Ir(exp (ix)) (erster Teil von (7)). 

(ii)	r ist liolomorph in Izi < 1 +  

Mit dern Maximumprinzip fur holomorphe Funktionen erhalten wir dann die Un-
gleichung maxj21 ,51 Ir(z)I max Ir(exp (ix))j 1. Insbesondere gilt IrI = Ir(0)I 1. 
Nun hätte aber J r. 1 = 1 sofortjr(z)I = 1 zur Folge. Dies ist aber \yegen (iii) und (ii) 
nicht moglich. Es muB somit ftI < 1 gelten. Pa (vgl. (3)) 

r(z) = (r +	"r(z) z)/(l + 'r(z) rpz)	 (8) 

für jedes z mit I zI	1 ein Automorphisnius (zwischen r und P 'r) ist, gilt insbeson-
dere	'r(z)	1 für I zI 5 1. Weiterhin ist I'"r(exp (ix))I	1, da sonst . wegen 
der Realität von r im Widerspruch zu (ii) r(exp (ix))I	1 gelten müf3te. Wir könnén 
foiglich auf	die gleichen tYberlegungen wie oben anvenden. Dieses Vorgehen 
fortsetzend, erhalten wir eine Folge reeller Zahlen r,, ft, < 1 (j	0 1 1, ..., p), aus
denen wegen (8) unter Anwendung der Rekursionsforniel (2) r berechnet werden. 
kanni	

5	 .. 

Aus diesem Satz kann man unmittelbar die nachfolgenden Aussagen herleiten. 

Folgerungi: Liii optisches System kann genan dann eindeutig au.s B R(k) be-
stimmt werden, wenn alle Null-stellen von r = r(z) au/ dem Einheitskreis lie gen. 

Folgerung 2: Wenn q die Gesamtzahl der reellen Nulistellen z t '(z1 I + 1) ist und 
wenn p die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Losungen (t 1 l) ( I ti 1) der Glei-
chung r(z) = 0 ist, dann gibt es hochstens 2(Q+P)/2 verschiedenë ôptische Syáteme, die den 
gleichen Re/lexionsgrad R besitzen.
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Durch, eine detailliertere Charakterisierung des'Nullstellengebildes (Vielfaehheit, 
• Betrag und Realität der Wurzeln) sind Ieicht spezielle Ambiguitatsaussagen moglich. 
5. Ein illustrierendes Beispiel. Während auftretende Ambiguitaten die . Losung von 

• Identifikationsaufgaben (zumindest) erschweren, eröffnen sie clem Schichtenoptiker 
die Moglichkeit, aus mathematisch gleichwertigen Systemen unter teehnologischen 

• und okonomischen Gesichtspunkten die giinstigste Variante auszuwählen. Die Im-
plementierung des Verfahrens ist denkbar einfach: 

Ausgehenci von konkreten Schichtsystemen sind die Null- und Poistellen 
- des zugehorigen Reflexionskoeffizienten zu berechnen. Aquivalente Brech-

zahifolgen .erhält man daraus durch Nuflstellensturzung. Die Realisierbar-
keit wird durch die Sätze 2 und 4 abgesichert. 

Auf der Grundlage clieses Vorgehens sind die nachfolgenden äquivalenten Schicht-
systeme berechnet worden.

z 
Abb. 2 Aquivalente Schichtsysteme	 S 
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