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Behandlung Fredholmscher Integraigleichungen mit schwachen Singularitäten 
und Unstetigkeiten erster Art in den Kernfunktionen 

C. WIsoTzKI 

Zur Losung Fred holmsche, Integralgleichungen zweiter Art, deren Krnfunktionen Un-
stetigkeiteh erster Art entlang beliebiger stetiger Kurven und schwache Singularitaten auf-
weisen, werden Quadraturen vom Zweifachinterpolationstyp mit angepaBter Produktintegra-
tion verwendet. Die mit Hhlfe soicher , Quadraturen unter Nutzung der zwei vorgeschlagenen 
Anpassungsprinzipien erstelltcn Folgen von Näherungsoperatoren sind kollektiv kompakt, 
d. h., sic 1 iefern konvergente Naherungsverfalsren. 

)iin peweillihi htHTerpauhEuAx ypaBHeHHf (DpeiL'oJ!bMa BToporo poja suepuie (IyIIKIU1lt 
HOTObIX ilMeloT pa3pblBIJ BOflb JhIo6blx'HeupepLJBlILJx IHBMX it cia6i,ie oco6eiiiioci11, 
noTpe6JrnIoTcn IBapaTypHMe sieoai IByx14hlTepnoJIH[MohIHorO T11iia C ajTkanTl113H1l M

 MTOtOM nHTerpuponaana no IacTHM. 'l'aduM MTO)OM HHTerpl1pOBaHl411 ripu J!OMO[UH JJBYX 
CHOMMH)CMbIX npuiiiuna agariTupofla}IH$1 BoaHHuaIoEuue nocJ1eoBaTeJn,uocTu npu6iit-

HeI1HhIX onepaTopoB Ho211eITuBHo HoMnaKTIIb, r.e. OHII galOT CXOs1E1A[1fCH MeTO npnOJiu-
HCIIIIR.	 - 

Twice interpolatory type quadrature formulas with adapted product integration have been 
used for solving Fredholm intçgral equations of the second kind, where the kernel function 
has discontinuities of the first kind along any continuous curve and weak singularities. The 
series of approximation operators deve!oped by means of such quadrature formulas with the 
help of two recommended adaption principles are collectively compact, i.e. they give a con- 

•	vergetit approximation method.	 S 

1. Einleitung -	 - 

Es werden Fredholmsche Int.egralglcichungen zweiter Art' 
y-X[y]=G	- S	 (11) 

mit Integraloperatoren	 S 

X[y] (s) = fH(s, t) K(s, t) y(t) dl,	s E [a, b]	•	•	 (12) 

im Banachraum C[a, 1] der stetigen • Funktionen auf dem endlichen' Intervall [a, b] 

mit der Maximumnorm betrachtet. tYber'die Kernanteile H unci K wirci folgencles 
vorausgesetzt::	 •	 •	•. - 

(VI) Es existieren d E C[a, b] unci c < 1, so daB für die Funktion 

Z(s, I) = .H(s, t) id(s) - h a	(s, I E [a, b])	 • 

Z(s, .) E C[a, b] ftir4tlle 8 E [a, b] gilt.	•	 • 

(V2) urn f IH(s + LI, I) - Ii(s, b)I dl = 0 fUralle s E [a, b]. 

a
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(V3)Es existieren CE C[a,b] und K 1 , K2 E C[a,b]2 , so daLi . 

I
K1 (s, t), falls t <c(s), 

K(s, t) = 
K2( 8 1 t), falls t > c(s),	 - 

gilt.	.	 ..	. 
Aus diesen drei Voraussetzungen folgt die Beziehung 

urn f IH(sA, 1) K(s ± A, t) —H(s, t) K(s, t)i dt=O	Vs € [a, b] (1.3) 
S	 - 

und damit die Kornpaktheit des Integraloperators (1.2). 
Zur Approximation von IntegrJoperatoren(1.2) wuiden von MiCKE und WIsoTzKI 

[6] für den Fall beschränkter unstetiger Kernfunktionen (d. h., H 1, und K ge-
nugt (V3)) Quadraturen vom Zweifacliinterpolationstyp vorgesehiagen, die auf einer 
Kombination einer einfachen Quadratur, die der Unstetigkeit von K angepalt wird, 
und !einer Interpolation beruhen. In der vorliegendeh Arbeit wird die Technik der 
Quadratur vom Zweifachinterpolationstyp verwendet, wobei anstelle der angepaBten 
einfachen Quadratur dine an die Unstetigkeit von K angepaBte Produktintegration, 
die die schwache Singularitat von H berucksichtigt, eingesetzt Nvird. 

Beispiele für -Integraigleichungen mit Operatoren der Gestalt (1.2) sind Vol terra- Integra l-
gleichungen, deren Kernfunktionen schvache Singularitaten aufweisen, und Gleichungen mit 
schwach singularen und Greenschen Kernanteilen. Integra lopera Wren. mit schwach singulä-
ren Kernen K0 (s, t),. die eine komplizierte Gestalt besitzen und deren schwache Singularität 
qualitativ bekannt ist (d. h., K0(s, t)/L(s, t) erfüllt (V3), L(s, t) = In id(s) —. tj oder L(8, t) 
= id(s) — t" (0 < < 1)), können mit K(s, t) =K0 (s, t)/L(s, t) und H(s, t) = L(s, £) in die 
Form (1.2) gebrachtund mitderTechnik der Quadratur vom Zweifachinterpölationstyp 
approximiert werden. (Soiche Kernfunktionen können hypergeometrische Funktionen sein, 

• die bei der Anwendung der Rand integralmethode auf Differentialgicichungen der mathemati 
sthen Physik entstehen.)	- 

Tm Abschnitt ? wercien Quadraturen vom Zw-eifaehinterpolationstyp eingefiihrt. 
Tm Abschnitt 3 wird die Konstruktion der an die Unstetigkeitstrajcktorie von K an-
gepaBten Familie von Quadraturen beschrieben. Eswird die gleichrnaBige"Konvergenz - 
dieser Quadraturen bewiesen. Tm Abschnitt 4wird, bezugnehrnend auf die Resultate 
von MICKE und WIsoTzKI [6], gezeigt, dB mit Hilfe der Quadraturen vorn Zweifach- 
interpolationstyp kollektiv kompakte Folgen von Naherüngsoperatoren für den 
Operator (1.2) erzeugt werden können.	 S 

2. Quadraturen vom Zweiachinterpolationstyp 

Sei h E L 1 (a, b) (Raum der auf [a, b] absolut integrierbaren Funktionen) und 
- g € C[a, b]. Es wercien Quadraturen QMN[ h ; g; .]: C[a, b] –± R 1 der Gestalt 

N	 - 
QMN[h; g; ]\=	W.MN(h; .q) 1(1 1 N) ,	 :	(2.1) 

ME /YQ, N € JVp (JVQ , JVp c N - Menge der natürlichen Zahien), a 
t < b, mit den Fehlerfunktionalen 

b 

•	BMN[h; g; j] = f h(t) g(t) /(t) dt — QMN[h;g; /1	 (2.2) 

.7	 -	-
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betrachtet. Die Folge (QMN) heiBt k-onvergent, wenn RMN[h; g; /1 -- 0 rhit M, N -* co 
für alle / E C[a, b] ist. Sei ferner C[a, b] der Raum der auf [a, b] stückweise stetigen 

• Funktionen. Es bezeichnen FIN . C[a, b] -* C[a, b], N E 5iV, und PM: C[a, b] 

--> C[a, b], M € CJVQ Glieder konvergenter Folgen von Interpolationen mit den Ansatz-
funktionen d i N € C[a, b], a,M € C[a, b} und den Stützstellen lN , tM, a :5, g 1 M 5g2M 

<	b, d. IL, für t € [a, b] ist 
-	 M 

—	PN[f] (1) - E 11(0 /(N) und PM[/] (t) .= f aim(t) /(t1M), 
j=1 

und für die Fehieroperatoren SN = I - PIV und 8M = I - PM gelten die Konver-
• genzbeziehungen 

urn flSN[/]jj = urn ]IS'M[f]II = 0	für aIIe/ E C[a, b]. 
N-cs	- M-c 

Sei NKeiter QM die Procluktintegration mit der Gewichtsfunktion -h und der- erzeugen-' 
den Interpolation Pm, d. h., für / € C[a, b] ist 

Q[h; /] = f h(t) P 1 [1] (t) dt =	will(h) 1(t 1M ),	w M(h) = fh(t) a im (t) dt. 

Die Quadratur  

QMN[h; g; I] = QM [h; gP N[t]] = f . Jj(t) PM gPN[/](t) dl,	 . ( 2.3) 

I	 a 

1€ C[a, b], heiBt Quadratur vom Zu.eifachinterpolation5styp. Sie kann mit den Ge-
wichten	 .	 . 

•	
A 

W MN(h; g) = ' will(h) g(till) a1N(tM) S 

in der Gestalt (2.1) dargestellt werden.	 - 
• Die folgenden Bettachtupgen einiger Grenifälle zeigen, daB (lie Quadratur (2.3) 
sowohials Veraligerneinerung (vgl. (2.6)) als auch als Naherung (vgl. (2.4) und (2.5)) 
dër aus der Literatur (z. B. DAVIS und RABINowrrz [3], YOUNG [91) bekannten 
Produktintegration angesehen verden kann: 

Sei 1W fest. . Durcli den Grenzubergang N - Co geht die Quadratur (2.3) in die 
Prod uktintcgration mit der erzeugenden interpolation M und der Gewichtsfunktion 
h für g• / uber, €1. h.	 . 

Q,[h; g; /] := urn QftIN[h; g; /]= Q f[h; g /].	 .	(2.4) 

N-o 

Der Grenzubergang 1W - co fiihrt bei fix iertern N die Quadratur (2.3) in die Pro-
du ktintegration mit der erzeugenden Interpolation PN und der- GewkehtsfunItion 

5h.giiber:
b	 • 

Q[h; g; 1] : = lini QlN[h; g; fl.= f h(t) g(t) PN[/] (t) dl.	 (2.5) 
a	 • 

• Wenn 'PN =., PN Lagrange-Interpolationen sind, d. Ii. a N (l 1N)b ij,j,	N,


dann gilt

QNN[h; g; I] = fh1) 	P[g . /](l) dt = QN$[h;g; /.;'	 •	( 2.6)
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Lemma 1: $ei h E L1 (a, b), g E C[a, b], und seien PN : C[a, b] - C[a, b], N € 
PM: C[a, b] - C[a, b], M E .	Glieder konvergenter Interpolations folgen. Mit den 

Bezeichnun gem 

QM[h ; f] =f h(t) PM[/] (t) dt, 'RM[h; f] = / h(t) /(t) dt - QAf[ h ; /1 

und 8N = I - FN gilt /fir da.s Fehler/unktional (2.2) der Qua4ratur vom Zweifach-
interpolationstyp (2.3) die Abschátzung 

/ IRMN[h; u; /ll	IRf[h; 7 /]! + QM[h ; gil 1!SR[/1Il	/ür alle / E C[a, b], 

d. h., Q., ist konvergent. 

Beweis: Die Aussage des Lemmas folgt aus der Abschatzung 

R[h; g; Ill	/ h(t) (g(t)/(t) —1 M[g . /](t)} dt + fh(e)PMLg&U)l] (t)dt 

= R[h;.g •/]1 ± I QM [h; gSN[/]]I 

• Lemma 1 zeigt neben der Konvcrgenz der Quadratur vom Zweifachinterpolations-




typ die Moglihkeit der Separierurig der durch PM und durch PN erzeiigten Fehler. 
Die Quadratur worn Zweifaclrinterpolationstyp ist zweiparametrig (M nd N). 

Urn cm spezielles, einparametriges Quadrat .urverfahren zu erhalten, ist M in Ab-
hängigkeit von N (oder umgekehrt) vorzugeben, d. li., der Parameter. M muB als 

- Abbildung von A" in IVQ gegeben sein. Eine soiche Abbildung heiBt Strategie, falls 
• -M(N) - oo für N - - gilt Lemma 1 eröffnet die Moglichkeit einer ad ' aptiven Stra- - 

tegie, d. Ii., M vird bei gegebenem N so gewahlt, daB der durch Qç eingebrachte 
Fehler in den Gesamtfehler eine geringere GroBenordnirng besit.zt als der Féhier, 
den PN einbringt. 

3. AngepaBte Quadraturen 

Für c, d € [a, b] sei 

(a, b, c) = {g € C[a, b]: g(t) = für gewisse g1 , g2 E C[a, b]} 

und
7C(a, b, d) = {h E L 1 (a, b): z € C[a, b],zt) = h(t) Id.- t1 l für ein a < 11. 

Es sollen Quadraturen ent,wickelt werden, die für g E (a, b, c) konvergieren, d. h., 
• die sich an die Unstetigkeit von g anpassen. Sei h E 7e(a, b, (1). Mit QM,, M 1 € 'V'.1, 

und Om, M2 E iV2 (iV, X2 c N) werden Produktintcgraionen auf den Teil-
intervallen [a, c] und [c, b] , bezeiclinet. Als angepal3te Quaciratur für g E C(a, b, c) 
viid

QMC[h; g} = QM,[h ; g 1 ] + M[h ; 921,	M = M1 ± ill2 ,	 ( 3.1) 

gesetzt. Offensichtlich gilt  

-.	
C[h; g= M,[h ; g 1 ] + PM [h; 921'	 (3.2) 

wobei R den Fehier von Q thit derse!ben Indizierung bezeichnet. Das heiBt, aus der 
Konvergenz von Q und	folgt R f + M,[h; g] 0 für M1 , M2 -4. oo. 

0
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Sei nun 'c € C[a, b], und H genüge (Vi) und (V2). Es wird eine Familie s-bhangi-
ger Quadraturen der Gestalt (3.1) betrachtet: 

Q 1 8[g] = M"[H (s , •); g],	s € [a, b].	 (3.3) 

Wenn die Quadraturen auf den Teilintervallen	'und 0,1f , konvergent sind, gilt 

-. wegen (3.2) fur alle s E [a, b] und g € (a, b, c(s)) die Konvergenzbeziehun 

MM  

b 
[g]I = 0,	Rj8[g]	fH( t)g(t) de - Q,8[g] 

Untér weichen Beclingunen these Konvergenz gleichmäl3ig in s ist, ergibt sich ans 
dem folgenden	 S	 - 

Satz 1 (MTCKE'und WIso'rzKi[6]): Für jedes M E JVQ sci {QM8, 5 E [a, b]} eine Fa-
- milie von Quadraturen mit den Gewichten w,M(s), den Stutzstellen t; t (s) (1 :!E^ j 15: M) und 

den Fehler/unktionalen. R 1 8 . Aus den Bedingungen 
(i) lirn R 41 8[] = 0	Vs E [a, -b], g € C[a ; b],	 - 

M 
(ii) Jim sup f w1M(s + 4) _w,M (s)I =.O	Vs € [a, b],	 (3.4) 

1-.O MEA' Q j1	 S 

(iii) Jim sup max t1 (s + 4) - t,M(s)I = 0	V s € [a,b]	 (3.5) 
–O AfEV Q 1jM 

/olgt die Konvergenzbeziehung 

Jim sup I R5i8[gIJ = 0 für alle g E C[a, b].	- 
M–	SE[o.b] 

Daraus erhält man dank des Sates von Gelfand (vgl. KToRowITsdR und 
AKrLow [4: S. 243]), daB unter den Voraussetzungen von Satz 1 

Jim sup R ,8[K (s , . )11 .= 0	'für K € C[a, b12	 (3.6) 
M-00 8E[O,b]	 . 

gilt.  

'Folgerung: Sei Q,8 (M = M 1 + J112 , M1 € M2 € 42) genzaf3 (3.1) und (3:3) 
konstruiert, wobei Q, und f, , konvergent sind. Ween (3.2) gilt unter den Voraus-
setzungen von Satz 1 die Konvergènz (3.6) für jede Funktion K, die der Voraussetzung 
(V3) genügt, wenn mit M - co atch M 1 –* co und M2 - * oo ist. 

Zür Konstruktion spezieller 'angepaBter Quadraturen werden zwei Prinzipien 
herangezogen.	 •'-	 '	 ' 

3.1. Global angepaBte Quadraturen  

Bezeichnen (P,j,)M,€v, unci (PM,)M,Ev, zwei konvergenteFolgen von Interpolationen 
auf [0, 1]. Die global angepal3te Quadratur ist eine Produktintegration. deren er-
zeugende Interpolation aus Transfoimationen von PM , auf [a, C(s)] und von Pgf . auf 
[c(s), b] zusanimeñgesctzt ist.' Seien ã 1M , , âkMI € C[0, 1] die Ansatzfunktionen und 

€ [0, 1] die Stiitzstellen von P .41 , bzw. P. M.	j ^5 M und ' 1	k 
M2 ). Mit Ps,, Ufl(l M. werden die auf [a, c(s)] bzw. [c(s), b] transformierten 

/5
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Interpolationen Pm, bzw. P 1, bezeichnet . , unci es wird 
C(S) 

Q[g ] = f H(s, 1) P8,[g 1 } (t) dt,	g 1 E C[a, c(s)], 

	

a	
/	 0 

-	 b	 - 

	

,[g2] = f H(s, t) P f jg2 ] (t) dl,	92 E C[c(s), b], 

	

C(s)	 S 

und	 -	-	 - 

	

=	1[g1] +1,[g2],.	g E (a, b, c(s)),	 (3.8) 

gesetzt.. QM8 (M = M1 ± M21 M1 E dV 1 , M2 E -4'2) heiBt global angepaBte Quadratur 
und besitzt die Stützstellen	 S	 - 

tM(s)	 Ia.+ 1cs- a,	falls 1 ^ 5	M1, 39
c(s) +.L[b - c(s)],	falls M1 <j 

und die Gewichte 

w1M(s) = f H(s,t), aM(s, t) dl,	
0; 

wobei

	

(a 	
c(s)> a,t E[a,c(s)], 1	j	M1, 

a;M(s,t) = 4M, (t	8) 	c(s) <b, I E [c(s), b], M, <j	M, 

-- Osonst 

die Ansatzfunktionn der aus P und Pzusammengesetzten Interpolation 

	

Prjg i I (I),	falls t	[a, c(s)], 
PM [g] (I) 

= j	[g2] (t),	falls t E (c(s),b], 

für g E 6(a'6, c(s)) sind: 

Satz 2: Seien /-ür II und K die Voraussetzungen (V 1)—(V3) erfullt, und sei QM8 
eine global angepate Quad rat ur mit dem Fehler/unktional RM8 (M = M1 + M2, 
M1 € jV 1 , M2 E A'2 ). Wenn die zur Erzeugung verwendeten Interpolationen P und 
P (vgl. (3.7)-und (38)) kon.vergent sind, dain gilt die Konvergenz (3.6): 

	

•	

. urn	sup Il M8[K(5, •)]I = 0. 

	

•	 M,.M-.-oo s(Ia,bJ	 S 

Zum Beweis des Satzes werden die folgenden zwei Hilfssatze benot.igt: 

	

•	Lemma 2: ,S'ei d E [a, b], h € X(a, b, d), z1 0 > 0, a, r S C[—z1 0 , A 0] uñd (t, A) 

	

ta(LI) + -r(A), und seien die Bedingungen	 S 

(i) a(4),x(A)--.>.O/iLrA--±O, 
(ii) t-j_O(t,A)E[a,b]/itrt€[a,b]undL1€[L1o,Jo] 
er/ii2lt. Dann gilt die Konvergenzbeziehung  

lirn f I( + (t, A)) - h(t )I dt = 9	 S 

1-•0a	 -
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•	 0 

' Beweis: Da die Funkt,ion h der Masse X(a, b, d) angehort, existiert eine reelle 
Zahl a < 1, so dal3 die Funktjon z,. z(t) = h(t) Id - t, auf' dem Intervall [a, b] 
stetig ist. Damit 1st z auf [a, b] auch gIeichmaBig stetig. Es kann folgéndermaUen 
abgeschatzt werden:. 

b	 .	 b r	 r	z(t + 5(t, J))	z(t) 
•	 Jh(t -- 6(t, ,J)) - h (t)I dt = I.	 -

	
di 

•	J	-	•	 J Id—t—ô(t,4)	id — tI 
0.	

b 

sup I( + (t, ))I f {d - r(z1) - [1 + (1(4)] t i - Id T tj} dt 
t((a.bJ	.	 a 

: +	z(t+ (t,4)) - z(t).f Id - 11: 8 dl. 
t((abJ	 a 

Daraus folgt-dieAussage des Lemmas , l	 -	 0 

Lemma 3: Bei : C[O, 11 -* C1[O, 1] eine beschrãnkte Interpolation mit den Ansatz-
/unktionen at (1 ^, I :E^ 14, 'und seien a, fi € C[a, b] mit a :5: a(s)	fl(s)	l für ails 

- - s € [a, b]. Mit P8 wird die Transformation von P0 aüf [a(s), fl(s)] bezeichhet, und sei 
b	 I 

Q8[g] = f H(s, t) P8[g] (I) dt. Die Geivichtsfunktioñ H er/ülle die Voraussetzungen 

(Vi) und (\7 2).	
.S.. 

Dann existiert ems Funklion : [a, b] X [-4, 4] -+ R1 (4 > 0) mit lini x(s, 4) 
= O , /ür alIe s € [a, b], so dap /fir die Gewichte w1 (1 :E^ 1 :!z^ L) von Q" 

5,	 •	- 

•	 •.	 •^: w(s + 4) — wg(s)js^ 11P0]I c(s, 4)	 •	S 

gilt.* •	 ••	 •	 •	- 

Beweis: Für die Ansatzfunktionen a18 vbn P8 gilt 
/t—a(s)\	•	 S 

a13(t) 
= a1	

— a(s))' falls fl(s)> a(s),	
•,	

•	

S • • 0	 sonst 
fur t € [a(s), fl(s)] und i	1 SL. Foiglich haben die Gewichte von Q8 die Gesthit 

-	p(8)	 •	 5, 

S	 w,(s) 

= f H(s, 1) a,(t) dt	
S 

•	 "(8)	 •	
•	 S 

• •	

fl(s)— a(s)
b	

+ (t — a) fl(s_(s)).a,(b dl. — a) 

'Unter Verwendung der Beeichnüng w(, t) = a(s) + (t - a) fl(s) - a(s) kann	
• 

'folgendermaBen abgeschatzt werden:	 '	- a 

L 

•	E I'(s + 4) - wj(s)I 
1=1	 •	 S	 - 

	

fl(s + 4)—(s+4) H(s+ 4,w(s + 4 
1)) - fl(s)	H(5,W(5,t)) 

•' X 
(2	aj (t:) ) dl	Ji P0I1 c(s, 4)	

S -	

-	 ..	 S	

•	

•, 

4 Analysis Ed. 8, Heft 1 (1989)  

S	 -
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.5	

-S 

mit	 S	 S 

• x(s,A)	 S	

S	 - 

	

+	 i	H(s,w(st)) cit. 

Es bleibtlim (s, zl) = 0 für alle s E [a, b] zu zeigen. Es gilt 

Ms	

S	 S 

+ J-
	

± - 	fj H (s ± J, w(s + 4,t))Idt 

cc(s) f IH(s + 4, w(s + 4, t)) - L1(s, w(s, t))I cit.	(3.10) 

Sei a(s) P(s). Dann vcrschwindet der zweite Summand von (3.10), und mit Hilfe 
der linearen Variablentranformation t = w(s + 4, t) erhält man	 S 

•	 (s±Ll)	 b (s+Ll) 

x(S, 4)	f J H(8 +-4, t)J cit :5-, f H(s + zI, t)	H(s,t)I cit + f IH(s, x)I dr, 
(s+ 1)	.	 0	 "(8+ d) 

d. h., im Falle a(s) = fl(s) gilt x(s, 4) - 0 für 4 - 0.	
'	 S 

Sei a(s)< fl(s). Es existieren Zahien 4 0,s> 0, so daB fl(s + 4) - a(s + /1) ^ e, 
ml Falle 1 4 1	4 0 ist. Der erste Summand in (3.10) verschwindet für 4-*0, da a' 
und fi stetig siñd und	

S	 -	 S 

flij(s + 

•	
A,w(s+ 4,t))Idt fl(s-± 4 ) I:;+4)f H(s+4,t)Idt 

- ist. Den zweiten Summanclen in (3.10) kann man durch 

/ jH(s + 4,t$ - H(s,t)I cit + f H, t + ô(t, s 4)) - H(s, )I dt - 

•	abschätzen, wobèi	 -	 - 

- a(s + 4) fl(s) - a(s).fl(s +	+ 
[8(s + 4)— fl(s)] - [a(à + 4)— a(s)]	' 

''	-	fl(s)—a(s)	 fl(s)—a(s) 

•	für S E [a, b] ist. Dank Lemma 2 und (V2) verschwindet auch der zweite5Summañd 
•	von (3.10), so daB (lie Konvergenz x(s, 4) -*0 für 4 -*0 vollständig bewiesen ist I 

• 

Beweis von Satz 2: Wegen der Folgerung aus Satz 1 ist es hinreichend, die 
Beziehungen (3.4) und (3.5) zu zeigen. (Die Konvergenz der Quadratur Q/ für jedes 
S E [a, b] ist offensichtlich.) (3.5) folgt unmittelbar ais (3.9). Zum Beweis von (3.4) 
wird auf die Teilsummen aus den ersten M1 und den letzten M2 Summanden jeweils - 

•	Lemma 3 angewendet. iDanach existiren Funktionen c 1 und x2 , so daB 

M, 

•	E IwjM (s +4)'— w,(s)I	1lPi,1l  
•	 j=1	 -	 -	 •	 -. 

w/"(s + 4) - w,M (s)I
-
1l-dI ?C2(8 1 4) •	 S 

•	 j=M,+I 
	 -
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und	 .	.. 
urn x 1 (s, , zi)= urn x2 (s; LI) = 0	fir alle 8 ' E [a, b]	 - 

gilt.. Da (F) und (PM) konvergente Folgen sind, sind sie der Norm nach beschränkt. 
Daraus folgt (3.4) I,	 .	. 

3.2. Lokal angepaBte Quad.raturen . 

Sei P0 eine Interpolation auf dern Einheitsinterval [0, 1] mit den Ansatzfunktionen 
a 1 und den Stützstellen t, (1 :!E^ 1 :E^: 1,; 0 f,- t 1 ^ t2	;5 1),undseiena 
;5	•.•	U,," ^ b Elementarintervalizerlegungen von [a, b], m E 4t	N. 
Die Interpolation Pm, M = mL, mit den Ansatzfunktioiien	. 

-	It_u.m.\ 
M	at (

	- Urn)'	falls t E [u', u.1], 
aL11(t) =	u,..1 

0	 .	sonst	 .-

und den Stützstellen	- 
o	-	Of + 

U I = u tm + t 1(u 1 - u tm )	 I. .	 (3.11) - 
für 0 :!-, i :5: m - 1 und 1 -fz^ 1 < L heil3t iterierte Interpolation von P0 bezuglich 

Von MICKE [5] vurde beiesen, daB die beiden Bed' ngungen 
P0[]	9 ,	1,	 -	 (3.12) 
urn max (u" -' u 1 ) = 0	-	 (3.13) 
m-	1^im 

hinreichend und not ' endig für die Konvergenz von P m sind. 
Sei h E L1 (a, b). Die Quadratur QM[h ; . ]:C[a, b] - R1, 

Q[h; g] = fh(t) PM[g] (t) dl,	M = mL, 

hei8t iterier!e Quadratur der Interpolation P0 bezüglich {U1m}0 mit der Gewichts-
funktion I. Qm besitzt die Stutzstellen (3.11) und dieGewichtewf +1 (0 ^ i ^ m —1, 

•	1^l^-L),	,	 .	.	- 
uI. 

	

M	I 3.(\ M	 .

iL W,L+1	)	,, a^

b	 .

dt.
	(3.14) 

Lemma 4: Seien die iterierte luterpolalion M konvergeiu undO i1 i2 m - 1. 
Dann gelten für die Gewichte der ilerierten Quadratur mit der Gewichts/unklion, h E L1 (a, b) 
die Beziehungen 

i,,L	 ''' 
a) .	'	'	IlPoil I Ih(t)I dl, 

i=i 11

	

	 u," 
L 

b) lim	max Z I w7t+1I = 0. 
m-	0im-1 1=1	- 

4*
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Be NN- eis: Aus' (3. 14) ergibt sich für cue Gewichte eines Elementarintervalls die Ab-
•	schatzung

b 
U!n	fn 

, 
IwI111oII	f h (um + (t— a)b' ) dt 

-	 S	 - 

= IlPoll f Ih(t)I dt.

U. 

Aus ihr folgt die Behauptung a) undmit. (3.13) auch die Béhauptung b) I 
Mogen dieKernanteile K utid H die Voraussetung'en (V 1)—(V3) erfüllen. Jeder 

Zerlegung der Folge ({u1m}r.0), wird der Unstctigkeitspunkt c(s) hinzugefiigt, so\daB 
•	eine Folge s-abhangiger Elementarintervalizerlegungen entsteht. Sei im(5) derjenige 

•	Index, für den	c(s)	gilt, unci sei - 

	

( u'm ,	falls i'< i,(s), 
v im(s) = . c(s), .	falls i = I,(s), •	 (3.15) 

1	 tui,	falls  > 1m(5).	 •,. 

EM', M = (m + 1) L mit m E EAt, bezeichne die iterierte Interpolation von P0 be- 
ziiglich v11(s))7, s E [a, b]. Die entsprechende iterierte Quadratur mit dr Gewichts- 
funktion H(s, .),	 • 

Q8g]	H(s, t) Pm-[g] (t) dt,	g E (a, b, c(s)),	 (3.16) 

hei'Bt' lokal angepafite Quadrat-ur.' Die Anpassung der Stützstellen an die Unstetig-
keitstrajektorie	. 

t,(s) = v"(s) -- It - v Th (s)] [v(s) - V m(5)]	 (3.17) 

erfolgt lokal, d. Ii. n'ur auf dern Elernentarintervall [U(8 )_1, UL(8)I der Ausgangszer-
•	légung, das die Unstetigkeitsstelle enthalt. Demgegeniiber werden b'ei der global' an-

gepa Bten Quadratur, alle Stützstellentrajehtorien der Unstetigkeitstrajektorie an-
•	gepaBt, mit eventueller Aushahrne von t 1 1 und tiM.(vgl. (3.9)). 

Sat z 3: Die Interpolation P0 mit den Ansatz/unktionen a 1 und den Stützstéllen t1, 
1 -jz^ 1 !!^ L, er/üile (3.12),"und die Folge {u m}1 0 er/ulle (3.13). Die Kernanteile K undH 
rnogen den Voraussetzungen (V l)—(V3) genügen, und die Folge ({v1m(s)}r_^t) sei gemãfl 
(3.15) konstruiert.	 S	 •	 S 

Dann gilt /iir den Fehler RM8 der lokal angepafiten Quadratur QM8 die $eziehung (3.6):' 

urn sup IRM8[K(9, •)]I = 0.	 'S	 • 

M-00 80a.bJ	 S 

Beweis(indfret): Es wird agenommen daB	 • 

5	
''	 sup IRM8[K(s, •)]I = y > 0 

M-+c'sEIabJ	 .	S	 S 

ist. DA., es existieren eine unendliche Indexmenge ',V1	JVQ, eine Folge (5M)ME,V, 
•	[a, b] un'd ein Punkt s E [a, b], so daB sM - s*, und 

IRrEK(8M , •)]! ^-	für alle M E iV1 .	,	 (3.18)
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ist. Andererseits gilt die Abschatzung	 S 

IRM8M[.K(sM ,.)]I	R'[K(s, •)]I + R '[k (sM, )] _ R3[K(*, )]I . (3.19) 

Pa QM8 auch in tier Form (3.1) dargesteilt werden kann, folgt wegen (3.2) aus (3.12) 
und (3.13) die Konvergenzbeziehung 

urn R813*[K(s*, .)] = 0.	 (3.20) 

mm EIm(8* ), 1m(8M)]	und	i. = max [im (s*), im(8ij)}. 

Wegen der Beziehungen 

WI+,(SM) = wL(s*)	Ufl(1	1+,(sM) = tL+((s*),  

falls	- 1 oder i > 1 ist, und wegen tier Voraussetzung(V3) iätlt sich der 
zweite Summand von (3.19) folgendermaIlen abschätzen: 

IRM "[K(sM , .)) - RMS*[K(s*, )]I	 -	- 
I 

f IH(s, t) K(SM;t) - H(8 *,, 1) K(s*, )I dt	 .	S 

+	Z 1w imL, I(S* ) l I Ki(s, t	,(s)) — K i (s*, t	,(s*))I 

	

iOI1	 S 

+E	Iw$Lf1(8M) K(sM tj l(SM)) — wj + ,(s*) K(s* ti(s*))I 

-	+. ^: - ' w + ,(s*)I K2 (SM, tL^,(s*)) - K2 (8* , t+j(s* ) )I	S 

$tm+1 1—i
iL 

bI 

f H(8, t) K(s 1 t) — IJ(s* t) K(s* t)j dt 

+ sup flKI(SM, 1) — Ki(s* t)I + IK2 (s i , t) -. K2(s* t) I] E .,Iwflf  
£E(a.bl 

+ sup IK(s, t)I U81 ,	 . 

	

8.ELO.bJ	 S 

wobei	 S 

•	 i,,,	L 

UM =	[Iw+(s)l + w +j(s*)I] S	 S	 S 

ist. Wegen (1.3), tier Stetigkeit von K1 uncl K2 (vgi. (V3)) nud tier Beschränitheit 
•	 81 

der Foige der E wjM(s*)I = ]IQM8JI gilt	 S	 S 

lim J Rm8-[K(sM, .)] — RM8[K(s*, .)] = Ti UM. 
M—+oo	 M-00 S 

Dank Lenirna, uncl (115) erhait man die Ungleichungen 
VM 

i,	V.	•	 •	 S	 S	 • 

	

'Iw s(s8f)I	11 P0]I	 H(qAf, t)j dt  
-	

S	 v
m

 

	

S.	 .	 /
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•	und	 -	 S 

m	• 
L 

.. .^' w 1 (8	lIPoJI	f	H(s*,t)l dt,	 S 

s=t,.1 1=1	 0 

woraus die Absdhatzung 

b	 f	 VT (8 * ) 

UM	I1P0JI I IH(sM,t) - H(.s*, t)l dt + 4 max f IH(s*, t)l dt + 2 f IH(s*, t)I dt 
--	....S	 1if,-m uj4 	 v(8) 

folgt. Mit Hilfe von (3.15) kann man leicht zeigen, daB 
-	mm [c(s*), C(SM)]	v(s* :E^ A' (s*) ^ max [c(s*), C(SM*)] 

gilt, so daB die betrachtete Summe die Ungleichung 
l b	 U"	 C(SIM) 

UM ^ 11P011 f IH(SM , t) - H(,3*, t)I dt + 4 max f I H(s*, )I dt + 2 f IH(s*, e)I dt 
-	La	 c(a) 

erfüllt, voraus UM —0für M -. - und damit auch 

urn IRM8M[K(sM, .)1 - RM8[K(8*, )]I = 0	
S 

M—*c'o 

folgt. Die letzte Beziehung widerspricht gemeinsam mit (3.19) und (3.20) der An-.' 
nahme (3.18), svomit Satz 3 bewiesen ist I 

4. Approximation des Integialoperators	S -• • 

• Es wird nun Gleichung (1.1) betrachtet. Mit Hiffe von Nahe'rungsoperatoren XN: 
C[a, b]	C[a, b] der Form	 * 

S	
.	 5 

XN[Y] (s).= E Wi N(s) y(t,)	 .	 (4.1) 
•	 i=1	

S 

(N € 5iV1,, s E [a, b], W,-' € C[a, b], i/' € [a, b], 1 :E^ :E9 N) erhalt man für\(1.1) die -• 

S Naherungsgleichungen	 - 

•	 (I - XN) [y] = G, • N € 5iV,	•	 .(4.2) 

die mit Hille des K011okationsprinzips mit 1, (1 i N) als Kollokationspunkte 
iii die N-dimensionalen linearen aigebraischen Gleichungssysteme 

N	 S	 - 

YN(tkN) - E wi N(ikN ) y(11N) = G( k "),	k = 1, ..., N,	-	-	(4.3) 
i=1	 • 

für die Funktionswerte yN*(gil*). (1	i	N) tier Losungen yN * von (4.2) uberge-
führt werden. Die Naherungslosung y N * wird mit der Nystrorn-lnterpolierten	- 

IV 
S

	

	

YN*(8) =	W 1 N(s) YN*(t i ) ± G(s)	 - 

identifiziert. Aus der Literatur ist die folgende Aussage bekannt.
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Sat z 4: Die Gleichung (1.1) besitze èine eindeutige Losung	 -

1.Sei

urn j I(XN - X) E]Il = 0	/üralle y  C[a, b], 
N—	 -	 (44)

(XN)NESKP kollektiv kompakt - 

(d. h., die Abschlie/Jung der Menge {X N[y] I N E Xp, y E O[a, b], Ilyll 11 ist kom-
pakt). Dann existiert eine..Zahl N0 , so dap für alle N ^E!-N 0 , N E ,jV, die Gleichungen 
(4.2) eindeutige Losungen yN * besitzen, die gegen y' konvergiern (vgl. ATKINSON [2], 
ANSELONE [1], VAINIKKO [8]). 

2. Wenn die Nãherungsoperatoren XN die Gestalt (4.1) besitzen, sind für alle s E [a, b] 
die Beziehungen	

S	 - 

N 

urn !' W . '(8) y(i') == X[y] (s)	Vy E C[a, b], 

urn sup	W1(5 + zl) - W 1 N(s)I = 0	 - 

hinreichendund n,otwendig für die Bedingungen (4.4) (vgl. SLOAN'[71).	 S 

• Per folgende Satz, der von MIcKE und WIsoTzlu [6] bewiesen wurde, zeigt; in- 
wieweit Naherungsoperatoren auf der Basis von Quadraturen vom Zweifachinter-
polationstyp mit. global oder-. lokal angepaBter Quaciratur die Bedingungen von 
Satz 4 erfüllen. 

Sat z 5: Mogen die Kernanteile K und H die Vorau.ssetzungen- (V I)— (V 3) er/üllen. 
Seien /erner {QM8, s E [a, b]}, M € XQ , Quadratur/amilien, für derem Fehlerglieder 

•	RM8[g] = f H(s,t).g(t) dt	Q[9},	g € (a, b, c(s)), 
a 

die Beziehu-ng	 S 

urn sup IRM8[K(s, )]! =0 . 
M—'oo sE(a.bI 

gilt, falls K die Vorau.ssetzung (V3) er/üllt, und sei (PN)NEJVP eine Folge von Interpola-
tionen, mit stetiqen Ansatz/unktioném.	 -	- 

Dannexistiert eine Strategic M0 : iV -^ JVQ so dapfür jede Strategie M mit M(N) 
^ M(N) für alle N € JVp die Folge der Ndherungsoperatoren 

XN[y] (s) = Q(v) [K(s, .) ,[y]]'	y C[a, b],	 (4.6) 

kollektiv kompakt ist: 

•Die Aussage clieses Sátzes gilt dank Satz 2 und Satz 3, wenn QM8 eine lokal oder 
global angepaBte Quaciratur ist.	 - 

Für lokal angepaBte Qua draturen läBt sich Satz 5 verschärfen (vgl. MICKE uni 
WISOTZKI [6]). 

Sat z 6: Seien die Voraussetzungen von Satz 5 er/ütlt, und sei QM eine tokal ange-
páf3te Quadratur. Dann gelten für die Náherwngsoperatoren X, N € iV, mit (4.6) 
für eine beliebige 'Strategie M, die Konvergemzbeziehun gem (4.5).	 -
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Eine zu Satz 6 analoge Aussage für global angepaBte Quadraturen gilt nicht, wie 
ein Gegenbeispiel von MJCKE und WIsoTzxI [6] zeigt. 

Satz 5 garantiert nur die Existen',. einer Minimalstrategie. Da cliese im allgerpeinen 
nicht bekanntist, wird bei Anwendungen der besehriebenen Technik lokal ange-
paBten Quadraturen der Vorzug gegeben. 

Ein weiterer Vorteil lokal angepa8ter Quadraturen best .eht im geringen Aufwand. 
Der wesentliche Aufwand bei der Erstellung der Systemmatrix von (4.3) besteht in 
der Berechnung der Gewichte	 - 

w() K(, t M ( ikN )) jN(t,M(lk)),	1	i, k	N, 

wobei wM(s) nd t,M(s), 1 < j ;5 M, Gewicht.e bzw. Stützstellen der angépaBten Qua-
dratur QM sind. Währencl bei global angépaBten Quadraturen für jedes k im all-
gemeinen alle Gewichte wjM (ikN) und Stüt.zstellent,M ( lkN) ( miteventueller Ausnahme 
der Fälle j 1 und j = M) neu berechnet werden müssen, gilt für lokal angepaBte 
Quadraturen (1 < 1 :!9 L) 

M i N\	II jN	 I	M ( N\ - M jjN .	 - iL+L k I - iL+1 kIi	Ufl(	 k j - W L+, k+1 
wenn

i <mm [j n(k), m(t'+i)] - 1	oder	i > max [i,(1k), 1m(t+i)1 
ist (vgl. Abschnitt 3.2). 

Theoretisch ist es mitt beiden Anpassungsprinzipien moglich, Qualraturen beliebig 
hoher Konvergenzordnung zu konstruieren, wenn der Kernanteil K und die Losung 
von (1.1) entspreehenden Glattheitsanforderungen génügen. 
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