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Behandlung Fredholmscher Integralglenchungen mit'schwachen Smgularltaten
und Unstetlgkelten erster Art in den Kernfunktionen

C. WISOTZKI

Zur Losung "Fredholmscher, Integralgleichungen zweiter Art, deren Kérnfunktionen Un:
stetigkeiten erster Art entlang beliebiger stetiger Kurven und schwache Singularititen auf-
weisen, werden Quadraturen vom Zweifachinterpolationstyp mit angepaBter Produktintegra-
tion verwendet. Die mit Hilfe solcher Quadraturen unter Nutzung der zwei vorgeschlagenen
Anpassungsprmznpxen erstellten Folgen von Niherungsoperatoren sind kollektw kompakt,
d. h., si¢ liefern konvergente Niherungsverfahren.

Han pewieHHA MHTErpadbHHX -ypasHeHn#t dpenrorbma BTOporo poga sjepuble GyHRuUMHN

- KOTOPHIX WMEIT pPa3pbiBhl BROJL MIOOBIX “HENMPEPLIBHEIX KPUBRIX K cyiabbie ocobenuocty,

noTpelaAlTCA KBAagpaTypHLIE METOIH IBYXMHTEPMOJALMOHHOrO THHA C ANANTHBHLIM
MCTOAOM HHTErpMpoBaHna mo uacTAM. TaKiM METOROM VHTErpupoOBaHNA MPU IOMOLLM JBYX
PEKOMMEHAYeMbIX MPHHIMNA afaNTHPOBAHMA BO3HHKAOUINE MOCIEN0BATEILHOCTH NPUGJIH-
HEHHRIX ONEPATOPOB KOJJACKTHBHO KOMIMAKTHBI) T.€. OHI JAIOT CXORALLCA MeTox mpuii-
KCHHA. - -

to

Twnce interpolatory type quadrature formulas with adapted product mt,egra.t,lon have been

used for solving Fredholm intggral equations of the-second kind, where the kernel function -

has discontinuities of the first kind along any continuous curve and weak singularities. The
serics of approximation operators developed by means of such quadrature formulas with the
help of two recommended adaption pnnuples are collectwely compact i.e. t,hey give a con-

vergent approximation method s . . ot

1. Einleitung - I . -

N -

" Es werden Fredholmsche Integralglelchungen zweiter Art’ .

.

im Ba.nachraum C’[a b] der stetigen’ Funktionen auf dem endllchen Intervall {a, 6]
nit der Maximumnorm betrachteb Uber-die Kernanteile H und K wird folgendes
vorausgesetzt :- v . .

(V1) Es existieren d € C[a, b] und o« < 1, so daB {ur clle Funktion
Z(s,0) = His, ) ld(s) — tI*  (s,t € [a, b))
Z(s, € d[a b] fiirille s € [a, b] gilt. "+ :

(V2) lim f |H(s + A t) — H(s,t)|dt =0 fur'a.lles € [a, b]

.40 a

y— Xyl = , , o (11)
‘mit Integraloperatoren o
: \ D | '
Ky (s) = st ) K(s,t)yt)ydt, se [a, b _ g (172)
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(V3) Es existiéren ¢ € Cla, b] und K, K, € C[a, b, so daB

_ [ Bi(s,t), fallst < ¢fs), \
Kls, = {Kz(s, 1), fallst> c(s), . : _
_ gilt. ' - '
Aus diesen drei Voraussebzungen folgt die Bemehung

b . . :
lim [ |H(s + 4,¢) K(s + 4,0 — H(s, t) K(s,t)]dt =0  Vs¢l[a,b](13)

A—>Oa

~

und damlt die Kompakbhelt (les Integraloperators (1. 2)

Zur Approximation von Integraloperatoren (1.2) wurden von MICKE und WISOTZKI' '
[6] fiir den Fall beschrinkter unstetiger Kernfunktionen (d.h., H =1, und K ge-
.. niigt (V3)) Quadraturen vom Zweifachinterpolationstyp vorgeschlagen die auf einer
Kombination einer einfachen Quadratur, die der Unstetigkeit von K angepaBt wird,

" und reiner’ Interpolation beruhen. In der vorhegenden Arbeit wird die Technik der
- Quadratur vom Zweifachinterpolationstyp verwendet, wobei anstelle der angepaten
einfachen Quadratur eine an die Unstetigkeit von K angepaBite Produktintegration,
die die schwache Smgulantat von H beriicksichtigt, cingesetzt wird. ’

Beispiele fur ‘Integralglelc_hungcn mit Operatoren der Gestalt (1.2) sind Volterra-Integrai-

-. -gleichungen, deren Kernfunktionen schwache Singularititen aufweisen, und Gleichungen mit

schwach singuliren und Greenschen' Kernanteilen. Integraloperatoren. mit schwach singulé-
ren Kernen K,(s,t), die eine komplizicrte Gestalt besitzen und deren schwache Singularitdt
qualitativ bekannt ist (d. h., K(s, t)/L(s, t) erfillt (V3), L(s,t) = In |d(s). — ¢| oder L(s,?)
= |d(s) — t|* (0 < « < 1)), kénnen mit K(s, t) = Ky(s,t)/L(s, t) und H(s,t) = L(s, ) in dic
Form (1.2) gebracht ‘'und mit:der Technik der Quadratur vom Zwelfa(,hmterpolatlonstyp\
approximiert werden. (Solche Kernfunktionen kénnen hypergeometrische Funktionen sein, -
"die bei der Anwendung der Randmtegralmethodc auf Differentialgleichungen der mathemati-
sc¢hen Physik entstehen.)

Im Abschnitt 2 werden Quadraturen vom Zweifachinterpolationstyp emgefuhrb
Im Abschnitt 3 wird die Konstruktion der an die Unstetigkeitstrajektoric von K an-
gepaBten Familie von Quadraturen beschrieben. Es wird die gleichmiBige’ Konvcrgcnz '
" dieser Quadraturen bewiesen. Im Abschnitt 4 wird, bezugnehmend auf die Resultate
von MicxE und Wisorzki [6], gezeigt, daB mit Hilfe der Quadraturen vom Zweifach-
interpolationstyp kollektiv kompakte Folgen -von \Iaherungsoperatoren fir den
Operator (1 2) erzeugt werden konnen .

2. Qua?lraturen vom Zwcifachinterpolationsf;y;i
Sei k€ Lya,b) (Raum der auf [a,b] absolut ir;tegrierbaréxl Funktionen) und
. g€ Cla,b]. Es werden Quadraturen QMN[k; g; }: Cla, b] — R, der Gestalt

Y ~N' . .
, @Qualk; g; ﬁ\—gw"”h q f(t‘v), - S (@
(/VQ‘, Ne Np (Wo, Npc= N — -Menge der naturlxchen Zahlen), a <, N < LY
S ENY g b, mit den Fehlerfunl;tlonalen ‘

_' n/\a

-

sl g5 1) = | () g0 1) i — Qm[h on 2.2)
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betrachtet. Die Folge (Qyy) heiBt konvergent, wenn Ryy[h; g;f] =0 mit M, N - o0
fiir alle f € C[a, b] ist. Sei ferner C,fa, b] der Raum der auf [a, b] stiickweise stetigen
Funktionen. Es ‘bezeichnen. Py: Cla, b] - Cla,b], N € Np, und Py Cla, b]
— Cyla, b, M € Ny, Glieder konvergenter Folgen von Interpolationen mit den Ansatz-
funktionen - a@,¥ € C[a, b}, a € Cyla, b} und den Stiitzstellen ¥, ¢, a = LM < M
< - Sty < b,d. b, fiir ¢ € [a, b] st '

= Ty o - oM .
Pulf](t) = X a¥() f(&Y) und  Pyulf] () = Zlai‘"(t) 1),
=1 - 1=

und fiir die Fehleroperatoren Sy = I — Pyund Syy=1— PM geltéﬁ die Konver-
-genzbeziehungen . : : o

lim ||[Sy[f)ll = lim ||Su[f))l =0  fiir alle’f € Cla, b].
N—ooo ° M—o0 ' . N

- Sei weiter @, die Produktintegration mit der Gewichtsfunktion -k und der erzeugen- *
den Interpolation Py, d. h., fiir f € Cla, b ist " - . :

b M b !
Qulk; 11 = [ h(®) Pulf) () dt = X w(B) fie),  wp'h) = [ h(t) a(0) de. -
.oe j=1 o . .6 )
Die Quadratur
. - . - . b . . N ' . ' .‘
Qunlhs g; 1) = Qulhs gPlf)] = [ 5t) PulgPuA]@)dt, - - (23)

f € Cla, b), heiBt Quadratur vom Zweifachinterpolationstyp. Sie kahn mit den Ge-
. wichten e .

, M ‘
WM¥(h; g) = 3 w(h) g(t,™) a; ¥ (¢M) -
i=1 :

in der Gestalt (2.1) dargestellt werden. . . v . .

- Die folgenden Betrachtungen einiger Grenzfille zeigen, daf die Quadratur (2.3)
~sowohl als Verallgemeinerung (vgl. (2.6)) als auch als Naherung (vgl. (2.4) und (2.5))

der aus der Literatur (z. B. Davis und Rasivowrrz 3], Younc [9]) bekannten -

Produktintegration angese¢hen werden kann: S L

-Sei M fest. Durch den Grenziibergang N — oo geht die Quadratur (2.3) in die
Produktintegration mit der erzeugenden Interpolation Py und der Gewichtsfunktion
h fiir g*- f tiber, d. h. . . .

© Qualhi g3 f1:= lim Qualhs g5 /) = Qulhi g - /) .29
. Der Grellziibergang M — oo fiihrt bei fixiertem N die Quadratur (2.3) in die Pro- -

duktintegration mit der erzeugenden Interpolation Py und der. Gewichtsfunktion
k- giber: N ‘ ' : :

. : . b . N . .
Qualh; g3 1:= lim Qualhs g5 f].= [ ht) g(t) Pol/] (t) de. @y
. ‘M—o0 . : a ] c

. Wenn 'Py = Py Lagrange-Interpolationen’ sind, d. h. a}”(tf") = 0, 1 <ij =N,
dann gilt : o

b ' c . .
Quxlh; g 1= [ k(&) Pylg - f1(6) dt = Qualhi'g; f1. . (2.6)

-7
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I

Lemma 1: Sei b € Ly(a, b), g € C[a, b], und seien Py: Cla, b] — Cla, b], N € N p,
Py Cla, b] — Cyla, b), M € N, Glieder konvergenter Interpolationsfolgen. Mit den
Bezewhnungen ' .

Qulh; f1 = fh O Pull) () dt, * Ruglhs f] = f o) 10 dt — Qulh; ]

und § N= —I1—-P N gtlt fiir das Fehlerfunktional (2.2) der Quadratur vom Zwez/ach-
mterpolatwnstyp (2.3) die Abschdtzung

|RMN[h g; 1l < |Rulk; g - f]l + 1Qulk; g1l IS KA jar alle /e Cla, b],
d. h., Quy ist konvergent. . '
" Beweis: Die Aussage des Lemmas folgt aus der Abschdtzung .-

b : . L b o L
|Runl®; 95 111 < | [ K(t) g(t) f(2) —Lulg - 1) dt| + f,h(t) Pu[gSxl1)]) ()08

= [Rulh;g - /]| |Qm[k; gSMAY| B '

Lemma 1 zeigt neben der Konvergenz der Quadratur vom Zwelfachmterpolatxons-
typ die Mogllchkelt der Separierung der durch P, und durch Py erzeugten Fehler.
" Die Quadratur vom 7“elfaclnnterpolatlonstyp ist zweiparametrig (M und N).
Um ein spezielles, einparametriges Quadraturverfahren zu erhalten, ist M in Ab-
hiangigkeit von N (oder umgekehrt) vorzugeben d. h., der Parameter. M/ muB als
Abbildung von A, in #; gegeben sein. Eine solche Abblldung heiBt Strategie, falls
. ~M(N) — oo fiir N — oo gilt. Lemma 1 eréffnet die Moglichkeit einer adaptwen Stra- -
tegie, d. h., M wird bei gegebenem N so gewihlt, daf der durch Qa emgebrachte'
Fehler_in den Gesamtfehler eine germgere GroBenordnung besitzt als der Féhler,
~den Py embrmgt

3. ‘AngepaBte Qﬁadraturen v

FUICdE[a b] sei '

q(t), t <,

D), b >c fiir gewisse g, g5 € C[a, b]}’

(a,b C)m{gécla b): g(t) = {

und
' Jf(a b,d) = {h € Lya, b) 2 € Cla, b], 2(t) = h(t) [d—t|°furem¢x < 1.

Es sollen Quadraturen entwickelt werden, die fiir g € €(a, b, c) konverglercn d h

die sich an die Unstetlgkelt von g anpassen. Sei k € H(a, b, d). Mit Qu,, M, € JVl, .

und QM , M, e Ny(Ny, /9y = N) werden Produl\tmtegratlonen auf den Teil-
intervallen [a, c] und [¢, ] bezeichnet. Als angepaBte Quadratur firr g € 8(a, b, ¢)
. wird . \

Qulh; g] - Qb 0] + Qulhigel, M=, 4, . @,
gesetzt Offensxchbhch gllt o ’ " T
By flh; g) = ﬁﬂ!,[h 0]+ R h; 9203 o . (3.2

wobe1 R den Fehler von @ mit derselben Indxzuerung bezelchnot Das heilt, aus der
Konvergenz von QM, und Q folgt RM,+M,[h gl - 0 fir M,, M2 — oo.

;
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N '

Sei nun ¢ € Cla, b], und H geniige (V1) und (V2). Es wird eine Familie s- abhangl-
ger Quadraturen der Gestalt (3.1) bet,rachtet . ~ .

Qu'lel = Qu@lH(s, ) g}, ~ s.€le,b]. . (3.3)

Wenn die Quadraturen auf den Teilintervallen (4] M, un(l QM konvergent, sind, gdt_
. wegen (3.2) fiir alle s € [a, b] und g € 8(a, b, c(s)) die Konvergen/beﬂehung

, . \
N b

Jdim Ry Lanlg)l = 0, Ryflg) = f His, 1) glt) de —Q..u‘[fJ_]-
. MMy

Untér welchen Bedmgungen dlese Konvergenz glelchmaBng in s ist, ergibt snch aus
dem folgenden " - .

Satz 1 (MicKE und WISOTZhI [6]): Fir jedes M € JVQ set {QM ,8 € [a, b] eine Fa-
milie von Quadraturen mit den Gewichten w;™(s), den Stitzstellen t;M(s) (1 = j < JII ) und
: den Feklerfunktwnalen RM’ Aus den Bedmgungen :

i lm) Ryf9) = O Vs € [a,8), g € Cla, b],
\4<
(ii) ‘ lim sup Z [w;H(s + A) — w,M(s)l =0 Vs € [a,b], T (3.4)
. V400 Mewg j=1 : : N . :
(iii) lim sup ‘max |t~",‘(s + 4) — t,-”(s)l =0 . Vs€[ab] ' (3.5)

‘4—0 'H&/Vq 1Sj=M

g /olgt dze K on@ergenzbezzekung

lim suP |Rx*g)] = O /ur alle g 6 C[a b] i - .

M—o0 s€lad ]

D_aré,us erhalt man dank des Satzes von Gelfand (vgl. KANTOROWITSCH und

AgrLow [4: S. 243]), da unter den Voraussetzungen von Satz 1 B

" lim sup- ]Rb,’[K(s )]| —0 fiir K € C[a, bJ? . L. (3.6)

Mo sclab] - : s S
3

gllt

Folgerung Sei QM (M M, + M,, M € JV,, M2 € N,) gemdf (3 1) und (3 3)
konstruiert, wobei Q a1, uUnd QM, konvergent smd Wegen (3.2) gilt unter den Voraus-
‘setzungen von Satz 1 die Konvergenz (3.6) fiir jede Funktion K, die der Vorau.ssetzung

- (V3) genigt, wenn mzt M — co auch M, — oo und M, — 00 tst.

- Zur Konstruktxon spezieller angepaBter Quadraturen werden zwei Prmznplen
herangezogen. . S -

3.1. Global anwcpaﬂtc Quadmturen

Bezeichnen (Py,),ex, und (PM.)M‘M/. zwel konvelgente Folgen von Interpolatxonen
auf [0, 1]. Die global angepalte Quadratur ist eine Produktintegration, deren er-
zeugende Interpolation aus Transformationen von P, auf [«, ¢(s)] und von P,,, auf”
[c(s), b] zusammengesetzt ist.” Seien a@;*:, 4, € C,[0, 1] die Ansatzfunktionen und
[M 1M € [0,1] die Stiitzstellen von P, bzw. PM. (1=7= M, und " 1 =k
f SM2) Mit P,‘,l und P,,,. werden die auf [a, ¢(s)] bzw. [c(s), b] transformierten

)
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Inte_rpola,tiori,en Py, baw. Py, bezeichnet, und es wird :

c(s)
Q3o = f H(s, t) M,[QI] (¢)dt, 91/6 C[a,' c¢(s)], S
‘ (3.7)

Ol = f H(s,1) PM.[gel Odt, _ g€ Cle(s), b,
) c(s) B
und - ‘. : T )
. Qi e,[9] = QY [91] +'Q)'u.[92],. g€ g(“ b,c(s)), Voo (38 -
’ gesetzt Qu® (M =M, + M,, M, € JV,, M, € </V2) helﬁb global angepaBte Quadratur
und besitzt die St,utzstellen . ‘ .
."tM() a+tM[c(s)—a], féllslSj'SMl, 3.9
ofs) + 1y (b —ce)],  falls M, <j <, 69
und dieﬂGewxchte
. b L
w‘,»M(s) =fH(s,t), a;M(s, t) dt
wobei "~ - ’ ) ,
N {M. _L_'a_ ‘ ] . ] < : | .
o () @ ettt sis M,
aM(s,t) = c(s)

M (2—:@) o(s) < byt € [ols), b1, My <f < M,
: - -0 " sonst ‘ '
die Ansatzfunktionén der aus P4, und P3,; zusammengesetzten Interpolation
Py lg) (1), falls t € [a, e(s)),
Py fga] (), fallst e (c(s),'b],
fir g € Z’(a,b_ c(s)) sind: R : : -

Satz2: Seien /ur H und K die Voraussetzungen (V1)— (V‘3 erfiillt, und set Qp®
eine global angepafte Quadratur mit dem Fehlerfunktional Ry* (M = M, + M,,
M, \ € Ny, My € N,). Wenn die zur Erzeugung verwendeten Interpolationen P3;, und .

4, (vgl. (3.7)-und (3, 8)) konvergent stnd, dann gzlt die Kovwergenz (3.6): - .

Pm’[g] () = {

lim  sup |Ryf[K(s, )] = 0. \
M, M,—»oo 8€(a,b) :

Zum Beweis des Satzes werden die folgenden zwei Hllfssatle benotigt:

‘N

Lemma 2: Sei d € [a,b), b€ Jla, b, d), 4o >0, 0,7 € Cl—do, Ao) und 8(t, 4)
= to(4) 4 ©(4), und seien die Bedingungen : : )

() a(4), ©(4) = 0 fir 4 -0, ' ' \ o ‘ .

(i1) t+6tA)E[a,b]/urte[a,b]undAE[ —A4,, 0] ‘

Er/ullt Dann gzlt die Konvergenzbeziehung
lim f|h(t+6(t 4 ) — R(t)| dt = 0.

A%O a
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\ o

‘Beweis: Da die Funktion & der Klasse ¥(a, b, d) angehort existiert eine reelle
Zahl « <1, so daB die Funktion z, 2(t) = h(t) |d — ¢t|°, auf-dem Intervall [a, b]

stetig ist. Damit ist z auf [a b} auch gleichmiBig stetlg Es kann folgendermaBen » o

a,bgeschatzb werden:

b s
fl"' +6(tA)—h(t|dt f z(t+6(t a) " 2

|d — t—é(t ) | — g

< sup [t + (e, A))U |d— (4) — [1 + a(A)]t |-a |d — t]=} gt

telab)
"+ sup lz (¢ + (e, A)) — z(t)lf |d - t|‘° dt.
tela.b) - A
Dataus folgt die-Aussage des Lemmas I g E y

Lemma 3: Ses P,: C[0, 1] - C',[O 1] etne. beschmnkte Interpolatzon mit den Ansatz-
funktionen a; (1 <1 < L), und seien «, f € Cla,b] mit a < x(s) < B(s) < b fiir alle
s € [a, b] Mit P* wird die Tmns/ormatwn von Po auf [«(s), B(s)] bezezchnet und ser

Q"[g] f H(s, t) Pe[g] (t) dt. Die Geunchtsfunktwn H erfille die Voraussetzungen

(V1) und (V2). '
Dann existiert eine Funktzon %:a, b]x[ A, 45) = R, (dg > 0) mit lim x(s A)‘

= 0 fir alle s € [a, b], so dap fir die Gewichte w, (1 =l L) von Q“ 4—0
o lel<s+ 4) — WSS 1Pl x(s, 4). P R
gult. R N ‘

Beweis: Fiir die Ansatzfunktionen a von P? gilt ‘

: 4 — a(s) ) . X -
aj|=———, falls B(s) > «(s),
oty = | (7= pe) = el
. 0 sonst ’ . .
fiirt € [oc(s) ﬂ(s)] und 1 £1 £, L. Folghch haben die Gewichte von Q’ (lle Gestalt
. B8(3) . \ ’ .

wy(s) = f H(s, t) a,‘(t) dt.

a(s)

oL b . . y :
’ . Bls) — «x(s) N B(s) — «(s) t—a
\ T T b~a .H(s""_(sH(t_“.) b—a )“(b— )d‘ .

‘ t

‘Unter ' Vemendung der Bezecichnung (s, t) = zx(sl) + (¢t —a) ,/3(8)—“(8)

'folgendermaBen abgeschitzt werden !

kann

i

Z wa(S + 4) —wis)] A .
b ’ . . . -

f S+Ab::(8+A)H(s+A,w(S+A,¢))—,3(S_Z:6‘w_)H(’zU(s t))}
Cx (Z

273
i=1 b—a
{

4 Analysis Bd. 8, Heft 1 (1989)

) dt < |IPy) (s, 4)

\
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N

Blo+ &) = oo + 4)

b—a

b

-]

Es bleibt lim x(s, A) - 0 fiir alle s € [a, b] zu zeigen. Es gilt

4—0

(s,—{— A, w(s + Zl,t)) — &%—:——z@ H(s, w(s, t)) dt.

- - . .

e | 7 R - ) b - - 4o .
e d) < Bls + A) — B(s) — [@(ﬁ + A)’— a(?)] le(s Ayl + 4, )|

b—a

’ L

(

b . ) ) v
+,3(%:_:(_s) f |H(s + 4, w(s + 4,) = H(s, wis, )] de. " (3.10)

Sei «(s):= B(s). Dann vers¢hwinde€ der zweite Summand von (3.10), und mit Hilfe
der linearen Varigblentranéformation T = w(s + 4,t) erhdlt man

o . Bt ;b e o Bls+4)
(s, 4) = [ |H(s +-4,7)dv S [ |His + 4,7) = Hs, v)lde + [ |H(s, )l dr,
' a(s+4) . a . T o A

a(s+4)

d. h., im Falle «(s) = B(s) gilt =(s, 4) — 0 fiir 4 —0. ° S
., Sei «(s) < B(s). Es existieren Zahlen 4,, £€>0,s0daB B(s + 4) —«ls +4) = ¢

im Falle |4| < 4, ist. Der erste Summand in (3.10) verschwindet fiir 4= 0, da o«
und g stetig sind und o . - o

coe b o : b . .
- o . b—a - : -
o le(s -+ A,w(s—rA,t))|dt§ﬂ(s~+_.A);A(S+A)le(s—}iA,t)[dt _

- ist. Den zweiten Summ@nden in (3.10) kann man durch
b , C b. S :
[ H(s + 4,6 — His, o dt + [ [His,t + 8,5, 4)) ~ Hls, 8) dt

a

abschitzen, wobei

-~

(s + 2) Ble) ~ (o) Bls +A) , , [Blo+ 4) = Bl9)) ~ [6 + 4) — o(ef]
FG) — (o) T R — )

fiir s € [a, b] ist. Dank Lemma 2 und (V2) verschwindet auch der zweite 'Summand -
~ von (3.10), so daB die Konvergenz x(s, 4) — 0 fiir 4 — 0 vollstindig bewiesen ist B

5, s, A) =

"Beweis von Satz 2: Wegen der Folgerung aus Satz 1 ist es hinreichend, die
Beziehungen (3.4) und (3.5) zu zeigen. (Die Konvergenz der Quadratur @a® fur jedes
s € [a, b] ist offensichtlich.) (3.5) folgt unmittelbar aus (3.9). Zum Beweis von (3.4)
wird auf die Teilsummen aus den ersten M, und den letzten M, Summanden jeweils ~
Lemma 3 angewendet. Danach existieren Funktionen x, und z,, so dal ‘

o S o
ﬁz\jl lwM(s + 4)'— w(s)] = [|Pu,] 2(s; 4),

i= =

MM, o ] ' ' -
5 (s + 4) — wM(s)] < [Pall xals, 4)

j=M+1

o
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"ur,ld ‘_ L
lim #1(8,, A)r= lim xy(s, 4) = 0 fiir alle s € [a, b)
_)o
gilt. Da (Pj,) und (PM,) konvergente Folgen sind, s1nd Sle der Norm nach beschrankt
"~ Daraus folgt (3.4) '
!

/

3.2. Lokal angepalte Quadraturen

Sei P, eine Interpolation auf dem Einheitsinterval [0 1] mit den Ansatzfunktionen
a; und den Stiitzstellen t, (1 <1 < L;0 =4, < ¢y, < .- =t £ 1),undseiena < A
SuymS - ZSum<h Elementarmt,ervall/erlegungen von [a,b], m €M N.
-Die Interpolatlon Py, M = mL, mit den Ansat/funl\tuonen

t — u;

o\ falls ¢ € [u,™, u™,],
a’%+[(t) =1" (u."ll — u,-"') ‘ [ i %]

0 : . sonst

- und den St,iit,istellen .

o= w4 Gullty — 6" ' o (3.11)

fur O ) S m—1 und 1 =<1 < L heiBt iterierte Interpolatwn von P, bezuglwh
{u;m}o. Von MickE [5] wurde bewiesen, daB die beiden Bedingungen
. ) .

Plg)=3, g§=1, : ' L (3.12)
lim  max (@™ —ul )==0 . , (3.13) .
m->c0 1Sigm ) ’ . :
hinreichend und notw endlg fiir die Konvergen/ von Py smd
Sei k € L,(a, b). Die Quadratur Qulk; -):. C,,[a b] — R,,
b /

Qulh; 9] = JHO Pulg) () dt, M = mL, R

'helﬁt iterierte Quadratur der Interpolatzon P, bezuglzch {u; }fﬂ,o mit der -Gewichts-
funktion k. @, besitzt die Stiitzstellen (3. 11) und die Gewwhte wh,,0Zism -—ll
1s1<1), !

uy -

wlLH = f h t) alLH(t) de

u™

[N

AN

-

. . o b ' L
s . u}"ﬂ -_ u;"' " :+1 _ uim t—
. = — — .14
. = f ( -{—(t a) — @ b— dt (31)
. ‘a L ~ L
: N : :
Lemma 4: Seien die iterierte Interpolatwn Py konvergentund0 <4, < i, <m — 1.

Dann gelten fiir die Gewichte der iterierten Quadratur mit der Gewzchts/unktzon h € Ly(a,b) -
die Bezzehungen

. . ’ S
a) . 2 Z [wil ol = [1Pofl f [R(2)] d‘
: i=i, =1 ul? . . . '
b)’ lim max Z [wiy il = 0.
m—»o0 Oélém 1 = L -

4%
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-

N . + . . .
Beweis: Aus (‘3 14) erglbt sich fiir die Gewichte eines Elementarintervalls die Ab-
scha.t/ung

i

2 HiR 1|S“P01| ‘H_ fl ( m+(t— ) 'H— )ld‘ -

©oul : . a J
IIPoII f IR(e)} dt.
- Aus ihr folgt die Behauptung a) und mit. (3.13) auch die Behauptuug b) &

 Mogen ‘die’ Kernanteile K und H die Vorausset/ungen (Vl)—(V3) erfullen Jeder
7er]egung der Folge ({u;™,). wird der Unstetigkeitspunkt c(s) hinzugefiigt, so\daB
eine Folge s-abhingiger Elementarmtervalller]egungen entsteht. Sei i,(s) derjemgev
Indcx fir den ug,)—1 =:¢(s) )= % i) BilE, und sel

u,"", falls - < tn(s), _ . .
o) =q0s), . falls i =i,(s), . . ' (3.15) ,
o ur,, o fallsg > i,(s). ) o

1

7 _ : . _ :
Py, M = (m + 1) L mit m € J, bezeichne' die iterierte. Interpolation von P, be- )
ziiglich {v;™(s)}{Lo!, s € [a, b]. Dle entsprechende iterierte Quadratur mit der Ge“ ichts-

funktion H(s, -), .

v

. QMa[‘g] f His,t) Pyllg) 0 dt, g€ 8(a,b,c(0), L (3.18)

heiBt’ lokal angepaﬁte Quadratur Dle Anpassung der Stutzstellen an die’ Unstetlg-
keitstrajektorie

'\ HLvls) = v "'( 8) + [t — vi™(s)] [vl’ix(S) - v""( )] , BINERT)

erfolgt lokal, d. h. nur auf dem Elementarmtervall [%f s1—1, Utna] der Ausgangszer-
légung, das die Ungstetigkeitsstelle enthilt. Demgegeniiber werden ‘bei der global an-
gepaften_ Quadratur alle Stiitzstellentrajektorien der Unstetigkeitstrajektorie an-
gepaBt, mit eventueller Ausnahme von 4, und ¢x™-(vgl. (3. 9))

Satz 3: Die Interpolanon Py, mit den Ansatzfunktwnen a; und den Stiitzstéllen t,,w
1 €1 < L, erfiille (3.12),und die Folge {u;"}7, erfiille (3.13). Die Kemantezle Kund H -

~* mdgen den Voraussetzungen (V1)—(V 3) genigen, und die Folge (f )}.":-T)l) set gemdfs

(3 15) konstruiert. N
" Dann gilt /ur den Fehler R M’ der lokal angepaﬂten Quadratur Qu* dze Bezzehung (3.6):"

lim sup lRM‘[K(s, I = 0.

M——»oo s€la.b)

Bewels (indirekt): .‘ Es wird angenommen; daB

. Tim. sup |Ru[K(s, )]l =7 >0
M—o0 s€lab] '
ist. I‘).‘h‘, es existieren eine unendliche Indexmenge ¥, <= g, eine Folge (sm)men, '
— [a, b] und ein Punkt s* € [a, b], so daB sy — s* und

RWIK (s, )| = A fiiralle M € A, | | (3.18)
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ist. Andererseits gilt die Abschatzung - : .
- Bt K( sus | = | Ru®(K(s*, | + |R[K(sw, )] — BHLK(s*, )]l (3.19) '

Da @j® auch in der Form (3.1) dargestellt werden Kann, folgt wegen (3.2) aus (‘3 12) .
und (3. 1‘3) die Konvergenzbeziehung

lim Ry[K(s*, )] =0. | , (320
Moo . . .
Sei ‘ . . .o .
m = mi.n [im(‘g*), im(sM)] * ‘und . .im = max [im(s*)s im(sw)]

Wegen der Béziehungen

,

wil+i(sm) = w:‘ll,u(s*) und _ t?ll,+l(3M) =t} ils¥), 1l

falls i < i, — 1 oder 7 > 1, ist, und wegen der Voraussetzung (V3) 148t sich der
_zweite Summand von (3.19) folgendermaBen abschétzen: . .

S |RM"‘"[K(SM, )1 — RM*"[K(S* N

\

b
f|H(s,,,, l)K Smrt) — H(s* t) K(s*, t)| dt

Cim—2 N o o :
. + Z Z lL-+-l )I IKI (‘SAW) tf‘[’,-& l(s*)) e K] (S*,l t:‘,{“(s*))] . o .I
. i=0 i=1 . . . . .
kY X Tm L . . ) ) R )
: + 2 X Iw.bli, ri(Sar) K(SM»‘t:"II,-‘rI(SM)) — wf (s*) K(s*, t}] u(s*))l
NMi=t,—1 =1 : ; . EEN .
l m L ) ’ o . ~ : .
+ XX |w,1{+,(s*)| |K2(3M> t;"IIJH(S*)) Kz(s A 3*))|
i=tn+1 I=1

- bt
é f SM’ 'SM; t) - /}1(8*’ t)VK(S*: t)l dt

’
-

+tS[UIZ] [1K, SMJ) — K,(s% ‘)l + qu( $a, ) — Ko S* 0l (Z [w M( 3*)|)
p .
+ sup |K(s, )| UM: . L
: s.tela.b] : , ) : .
wobei .
. tm L ) N
Um= 2—1 Z [lwil+ilsan) + ]w'“l(s*)” o . '

ist. Wegen (1. ‘3), der Stetlgkeﬂ, von K, und K, (vgl. (V3)) und der Beschré}nlitheit 2
der Folge der Z’ |wM(s*)| = IIQM’]] gilt ' ; ’

‘

Iim |Ry®»[K(sy, - )] — M“[K(s*, N = lim UM.

M—o00

Dank Lemma A und (3.15) ‘erhilt mian die Unglelchungen A

im ' S +1“’ } .
2. 2 |w|L+l sm)l < |1Poll f |H(sp,t)] dt : .
i=in—1 =1 . m e . :
. vim_l(a ) :
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und - . _ : ' ) ' h S S
- - . v- _H(a )
Z E lwlels*) S 1Pl [ |H(s*, t)I dt,
1=fpm—1 = 1 . m ’
. m A ) v!:m_l(s‘)

woraus die Abschitzung o . o

o f ) of (8%

Uy < Pl [ | Hsws ) — (s* )] dt + 4 max f |H(s*, 1) dt+2 f \H(s* 0l diy

- la o T lgtSm "ml m e

folgt. Mit H'ilfe von (3.15) kann man leicht 7eigen daB
_ min [¢(s*), c(sy)] = vy (s*) < of (s*) < max [c(s*), c(sp®)]

gﬂt, so daB die betrachtete Suml_ne die Unglelchung

b ‘ ug™ c(.fM) ‘
Uy §11P01|{f|H(sM, t) — H(s* t)]dt +4max [ [H(s*t)|dt+ 2| [ |H(s* t)| dt }
. a . 1SisSm- up : c(8®)

!

_effiillt, woraus U — 0.fiir M — oo und damlt auch

lim IRM’M[K(SM, 3] — RM8°[K(s* )][ =0

M—»oo

: folgt Die ]et7te Beziehung widerspricht gemeinsam mit (3. 19) und (3.20) der An- ,

nahme (3.18), womit Satz 3 bewiesen ist 1 o

4. Approxima.tion des Integraloperators -~ - . o

- Es wird nun Glexchung (1.1) betrachtet. Mit Hllfe von Naherungsoperatoren HKn:
COla,b] — C[a b] der Form

Rl 0= 5 WU B )

(N € Np, s €[a,b], W¥ € Cla,b), t,¥ € [a, b 1=si< N) erhilt man fiir (1.1) d1e L
, Naherungsglelchungen :

(I—X)g]l=6, Neop, o ey

'dle mit Hilfe des Kollokationsprinzips mit ;¥ (1 < i< N)als Kollokatlonspunkte

"if die N- dlmensmnalen linearen algebralschen GIelchungssysteme

tw)—zww)y(iﬂ)—a(w)‘, kél,...,N,' Lo a3y

o §=1

fiir die Funktionswerte yy*(f;¥). (1 £ i < N) der Losungen yy* von (4.2) iiberge-

fiithrt werden. Die Né‘.herungslosung yn* wn'd nit der Nystrom-Interpolierten

yw*(s) = ZW y~*(t~>+0<s> S

identifiziert. Aus der Literatur ist die folgende Aussage bekannt,
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Satz 4: Die Gleichung (1.1) besitze eine eindeutige Lb'sﬂng y|*. ‘ ) _
 lim ¥y — Ky =0  firalley € Cla, b, ‘

S N o ; - . (4.4)
(K n)wew , kollektiv kompakt , ' . -

(d. k., die Abschliefung der Menge {¥x[y) | N € Np, y € Cla, b), |yl < 1} ist kom-
pakt). Dann existiert eine.Zahl Ny, so dap fir alle N =-No, N € N p, die Gleichungen
(4.2) eindeutige Losungen yy* besitzen, die gegen y* konvergierén (vgl. ATKINSON 2],
ANSELONE [1], VaINIKKO [8]). .

2. Wenn die Naherungsoperatoren Ky die Gestalt (4.1) besitzen, sind fiir alle s € {a, b
die Beziehungen B » g - ,

lim 3 W) yi¥) = Kl (s) Yy € Cla, b, o
N—oo =1
_ . S (45)

N . v
lim sup X |W¥(s+ 4)— WHs)| =0

. 40 NeN pi=1
hg_lnreichendﬁnd ﬁ/otwendz’g fiir die Bedingungen (4.4) (vgl. SLoan{7]).

‘Der folgende Satz, der von Micke und WisoTzk1 [6] bewiesen wurde, zeigt; in-
wieweit Naherungsoperatoren auf der Basis von Quadraturen vom Zweifachinter-
polationstyp mit. global oder-lokal angepaBter Quadratur die Bedingungen von
Satz 4 erfiillen. ° ' ’ : N

Satz 5: Mi)'geﬂ die Kernanteile K jund H die Vorqussetzunge;z (V1)—(V3) erfiillen.
Seien ferner {Qu®, s € [a, b]}, M € N o, Quadraturfamilien, fiir deren Fehlerglieder

i b ’ .
Ryflg] = [ His;tyg(t) dt — Qu'lgl, g € Ela, b, c(s)),

a

\ !

die Beziehung i
"7 lim sup |Ry’(K(s, )l =0 .
M—oo s€la.b] . . E

gilt, falls K die Voraussetéung (V3) erfiillt, und sei (Py)xen, eine Folge von Interpola- '
‘tionen mit stetigen Ansatzfunktionén. ' ) - 0
.Dann’existiert eine Strategie My: Np — N g, so dap fir jede Strategie M mit M(N)
= M(N) fiir alle N € Np die Folge der Ndherungsoperatoren

*

7 M) (0) = Qo [K(s, ) Palyl],  yE Cla,b), O 46)
kollektiv kompakt ist.

Die Aussage -dieses Sdtzes gilt dank Satz 2 und Satz 3, wenn @Qu* eine lokal oder
global angepafite Quadratur ist. ' T :

Fiir lokal angepaBte Quadraturen ldBt sich Satz 5 verschirfen (vgl. Micke und
WisorzkKI [6]). - ’ : ‘ ‘

Satz 6: Seien die Voraussetéungen von Satz 5 erfillt, und sei Qp® eine lokal .ange-
papte Quadratur. Dann gelten fiir die Naherungsoperatoren Ky, N € Np, mit (4.6)
fiir eine beliebige Strategie M, die Konvergenzbeziehungen (4.5).. .
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)

Eme zu Satz 6 analoge Aussage fiir global angepaBte Quadraturen g)lt nicht, wie
ein Gegenbeispiel von MICKE und Wisorzk1 [6] zeigt.

Satz 5 garantiert nur die Existenz einer Minimalstrategie. Da diese im allgememen
nicht bekannt -ist, wird bei Anwendungen der beschriebenen Technik lokal ange-
- paBten Quadraturen der Vorzug gegeben.

Ein weiterer Vorteil lokal angepaBter Quadraturen besteht im geringen Aufwand.
Der wesentliche Aufwand bei der Erstellung der Systemmatrix von (4.3) besteht in
der Berechnung der Gew1chte

'Wi.”-m(ik”) = Z wiM(ikN) K(~, 5iM(ikN)) a;(t _34(3;@1)) ) 1<4,k< N,

wobei w;¥(s) und ¢ “‘(s), 1 <3 < M,Gewichte bzw. Stut7stellen der angepaBten Qua-
dratur QM sind. Wahren(l bei global angepaBten Quadraturen fiir jedes k im all-
gemeinen alle Gewichte w (i) und Stiitzstellent#(#,¥) (mit.eventueller Ausnahme

-der Fiélle j = 1 und § = M) neu berechnet werden miissen, gilt fiir lokal angepa8te
Quadlaturen 11D : .

OB = L @) und  w}, @GN = wil, (@),
wenn , , : : :
t < min [in(t7), i(t,,)] — 1 oder ¢ = max [ta(6Y), taltdy)]

ist (vgl. Abschnitt 3.2).

Theoretisch ist es mit beiden Anpassungsprinzipien méglich, Quadraturen beliebig . - -

hoher Konvergenzordnung zu konstruieren, wenn der Kernanteil K und.die Losung
von (1.1) entsprechenden Glattheltsanforderungen geniigeén.
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