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"Ein Gltterpunktproblem in der hyperbollschen Ebene

T Mu.’rr\'

Es wird ein Gitterpunktproblem in der hyperbolischen Ebene, auf der eine Fuchssche Gruppe
erster Art wirkt, betrachtet. Dabei wird das asymptotlsche Verhalten der Funktion A{¢, z, 2')
fiir ¢ - oo untersucht, die die Anzahl der zu z’ a.quwalcnten Punkte im Kreis um z mit dem
Radius ¢ bestimmt. AuBer den Hauptgliedern wird eine Abschitzung des Restglledes nach oben
angegeben, wodurch frithere Resultate verschirft werden. Als wichtigstes Instrument dient die
Mittelwertmethode, die auf einer Funktionalgleichung zwischen A(¢, 2, z’) und der ltcncrten
Gitterpunktfunktion beruht .

PaccmatpuBaerca npobiema cetok B mnepﬁonuqecxoﬁ ILITOCKOCTH Ha KoTopoft nmeificteyer
. ®ykcosa rpynna nepsoro pona. [pu aToM UCCIENyeTCA aCHMNTOTHYECKOE noBefeHue GPyHx-
M A(t, 2, 2') Opu ¢ > oo 3agaouell YHCI0 IKBUBAIEHTHHX K 2z’ TOYEK B Kpyre ¢ LEHTPOM B
z ¥ paauycom ¢. Kpome ryiaBHBIX 4jleHOB AAETCA OLIEHKA OCTATOYHOIO YJleHa CBEpPXY yJy4qula-
IOIAA TIpesKHUe peayJsibTaThi. ['JIABHHIM HHCTPYMEHTOM: CYHIMT METOJ CpedHbX 6Gasupyio-
unitca Ha PyHKUMOHAILHOM ypaBuenuu memny A, z, z°) H'UTEPHPOBaHHOMN pyHKIMell ceToK.

A lattice point problem in hyperbolic plane on which acts a Fuchsian group of the first kind is
considered. In this connection the asymptotic behaviour at't — co of the function A(t, z, z’)
giving the number of z’-equivalent points in the circle around z with radius ¢ is investigated.
Besides the main terms there’'is given an estimation of the remaining part improving previous
‘results. As & most important instrument there serves the mean value method based on a func-
tional equation between A(¢, z, 2’) and the iterated lattice point function.

1. Einleitung

In der Poincaré-Halbebene H bewirkt jedes Element g ¢ G = SL(2, R), aufgefalBit
als Mobius-Transformation, eine isometrische Abbildung. Sei I' = @ eine Fuchssche ,
Gruppe erster Art, also eine diskontinuierliche Untergruppe von G mit u({) < oo,
wobei & ein Fundamentalbereich von I und x4 das G-invariante MaB von H ist. § be-
steht aus einem relativ kompakten Teil &, und einer endlichen Anzahl parabolischer
Spitzen (cusps) F. (x = 1, ...,n), die (bez. G) konformaquwaler\t zum Halbstreifen
Fo={z,y) e H| —1/2 S z S 1/2,y = a} sind, a >0 geeignet gewahlt Ein
Beispiel fiir I" ist die Modulgruppe SL(2, Z) mlt nur einer Spltae '
In dieser Arbeit soll nun dxe Funktion

A(t, z,z)—_Z 1 ° (teR;z2 € H) : ‘ (1.1)
o(zylezl;)« . - :

untersucht werden, wobei p die Abstandsfunktion in H bezeichnet. Dabei werden so-
wohl die Hauptglieder der asymptotischen Entwicklung bei ¢t — oo als auch Ab-
schitzungen' des Restgliedes nach oben angegeben. A(t, z,2’) bedeutet geometrisch
die Anzahl der zu 2z’ T-dquivalenten Punkte innerhalb des Kreises um 2z mit dem

,
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Radius ¢, wobei jeder Punkt mlt seiner  Vielfachheit (als eventueller Fu\punkt von F) .
- gezihlt wird. Wir bezeichnen deshalb A als Gitterpunktfunktion.

Fiir den Fall einer Gruppe I' mit relativ kompaktem Fundamentalbereich § wurde
dieses Problem von zahlreichen Autoren behandelt, z. B. von H. HuBER [3, 4]. Arbei-
‘ten tiber den allgemeineren Fall, daB & auch parabollsche Spitzen besitzt, sind u. a.

bei A. SELBERG [9, 10] und W. ROELCKE [8] zu finden, jedoch wird das Restglied dort -

" nicht so scharf abgeschitzt, wie es uns mit Hilfe einer Funktionalgleichung zwischen

A und der iterierten Glbterpunktfunktlon gelingt. Damit werden die Ergebnisse von
P. GUNTEER (1, 2] auf den Fall eines nichtkompakten Fundamentalbereichs iiber-
tragen.
Wir werden im folgenden das G-in varlante MaB x auch kurz mit dz bezeichnen. Fur
z = (z,y) € H gilt dann dz = y~2 dx dy.

2. Spharlscher Mlttelwert und iterierte Gltterpunktfunktxon

“Essei K(t,2) = {2’ € H|p(z,2') < t} das Innere des Kreises um z mit dem Radius ¢.
Der Inhalt von K(t, z) hangt dann nicht von z ab und ist bekanntermaBen gleich
k(t) = 2n(cosh ¢t — 1). Wir erkldren nun den sphérischen Mlttelwertoperat,or H, auf
dem Raum L,'*°(H) der iiber H lokal integrierbaren Funktionen. .-

Definition 2.1: Sei't > 0 und ¢ € L,°(H). Dann wird dcr sphansche Mzttelwert-
operator J; gegeben durch

(K.p) (2) = k() f p(z') dz" (2 ¢ H). : - (2.1)
Kit.2) . A

Unter Benutzung der HeaVJSlde-Funktion # = 9(t) lassen sich ‘die Definitionen
(1.1) und (2.1) umschreiben. Es gelten nimlich offensichtlich die Darstellungen

Az ) = Dol — e r@)) e
~und ' . .' - ) e
(%w&%—kWUﬁﬂ—mzﬂ)&)h a ' , L(2.3)

Die Funktion H,p ist wiederum lokal mtegrlerbar so daB sich ein iterierter Mittel-
wert sinnvoll definieren 148t. :

Definition 2.2: Seien- t,s =20 und ¢ € L1‘°°(H) Der ztenerte Mittelwertoperator
- K2 wird gegeben durch

(%) @) = (KIop) ) e B). O es
Man erhalt jetzt leicht mit (2.3) die Darstellung ) :
(JC‘ ‘@) (2) = k~Y(¢) k- ‘(s)ffz?(t — g(z 2')) #(s — o', 2")) plz") &z d2’
= Ic“(t) k“(s) f V(t, s, (2, z"’)) p(z'')dz2". (2.5)
H .

]

Die letate Zeile ergibt sich durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge, wobei
. Vs, o(z, 2")) = [ 9t — o(z,2") O(s — ez, 2")) d2"”
H .

— u(Kt )0 K62 (28
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ist. ¥V hangt auBer.von ¢t und s nur vom Abstand g(z, 2’') zwischen z und 2’ ab, weil
. zwel beliebige andere Punkte mit gleichem Abstand durch eine M6bius-Transforma-
tion mit reellen Koeffizienten, also ein Element von G = SL(2, R) auf z und 2’ ab-
gebildet werden konnen und die Abstandsfunktion ¢ G-invariant ist. Fiir V ergeben
sich aus (2.6) folgende einfache Eigenschaften: Fiir¢, s, 0. = 0 gilt V(t, s, -) € C(Ro*),
Ve, s,g) = V(s,t, 0) und

(max {t,s}) fir0=o=s|t —s,

Vi, s, 0) = {0 :

firp =t +s,

sowie 0 = V(t,s,0) = k(max {t, s}).

Wir bezeichnen’ mit F(z) die Anzahl der Elemente y € T, diez als Fl\punkt haben )
Aufgrund der Voraussetzungen an I” gibt es keinen Haufungspunkt von Fixpunkten
in H, und esist u({z €¢ H | F(z) > 1}) = 0. Die Funktion F = F(z) ist auf jeder kom-
pakten Teilmenge -t — H beschrankt. Im folgenden wollen ‘wir uns nun auf I'-auto-
morphe Funktionen beschrinken und die entsprechenden Funktionenrdume iiber
I' \\ H betrachten.

Lemma 2.1: Fir g€ L1‘°°(I" NH)und t = 0,.2 € H gzlt die Beziehung
f(p(z)dz—fA(tzz)tp(z)dz ' A )

K(t,z)

Beweis:'Nach Voraussetiung existiert das Integra-l von g iiber K(t, z), und es ist

’

ftp(z)&'—fﬂ(t—o(zz))qnz)dz . . o

K(t,2)

—Z fﬁ(t—o(z y(@)) @ z)dz'

vel §-

= ol - o(z 1)) p(z') &

§ rer

Bei dieser Umformung wurden die Automorphle von ¢ und die I'™-Invarianz des Males
benutzt. Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist erlaubt, weil der Integrand
einen kompakten Triager hat. Dies wiederum folgt aus der Diskontinuitdt von I,
.denn die Anzahl der Elemente y € I' mit g(z, y(z’)) < t ist endlich und gleichmaBig
bez. 2’ € & beschrinkt (vgl. [6: Satz 3.1]). Mit (2.2) ergibt sich die Behauptung 1§

Dieses Lemma Zelgt daB ¥, ein Infegr&lbperator auf L,lo¢(I" \ H) mit dem Kern
_kTMe) AL, 2, 2°) ist. AuBlerdem gilt (2.7) speziell fiir alle p € H = Ly(I' \ H), was
' unmlttelbar aus der Schwarzschen Unglelchung folgt.

'Lemma 2.2: Die Funktzon A= A(t 2, 2 ") besitzt folgende Ezgensckaﬂen
(1) Fair alle y € I gilt
(tzz)= (tzy(z))_ ( (z),z’):A(t 2, 2).

(ii) Séi R:= H eine kompakte Tezlmenge Dann ist Aty -, -) beschmnkt auf  x H.
Weiterhin gilt A(¢, 2, -) € H, und A(-, 2, 2') ist monoton wachsend

(iii)- [ A(t, 2, 2') d2’ = k().
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Beweis: (i) 1aBt sich sofort aus (2.2) herleltcn z. B ist .
(t z, y(z’ ) = Zq?(t - g(z 7'( ))))
= I 8= ol v ) = Al 2, 7).
Yy =yoy

Die Beschriinkthejt von A(t, -, -) auf 9  x H folgt aus der Diskontinuitit der Gruppe
I' und aus der Beschrankthelt der Funktion F auf ®, ebenso wie die anderen Be-

hauptungen unter (ii). Ist nimlich ¢ = 0 fest gewihlt, dann ist & = u{K(,2) |

* 'z € 8 wiederum eine kompakte Teilufeng"é'" von H. Wegen card {y € I'| »(F)n &

+ U} = m < oo gilt demnach A(¢, 2,2') < m max {F(w) |w € &}. Damit ist auch
A(t, z, -) beschrankt und deshalb quadratlsch integrierbar iiber §. Die Monotonie
von A bez. t ist sofort aus (1 1) oder (2.1) ersichtlich. (iii) schlieBlich folgt aus Lemma
21 mite=110

Def]nltlon 2.3: Fiirt, s =- 0 und z, 2’ € Hsel '
A(z)(t,é,z z)—fAt z,2' )A( 8,2, 2)d2". (2.8)

A heifit ztenerte Gztterpunklfunknon
" Ebenso wie A besitat auch 4® eine einfache geometnsche Interpretatlon

Lemma.23 Es st firt,s = 0 und z, 2’ EH

A, 5,2,2') = 3 V(L 8, 0(2, ¥(2)). ’ (2.9)
B yer ’ . : - - '
Be»;'eis Zum Beweis ist Lemma 2.1 mit p(z’") = A(s, 2", 2') heranzuziehen. Die

Behauptung ergibt sich dann mit Hilfe von (2 2) nach Vertauschung von Integratlon
und Summatlon -

Bemerkung: Fbenéo wie k- 1(t) Alt, z,2") der Kern des sphéarischen. Mittelwert-
operators ist, 1aBt sich der iterierte Mittelwertoperator K% als Integraloperator
schreiben, dessen Kern im wesentlichen aus der ltenerten Gxtterpunktfunktlon be-

- steht:

(Jf‘?’qo)()-kﬂ(e)k-*(s) f A(2>(t,s,'z,z')¢<z'>dz'. - (2.10)
. F .

Dazu ist nur das Integral iiber H in (2.5) wie beim Beweis von Lemma 2.1 als Summe

" von Integralen iiber §§ umzuschreiben. Nach Vertauschung von Summatlon und Inte-

gration folgt (2.10) aus (2.9).
Satz 2.1: Fir 0 g s‘g t und z, 2" € H gelten die Beziehungen

t+s .
A(?)(t 8,2, z)_f V(t, s, 0) dA(-, z, z)(g), - ©(2.11)
Ic(s)A(t—szz)<A(2)(tszz)<k(s)A(t+s,z 2). (2.12)

Bewels Die rechte Seite von (2.11) ist als Riemann-Stieltjes-Integral aufzufassen
und sinnvoll- aufgrund der Monotonie von A(-, 2, 2’) gemdB Lemma 2.2/(ii). In der
Tat ist (2.11) ndmlich nichts anderes als eine Umformulierung von (2.9). Die Behaup-

r
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'tung (2.12) folgt leicht aus (2.11) und den Exgenschaften der Funktlon V(t 8, -):

t+s
A, s, 2, z)<k(s)fdA( z, z)(g)—k(s)A(t+s z, z),

t—s

A(Z)(t s, 2, z)>fV(t s, g)dA( -2 2') (@) = k(s) A(t — s,2,2") N

Bemerkung Aufgrund der Symmetrle der Funktionen V = V(¢,s, o) und 4
= A®(t,s,2,2') bez. t und s (vgl. folgendes Lemina) gilt die Darstellung (2.11) auch
fir 0 <t=<s, also alle t,s = 0 Die Abschatzung (2.12) ist fiir beheblge t,,s =0
folgendermagBen zu schreiben:

k(u) A(lt — s|,2,2') < A®(t, 8,2,2)) = k_(u) Alt -F 5,2,2'), w=min{, 8},

Die Bedeutung von Satz 2.1 liegt im unterschiedlichen Konvergenzverhalten der Fourier-
entwicklungen von A(t, -, -) und 4®)(¢,s, -, -) als"Kerne'von J; und {2 : Wihrend die Ent-
wicklung der unstetigen Funktion 4 nur im quadratischen Mittel konvergiert, ist die Konver-
genz bei A gleichmiBig bez. z und 2’ aus einer kompakten Teilmenge von H. .

Lemma 2.4: Die Funktion A® besitzt folgende Eigeﬁscha/len:
(1) Fiir alle y € I gilt” -

AL, 2,2) = AB(, 5,2, 9(2) = AD(E s, p(z), 7) = AD(s, 2", 7).
(if) 4@ zst 'symnietrisch in den ersten beiden und letzten beiden Variablen, d. h.,esist

CA®(s; ¢, 2, .-Q') = A®(t,s5,2,2)) = A, 5,2',2). ,
(i) 4=, ‘s -, +) ist stetig in H x H, und es gilt A(ii(e s,2,-) € H.

v

Bewels (i) folgt sofort aus-Lemma 2.2/(i) und Definition 2.3. Fiir den Beweis von

(ii) benutzt man am besten die Darstellung (2.11) und.die Symmetriec von ¥ in den

ersten beiden Variablen. Die Stetigkeit von A®Xt,s, -, -) kann man aus (2.9) ab-

lesen (endliche Summe), und A®)(¢, s, 2, -) € H folgt schlieBlich aus(2.12) und (ii) 8

3. Fourierentwicklungen der Kerne

Wir werden uns nun mit de'r.Spektraltheorie des Lapl&ce-Beltrami-Operators £ von
H befassen. Bekanntermafen ist fiir z = (z,y) € H'.

£ = —y@%ox® + B[oy?)

symmet,rlsch und wesentlich selbstadjunglert Den selbstadjunglerten Abschluf3 von
# wollen wir mit £ bezeichnen. Das diskrete Spektrum von A besteht aus einer
monoton wachsenden Folge {1;}{2, reeller nichtnegativer Eigenwerte 2;, die sich im
Endlichen nicht hdufen. {p;}$2, sei ein Ort,honorma]system reeller Eigenfunktionen,
so daB fiir alle ¢ = 0 gilt (£ — 4;J) ¢; = 0. Nach einem Sa,t/ von Maas sind. dlese
Elgenfunktlonen glatt, also ist .

foi=hgi. . ' p (3.1)

Besitzt I einen relativ kompakten Fundamentalbereich, so ist das Spektrum A von
A rein digkret, wie aus der Theorie der kompakten Riemannschen Flichen folgt. Dann
istalso A = A4 = {2 1520, und {@;}$2, bildet ein vollstindiges Olthonormalsystem inH
(vgl.. in diesem Fall [2]). Im allgemeineren Fall u(%) < oo, & nicht notwendig kom-

N
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pakt, besitzt der Laplace-Operator auf H jedoch zusitzlich ein stetiges Spektrum 4.,
" das mit dem halboffenen -Intervall [1/4, oo) iibereinstimmt und die Vielfachheit »
(Anzahl der parabolischen Spitzen) besitzt. Die zugehérigen verallgemeinerten Eigen-
funktionen werden durch die Eisenstein-Funktionen 7y = 74(2,5)(z€ H; s € C,
Re(s) > 0; B = 1,...,n) gegeben (vgl. dazu z. B [5]). . B

Deflnlt,lon 3.1: Sei B(¥) der Raum der beschrdnkten meBbaren Funktionen tiber,
F und H, = >< Lz R,*, dt/27). Dann heiBt die lineare Abblldung Ep B(§) - H, nit

'(E”h @ :f "7‘*.(2’ 2t 19) flardz (€ B),e20) - ey T

Y-

33
Eisenstein-Transformation zur Spitze .

Zusammen mit den (gewéhnlichen) Eigenfunktionen ¢; bilden die Ej ein vol]stan-
diges System von Eigenfunktionen. :

Lemma 3.1 (Mittelwertsatz fir Eigenfunktionen des Laplace-Operators): Fiir alle
z € Hund ¢ = 0 gelten die Beziehungen

vi(t) i(z) = (Hipi) (2)  (1=0,1,...), (3.3)

v(t, 0).mp (Z% + i@) (c%’mﬁ( % + ie)) () B=1..,7m020),
S _ I (3.4)

wober die Funktionen v; und v(-, 'é) Losungen des Anfangswertproblems

cosh ¢ + 2
sinh ¢

o v+ w=0, v0 =1, v(0)=0- S (8.5)
sind. Dabet ist fiir v; der Parameter ). '= 2;, und fiir v(-, 0) gilt 2 = 1/4 + @

Beweis: Aufgrund der Tatsache, daB H eine vollstandig harmonische Riemann-
sche Mannigfaltigkeit darstellt, erfiilit der sphirische Mittelwert einer glatten Funk-
tion ¢ eine DarbOLl\'sche Diffcrentia]gleichung Es gilt néimlich fir allez € H '

{e?fat2 + (cosht + 2)sinh~1¢ 9/ot + £} (JC,(p) (z) =0,

(Hop) (2) = @(2),..  0[ot (Hp) (2)ie=o0 = 0.

* Da das Anfangswcrtproblem (3.5) eindeutig losbar ist, genugt es zu zeigen, daB

vi(t) @i(2) bzw. v(¢, o) np(z; 1/2 + 4p) ebenfalls Losungen von (3.6) sind. Das folgt aber
aus (3.5), (3.1) sowie der Fxgenschaft Inp(-, 8) = s(1 — ¢) nﬂ( , 8) fiir die Eisenstein-
funktionen 1 .

Definition 3.1: Die Funktionen v;(2=0,1,...) undAv(-, 0) (o = 0)-heiBen Eigen- -
wertfunktionen zum Eigenwert Jibzw.zu 1 = 1/4 4 o2

(3.6) ‘

Da @; ebenso wie 74( -, ) automorphe Funktionen auf H sind, kann man (3.3), (3.4) .
folgendermafBen umschrelben

k) v (t)<p z)__fAtzz)tp(z)dz : ‘ , (3.7)
& o .
k(t) o(t, o) 7p (z,§+ie)f=' f A, 2, ;')na(z',—12—+ig) d'. - (38)

¥
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Damit geniigen sowohl @; als auch 74(-,'1/2 + 4p) der Eigenwertgleichung fiir den
durch den Kern k() A(¢, 2, 2') gegebenen -Mittelwertoperator K, zum Eigenwert
vy(t) bzw. (¢, ¢). Es sind ¢; gewohnliche Eigenfunktionen von J,, wihrend die Eisen-
stein-Transformationen E; die verallgemeinerten Eigenfunktionen von J, darstellen,
denn fiir ¢ € Co°°(P N H), o = 0gilt :

(EsX ) (o) = k“(t)ff np( - + 29) A(t, 2, 2') 9l2) d2" dz

kl(t)f z)fA(tzz)nﬂ( +ig)dzdz"'
1 1 ) . .
= v(t, 0) f 7 (z -+ .ig) @(2') dz' = v(t, 0) (E4p) (0)-
F : .

Aufgrund der Vollstindigkeit stimmen also die (gewdhnlichen und veré.llgemeinerten)
Eigenfunktionen von £ und X, iiberein, wobei sxch dieSpektren folgendermaBen trans-
formieren:

Aa(cﬂ) >l > vilt) € Aa(t%z), A(A) 3 2 — ot 9) € A(HK).

Satz 3.1: Sei t,s = 0 und 2,2’ € H. Dann gelten die Fourierentwicklungen

Al 2, z)—kt)fv.cmz)«p.(z)

. k(i) & ~ AT :
2(_7: lf (¢, e)na( +w)w( 5—‘29)49, (3.9)

Amte 5,2,2) = Kt) k(s) X vilt) ils) 9i(2) i)

(=

~—

8

e k(t) k(s Z fv(t o) 'u(s 0) ‘V],g( = + ie) N8 (2',% - i@) do. (3.10)

Dabei ist die K onvergenz der Reihe und des I ntegralé in (3.9) fiir festes z € Him schwachen
« Sinn bez. 2’ zu verstehen, wihrend die rechte Seite von (3.10) glewhmaﬂzg bez. z und 2’
aus einer kompakten Teilmenge § — H konvergzert .

Beweis: Mit, (-,-) wollen wir das Skalalprodukt in H bezeichnen. Aufgrund der
Vollstindigkeit des Systems der Eigenfunktionen gilt dann fiir alle f, g€ B(F)=H
die Darstellung

'<'f,g> o en+g L f B (o) T @) do- @1

Sei N € N. Wir haltent > 0 und 2 6 H fest und setzen'/ = A(¢, 2, -). Diese Funktion-
liegt in B(§) wegen Lemma 2.2. Dann ist k(¢) (H.g) (z) =(4(, 2, ), g), und deshalb
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konvergiert _

k(1) (Hg) (2 Z At 090 @)

N ' Ry
1 = :
—z—gf(EpA ) (@) (E9) (o) de
=14 h .
aufgrund von (3.11) fiir N — oo gegen Null. Andererseits ist
' = T N Y ST e . . -_
v JAG s ) 9@ de — YAz, ), @) [ 9il2) 97) de
i1 i=0 . &
N

~ o gf(EﬂA(t, z, -)) (Q)fw (Z',% + ig) g(z') dz’ do

&

!

N <
A(t"z: Z,) T é_:; (A(t: Z, ')a (pi> (pi(zl)

§ ,
N
1 = A 1 — .
- z_gf(EaA(t, 2, -)) (o) W(Z',?—w)de g(;') dz'
p , _
N A
=1 A(tZZ)—k é:)v. q)(z)sv()
§ ' /

k —
(t) va(t 770( +l@)7lﬂ(3 %—w) g(z )

‘wegen (3.7), (3.8). Benutzt_wurde auch die Elgenschaft 78(2; §) = 14(2, 3) fiir 2 € H,

s€C, B=1,..,n Damit ist (3.9) im schwachen Sinn bewiesen. Ersetzt man hin-’
gegen die Funkmon fin (3.11) durch A®(t, s, z, -) bei festen t,s > 0 und z€ H, so
erhilt man ganz analog, daB

N .
A(2)(t’ ‘.9’ 2, zl) - Z <A (2)“) 8,2, )s ‘P«) (Pi(z,)
1=0 -
N o T
— 51— P f (EaA‘z’(t, 8,2, -)) (0) s ("""2' - ze)de g(z) dz’

fiir N — oo gegen Null konverglert Mit Hllfe von (3 7}, (3.8) erhédlt man leicht die
' Darstellungen

<A(2)(t: 8,2, - ): (Pi> = k(t) k(s) vi(t) vi(s) ‘pi(z)’
(Bsd®(t, 5,2, -)) (0) = k(t) k(s) o, o) o(s, 0) 7p (z, 5+ ie),
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.

woraus (3.10) zunéchst ebenfalls im schwachen Sinn folgt.- Beim Beweis der Gleich-
maBigkeit der Konvergenz gehen wir folgendérmaBen vor. Zunichst ist der Operator
K{® positiv, denn es gilt fiir ¢, s > 0 und ¢ € Co™(I" \\ H) die Gleichheit (Xp, ¢)

= (K p, X 'p), und dieser Ausdruck ist nichtnegativ reell fiir ¢ = s. Nach dem Satz
von Mercer konvergiert die Fourierentwicklung eines stetigen Kerns, der einen posi-
tiven Operatdr erzeugt, gleichmiBig, wenn beide Variable in einer kompakten Teil-
~menge variieren. Demnach konvergieren Reihe und Integral in (3. 10) furt =s glelch-
maéBig be/ z,2' € ®, ® = H kompakt. Speuell konvergiert

2 2
k z) do

k2(t)2 vi¥(t) 92(2) + 55— Z ’v” o)

1 .
:’]ﬂ (Z:‘ 5 + ?’Q)

glelchmaﬁlg bez. z E f gegen A(z)(t, t, z, 2). Dle Cauchy Schwarlsche Unglelchung
liefert dann die Behauptung & '

‘4. Abschitzungen fiir die Eigenwertfunktionen
Wir werden nun die Funktionen »; und »(-, g) ndaher untersuchen, insbesondere ihr.
asymptotisches Verhalten bei ¢t — co. Zunichst wollen wir A = Z; baw. 1 = 1/4 + @?
* festhalten und zur Abkiirzung » = v(t) schreiben. .
" Lemma 4.1: u = u(t) sei Losung des Anfangswertproblems
W 4cotht-uw +Au=0, w0=1, wWO=0 _ . (&1

Dann gilt die Beziehung
. . _ .
k) o(t) = [ k'(t)w(z)de, ~ * . 42)
: ] ' . .

wobei v durch das A?g.fan'gswertpfoblem (3.5) festgelegt ist.

Beweis: Falls 2 = 0 ist, sind « = 1 und v = 1 die (eindeutig bestimmten) Losun-
“gen von (4.1) und (3.5), und (4.2) gilt trivialerweise. Sei also A > 0. Es ist zu zeigen;.
daB die durch (4.2) fiir t > 0 erklirte Funktion v (3.5) erfiillt. Die Behauptung folgt
dann aus der Eindeutigkeit der Lésung dieses Anfangswertproblems. Sei ¢ > 0. Aus
(4.1) folgt wegen k(t) = 2n(cosht — 1) die Gleichung k'u’’ + k"'’ + Ak'u = (k'u’)’
+ Ak'u = 0, also Ak'u = —(k'u’) Unter Benutzung von ‘(4.2) folgt daraus
Ay = k'u" d. h. v = (—k'/Ak) '. Nun ist leicht nachzurechnen, dafl v die Differen-
tialgleichung in (3.5) erfiillt. Die Anfangsbedingungen ergeben sich durch Anwendung

der L’Hospitalschen Regel §

Bemerku ng: Die Losung des einfacheren Anfangswertproblems (4.1) ist bekannt
(vgl. z. B. [6: Lemma 4.2]), es gilt némlich

u(t)=l . © Co8 9T | dr . (t>0).
7 ) Y2cosht —2coshz - '
s .

Mit Hilfe von (4.2) 1Bt sich deshalb nun v in expliziter Form angebeli, es gilt

S _ . , }
_ k(t)v(t) = 4 [ cos pr}2 cosh t — 2 cosh rdz (¢t =0). (4.3)
. o ) . N ' .



{
112 T. MARTIN

. Aus (4.3) erkennt man schon, dal » = v() ein unterschiedliches Verhalten auf-

weist, je nachdem, ob 0 < 1 < 1/4, d. h. g rein imaginir, oder A = 1/4, d. h. ¢ =.0,
‘oder 2 > 1/4, d. h. ¢ > 0 ist. Im ersten Fall ist auch die Substitution i = s(1 — s),
1/2 < s < 1, zweckmiBig.

. Satz4.1: Sei.v = v(t) die Losung des An/angsuertproblems (3. 5) Dann gelten jur‘
"t =» oo die folgenden Aussagen:

()ImFalleO<).<lj4dh1/2<s<1zst . )
2¢(s'— 1/2)

k(t) v(t) =Vn e T sh®t + O(cosh'-?¢). | . (4.4)"
(ii) Im Falle A = 1/4,d. h. ¢ = 0, ist - | ‘
k(t) o(t) = 42 coshl2 ¢ - (¢ + O(1)). o - ' (4.5)
(iii) Im Falle 2 > 1/4,d. k. ¢ > 0, ist ‘ o
C - %iel(io) ..
/ — —“ s '
k! 2(t/) v(t) = Tz + cosh*e ¢
' wr(—w) ~ _ e
. m cosh Y + O(cosh 2 t). - (4.6) ‘

Beweis:'Zuerst behandeln wir das Verhalten der Hilfsfunktion u und schlieBen da-
nach mit Hilfe von (4.2) auf ». In der Djfferentialgleichung (4.1) substituieren wir
dazu & = cosh?¢ und setzen (&) = u(t). Dann erfiillt 4 die hypergeometrische Dif-
ferentla.lglelchung .

P A\, A
§E— 14 ( 5——_)u +Z-u=0.
" Die Bedingung u(O) = 1 transformiert sich zu (1) = 1, also mu8 fiir 4 dle fir 1 < ¢
< oo definierte und bei & = 1 regulire Losung

(5)—5~°F(a,b c, 5;1)

mlta——( l/——;) b_a+—=1—%, c=1

genommen werden. Unter Benutzung der bekannten Umformungen fir hypergeo-
metrische Funktionen folgt daraus

' s—1 : . :
i I'(s — 1/2) F(l—s s _121_8’1_)

é(&) =& TR+ 1T 01— 5 7
T ir(;//22 _r(i)_ 52) F(l = 5 s %)
T2 111/1811_5)1/2) (1 2—‘8, 1 _%, _2_ fi%%) |
A ];;_Ffiti2—_s;) i (1 ;L - g %Jf s %) | (4.7)
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Fiir festes 2, also festes s verhalten sich die bejden auftretenden hypergeometrlschen
. Funktlonen bei & — oo wie 1 + O(&71).

(i)Seinun0 <1< 1/4,d.h.seR,1/2 <s < 1 Kehren wir zur Variablen ¢ zu-
riick, so ergibt sich .

2s-1 1"(5 1 /2)
V= I'(s)

und mit (4.2) folgt die Abschitzung (4. 4). t

= () Fir2 = 1/4,alsos = 1/2 ist (4.7) folgendermaBen zu modifizieren. Sei zunéichst
. 8 % 1/2. Die Funktionalgleichung der Gammafunktion liefert dann

1 {2’-1 Tls +1/2) 54 27'T3/2 —9) "%} + '0( la‘:m).

u(t) = cosh®-1¢ + O(cosh™*¢),

&) = ¢
TSR a e Vara=s °
Der erste Summand strebt bei s —1/2 gegen }/_n‘1§1/4(ln £12 4+ 0(1)), also gilt

u(t) = /2 2~ coshV/2 t(ln cosht + O(1)), und die Behduptung folgt auch in diesem
Fall wieder aus (4.2). ‘

(iii) Fiir 2 > 1/4 ist s nicht mehr reell, sondern es gllt s =1/2 4 ig;p ka.nn positiv -
~ gewdhlt werden. Benutzen wir diese Substltutlon in (4.7) und gehen wieder zur Varia-
blen ¢ iiber, so folgt .

u(t) = L’?“"_F(}L) cogh~12+ie
YV I(1/2.+ ig)
. 2—1/2—i9r(_i9)
Va (12 —ip) .
Wegen k/%(t) = /27 (cosht — 1)1/2 = }/2x cosh¥/2 ¢ - O(cosh-1/2¢) ist

cosh—12—fet 4 O(cosh=5/2¢).

k=12(t) (coshW2tiet — 1) = }/17_ cosh#iet 1 O(cosh—1/2¢),
: . T N .
k12(t) (cosh=¥/2¢ — 1) = O(cosh=2¢).
Mit diesen Abschétzungen ergibt sich schlieBlich auch (4.6) aus (4.2) 8
. Die Aussagén des Satzes 4.1 beziehen sich auf feste Werte 4 > 0. Fiir 2 >1 /4 werden
. auBlerdem bez. 2 gleichmiBige Abschatzungen bendtigt. Wir wollen bei v wieder die

‘Abhingigkeit von A kennzeichnen und schreiben v = v(t, p). 7unachst erhdlt man aus -
' (4.3) sofort mittels partieller Integration

[3

k(t) v(t, 0) = — sinh ¢ sin ot dv
v(t, 0) = — 107
¢ ¢ J V2cosht — 2coshz ¢
0 . ,

und daraus die Abschitzung k(t) |v(t, é)l < (4/0) V2 cosht — 2, ’also

ot @)l S Ci(cosht — 1)t (20,0 > 0), : (4.8)
wobei €, unabhiingig von ¢ und g ist. Eine weitere triviale Abschitzung erhiit man,
wenn der Integrand in (4.3) durch }2 cosh ¢ ersetzt wird: . L .

k(1) [o(t, )] < Cit cosh¥2t (¢ 20,0 2 0). . (49)

8 Analyais Bd. 8, Heft 2 (1089)
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Die Abschatzungen (4.8) und (4.9) sind jedoch fiir groBe.p nicht scharf genug, so dal
‘noch ein allgemeinerer Satz Anwendung findet (vgl. etwa [2: Satz 2.2]). Danach er-
“gibt sich fiir die Losung v(t, 0) von (3.5) folgendes (C > 0 konstant):

(i) Iv(t. =1 (tz0,2> 0). . (4.10)
(ii) [v(¢, 0)] = C'sinh'2¢(cosht — 1) ™32 ~ (¢ > 0,0 > 0) (4.11)
(ii1) v(¢, o) = 1/2 o=t= t,g“, e > 0) fiir ein ¢, € (0, 1]. (4.12)

Die Abschatzungen (ii) und (iii) seien hier ohne Beweis angegeben, (1) ist leicht ein-

zuselien, wenn die Differentialgleichung in (3.5) mit »* multipliziert und integriert

wird. Dabei ist lediglich von Bedeutung, da8 der Koeffizient vor der ersten Ableitung
- firt >0 posmv ist. Dies trifft aber auch fiir die Funktion u = u(t) und dle Differen-
tialgleichung in (4.1) zu, so daB ebenfalls (bei A > 0) gilt

i<t ¢z0. - | @)

5. Das asymptotisché Verhﬁlten der Reihe bzw. des Integrals der Eigenfﬁnktionen

Nach den Betrachtungen iiber die Eigenwertfunktionen wenden wir uns nun dem Ver-
halten der Reihe der gewohnlichen bzw. des Integrals iiber die Kerne der verallge-
memerten Elgcnfunktlonen zu. :

Satz 5.1: Sei ® < H eine lcompakte Tezlmenge Fir & — oo gzlt glezchmaﬁzg bez
2 € ﬁ‘ die Abschatzung
Vesia -
S
ot

LEe g do = 0(¢). G

Bewels. Seit, € (0, 1] jene 7ahl fiir die (4.12) rlchtlg ist. Wegen (2.12) und Lemma :
2.2/(ii) gelten fir 0. < ¢t < o7 und z € & die Ungleichungen

At 2, 2) < k(t) A(2L, 2, 2) < k(t) (2, 2, 2) < Cyk(t)

mit einer Konstanten C, = C,(R), dic nicht von z abhingt. Nach Satz 3.1 erhalten wir
andererseits . A

AD(t, 8, 2, 2) = kz(t) Z v¥(t) W(Z) B '

Ic2 1
(t) Z fvz(t o) 77;9( +,29)

Sei xe(O 1] gegeben und E > 1/4 + x»%. Wir setzen l(&) = xt; (£ — 1/4)72, Da.nn i
ist, auf Jeden Fall t(f) <t,, also

2

. Ve—m S )
M‘S:v.z(us)) ) + o 2n ﬂ); f (t(8), ) [ (z, % + i@) a |
| < Ck 1)) NP T (52
Fiir 1/4 < A < & ist aber (& — 1/4)12¢(8) < ¢y, d. h , aufgrund von (4.12) gilt
vi(t(8) = 1/2 L fur 14<hS6,

(t(€), o) = 1/2 fir 0< 0= (5 — 1/4)ve,

1
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Deshalb fdlgt nun aus (5.2) .die Abschitzung
' Vicia
Z gt o & f

114<i ¢

g (z + ze)‘ do < 4C\k~ (t(é))

Offensnchtllch ist k(t) 2 2 und desha]b
1(;(5))§ AUYE) = (£ — 1/4) nM, 2 < sn 122,
‘80 daB die linke Seite von (5.1) nicht groBer ist als
A(4’Cln“tl‘2x‘2 + (e + 1/4)- 2 <p,2(z)) . L
Dié ¢; sind als analytische Funktionen auf & beschrinkt, und die auftretende Summe
ist endlich, also der Koeffizient vor & beschrankt. Damit ist der Satz gezeigt B

Fol gerung: Set & < H eine kompaicte Teilmenge. Dann gelten fiir & — oo gleich- ‘
mapig bez. z € K die folgenden Abschitzungen:

(i) fiir « < 1
. o) Yé=1/a \ &
A itz 1 & _ .
.o<12.‘<e e + 2n ﬁ§1 6/ k ( + 19) (1/a + z)., o), . (5.3)
(ii) T R ,
4' ') > . Vi 1 . ' ‘
$iz) - - . 0 _ ! .
0<IZ"<$ Py + % 5§, f N8 (z, 2 + 29) . W = O(In £), (5.4) |
0 ; .

t(m)fura>1 ' : ' ' : -

Z’p;,(f fm( +i9)
¢S vi

Ve=17a .
Der Bewels ist in bekannter Art und Weise mittels partieller Integratlon zu fiih-
ren 1

2

0(&1-+). (5.5)

G _
(1/4 4 o2

6. O-Abscha'itz'ungeﬁ fiir den Gitterrest

Esselfurt sZOundz ZeH

T(t z,2') = k(t) 2 vi(t) @il2) @ (z,'), ' (6.1)
© o<k 1/ . . : A
T, s, 2,2") = k(t) (SBKZs vi(t) vi(8) @i(z) <Pa(2')~ . : (6-2)

Wir bemerken, daB die auftretenden Summen endlich sind. Die zum. Elgen“ert
A, = 0 gehdorige Eigenfunktion ¢, ist konstant, wegen ||gol| = 1 ist gy(2z) = (/;(81)) 1z,
Die Eigenwertfunktion v, ist identisch gleich 1. 'Wir definieren nun dJe Funktlonen
P = P(t,z2') und P@) = P®)t,s,z,2') durch

'A(tzz)—k(t)(,u(%)1+thz)+P(tzz) . 3 (63)
ACE, 5, 2,2') = k(1) k) ()™ + TD(, 5,2,2) + POt 5,2,2).  (6.4)

8'.
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DalB diese Aufspaltung sinnvoll ist, ergibt sich aus dem ‘unterschiedlichen asympto-
"« tischen Verhalten der Elgenwertfunktlonen v; bzw. v( ,0)inden Fillen 0 < < 1/4
= 1/4 und A > 1/4 (vgl. Satz 4.1).

- Deflmtlon 6.1. P helﬁt Gltterrest und P®) iterierter Gitterrest. N

Satz 6.1: Sei ® < H eine kompakte Teilmenge. Fur t— oo gilt glezchmaﬂzg bez.
2,2 € Q die Absckatzung
P®(t, 1,2, 2') = Ofcoshi+eq), _ G . ' (6.5)

--wobet.6.> 0 beltebzg gewahlt werden kann. -

Beweis: Aus der Fourlerentmcklung (3. 10) der iterierten Gltterpunktfunktlon
und (6.2), (6.4) ergibt sich sofort die Abschitzung ;

IP‘Z’(t t,2,2')| = kz(t) Z v. t) i (ZW(Z)I

k”(t)

2 v2(t, 0) | g (Z,.j?- + 19) Ul (2'5 5 29)) 49 :

o
2

= k) gvz(t) (p2(e) + 92 ce
N L
(2, 3 + Z9) + ‘7711_(2 ) + Z0)

Sei nun x > 0 so klem gewahlt daB das Intervall (1/4 1/4 + xz] kemen Elgenwert
enthilt. Wegen (4.9) ist '

kg f (0, o) i
a . 0 .

1 .
< C,%%cosh ¢ f

|
s (Z’ ? +29)
0 .

Dies gilt gleichméiﬁig bez. z € ®, und wir kénnen Cj so {vii}ﬂen, daB (6.7) fiir alle
B =1, ..., n richtig ist. Fur die restlichen Eigenwertfunktionen auf der rechten Seite
‘von (6 6) wenden wir (4.11) an sowie die Tatsache, da furg 2 %> 0giltp ! < Cui- 1

Demnach folgt
UL ( 5+ i@)
‘ 2z, do

775(2,.'5 +'Lg) (1/4_*_92)3/2 )

< Cgcosh ¢ - o : (68)

L Nh
(t) ﬂz 7)2(!{9) { g

4

2 .

do < Oyt cosht.’ : (6.7)

2

i) P O 9o + 20 zjfw o)

< Oysinht] 3 "’"’"+%2
- i=1

Ag>1/4 }»gslz.

wegen der Folgerung aus Satz 5.1. Die gleichen Abschat&ungen gelten natiirlich auch

fiir 2" anstelle von z. Wegen ¢2 cosht = 0(cosh‘+6 ¢) fir beheblges d > 0 folgt die Be-

hauptung aus (6. 6)—(6 8) -

2). _
}dg'.'.

" (8.6)
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Satz 6.2: Seil > Qund s = exp (—lt), R = H set wieder eine kompakte Tezlmenge
Danri gilt fiir t — oo gleichmadpfig bez. z, 2’ € ® die Abschdtzung

kY(s) p(z)(t s, 2, z ) = O(Cosh(l+l)/2 ). ) (6.9)

Beweis: Sel » > Oeine feste noch zu bestlmmende Zahl. Wn‘ setzen () = cosh’ ¢.
Dann gilt die Darstellung . -~

kYs) PO, s,2,2')
=k(t) 3 -vilt) vils) ¢.(2)<p(2)

1/4<i;<wplb)
, Yon=ife
k(z A 1 . , 1 .
Z v(L,.0) v(s, 0) 15 (2, 5 + 1@) Ul (z g %e) do
C k() 3 v s) @ilz) @i(z")- _
W(‘)éll . v
k o [ 1. T :
+ Z f (¢, e) (s, )77,9 (z, 5 +'29) U (2 g l@) do. (6.10)
_VV’(‘ . »

Bei der Abschédtzung des Betrages von k~Y(s) P®(t; s, 2, 2’) wird in den ersten beiden
Summanden (4.11) fiir v;(¢) bzw. v(t, 0) und (4.10) fiir v;(s) bzw. v(s, ¢) angewendet.
Das Integral von 0 bis x, 0 < % << (p(t) — 1/4)!/2, ist, wie beim Beweis von Satz 6.1
wieder gesondert zu behandeln, dort wird. v(t, o) mit Hilfe von (4.9) abgeschitzt. Bei
den letzten beiden Summanden von (6.10) werden ‘alle Eigenwertfunktionen durch
(4.11) abgeschiitzt. Insgesamt fo]gt also mit Satz 5.1 und semer Fo]gerung die Ab-
schitzung

|k (s) Pt 5,2, 2]

=G éinh1/2 tptay + ¢ coshl/.zt + s:i;lhllélt _sinh'®s p12(t)

= . coshs —1 7, .

< C,{cosh!/2+"/8 ¢ 4 cosh}2+8¢ 4+ coshlf2=vi2 ¢ sinhl/z'.é(éosh~é — 1)y

fiir beliebiges 6'> 0. Wegen sinh s < Cys fiir 0< s< 1 und coshs — 1 = s2/2 st -
sinh¥2 g(cosh s — 1)"! =< 2C,;s7%2 < C, cosh¥2¢, Setzen wir nun » = 2, § = /2,

so.ist 1/2 4 v/4 = 1/2 4+ 6 = 1/2 — »[2 + 3l/2 = (1 -+ 1)/2, und es folgt dle Behaup-
tung 8 ) .

‘Nach diesen’ Aussagen iiber den iterierten Gitterrest liefert der folgende Satz die’
* angestrebte O-Abschitzung fir P = P(t, z, 2').

Satz 6.3: Sei § = H eine kompakte Tezlmenge Fiir- § — oo gilt gleichmafig bez.
z, z' € sze Abschitzung

P(¢,2,2') = O (cosh?P £). S ) o (6.1'1)

Damit wird das in [2] fir Gruppen I' mit kompaktem Fundamentalbereich bewiesene Er-
" gebnis auf Fuchssche Gruppen erster Art verallgemeinert. Andererseits stellt (6.11) eine Ver-
schiirfung friherer Abschatﬂungen fir diesen Fall von S. J. PATTERSOI\ {7]) dar; dort betrug der
Exponent 3/4.

Beweis: Seien z, 2’ € & fest gewdhlt. Wir wenden nun Satz 2.1 an, um aus (6 9)
Abschitzungen furP zu erhalten. Seit = 1 und s = exp (—lt),l € R, a]so 0<s <.

A
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i . v

Aus (2.12) und (6. 1)—(6 4) erhalten wir die Ungleichung '

P(t—s,z z)Sk‘(s)P(z)(gszz) 3 «
X k) vilt) vis) — k(e ~ S) vilt — 8)] #i(2) @il2").
Cosksi

 Fiir 0 =4S 1/4 gllt nun wegen (4.2) die Abschatzung

L0 vilt) vils) — k(t — s) v.(l - s)I _ o

< k(1) v.(l)*— k(t - 8) vilt — )l + k() lv‘(t)l |vi(s) — 1

=< f k (T) i)l dv + kit Joi(0)] (Joils)] + 1).

=
Die Betrige von w; und v; werden gemaB (4. 13) und 4. 10) durch 1 abgeschitzt, dann |
folgt weiter , .

Ik(t)_v:(t) vi(s) — k(t — sy wi(t — s)|

: 4
=2 fsihh vdr + 4n(cosht — 1)s

t—s

[4
== fe'dr+2nse‘——ne‘(1 —e"’)+2nse‘

t=s
< Cse' =Cexp((1 —1¢). )
Demnach gilt 'wegen Satz 6.2 fiir t - oo und alle ! g 0 die Abschitzung
. P(t — s, 2,2') < Q(cosh1 02 ) + O(cosh1=!t). | ‘
Nun jst min max {(1 + 1)/2,1.— I} = 2/3; also P(t — s,2,2') < O(cosh?3t). Setzen
l Wirn()chtf?s:,&,d.h;t;§+s§§+l,éofolgtfiirfeoo, ’
P(¢, 2,2') < O(cosh®s &). - (6.12)

A

Andererseits gilt ebenso nach der anderen Ungleichung von {2.12) die Ungleichung
P(t+s 2,2y =k ‘(s)P(z)(t $,2,2)

— 2 [kt + o) vilt +s) — k(‘) v.(t) v;(s)] i(2) @i(z')-
Oél,élld

Die eckige Kla.mmer ist wie oben dem Betrage nach durch C exp ((1 -1 z) zZu majori-
sieren, und wir erhalten analog fiir ¢ —» 0o und alle ! = 0 die Abschitzung

Pt + s, 2, z) = O(cosht1+diz ¢y 4 0(coshl ‘t)
Wleder ist max min {(1 +1)/2,1 — 1} = 2/3 demnach Pt +s,2,2') = O(coshzl"t)

und mit ¢ 4 s =¢dhit=¢&8—s S &liefert dies (6. 12) mit umgekehrtem Relations-
zeichen. Damit-ist (6.11) bewiesen, denn fiir z, 2’ € &, ﬁkompakt sind die Funktionern -
¢, 0= 4, < 1/4 beschrankt <
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*Satz 6.4: Sei R — H eine kompakte Tezlmenge Dann gilt fir t > oo glezchmaﬁzg A
bez. z,2" € R die Darstellung

. T, 2,2

_ ouI(s, — 12) . ) " L
oo TR O ile) 94 o+ Olcoshilen). (6.13)

Beweis: Wir haben lediglich die in (6.1) auftretenden Eigénwertfunktionen niher
zu betrachten und nutzen dazu Satz 4.1 aus. Fiir 0 =< 4 < 1/4 verwenden wir wieder
die Substitution A = s(1 — s), 1/2 ='s= 1. Sei- zundchst 2/9 < 2; < 1/4, also
1/2 < s; < 2/3, Dann gllt . o ' o

“k(t) vi(t) = O(cosh?/3¢).
t . .
Ist dagegen 0 <'2; < 2/9,d. h. 2/3 << 1,50 ergibt sich nach (4.4)
Sy 2L — 12) L, .
blc(t) vit) = V= Tor 7 D) cosh® ¢ + O(cosh f)-
Damit folgt die Behauptung a

Die letzten beiden Sitze lieferten uns die gewiinschte asymptotlsche Entwicklung
der Gitterpunktfunktion 4 = A(t, 2, 2'), es gilt némlich fiir ¢ — oo glexchmaﬁlg bez.
2,2 € R, - H kompakt die Darstellung

At z,2') = 2 cosh ¢

wF -
l N ‘F(So - l/ ) 2 h2l3
e,V V—F(s, ) cosh t‘P (2) @il ) + 0(cos t) | (6.14)
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