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Fin Gitterpunktproblem in der hyperbolisehen Ebene 

T. MARTIN 

Es wird cin Gitterpunktproblem in der hyperboliachen Ebene, auf der eine Fuchssche Gruppe 
erster Art wirkt, betrachtet. Dabei wird das asymptotische Verhalten der Funktion A(t, z, z') 
für t -^ no untersucht, die die Anzahl der zu z' aquivalenten Punkte im Kreis urn z mit dem 
Radius t bestimmt. Aul3er den Hauptgliedern wird eine Abschätzung des Restgliedes nach oben 
angegeben, wodurch frühere Resultate verscharft werden. Als wichtigstes Instrument dient die 
Mittel wertmethode, die auf einer Funktionalgleiehuiig zwischen A(1, z, z') und der itcricrten 
Gitterpunktfunktion beruht. 

PacclaTpHBaeTcH rlpo611eMa CeTOK B riinep6ojTk q ecHon HJIOCKOCTH Ha IcoTopofl AeftCTByeT 
(tlyxcoba rpyrrna neporo poJa. flpii 3TOM HccjieAyeTc.9 aduMnToTM qecHoe 1`1013e1elute 4yHK- 
Ulfi! A(t, z, z') flpM t -+ on 3aaiouef ucio 3KBIIBaJIeHTHMX K Z' To'leK B Kpyre C UüI1T0M B 
z H paycoi 1. Kporie r3laBHbIx 'nleHoB Aa6Tcn oueiiia ocTaTo qHoro 'uieiia csepxy ynylua-
mivan npeice peayJIbTamr. FJaBHb!M IlHcTpyMeuToM . CJ1HHT MeTo cpeAi(mx 6a3llpyI0-
W1I1CR Ha 4yHKU110HaJTbHoM ypaueuii MHt A(t, z, z') s11TepltponaHHo 4yHKuHeft ceroR. 

A lattice point problem in hyperbolic plane on which acts a Fuchsian group of the first kind is 
considered. In this connection the asymptotic behaviour at t -+ no of the function A(t, z, z') 
giving the number of z'-equivalent points in the circle around z with radius £ is investigated. 
Besides the main terms there is given an estimation of the remaining part improving previous 
results. As a most important instrument there serves the mean value method based on a func-
tional equation between A(t, z, z') and the iterated lattice point function. 

1. Einleitung 

In der Poincaré-Halbebene H bewirkt jedes Element g € 0 = SL(2, H), aufgefa2t 
als Möbius-Transformation, eine isometrische Abbildung. Sei I' G eine Fuchssche 
Gruppe erster Art, also eine diskontinuierliche Untergruppe von G mit u() < 00, 
wobei ein Fundamentalbereich von 1' und z das G-invariante MaB von H ist. a be-
steht aus einem relativ kompakten Tell jaO und einer endlichen Anzahl(parabolischer 
Spitzen (cusps)	(a = 1,..., n), die (bez. G) konformaquivalent zum Haibstreifen 
F. = ((x, y)E H 1 —1/2 ^ x :!^ 1/2, y	a} sind, a > 0 geeignet gewahlt. Ei ll

Beispiel für 1' ist die Mcidulgruppe SL(2, Z) mit nur einer Spitze. 

In dieser Arbeit soil nun die Fui'iktion 

A(t, z, z') = E 1	(t € R; Z, Z' € H)	 (1.1) 
yEr

- 

untersucht werden, wobei p die Abstandsfunktion in 11 bezeichnet. Dabei werden so-
wohi die Hauptglieder der asyniptotischen Entwicklung bel t -. 00 als auch Ab-
schatzungen des Restgliedes nach oben angegeben. A(t, z, z') bedeutet geometrisch 
die Anzahl der zu z' I'-äquivalenten Punkte innerhalb des Kreises urn z mit dem
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Radius t, wobei jeder Punkt mit seiner'Vjelfachheit (als eventueller Fixpunkt von I') 
gezahlt wird. Wir bezéichnen deshaib A als Gitterpunkt/unktion.	- 

Fur den Fall einer Gruppe r mit relativ kompaktern Fundamentalbereich a wurde 
dieses Problem von zahlreichen Autoren behandelt, z. B. von H. HUBER [3, 4]. Arbei-
ten über den aligemeineren Fall, daB a auch parâbolische Spitzen besitzt, sind u. a. 
bei A. SELBERO [9, 10] und W. ROELCKE [8] zu finden, jedoch wird das Restglied dort 
nicht so scharf abgeschatzt, vie es uns mit Hilfe einer Funktionalgleichung zwischen 
A und der iterierten Gitterpunktfunktion gelingt. Damit werden die Ergebnisse von 
P. GUNTHER [1, 2] auf den Fall eines nichtkompakten Fundamentalbereichs über-
tragen. 

Wir werdén im folgenden das G-irivariante MaB 1u auch kurz mit dz bezeichnen. Fur 
z = (x, y) E H gilt dann dz = y 2 dx dy. 

2. Sphärischer Mitteiwert und iterierte Gitterpuñktfunktion 

Es sei K(t, z) = € H I(z, z') < t} das Innere des Kreises urn z mit dem Radius t. 

Der Inhalt von K(t, z) hängt dann nicht von z ab und ist bekannterrnaBen gleich 
k(t) = 2n(cosh t - 1). Wir erklären nun den sphärischen Mitteiwertoperator X auf 
dern Raum L1b0c(H) der Uber H lokal integrierbaren Funktionen.  

Definition 2.1: Sell> 0 und E L1 1 0c (H). Dann wird der sphdrische Mittelwert-
operator Xg gegeben durch 

(X 1 p) (z) = k-'(t) f p(z') dz'	(z E H).	 (2.1) 
K(t.z) 

Unter Benutzung der Heaviside-Funktion 8 = 9(1) lassen sich 'die Definitionen 
(1.1) und (2.1) umschreiben. Es gelten nämlich offensichtlich die Darstellungeñ 

A(t, z, z') =	8(t	Q(z, y(z')))	 (2.2)


und
(Xq,) (z) = k- 1 (t)f 8(t - e(z, z')) p(z') dz'.	 (2.3) 

Die Funktion X1 q ist wiederum lokal integrierbar, so daB sich ein iterierter Mittel-
wert sinnvoll definieren läl3t. 

Definition 2.2: Seient, s ^- 0 und q' € L1 1 0c(H). Der iterierte Mitteiwertoperator 
X wird gegeben durch 

(Xj,) (z) = (XX392) (z)	(z E H).	 (2.4)


Man erhält jetzt leicht mit (2.3) die Darstellung 

(X9) (z) = k- 1 (t) k1(s)f f 8(t - (z, z')) 8(s - e(z', z")) (z") dz" dz' 

= k'(t) k'(s)f V(t, s, g(z, z")) p(z") dz".	 (2.5)


Die letzte Zeile ergibt sich durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge, wobei 

V(t, s, e(z, z")) = f 8(t - (z, z')) 8(8 - e(z', z")) dz' 

= /2(K(t, z) n K(s, z"))	 (2.6)
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ist. V hangt auBervon t und 8. nur vom Abstand e(z, z") zwischen z und z" ab, weil 
zwei beliebige andere Punkte mit gleichem Abstand durch eine Möbius-Transforma-
tion mit reellen Koeffizienten, also ein Element von G = SL(2, R) auf z und z" ab-
gebildet werden konnen und die Abstandsfunktion o G-invariant ist. Für V ergeben 
sich aus (2.6) folgende einfache Eigenschaften: Für t, s, 0 gilt V(t, s, •) EC( R0), 
V(t, s, ) = V(s, t, ) und 

1 0

k(max {t s})	fürO ^ o ^ t - V(t,s,)= 
fur0t+s, 

sowie 0 f–^– V(t, s, e) ^ k(max {t, s}). 
Wir bezeichnen'mit F(z) die Anzahl der Elemente y E I', die z alsFixpunkt hahen. 

Aufgrund der Voraussetzungen an r gibt es keinen Haufungspunkt von Fixpunkten 
in 11, und es ist ,u(z E H I F(z) > 1}) = 0. Die Funktion F = F(z) ist auf jeder kom-
pakten Teilmenge S c: H beschränkt. Tm falgenden voIlen ivir uns nun auf F-auto 
morphe Funktionen beschränken und die entsprechenden Funktionenraume iiber 
F \ H betiaeliteii. 

Lemma 2.1: Für p E L 1 b 0c(F \ 11) und t ' 0,-z E H gilt die Beziehung 

fç(z') dz' = f A(t, z, z') p(z') dz'.	 (2.7) 
KU.z)	 5 

Be wei s :Nach Voraussetzung existiert das Integral von q fiber K(t, z), und es ist 

f92(2') d' = f o(t - (z, z')) 92(z') dz' 
K(I,z)	 H 

= E f (t - (z, y(z'))) 92(z') dz' 
),er 5' 

= f ' (t — o(z, y(z'))) (z') dz'. 
5rer 

Bei dieser Umformung wurden die Automorphie von 4p und die F-Invarianz des MaBes 
beniitzt. Die Vertauschung der IntegmLationsreihenfolge ist erlaubt, veil der Integrand 
eineri kompakten Trager hat. Dies wiederum folgt aus der Diskontinuitkt von F, 
denn die Anzahl der Eleniente y E r mit (z, y(z')) <t ist endlich und gleichmnaBig 
bez. z' € a beschränkt (vgl. [6: Satz 3.1]). Mit (2.2)_ergibt sich die Behauptung I 

Dieses Lemma zeigt, daB X ein Integraloperator auf L1b0c(I'\ H) mit deni.Kern 
k(t) A(t, z, z') ist. AuBerdem gilt (2.7) speziell für alle 92 € II = L2(P \ H), was 
unmittelbar aus der Schwarzschen TJngleichung folgt. 

Lemma 2.2: Die Fuñktion A = A(t, z, z') besitzt /olgende Eigen,scha/ten: 
(i) Für alle y € F gilt 

A (t, z, z') = A (e, z, y(z')) = A (t, y(z), z') = A(t, z', z) . 

(ii) Sei	H eine kompakte Teilmenge. Dann ist A(t, ., .) beschrdnkt au/ P1 x H. 
Weiterhin gilt A(t, z, .) € H, und A. ( . , z, z') ist monoton wachsend. 

(iii) f A(t, z, z') dz' =

/
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Beweis: (i) lift sieh sofort aus (2.2) herleiten, z. B. ist 

A (t, z,	= '	- e(z, y'(y(z')))) 

O(t

eF
- o(z, y"(z'))) '= A(1, z, z'). 

Die Besehränktheit von A(t, •, .) auf A x  folgt aus der Diskontinuität der Gruppe 
I' und aus der Besehranktheit der Funktion.F auf Si', ebenso wie die anderen Be-
hauptungen unter (ii). 1st nämlich t	0 fest gewahit, dann ist S' = u {K(t,z) L 

€ } wiederum einè kompakte Teilnienge von H. Wegen card {y € TI y() n 
z ø} = m <oo gilt demnach A(t, z, z') :!E^- m max {F(w) I w E }. Damit ist auch 
A(t, z, ) beschränkt und deshaib quadratisch integrierbar über a. Die Monotonie 
von A bez. t ist sofort aus (1.1) oder (2.1) ersichtlich. (iii) schlie0lich folgt aiis Lemma 
2.1mit1 I 

Definition 2.3: Für 1, s ^!-0 tind z, z' € H sei 

A(2)(t, s, z, z') = f A(t, z, z") A(s, z'', z') dz".	 (2.8) 

A (2) hei !3t iterierte Gilterpunki/unklion. 

Ebenso wie A besitzt aueh A 2 eine einfache geometrisehe Interpretation. 

Lemma 23: Es ist/ür t, s 0 und z, z' E H 

A(2) (t, s, z, z') =	, V(t, s, e(z, y(z'))) . -	 (2.9) 
yEI_	 - 

Beweis: Zum Beweis ist Lemma 2.1 mit (z") = A(s, z", z') heranzuziehen. Die 
Behauptung ergibt sieh dann mit Hilfe von (2.2) nach Vertausehung von Integration 
und Summation I 

Bemerkung: Ebenso vie k- 1 (t) A(t, z, z') der Kern des spharischen Mitteiwert-
operators ist, lä8t sich der iterierte Mitteiwertoperator X als Integraloperator 
schreiben, dessen Kern im wesentlichen aus der iterierten Gitterpunktfunktión be-
steht:

('j92) (z) = k-'(t) k'(s) f A(2) (t, s, z, z') ç(z') dz'.	 (2.10) 

Dazu ist nur das Integral fiber H in (2.5) wie beim Beweis von Lemma 2.1 als Summe 
von liltegralen fiber umzuschreiben. Nach Vertauschung von Summation und Inte-
gration folgt (2.10) aus (2.9). 

Satz 2.1: Für 0 :E^: s	t und z, z' € H gelten die Beziehungem	 - 

A (2)(t, s, z, z') = fV(t, s, ) dA (., z, z') (a),	 (2.11) 

k(s) A(t - s, z, z')	A(2) (t, s, z, z') < k(s) A(t + s, z, z').	 (2.12) 

Beweis: Die rechte Seite von (2.11) ist als Riemann-Stieltjes-Integral aufzufassen 
und sinnvoll aufgrund der Monotonie von A( . , z, z') gemaB Lemma 2.21(u). In der 
Tat ist (2.11) nämlich nichts anderes als cine UmformuLierung von (2.9). Die Behaup-
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Lung (2.12) folgt Ieicht aus (2.11) und den Eigenschaften der Funktioñ V(t, s, •): 
t+8 

A(2) (t, 8 1 z, z') :!i^- k(s)f dA( . , z, z') () = k(s) A(t + s, z, z'), 

A(2) (t, s, z, z')	fV(t, s, ) dA( . , z, z') () = k(à) A(t	s, z, z') U 

Bemerkung: Aufgrund der Symmetric der Funktionen V = V(t, s, ) und A2 
= A(2) (t, s, z, z') bez. t und s (vgl. folgendes Lemma) gilt die Darstellung (2.11) auch 
für 0 < t ^5 s, also alle t, s 0. Die Abschatzung (2.12) ist fur beliebige t, s 0 
folgendermafien zu schreiben: 

k(u)A(jt - sj, z, z') ^ A( 2 )(t, s, z, z') < k(u) A(t + s, z, z'),	u = min {t, s}. 
Die Bedeutung von Satz 2.1 liegt im untersehiedlichen Konvergenzverhalten der Fourier-

entwicklungen von A(t, ., .) and A( 2 )(t,'s, ., .) aisKernevon X1 und X: Während die Ent- 
wicklung der unstetigen Funktion A nur im quadratisehen Mittel konvergiert, ist die Konver. 
genz bei A 2 gleichmäliig bez. z and z' aus einer kompaktcn Teilmenge von H. 

Lemma 2.4: Die Funktion A(2 ) besitzt folgende Eigenscha/ten: 
(i) Für alle y E r gilt 

A (2 )(t,s, z, z') = A (2) (t, s, z, y(z')) = A ()(t, s, y(z), z') = A(2)(8, i, z', z) 

(ii) Ac2 ) iet symmetrisch in den ersten beiden und letzten beiden Variablen, d. h., es ist 

A(2)(s, t, z, z') = A(2)(t, s, z, z') = A(2)(t, S, Z" z) 

(iii) A( 2 )(t, s, •, •) ist stetig in lix H, und es gill A( 2 )(I, 5, Z, •) E H. 

Beweis: (i) folgt sofort ausLemma 2.2/(i) und Definition 2.3. Für den Beweis von 
(ii) benutzt man am besten die Darstellung (2.11) unddie Symmetric von V in den 
ersten beiden Variablen Die Stetigkeit von A) 2)(t, s, , •) kann man aus (2.9) ab-
lesen (endliche Summe), und A) 2)(t, s, z, •) E H folgt schlief3lich atis (2.12) und (ii) U 

3. Fourierentwicklungen der Kerne 

Wir werden uns nun mit der Spektraltheorie des Laplace-.Beltram i-Operators I von 
H befassen. BekanntermaBen ist für z = (x, y) E H 

I = _y2(2/ax2 + a2/ay2) 

symmetrisch und wesentlich selbstadj ungiert. Den selbstadj U ngierten A bschlu B von 
I wollen wir mit .4 bezeichnen. Das diskrete Spektrum von 4 besteht auseiner 
monoton wachsenden Folge A} 0 reeller nichtnegativcr Eigenwerte 2, die sich im 
Endlichen nicht häufen.	sei ein Orthonormalsystem reeller Eigenfunktionen, 
so daB für alle i	0 gilt (4 - 7) q	0. Nach einem Satz von Maas sind.,diese 

Eigenfunktionen glatt, also ist 

1q= AiTi	 (3.1) 

Besitzt r einen relativ kompakten Fundamentalbereich, so ist das Spektrum A von 
.4 rein diskret, vie aus der Theorie der kompakten Riernannschcn Flächen folgt. Dann 
ist also A = Ad =	und {q'j}o bildet ein vollständigesOrthonormalsystem in  
(vgl. in diesem Fall [2]). Im allgemeineren Fall () < co,	iiicht notwendig kom-
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pakt, besitzt der Laplace-Operator auf II jedoch zusätzlich ein stetiges Spektrum A, 
das mit dem halboffenen Intervall [1/4, oo) ubereinstimmt und die Vielfachheit n 
(Anzahl der parabolischen Spitzen) besitzt. Die zugehorigen verailgemeinerten Eigeri-
funktionen werderi durch die Eisenstein-Funktioiien	= (z, s) (z € H; s E C,-
Re(s) > 0; = 1, ..., n) gegeben (vgl. dazu z. B: [5]).	 --

Definition 3.1: Sei B() der Raum der besehrankten meBbaren Funktionei, über. 
und H0	x L2 (RO , dt/2r). Dann heil3t die lineare Abbildung E ft : B() - H0 inii 

= ..f(z 4 + ie 1(z) d	(f EB(F),	0)	 (3.2)' 

Eisenstein-Trans/ormation zu r Spitze fl.  

Zusammen mit den (gewohnlichen) Eigenfunktionen p i bilden die Efi ein vollstän-
diges System von Eigenfuriktionen.	. 

Lemma 3.1 (Mittelwertsatz für Eigenfunktionen des Laplace-Operators): Für alle 
z € H und I 0 gelten die Beziehungen 

V i( t )	(z) = (Xq) (z)	(i = 0, 1, .. .) ,	 (3.3) 

v(t,	(z 4 +	=	4 ± ie)) (z)	( = 1,..., n;	0), 

(3.4) 
wobei die Funktionen v 1 und v( . , ) Losungen des An/an gswert problems 

VII ± cosh 
t+ 2 v' + Ày = 0,	v(0) = 1,	V, (0) = 0-	(3.5)


sind. Dabei ist für v i der Parameter 2 = 2, und für v( . , o) gilt A = 1/4 + 02. 

Beweis: Aufgrund der Tatsache, daB H eine vollstandig harmonische Riemann-
sche Mannigfa.ltigkeit darstelit, erfullt der spharische Mitteiwert einer glatten Funk-
tion p eine Darbouxsche Differentialgleichung. Es gilt namlich für alle z € H 

{2/et2 + (cosh t + 2) sihh' t a/at ± %} (X 1 2) (z) = 0, 

(X09) (z) = (z),,.	0/at (X 1 q) (z)= 0 = 0.  

Da das Anfangswertproblem (3.5) eindeutig lösbar ist, genhigt es zu zeigen, daB 
v 1 (t) 9 1 (z) bzw. v(t, o) 1/2 + i0) ebenfalls Losungen von (3.6) sind. Das folgt aber 
aus (3.5), (3.1) sowie der Eigenschaft 1( . , s) = s(1 - s) (., s) für die Eisenstein-
funktionen I 

Definition 3.1: Die Funktionen v (i = 0, 1, ...) und v( . , o) (e	0) hei8en Eigen-




wert/unktionen zum Eigenwert ). j bzw. zu A = 1/4 + p2. - 

Da 99 i ebenso wie	., s) automorphe Funktionen auf H sirid, kann man (3.3), (3.4) 

folgendermaBen umschreibe'n: 

k(t) v1(t)1(z) = f A(t, z, z') 9(z') dz' ,	 -	 (3.7) 

k(t) v(t, e)	z, 4 + ie)=JA(t z, z')	(Z'. 2 +	dz'.	-	(3.8)
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Damit geniigen sowohi 92 i als auch p( . ,'112 + i) der Eigenwertgleichung für den 
durch den Kern k'(t) A(t, z, z') gegebenen -Mitteiwertoperator X zum Eigenwert 

: v(t) bzw. v(t, ). Es sind 97 i gewahnhiche Eigenfunktionen von X 1 , während die Eisen- 
stein-Transformationen E die verailgemeinerten Eigenfunktionen von X, 'darstellen, 
denn fürE C000(P\H), > Ogilt 

(EpXq) (e) = k_i(t)ff ,jp (z;_ + ie) A(t, z, z')çv(z') dz' dz 

= k' 1(t)f (z')f A(t, z, z') 77,6 --- + io dz dz' 

= v ( t , e)f p ( -- +	g(z') dz' = v(t, o) (B) (a). 

Aufgrund der Vollstandigkeit stimmen also die (gewohnhichen und verailgemeinerten) 
Eigenfunktionen von 4 und X, uberein, wobei sich die Spektren folgendermaBen trans-
formieren:

? 2 1 -v 5 (t)E Ad(X t ),	A(a) D 2 —v(t, e) E A(X). 

Satz 3.1: Sei t, s ^ 0 und z,'z' € IT.Dann gelten die Fourierentwicklungen 

A(t,z,z')= k(t)v(t)(z)(z') 

k(t)	r

	 (Z'
1	.

j v(t, ) 	j- +	ip (, z',	- z) do,	(3.9) 

A( 2 )(t, s, z, z') = k(t) k(s)?i.' v 1 (t)v 1 (s) 92 i (z) 9.(z') 

k(t)k(s) nf
	

Z 2	-^7	de. +	V (t) v(s, )	
(, 	

(o) 
27t  

I)abei ist die Konvergenz der Reihe und des Integrals in (3.9) für testes z E H im schwachen 
Sinn bet. z' zu verstelen, wdhrend die rechte Seite von (3.10) gleichma/Jig bet. z und z' 
aus einer kornpakten Teilienge Si	H konvergiert. 

Beweis: Mit (.,.) wollenwir das Skalarprodukt in H bezeichnen. Aufgrund der 
Vollstandigkeit des Systems der Eigenfunktionen gilt dann für alle /, g E B() H 
die Darstellung

00	 - 
00	 in', 

(I, g) = 2' (I, q )	) + - 2 I (PJ/) () (Epg) () d.	 (3.11) 

0 

Sei N € N. Wir halten t > 0 und z € H fst Ufld setzen/ = A(t, z, ). Diese Funktion 
liegt in B() wegen Lemma 2.2. Dann ist k(t) (X) (z) =-(A(t, z, ), g), und deshalb
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konvergiert
N 

k(t) (() (z) -	' (A (t, z, •), Ti) (ç, g) 
i=O 

N 

-	f (EpA(t, z, •)) () (Eflg)() d 

aufgrund von (3.11) fur N - cgegen Null. Andererseits ist 

f(t;')) dz' —	(A(t, z : e)f (z)	) dz' 

- 1 f
	

z, )) (g) f 77 P 	+	g(z') dz' lo 

=A(tzz) —(A(t z, ),,) (z) f{  
-	f (EA(t, z,	(''	i) de}	dz' 

=A ( t z, z') - k(t) 	(z) (z') f{  
-	)	(z -- + ie) 77 fi (z' -_ io)de}	dz' 2,-r	f	

2wegen (3.7), (3.8). Benutzt wurde auch die Eigenschaft	z, s) = i(z, ) für z  Ii, 
S € C, 9 = 1, ..., it. Damit ist (3.9) im schwachen Sinn bewiesen. Ersetzt man hin-
gegen die FUnktion fin (3.11)durch A(2)(t,s,z, •) bei festen t,s >0 und z € H, so 
erhàlt man ganz analog, daB

N 
f

lA ( 2 )(t, s, z, z') 	'(A (2)
 

i=O 

N 

•	 -	

/	

z,	17P 
(

Z" - je) de 	dz' 

für N - oo gegen Null konvergiert. Mit Hilfe von (3.7), (3.8) erhält man leicht die 
Darstellungen 

(A( 2 )(t, s, z, ),	) = k(t) k(s) v(t) v 1 (s) 9(z), 

(EA (2)(t, 5, z, .)) () = k(t) k(s) v(t, e) v(s, e)	-- + ie),
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woraus (3.10) zunächst ebenfalls im schwachen Sinn folgt.'Beim Beweis der Gleich-
ma3igkeit der Konvergenz gehen wir folgendermal3en vor. Zunächst ist der Operator 
X positiv, denn es gilt für t, s > 0 und q, € C0 (P \ 11) die Gleichheit (X, q)cip 
= (Xp, X,q), und dieser Ausdruck ist nichtnegativ reel] für t . = s. Nach dem Satz 
von Mercer konvergiert die Fourierentwicklung eines stetigen Kerns, der einen posi-
tiven Operator erzeugt, gleichmaf3ig, wenn beide Variable in einer kompakten Teil-
menge variieren. Demnâch konvergieren Reihe und Integral in (3.10) für t = s gleich-
rnaBig bez. z, z' € , S	H kompakt. Speziell konvergiert 

	

k2 (t)	1'	/	1 k2(t) 'v 12 (t) q 2 (z) + -s--- E	v2(t, ) ip (z,	+ i J d 
/ 

0 

gleichmaL3ig bez. z € S gegen A(2)(t, t, z, z). ' Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
liefert dann die Behauptung I	 - 

4. Abschätzungen für die EigenwertIunktionen 

Wir werden nun die Funktionen v i und v( . , ) näher untersuchen; insbesondere ihr. 
asymptotisches Verhalten bei t --> co. Zunächstwollen wir A = ;.j bzw. 2 = 1/4 + e2 
festhalten und zur Abkürzung v = v(t) schreiben. 

Lemma 4.1: u = u(t) sei Losung des An/añgswert problems 

u"+ cotht . u'+1u=0,.	u(0)= 1,	u'(0)=O.	 (4.1) 

Dann gilt die Beziehung 

k(t) v(t) = f k'(r) u(r) d,	 (4.2) 

wobei v durch das An/angswertproblem (3.5) /etgelegt ist. 

Beweis:.Falls 2 = 0 ist, sind u -_ 1 und v = 1 die (eindeutig bestimmten) Lösun-
gen von (4.1) und (3.5), und (4.2) gilLtrivialerweise. Sei also 2> 0. 'Es ist zuzeigen;. 
daB die durch (4.2) für t > 0 erklärte Funktion v (3.5) erfiillt. Die Behauptung folgt 
dann aus der Eindeutigkeit der Losung dieses Anfangswertproblems. Sei t > 0. Aus 
(4.1) folgt wegen k(t) = 2(cosh t - 1) die Gleichung k'u" ± k"u' ± 2k'u = (k'u')' 
+ 2k'u = 0, also 2k'u = —(k'u')'. Unter Benutzung von (4.2) folgt daraus 
2kv = —k'u' d. h. v = (—k'/Ak) u'. Nun ist leicht nachzurechnen, daB v die Differen-
tialgleichung in (3.5) erfüllt. Die Anfangsbedingungep ergeben sich durch Anwendung 
der. L'Hospitalschen Regel I 

Bemerkung: Die Losung des einfacheren Anfangswertproblems (4.1) ist bekannt 
(vgl. z. B. [6: Lemma 4.2]), es gilt nämlich 

2	-	coser	dr	.(t > 0). 
7r f Jt2 cosh t_2 cosh r 

Mit Hilfe von (4.2) läBt sich qeshalb nun v in expliziter Form angeben., es gilt 

k(t) v(t) = 4f cos er V2 cosh t - 2 cosh rdt	(t	0).	 (4.3)
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Aus (4.3) erkennt man sehon, daB v = v(t) ein untersehiedliehes Verhalten auf-
weist, je nachdem, ob 0 < A < 1/4, d. h. e rein imaginär, oder A = 1/4, d. h. Q =0, 
oder A> 1/4, d. h. e > 0 ist. Tm ersten Fall ist auch die Substitution A = s(1 - 
1/2 <8 < 1, zweckmä8ig. 

• Satz 4.1: Sei, v = v(t) die Lösung des An/angswert problems (3.5). Dann gelten /ür' 
die fot genden A'ussagen:	 - 

(i)ImFalleO<2< 1/4,d.h. 1/2<s<1,ist 

	

-k(t)v(t)	r28	1/2) cosh8t + 0(côsh8t).	 (4.4) 

'(ii)Im Falle A = 1/4, d. h. = 0, ist 

k(t) v(t) = 43/2 cosh1!2 t .(t + 0(1)).	 (4.5) 
(iii)Im Falle A> 1/4, d. h. g >0, ist 

21t'f'(io) k' 12 (t) v(t) = ['(1/2 +i) 
cosh tn t 

2'P(—io) 
+	 cosht + 0(cosh 2 t).	 (4.6) 

B ewei s: Zuerst behandein wir das Verhalten der Hilfsfunktion u und schlieBen da-
riach mit Hilfe von (4.2) auf v. In der Differentialgleichung (4.1) substituieren wir 
dazu = eosh2 t und setzen () = u(t). Dann erfüllt ii die hy-pergeometrische Dif -
ferentialgleichung 

-	+ 3 ^ — , ),a, + -^ ii — 0. 
(2	2*	4, 

Die Bedingung u(0) = 1 transformiert sich zu (1) = 1, also muB für t die für 1 
< 00 definierte und bei = 1 reguiare Losung 

	

=	F (a, b, c E -_1) 

ii	-IIi	\	1—s	 1 
m1ta=--l_2 VT_ A) = 2 ,b=a+--=1-----, c=1 

genommen werden. TJnter Benutzung der bekannten Umformungen für hypergeo-
inetrisehe Funktionen folgt daraus 

	

I'(s-1 /2 ) F f18 18 3	1 

	

-	P(s12 + 1/2) F(812) \ 2 '	2' 2 

+ •	 I'(1/2 - s)	F(-1 +  !.
P(1/2 — s/2) P(1 - s/2) 	2 ' 2' 2	' 

	

-	! 2 1TT'(s - 1/2) F /1_— S	5 3	1 
-

	

F(s)	2	2 2 

+	8/2 
2 8r(1/2 - s) 41 +	L , - -F- s,.•• •	(4.7) 
jI P(1 - s)	2	2 2

/
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Für festes 2, also festes 8 verhalten sich die beiden auftretenden hypergeometrischen 
Funktionen bei .- cowie 1 + O('). 

(i) Sei nun 0 < 2 < 1/4, d. h. s E R, 1/2 <8 < 1. Kehren wir zur Variabien tzu-
rück, so ergibt sich 

U(t) = 2' P( —1/2) cosh81 t ± O(cosh 1) 
}/P(s) 

und mit (4.2) folgt die Abschatzung (4.4). 
(ii) Für 2 = 1/4, also s = 1/2 ist (4.7) folgendermal3en zu rnodifizieren. Sei zunächst 

s + 1/2. Die Funktionalgleichung der Gammafunktion liefert dann 

fIM

=	1	12--- ['(s + 1/2)	28J'(3/2 - s)	
J+oi1)- 1/2 • )/'f'(s)	1,c r(1	s) ' 

 

Der erste Summand strelt bei s -+ 1/2 gegen j//4(1ri 1I2 + 0(1)), also gilt 
u(t) = )/I- ' cosh'/ 2 t(ln cosh t + 0(1)), und die Behauptung folgt auch in . diesem 
Fall wieder aus (4.2).	 . 

(iii) Für 2 > 1/4 ist s nicht mehr reell, sondern es gilt s = 1/2 + i0 ; e kannpositiv 
gewahlt werden. Benutzen wir these Substitution in (4.7) und gehen wieder zur Varia-
blen t Uber, so folgt 

2 1 12 + iQF(i 'I 

U(t) =

	

	' ' cosh 1/4 t 
j/ P(112.+ i0) 

2-1/215f(_i '
cosh- 1/21 t + O(cosh5/2 t). 

V;
-

r(112 --iQ) 

Wegen k1/2 (t) = jf i (cosh t -. 1) 1 /2 = 3fr cosh' /2 t + O(cosh_ 112 t) 1st 

k 112 (t) (coshu/2±iQ I - 1) =	cosh±iQ I + O(cosh 112 I), 

k-1/2(t) (cosh 3I2 I - 1) = 0(cosh 2 I). 

Mit diesen Abschatzungen ergibt sich sehlieBlich auch (4.6) aus (4.2) I 
Die Aussagen des Satzes 4.1 heziehen sich auf feste WerteX > 0. Für 2> 1/4 werden 

auflerdem bez. 2 gleichmäBige Abschatzungen benotigt. Wir wollen bei v wieder die 
Abhangigkeit von A kennzeichnen und schreiben v = v(I, e). Zunächst erhält man aus 
(4.3) sofort mittels partieller Integratioi 

r	
Si
	 - k(t) v(t, e	

4 
) = -  0J	

sinhr	
inr 

}/2coshl-2coshr
dr 

0 

und daraus die Abschätzuiig k(t) v(t,	^5 (4/a) V2 cosh I - 2, also 

Iv(t, e)I ^ C1 (cosh (	1)_112	'	 (I	0,LO> 0),	 (4.8) 
wobei C1 unabhängig von I und e ist. Eine weitere triviale Abschätzung erhält man, 
wenn der Integrand in (4.3) durch 3/2 cosh I ersetzt wird:	 - 

k(t) Iv(t, e)I	C2t coshu/2 I	(I ^! 0,LO a 0).	 . (4.9) 

8 Analysis Bd. 8, Heft 2 (1989)
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Die Abschatzungen (4.8) und (4.9) sind jedoch für grol3e e nicht scharf genug, so daB 
noch em allgëmeinerer Satz Anwendung findet (vg!. etwa [2: Satz 2.2]). Danach er-
gibt sich für die Losung v(t, ) von (3.5) folgendes (G!> 0 konstant): 

(i) 1 v(t, o)I :E^ 1	(t L> 0, ). > 0).	 (4.10) 
(ii) lv(t, )1 5 C  sinh1l2 t(cosh t - 1) e 312	(t > 0, e > 0)	(4.11) 

(iii) v(t, ) > 1/2	(0 :5: t	t 1 ', Lo > 0) für ein t 1 E (0, 1].	(4.12) 
Die Abschatzungen (ii) und (iii) seien hier ohne Beweis aiigegeben, (i) ist leicht em-

zusehen, wenn die Differentialgleichung in (3.5) mit v' multipliziert und integriert_ 
wird. Dabei ist lediglich von Bedeutung, daB der Koeffizient vor der ersten Ableitung 
für t > 0 positiv 1st. Dies trifft aber auch für die Funktion u = u(t) und die Differen-
tialgleichung in (4.1) zu, so daB ebenfalls (bei A > 0) gilt 

1 u ( t )1	1	(t ^20).	 (4.13) 

5. Das asyniptotisehe Verhalten der Reihe bzw. des Integrals der Eigenfunktionen 

• Nach den Betrachtungen iiber die Eigenwertfunktionen wenden wir uns nun dem Ver-
halten der Reihe der gewohnlichen bzw. des Integrals über die Kerne der verallge-
meinerten Eigenfunktionen zu. 

Satz 5.1: Sei	c H eine kompakte Teilmenge. Für -- cc gilt gleichmaf3ig bez. 
z E die Abshdtzung

	

1	r	/ 1	\2 

	

72(Z) + — 2; •	
z,— + ij de O().	 (5.1) 

	

2	j	2 
0 

Beweis: Sei t 1 E (0, 1] jene Zâhl, fur die (4.12) richtig ist. Wegen (2.12) und Lemma 
2.2/(ii) gelten für 0:!^ t ^ t 1 ' und z E R die Ungleichungen 

A(2 )(t, t, z, z) :!^ k(t) A(2t, z, z) ^ k(t) A(2t 1 , z, z) ^ C1k(t) 
mit einer Konstanten C1 = C1 (), die nicht von z abhangt. Nach Satz 3.1.erhalten wir. 
andererseits 

A(2 )(t, t, z, z) = k2(t)2; V i
 2(t) 92 2 (z)	 - 

	

-)	fV, )	'±) 
2 
d.	- 

Sei xe(0, 11 gegeben und > 1/4 + ,c2 . Wir setzen t() = 4 ( - 1/4)/2 . Dann 

ist auf jeden Fall t() ^ t 1, also 

2; v 1 (t()) q,2(z) ± - 2; f v(t(), 0 
1 

77 #	- + ie) 
2 

1/4<1,!^,c	 27t p=1

(5.2) 

	

Für 1/4 f^ A :E^ ist aber ( - 1/4) 1 /2 t()	t1, d. h., aufgrund von (4.12) gilt 

v,(t()) Z^ 1/2	für 1/4 < A, < 

v(t(),	1/2	-für 0< L6	1/4)/.
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Deshálb folgt nun aus (5.2) die Abschatzung 

Vi4 

E 9 12(z) +	f ip (z 1_ + ie" 
2 

d < 4C1k1(t()). 
2r p=.	 2	/ 

0 

Offensichtlich jst k(t) 	zt2 und deshalb 

	

= ( — 1/4)	1t 1 2x 2 < r't12,C2, 

so daB die linke Seite von (5.1) nicht groBe' ist als 

(4C1 1t1 2 c 2 + (c2 + 1/4)7'	92(z)\4. 
1	 02I/4 

Die q, sind als analytisehe Funktionen auf S beschränkt, und die auftretendeSumme 
ist endlich, also der Koeffizient vor beschränkt. Damit ist der Satz gezeigt I 

Folgerung: Sei R c: H eine kompakte Teilmenge. Dann gelten /fir —+ 00 gleich-
ma/3ig bez. z € R die /olgen4en Abschãtzungen: 
(i)furx<1 

V$-114 
ç 2 (z) 
-j --+

1
— E r /	1 2	d0

O('),	(5.3) J i)
(1/4 + O2) 

(ii)
-'

I 
+ Z r 1	1

+
2	d

O(ln),	(5.4) 
A j P-1 1/4 +	2

(iii) füro > 1
co 

p 2 (z)	1	'

	f
	 1	I2	d 

±	,Z 	770 Z, 71 + i1) 
(1/4 + 2) = 

O( 1 ).	(5.5) 

Der  Beweis ist in bekannter Art und Weise mittels partieller Integration zu füh-
reni 

6. O-Abschätzungen fiir den Gitterrest 

Es sei für t, s	0 und z, z' € H 

T(t, z, z') = k(t)	' v(t) ç j(z) 1 (z') ,	 ( 6.1) 
0<a11/4 

T( 2)(t, s, z, z') = k(t) k(s) f v(t) v i (s) 1 (z) ç(z') .	 ( 6.2) 
0<A1/4 

Wir bemerken, daB die auftretenden Summen endlich sind. Die zum. Eigenwert 
AO = 0 gehorige Eigenfunktion 97, ist konstant, wegen II'oII = 1 ist q 0(z) = (1u())_1/2. 
Die Eigenwertfunktion v0 ist identisch gleich 1. 'Wir definieren nun die Funktionen 
P = P(t, z, z) und p(2) = P(2)(g , s, z, z') durch 

A(t, z, z') = k(t) (u(3)) 	+ T(t, z, z') + P(t, z, z'),	 (63) 

A(2 )(t,$ )* z, z') = k(t) k(s) (u())' -f. T(2)(t, s, z, z') -f.. P(2 )(t , s, z, z').	(6.4) IN 

8
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DaB these Aufspaltung sinnvoll ist, ergibt sichaus demuntersehiedlichen asympto-
tischen Verhalten der Eigenwertfunktionen i). j bzw. v( . , ) inden Fallen 0 <2 < 1/4, 
2 = 1/4 und 2> 1/4 (vgl. Satz 4.1). 

- Definition 6.1: P heiBt Gitterrest und p(2) iterierter Gitterrest. 

Sat z6.1: Sei 9 c: II eine kompakee Teilmenge. Für t– . co gilt gleichma/3ig bez. 
z, z' € die Abschatzung 

P(2)((, t, z, z') = O(cosh'" t),	 (6.5)


wobei 6.> 0 beliebig gewãhlt werden kann. - 

Beweis: Aus der Fourierentwicklung (3.10) der iterierten Gitterpunktfunktion 
und (6.2), (6.4) ergibt sich sofort die Abschatzung 

I P( 2 )(t, t, , z') 	k2(t) X v 2(t) q(z) ç(z')j  

+ v2y,e) 72 0	+ je) 710(z' -- - ie)) de 

;5 k2 (t)	v 2 (t) {9, 2 (z) + 92(z')} 
A>1f4 

±	t) 'fv2(t,e) { , 
(
Z' -- + ) 2

	

+	

2}.

(6.6) 

Sei nun c > 0 so klein gewahit, daB das Intervall (1/4, 1/4 + x2) keinen Eigenwert 
enthält. Wegen (4.9) ist	 - 

'C

1	2 
k2(t)fv2(t, ) ?70 (, -- + ie	d 

< C22t 2 cosh	(z, 1 +) 
2 

d :5: C3t 2 cosh t.	 (6.7) 

Dies gilt gleichmaBig bez. z E S, und wit können C3 so wählen, aal3. (6.7) für alle 
= 1, ..., n richtig ist. Für die restlichen Eigenwertfunktionen auf der rechten Séite 

von (6.6) wenden wit (4.11) an sowie die Tatsache, daB für e	x > 0 gilt '	C42-1. 
Demnach folgt	 - 

k2(t) Z v 2 (t) 2(z) + 	
fvt, e)	(z	+ ) 2 de 

A,>1/4	 2,	
0 

< C5 sinh t{E	+ -	 ) 
2 

(1/4 ±2)3/2 } 

< C6 cosh t	 (6.8) 

wegen der Folgerung aus Satz 5.1. Die gleichen Abschatzungen gelten natürlich auch 
für z' anstelle von z. Wegen t2 cosh t = 0(cosh 1+6 t) für beliebiges 5> 0 folgt die Be-
hauptung aus (6.6)—(6.8) 1	 --
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Satz 6.2: Sei 1 > 0 und s = exp (—it), SI' IL sei wieder eine kompakte Teilmenge. 
Dann'giU /ür t -- 00 gieibhma/Jig bez. z, z' E SI' die Abschdtzung 

k(s) P(2(t , s, z, z') = 0(cosh 1+1)I2 t).	 (6.9) 

Bewéis: Sei v> 0 eine feste, noch zu bestimmende ZahI. Wir sétzen (t) = cosh' t. 
Dann gilt die Darstellung 

k(s) P(2)(t, s, z, z') 

= k(t)	v(t) v 1 (s) q 1 (z) ç1(z') 
II4<l<p(i)

Vu —I/4 

± -_	

' 

/ v(t,) v(s, L) ?)	-- + ie) ?ip (' -- -40 do 

+ k(t) Z v(t) v i (s)	(z) q(z') 

±	
f , 

) v(s, )	-- +	(Z'-- - io) d0.	(6.10) 

Vu-1/4 

Bei der Abschatzung des Betrages von k'(s) P(2)(t, s, z, z') wird iii den ersten beiden 
Summanden (4.11) für v(t) bzw. v(t, e) und (4.10) für v(s) bzw. v(s, ) angewendet. 
Das Integral von 0 bis x, 0 < x < ((t) 1/4)1/2, ist wie beim Beweis von Satz 6.1 
wieder gesondert zu behandeln, dort wirdv(t, ) mit Hilfe von (4.9) abgeschatzt. Bei 
den letzten beiden Summanden von (6.10) werden'alle Eigenwertfunktionen dürch 
(4.11) abgeschatzt. Insgesamt folgt also mit Satz 5.1 und seiner Folgerung die Ab-
schatzung 

1k'(s) P(2)(t, s, z, z')! 

I	 '	 sinh'/28 
<C1 jsinhh/2 tip' I (t) + t cosh I t + sinhhl2 cosh -s -- 1 :h/2(t) 

-	 C2{cosh'/2+'/4 t + cosh' /	t + cosh h /2P12 t sinhh12.(6osh,s 

für heliebiges 6> 0. Wegen sinh s ^-, C3s für 0	s	1 und cosh s — 1	s2/2 ist 
sinh h /2 s(cosh s - 1)_ 1 :!^ 2C48 -3/2 C4 cosh3112 t. Setzen wir nun v = 21, 6 = 1/2, 
soistl/2 + v/4 = 1/2 + 6 = 1/2 — v/2 + 31/2 = (1 + 1)/2, und esfolgt die Behaup-
tungi 

Nach diesen Aussagen fiber den iterierten Gitterrest liefert der folgende Satz die' 
angestrebte O-Abschatzung für P = P(t, z, z') 

Satz 6.3: Sei SI'	H eine kompakte Teilnienge. Für .	co gilt gleichmafiig bez. 

z, z' E SI' die Abschdtzung 

P(, z, z') = 0 (cosh2/ ).	 (6.11) 
Damit wird das in [2] für Gruppen I' mit kompaktem Fundamental bereich bewiesene Er-

gebnis auf Fuchssche Gruppen erster Art verailgemeinert. Andererseits stellt (6.11) cine Ver-
schrfung frflherer Abschatzungen für diesen Fall von S. J. PArERS0N [7] dar; dort betrug der 
Exponent 3/4. 

Beweis: Seien z, z' E k fest gewühlt. Wir wenden nun Satz 2.1 an, urn aus (6.9) 
Abschatzungen für P zu erhalten. Sei t	I und s = exp (—It), I E R, also 0 <s < I.
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Aus (2.12) und (6.1)—(6.4) erhalten wir die Ungleichung 
•	 P(t - s, z, z') ^5 k- I (s) P(2 )(t , s, z, z') 

-F	' [k(t) v(t) v(s) - k(t - s) v(t - s)] 9 1 (z) q1(z'). 
OAI/4 

Für 0 ^ A,	1/4 gilt nun wegen (4.2) die Abschätzung 

k(t) v 1 (t) v(s) - k(t - s) v . (t - s)l	 • 

^ jk(t) v(t)— k(t -'s) v,(t - )I + k(t) v(t)I Iv(s) - 

^f k'(r) Iu(r)I dr + k(t) 1v1(t)I (j(s)I + ii. 

Die Betrage von u• und v 1 werden gemaB (4.13) und (4.10) durch 1 abgeschatzt, dann 
folgt weiter 

Ik(t) v(t) v(s) - k(t - s) v 1 (t - s)j 

•	 :	2oz  

< a fe dr + 2s e' =7t e(1	e 8) + 27ts et 

:E^Cs&=Cexp((1—t)t). 

Demnach gilt wegen Satz 6.2 für t - co und alle I 0 die Abschatzung 

P(t - s, z, z')	0(cosht ' + '>/2 t) + O(cosh' t). 

Nun ist min max {(1 + 1)/2, 1 . — l} = 2/3, also P(t - s, z, z') < O(cosh213 t). Setzen 
10	S 

wir nocht - s=4, d. h. t	+ s	+ 1, so folgt für–.00. 

P(, z, z') :E^ O(cosh2l3 fl .	 (6.12)


Andererseits gilt ebenso nach der anderen Ungleichung von (2.12) die Ungleichung 

P(t + s, z, z') > k'(s) P(2)(t, s, z, z') 

[k(t -.1- s) v . (t -j- s) -- k(t) v 1 (t) vs(s)] q(z) 9,(z') 
oAiI4	 S 

Die eckige Kiammer ist wie oben dem Betrage nach durch C exp ((1 - 1) t) zu majori-
sieren, und wir erhalten analog für t —. ço und alle 1 0 die Abschatzung 

P(t + s, z, z') ;^; 0(cosh(I+I2 t) + O(cosh'' t).	 • 

Wieder ist max min {(1 + 1)/2, 1 - l} = 2/3, demnach P(t + s, z, z')	0(cosh2l3t), 

und mitt + s = E, d. h. t = - s ^• liefert dies (6.12) mit umgekehrtem Relations-
zeichen. Damitjst (6.11) bewiesen, denn für z, z' E S, R kompakt,sind die Funktioneri 

•	 , 
0 ^ A < 1/4, beschränkt I
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Satz 6.4: Sei R c= II eine kompakte Teilmenge. Dann gilt /12r t -+ co gleichma/Jig 
bez. 2, 2' E ft die Darstellung 

T(t, z, z')

2'I'(s, — 1/2) cosh' t9,(z) q(z') + 0(cosh2i 3 t).	 (6.13) 
2/3<a<i  

Beweis: Wir haben lediglich die in (6.1) auftretenden Eigenwertfunktionen näher 
zu betrachten und nut'zen dazu Satz 4.1 aus. Für 0 ^-, ) :5: 1/4 verwenden wir wieder 
die Substitution 2 =,s(1 — s), 1/2	1. Sei zunächst 2/9 :!E^ 2 ;5 1/4, also 
1/2	s	2/3. Dann gilt 

k(t) v(t) = 0(cosh2l3 t). 

1st dagegen 0 <A <2/9, d. h. 2/3 <s < 1, so ergibt sich nach (4.4) 

k(t) v 1 (t)	r- 2'r(s 1 - 1/2) cosh-, t + 0(coshhl3 t). 
f(s1+1) 

Damit folgt die Behauptung U 

Die letzten beiden Sätze lieferten uns die gewunschte asymptotische Entwicklung 
(ler Gitterpunktfunktion A = A(t, z, z'), es gilt näml.ich für t .-* oo gleichmaBig bez. 
Z, z' , E R, S' c H kompakt, die Darstellung 

A(t,z, z') = 27t cosh t 
- 

2'F(s, - 1/2) 
+	 P(s + 1)	

coshsi tq,(z) ç j (z') + 0(cosh213 t).	(6.14) 
2f3<8<1 
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