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Elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung in Gebieten mit einer Feh'lstel_le

1
'

A. HERWIG ;

Die Losungen von Randwertproblemen, bei denen das Gebiet durch eine kleine Fehlstelle .£2,
gestort ist, werden nach Potenzen von ¢ entwickelt. Dabei soll entweder die Lésung oder ihre
Normalableitung auf dem Rand der Fehlstelle verschwinden.

Peenns kpaeBsX 3afa¥ B 061aCTH C MAJEHKON HpPOi £, pasiaraioTcd B CTeNEHHON PAR
no e. Jlua 3aToro peuieHue uHiau eé nponsaonuan M0 HOPMAJIM HA IpaHule ILIPH ROMHHO
o6pamarsca B HyJb.

Solutions of boundary value problems in domains with a small hole 2, are represented by a
power series of €. For this the solutlon or its normal derivative should vamsh at t,he boundary
of the hole. -

~

0. Seit einiger Zeit werden von verschiedenen Autoren Differentialgleichungspro-
bleme untersucht, bei denen das betrachtete Gebiet G durch ein Loch in seinem’
- Inneren mit zusétzlichen Forderungen an das Verhalten der Losung auf dem Loch-
rand gestort ist. Es wird angenommen, daB der Durchmesser der mit £, bezeichneten
Fehlstelle linear von dem Parameter ¢ abhingt und sich beim Grenziibergang ¢ — 0
auf einen einzigen Punkt zusammenzieht. Hierbei handelt es sich um eine singulére
Stérung. Wihrend niémlich die Probleme fiir Werte aus einem’ gewissen Parameter-
bereich korrekt gestellt sind, artet das durch Nullsetzen von & entstehende Problem
aus. Die zusitzliche Randbedingung kann in einem isolierten Punkt im allgememen '
nicht erfiillt werden.

Zu den ersten Veroffenthchungen zu dieser Thematik zdhlen die Arbeiten von
A. M. Ivix. Er behandelt insbesondere ebene Randwertprobleme fiir elliptische
leferentlaloperatoren mit variablen Koeffizienten [2, 3]). Aber auch andere Autoren
beschiftigen sich mit dhnlichen Aufgabenstellungen. So geben S. Ozawa [7] sowie.
V. G.Maz’ja, 8. A. Nazarov und B. A. PLAMENEVSKIJ [5] asymptotische Ent-

" wicklungen fiir die Eigenwerte des Laplace-Operators im gelochten Gebiet an. In
anderen’Arbeiten (zum Beispiel [4, 6]) werden Gleichungen in Gebieten mit periodisch
verteilten Lochern betrachtet, deren Anzahl beim GrenzprozeB ¢ — 0 gegen unend-
lich strebt. Die in [1] von D. GGHDE fiir kugelférmige Defekte angestellten Betrach-
tungen werden in diesem Artikel beziiglich der zugrunde gelegt,en Operatoren, Ge-
biete und der Raumdimension verallgemeinert. Wéhrend es in {1] méglich war, die
asymptotischen Entwicklungen explizit anzugeben, ist dies bei den hier betmchteten'
Problemen nicht mehr durchfiihrbar. Besondere Schwierigkeiten bereiten hierbei die

“ebenen Aufgabenstellungen, da die Lésungen der duBeren' Probleme im allgemeinen

_nicht so gewihlt werden kénnen, daB sie im Unendlichen verschwinden. Daher sind
sie zur Kompensation der durch die Losungen der ausgearteten Probleme auf dem

Lochrand verursachten Fehlerterme zunichst ungeeignet.

Seien G — R*® und 2 < R* zwei einfach zusammenhéngende und hinreichend glatt
berandeté Gebiete, die den Koordinatenursprung enthalten. Dann definieren wir ein
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gestortes Gebiet G, durch die Béziehung G, = G\ Q,, wobei 2, = {z = (2, ..., Zn)
€ R"|z/e € Q) ist, und betrachten das Randwertproblem v

G.: —du + ¢(x) = f(‘x) } o
oG u = g(x) | )
unter einer der beiden zusitzlichen Randbedingungen

éQc: u=0 o v @
bzw. .. - . oo ol . :

090, oufon = 0. o o . " \

‘Hierbei bezeichnet A\ den n:dimensionalen Laplace-Operator, 3/&n die Ableitung in
Richtung der duBeren Normalen n, 8G und 0%, den Rand des Gebietes G bzw. £,.
Zusitzlich gelte cos (n, ) > 0 fir alle Punkte z € 09,. Des weiteren wird vorausge-
setzt, daB f, g und ¢ hinreichend glatt sind und ¢(z) = 0 in @ gilt. Die Losungen der
so definierten Storprobleme werden im weiteren nach wachsenden Potenzen des
Storparameters ¢ entwickelt. Hierzu 16st man zunichst das ausgeartete Problem (1)
in G und addiert einen geeigneten Korrekturterm, der den EinfluB des Defektes zum
Ausdruck bringt und méglichst nur in unmittelbarer Nihe der Fehlstelle einen.
wesentlichen Beitrag zur Losung des Storproblems liefert. Den dadurch auf 6G ent-
standenen Fehler kompensiert man durch die Lésung-eines im unverletzten Gebiet
gestellten Problems usw. :

1. Zunichst w erde der Fall n = 3 betrachtet. Hier gllt

Satz'l: Die Losung u des Problems (1), (2) besitzt tm Falle n = 3 dze asymptotzsche
Darstellung

U = w, —{—»vo + g(wy + 0) + ...+ Hw + v) + ez, \ 4)

wobet z eine in der Maximumnorm unabhdngig von ¢ beschmnkle Funktion ist. Dre
Funktzon w, gendigt dem ausgearteten Problem’ :

G:  —dwy + ofz) wy = /(@} o
. 0G: wy, = g(x) .
und v, dem duﬂveren Dirichlet-Problem - .
R\ Qi dvy =0 - 3
o8,: Vp = —wWy(x) } (. o
Die Funktionen w; sind Losungen der Gleichungen
G: ’ —dw; + c(x) wy = —e e(x) viy } 5y
oG: wy = —& i, :
=1, 2', ...y k), und die Funktionen v; geniigen den Gleichungen
»R”\S_Q,: Av; =0 ‘ ) '
09,: v = —w;(x) } (64)

(= 1,2, k)
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Es sei bemerkt, daB die rechten Seiten der Probleme (5;) zunichst nur auBerhalb von'Q2,
definiert sind. Diese konnen aber leicht stetig auf Q, fortgesetzt werden, indem man v;_,
= —w;_, in 2, setzt.

Zum Nachweis der punktweisen Beschrﬁnktheiﬁ 'von z 16st man die Gleichung (4) .
nach z auf und setzt das Ergebnis in das Storproblem (1), (2) ein. Hierbei ergibt sich

TG 0 —dz ()2 = —ele(z) v - . o
oG z= —ely - . - (7
39,: z=0. v

Da z unter An“endung der Majorisierungsvariante des Maximumprinzips abge-
schitzt werden soll, seien einige Eigenschaften der auf den rechten Seiten in (5;)
und (7) auftretenden Losungen der duBeren Dirichlet-Probleme (6,) und (6) ange-
geben. Zunichst kann ein Problem der Gestalt : .

R\ 2. Av = 0} . (8.'
082,: v = w(x) ) )
durch die Transformation 2" = z/e in das Problem . -

RPN 2: 4o =0 .
082: v = w'(z') = w(ex’) ( )

iibergefiihrt werden. Hierbei hangt das Gebiet nicht mehr von dem Parameter ¢ ab,
Mit Hilfe der, Kelvin-Spiegelung an der Emheltskugel B=zllZ2(l=12..,m2)
fiihrt man das duiere Problem (9) in das innere Problem .

X0l AT =0 }
o: ¥ =P rw(y) = Iz/I2 " w(ey/lyl?)
iiber. Hierbei ist 2’ = {y" = x'2/]x | jz’' € R \Q} Damit ist die durch v (2’ ) = |2’|?""

(10)

x v'(z'[|z'[?) definierte Funktion harmonisch in R* \_£ und erfiillt wegen |z’ | = |y|?
die Randbedingung in (9). Die L.osung von Problem (8) lautet -
o(z) = (ef|z))"2 ¥ (ex/|2]?) o (11)

~ wobei 7 die durch (10) festgelegte Funktion ist. Sei noch M = max {|y[2>~* |w(ey/|y|?)|
|y € 2€2’}. Dann folgt aus der Anwenclung des’ Ma\lmumpnn/xps auf (10) die Ab-

- schitzung

~

lo(z)| < (¢flx])2 M. : : (12)

Sei nun ¢ = max {c(z) | z € G}. Dann geniigt die Funktion.z aus der Losungsdar-
stellung (4) ‘wegen der. Giiltigkeit' von (7) dem Ungleichungssystem

G.: |—dz + c(x) 2] = (" ¥Y|z|*"H CM
oG: 2| < (e"2/|z|""2) M '
o0, z2=0 .

und kann nach der Majorisierungsvariante des \/Ia\lmumplm/lps durch Z =4

(CM/(n — 1)) |z| abgeschiitat werden. Hierbei ist A =1+ (CM/(n — 1))
X max {|z| | z' € G}. Damit gilt |2(z)] < Z(z) fiir alle z aus G,, und die Beschranktheit
der Funktion z im Restghed der asymptotischen Losungsdarstellung (4) ist nach-
geiesen. '
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Wir betrachten nun das Stérproblem (1), (3), bei dem das Verschwmden der Nor- :
malableitung auf dem Lochrand gefordert wird. Hier gilt

Satz 2: Die asymplotzsche Losungsdarstellung 2u Problem (1), (3) lautet im Falle
n 2 3 -

w=wy + oWy + OV o+ e + v £k, (13)
wobez z wiederum punktweise beschrinkt ist. Die Funktionen w, und w; geniigen hierbe:
den Gleichungen (5,) bzw. (5;) (t = 1,2,..., k), und die Funktwnen vg baw. v; sind

. Losungen der duferen Neumannschen Probleme - .o
R\ 0O,: . Avg = 0 o

) i (140)

09, : -0vo/on = —dwyfon .

bzw:

R\ 4Q,: dv; =0

8!2,: . ov;lon = ~;6wi/6n}
(t=1,2,..., k).

Aum h ach\\ms 16st man die Beuehung (13) \neclerum nach z auf und setzt das
Ergebnis in das Storproblem (1), (3) ein. Hierbei ergibt sich

(14

G,: —dz + c(:z:)‘z = —e& %) v
oG: 2= —g %y, , _ : : . (15)
29,:  8z/on = 0. '

Es ist wiederum das Verhalten der Funktionen v, und v; aus (14,) bzw. (14;) Zu unter-
suchen. Hierzu fiihren wir die Probleme der Gest-a,lt '

R*\ Q.: Av =0 16)
29,:  dvjon = ow(x)[on " (
mit Hilfe der Transformation z” = z/e in das Problem
R*\3: A =0

NG (17)
00 ov'jon’ = ow(ex')fon' = ey(x)

iiber, wobei 9/on’ die Ableltung in Richtung der. duBeren Normalen n’ an 022 be/elch-.
net un(l y;(x ) fiir alle 2" € 22 unabhingig von e beschrinkt ist. Damit gilt v(zx) = v'(z/).
Nun fithrt man das duBere Neumannsche Probleni (17) unter Anwendung der Kelvin-
Spiegelung in ein inneres Problem iiber. Dazu ist es zunichst notwendig, die Trans-
-formation des Normalenvektors n’ an 02 zu beschreiben. Die Fliche 022 sei durch die
implizite Darstellung 02 = {x' € R" | F(x = 0} gegeben. Dann gllt fir die s-te
: Komponente n,'(2’) von n’ im Punkt =’ die Beziehung: '

ny (@) = |grad, F(z)|! 0F(z') [0z, , - (18) .

wobei grad,. F(z') den Vektor der parbie]len Ableitungen der Funktion ¥ im Punkt

_x’ beziiglich der Koordinaten z,' (t = 1, 2, ..., n) bezeichnet. Bei der Kelvin-Spiege-
lung geht die Funktion F in F’' mit F'(y) = (y/|y|2) iiber, und die Komponenten des
. Normalenvektors » an 00" = {y € R" | F'(y) = 0} lauten

vi(y) = Igrad, F"(y)| 2 0F"(9)[oy, (s = 1,2, ..., ). (19)
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In den folgenden Formeln ist von 1 bis zur Raumdlmensxon n iiber doppelt auftre-
tende Indizes zu summieren. Es gilt ‘ .

oF(z') Y oF'(y) [ Ot 2:1:,’:1:,'] oF'(y)

oz, ~ oz, Oy |’[? b 0y,
oF" oF" ' '
= Iyl2 My _ 2yt ——— o) Igde F'( (ly12vs —2y.y7)  (20)
oY, - Oyt

(s =1, 2 ., m; 0y bezeichnet. das Kronecker Symbol) Nach Quadrleren und Auf-
summieren der n Glelchungen (20) erhdlt man |grad F')2 = |y* |grad F'(#)2.
Setzt man die Beziehungen' (19) und- (20) in (18) ein, so ergibt sich n,’(z') = »,
‘— 2(ysy¢/|y|?) ».. Wird nun anstelle des zweiten Randwertproblems (17) das dritte
Randwertproblem ,

[ 4% =0 . . }
082': 9|y +/(n — 2) cos (v, y)/lyl = |yi=" ep(ylyl?)

gelost, so lautet analog zu oben die Losung von (A7) v'(z') = |2 > V(2|2 |2) Die so
definierte Funkblon ist wiederum harmomsch in Re\ 2 und geniigt wegen

6v(x) , 0 P
R ['”2 (|z|)]

s 7]
= | (v,— =014 )[(2—n>y, T(0) + (11 50— 2 ”;"’]

" cos (%) - av(J) e(i)
= ly| [(n T ()+ ] "’_lylz

der Randbedingung in (17). Somit lautet die Lésung von (16) v(z) = (¢/|z|)"~2 7' (ex/
|z|?). Da die Funktion y in (17) unabhéngig von ¢ beschrinkt ist, folgt aus dem Maxi-
mumprinzip die Existenz einer Konstanten M, so daB |v'(z')| < M fiir alle 2’ € Q'
gilt. Folglich geniigt v der Beziehung ‘

[o(@)] S elelel)™= 3 . SR | (22)

(21)

Damit erfiillt die durch (15) festgelegte Funktlon z aus dem Restglled der Losungs-
darstellung (13) die Ungleichungen
G,: | —dz + c(x) 2| = ("3 |z|??%) MC
oG 2] < (" 3|z|""2) M
082,: . 9zfon =0. ¢
. Als Verglelchsfunktlon wihlen wir hier Z = 1 + (4 — |x|) =3 MCl(n — 1), “obel
o = max {¢/|z] | € 92,} und 4 = max {|x| | z € 0GY} ist. Dann gilt
G, — A4z — Z) + c(z) (+2 — Z) < O
aG: +2—2Z <0
0Q,: 6(:tz—Z/6ﬁ>0-
Wegen der Randbedmgung auf 2£2,, die aus der eingangs erwahnten Einschrankung
an den Rand des Defektes folgt, wachsen die Funktionen 2z -~ Z in Richtung des
Gebietsinneren. Deshalb konnen sie ihr Maximum auf diesem Teil des.Randes von
G, nicht annehmen. Nach dem Maximumprinzip besitzen sie des weiteren 'in G,

1
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- weder ein negatives Minimum noch ein positives Maximum. Folglich gilt ;tz(:i)
=< Z(z) fiir alle x aus G.. Damit ist gezeigt, dall das Restglied in der Losungsdar-
stellung (13) zu dem Problem (1), (3) eine GréBe der Ordnung 4+2 ist.

2. Bisher wurde ausschlieBlich der Fall n = 3 betrachtet. Zur asymptotischen Dar-
stellung der Losung des Stérproblems (1), (2) konnte wesentlich ausgenutzt werden,
daB die Losungen der d4uBeren Probleme (6,) und (6;) beim Gren/iibcrgang |x|je = oo
gegen Null gehen. In der Ebene besitzen diese Funktionen eine derartige Eigenschaft
nicht. Daher sind zur Konstruktion einer (4) entsprechenden Entwicklung noch
einige weitere Betrachtungen anzustellen..Sei nun n =.2. Wir betrachten wiederum
das duBere Dirichlet-Problem (8), welches durch die Transformation 2’ = z/¢ in (9)
und durch y, = z,/|z|? (I =1, 2) in (10) iibergeht. Die Losung 7’ des Problems be-
sitze in einer kleinen Umgebung des Koordinatenursprunges die Entwicklung %'(y)
= #'(0) + |y} R(y) mit Restglied erster Ordnung, in der R(y) unabhiingig von |y|
beschriankt ist. Dann liBt sich die Losung v des Problems (8) wegen .

. ’ x = 2_ - i_ i _— i
@) =v (_) =7 (m?) =TO R(lez) o) + 1 (W)
| g : . 23)

fiir hinreichend groBe Werte von |x]/a als Summe aus einer Konstanten und emem :
Term, der sich wie ¢f|z| verhidlt und harmonisch ist, darstellen. . '
Sei nun wy, die Losung des ausgearteten Problems

G{ —A\woo + c(x) wyo = f(x) }
oG: Wep = G(%)
und ° die Losung des duBeren Dirichlet-Problems
Rz \ Q,: =07
09,: 0 = —wylz).
Dann ist v° zur Kompensation von wy, auf 8£2, zundchst ungeeignet, da »° auf é¢
‘mit ¢ nicht gegen Null geht. Daher kompensiert man unter Verwendung der Dar-
stellung (23) mit der in G, harmonischen Funktion +%(c0) (2 — In7 + y(z))/(2 — In )
(v°(:c) — ¥%(o0) ) = uvy +-evy. Hierbei ist r = |z], p = (A —lne)™l, v(r) =
= &7 o%x) — v%(00)), vr() = v°(c0) (2 — In 7 4 y(2)) und A eine noch frei wihlbare
Konstanbe y sichert als Losung des Problems - : .
R2\ Q.: 4y =0]
08, : y ='1n (rfe),
daB v und uwy, + ev, auf 02, iibereinstimnien. Damit wird erreicht, daB die nullte

Korrekturfunktion auf 8G mit ¢ gegen Null geht. Die Losungsdarstellung mit Rest-
glied der Ordnung ¢ lautet :

w(T) = woo(z) + uvar(%). + evio(x) + pz.

Ist man an Niherungen héherer Ordnung interessiert, so 16st man als nichstes das
Problem A v : .

G: - —dw, + c(x) Wyo = —c(.x) V10(%) }
oG Wy = 'fvw(x) v -
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‘und kompensiert ¢v,, auf 9G dyrch gw,o. Nun ist der durch uw,, anf 8G verursachte
. Fehler auszugleichen. Dazu 16st. man das Ersawproblem

G: ' —AW + ¢(x) W = ¢(x) (y(x) In 7)
8G: W= yx) —Inr, .
setzt 2 = —w(0) und kompensiert uv,, auf 8¢ durch die Funktion pwy,(x) = uv®(co)

() + W(x )) Durch den so von A. M. IL’IN bereits in 3] eingefithrten Parameter 2
wird gesichert, daB die auftretenden Reihen nach ‘wachsenden Potenzen von u nach
endlich vielen Gliedern abbrechen. Damit ist w,, auf 02, nidmlich eine.GréBe der
Ordnung ¢, und man gelangt zu Restgliedern, deren Ordnung nicht nur eine Potenz
von u, sondern eine Potenz von ¢ ist. Die Losungsdarst,ellung mit Restghed der Ord-
nung ¢ lautet somit

U = Woo + evyg + pVo + €Wy + puwe + £2.
- Im folgenden Schritt sind die Probleme

R2\ 3 w0 =0 }

209, : "b}" = —wq
und .

R:\ 2,:" 211 =0
00, : vl = — gy,

zu lésen. Nun setzt man vzo(x) =& ‘(v“’ z) — v‘°(oo)), v(x) = 990 ) (ln r—2 +
(@), vnu(z) = e ol (x) — v1(00)), vp(x) = v'(c0) (In7 — 2 + p(z)) und .- kom-
penmert vy, und vy, auf ‘9G durch w,(z) = v'%(c0) (4 + w :c)) bzw. w(x) = v“(oo '
() + ( )) wy, und w;, sind auf 82, GroBen der Ordnung ¢; v,, und v, sind.auf 6G
beschranl\t Daher sind diese Terme erst im nichsten Schritt auszuglelchen Es gilt

i

Sabz 3. Die Losung u des Problems (1), (2) kann fir n = 2 durch
o ,u—woo—{—ev,o—{—,uvo,—{—eww—{-,uwo, A
+ vy + ePuvy +-euvyy + eutvy, + epwy + e,uzw12 + €22
asymptotisch dargestellt werden. Dabes ist z unabhdngig von ¢ beschrankt.

_ Fiihrt man das beschriebene Verfahren fort, so gelangt man zu asymptotlschen
Losungsdarstellungen mit Restgliedern héherer Ordnung in e.

Die Einfithrung eines zweiten Parameters neben ¢ ist zur Entwncklung der Lésung
des ebenen Problems (1), (3) nicht notwendig. Allerdings kann hier der durch die
Losung w, des ausgearteten Problems auf 022, entstandene Fehler im Gegensatz zum
héherdimensionalen Fall nicht durch eine Funktion v,, die (14,) gentigt, kompensiert
‘werden. Das Problem (14,) ist fiir n = 2 im allgemeinen unlésbar. Es gilt der

Satz 4: Die Losung u des Problems (1), (3) besitzt fiir n = 2 die asymptotische Dar-
stellung \

U = W, +'v0+62K01nr+e(w,+v,+82Kl‘lnr) _
F oot et + v + 2K Iny) 4 (2 lng) z, (24
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wobei die Funktionen w;,, vo und w;, v (0=1,2,..,k) sowie die Konstanten K, K;
(z = 1,2, ..., k) den folgenden Bezzehungen genugen
G: —Aw, + ¢(x) wy = f(x)

. o (250)
oG: SWy = g(a:), '
: ' Ko 27152 -1 f Awo dx,

REN\ D,: Ao, =0 - _
Y e | /(260) .-
00, 1. - Owglon = —O(wg-+ 62Ky In r)[on ‘

und . : .
G:. —Adw; + c(x) wy = —ele(x) (viy + 2K, In7) 25.)
oG w; = —&e Yoy + 2K, In7), i (25:
’ Ki = —(27182)—1 f lei dx,
: R : L 2, \
RE\ 3,: dv; =0 '
\ o v , . . (26') .
09, : Ovifon = —O(w; + e2K;Inr)fon. | . )
Zum Beweis betrachten wir zunéi_chst ein Problem der Gestalt
R2 -Qc: . A = 0 . . .
NG (1)
02,: . owfon = —d(w + &K In7)/om, - :

welches genau dann beschrinkt losbar ist; wenn f(av/an) do = 0 gilt. Aus dieser

02,

(8

O—f—da+ 2Kfa:;:trda =wadx+-2m=K.

Es ergibt sich K = —(27:62 wa dz, so "daB zunichst die oblge Defmmon der

- Konstanten K, und K, =1, 2 ., k) sinnvoll ist. Die Anwendung der Transfor-.

mation z’ = z/e und der Kelvm pregelung auf (27). liefert das innere Neumann-
sche Problem.

2 _=0 } v .
. . . (28) -

08 317'/% = ¢ [y|"2 p(y/ly*)- ‘
Hierbei ist y durch die Beziehung (z) = —&~1 dw(ez’)[on’ — eK 8 In+'jon’, 7' = |2'|,

definjert und unabhingig von ¢ beschriankt. Die Liésung 7’ von (28) ist lediglich bis
. auf einen konstanten Summanden eindeutig bestimmt. Diesen wahlen.wir so, daB -

v'(0) = 0 gilt. Weil 27'(y)/ov auf 82’ eine GroBe der Ordnung ¢ ist, ergibt sich |7'(y)|
< &M mit einer gewnssen Konstanten M fiir alle y € 2'. Nun kann man aus der Lip-
schitz-Stetigkeit von 7’ die Ungleichung |v'(y)] < eM’ |y| fiir y € &' folgern Ent-
sprechend Formel (11) erhilt man die Losung v von (27) durch den Ubergang zu den

. urgpriinglichen Koordinaten: »(z) = %'(ez/|z|?). Damit geniigt v der Abschitzung -

|v(z)] < €2M’[|z| auBerhalb von 2., und die Funktionen vy, v; (: = 1,2, ..., k) sind
als Lésungen von (26,), (26;) auf 92, GroBen der Ordnung . Deshalb konnen dije

rechten Seiten von (23;) stetig so auf @, fortgesetzt werden, daB diese Eigenschaft -
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erhalten bleibt. Zum \‘ach“ens der Beschrinktheit von z 16st man w1ederum die
Entwicklung (24) nach 2 auf und setzt in das Ausgangsproblem (1), (3) ein. Hierbei
ergibt sich ‘

G\ Q.: —Az + ¢(x)z2 = —(e2]n e)‘l c(z) (v + esz In 7) l .
0q:  z= —(e? lng)~! (v, + 2K, In7) . .
20:  ozfon=0. = . , )

Analog zum oben behandelten hoherd:mensnonalen Fall zeigt nian hier unt,er Anwen-
dung des Maximumprinzips, daB z unabhingig von ¢ beschrinkt ist.
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