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Elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung in Gebieten mit einer Fehistelle 

A. HERWIG 

Die Losungen von Randwertproblemen, bei denen das Gebiet durch eine kleine Fehistelle 12e 
gestort 1st, werden nach Potenzen von e entwickelt. Dabei soil entweder die Losung oder ihre 
Normalableitung auf dem Rand der Fehlstelle verschwinden. 
PeweHHn HpaeBblX aaaq B o6acTH C MaJTeHMo1 jiwpofl Q, paajiaralOTCR B cTeneHHofl PRA 
no E. AJIFI3TOO peniee HJIII eë H0113BOHH no llOpMa.flM Ha PHM1C AEjpE.1 JOJl)fII0 
o6paLUamcfl B HyJ1L. 

Solutions of boundary value problems in domains with a small hole Q, are represented by a 
power series of e. For this the solution or its normal derivative should vanish at the boundary 
of the hole. 

0. Seit einiger Zeit werden von versehieclenen Autoren J)ifferentialg1eichingspro-
bleme untersucht, bei denen das betraclitete .Gebiet G (lurch ein Loch in seineni 

• Inneren mit zusätzlichen Forderungen an das Verhalten der L sung auf deni Loch-
rand gestort ist. Es wird angendmrnen, daB der Durchmesser der mit Q bezeichneten 
Fehistelle linear von dern Parameter E abhangt unci sich beim Grenzubergang e -* 0 
auf einen, einzigeh Punkt zusarnrnenzieht. Hierbei handelt es sich urn eine singuläre 
Storung. Währenci nämlich die Probleme für Werte aus einem'gewissn Parameter-
bereich korrekt gestelitsind, artet (las clurch Nullsetzen von e entstehende Problem 
aus. Die zusätzlich,e Randbedingung kann in einern isOlierten Punkt im aligemeirien 
nicht erfuilt werden. 

Zu den ersten Veroffentlichungen zu dieser Thernatik zãhlen (lie Arbeiten von 
A. M. WIN., Er . behandelt insbesohdere ebene Rand wertprobleme für elliptische 
Differentiáloperatoren mit variablen Koeffi'i.ienten [2, 3]. Aber auch andere Autoren 
beschaftigen sich mit ähnlichen Aufgabenstellungen. So geben S. OZAWA [7] sowie. 
V. G. MAZ'JA, S. A. NAZAROV und B. A. PLAMENEVSIUJ [5] asyniptotisehe Ent-
wicklungen für die Eigenwerte des Laplace-Operators irn gelochten Gebiet an. In 
anderenArbeiten (zuni Beispiel [4, 6]) werden Gleichungen in Gebieten mit periodisch 
verteilten Löchern betrachtet, derenAnzahl beim GrenzprozeB € -^0 gegen unend- 
lich streht. Die in [1] von D. GöHDE für kugelforniige Defekte angesteliten Betracli-
tungen wercien in diesem Artikel .bezüglich der zugrunde gelegten Operatoren, Ge-
biete und der Raumclimension veraligemeinert. Währénd es in [1] moglich war, (lie 
asymptotischen Entwicklungen explizit anzugeben, ist, dies bei den hiei betrachteten 
Problenien n icht meh r d urchfüh rbar. Besondere Schwierigkeiten bereiten hierbei (lie 
ebenen Aufgabenstellungen, cia die Losungen der äul3eren Probleme irn aligerneinen 
nicht so gewählt werden können, daB sie irn Unendlichen verschwinden. Daher sind 
sie zut' Kompensation der durch die Losungen der ausgearteten Probleme auf dern 
Lochrand verursachten Fehierterme zunãchst ungeeignet. 

Seien G c: R5 und Q R'zwei einfach zusammenhangende und hinreichend glatt 
berancleté Gebiete, die den Koordinatenursprung enthalten. Dann definieren wir em
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gestörtes Gebiet G. durch die Bziehung 0. = G \ Q , wobei Q,. = {x = (X 1 ,..., x) 
€ R" I x/e € Q} ist, und betrachten (las Randvertproblern 

—Au + c(x) = 1(x) 1.	 1 
30:	u=g(x)	

S J 

unter einer der beiden zusätzlichen Rancibedingungen 

3Q	u=O	 (2) 

bz v .	 -	-- -	- 

3Q:	au/an =O.	 (3) 

Hierbei bezeichnet A den n-dimensiorialen Laplace-Operator, 3/3n die Ableitung in 
Richtung der auBeren Normalen n, 30 und 3Q, den Rand des Gebietes 0 bzw. Q. 
Zusätzlieh gelte cos (n, x) > 0 für alle Punkte x €3Q. Des weiteren wird vorausge-
setzt,, daB /, g und c hinreichend glatt sind und c(x) 0 in 0 gilt. Die Losungen der 
so (lefiniertcn Storprobleme werden im weiteren nach wachsenden Potenzen des 
Storparameters e entwickelt. H iërzu -lOst man zunächst das ausgeartete Problem (1) 
in 0 und addiert einen geeigneten Korrek-turterm, der den EinfluB des Defektes zum 
Ausdruck bringt und moglichst nur in unmittelbarer Nähe der Fehistelle eirien. 
wesentlichen Beitrag zur Losung des Storproblems liefert. Den dadureli auf 3G ent-
stanclenen Fehier kompensiert man (lurch die Losung-eines im unverletzten Gebiet 
gest.ellten Problems ussv. 

1. Zunächstwerde der Fall n ? 3 betrachtet. Hier gilt 

Satz1: Die Losung u des Problems (1), (2) besitzl im Falle n	3 die asymptotische

Darstellung 

U = w0 + v0 + e(w 1 + v 1 ) + ... + r!'(Wk + Vk) + ek+1 z ,	 ( 4) 

wobei z eine in der Maximumnorm unabhãn gig von e beschrankte Funktion ist. Die 
Funktion w0 genugt -dem ausgearteten Problem 

0:	—4w0 + c(x) w0 = 1(x) 1 

.30:	w0=g(x)	 J	
(50)


und v0 dem duf3eren Dirichiet-Problem . 

1ti\Qc : 4v0=0  
•	 S	

(6) 
3Q,:	v0 = — w0(x) J. 

Die Funktionen w i sind Lösungen der Gleichungen 

0:	—Awi + c(x) w 1 = —e-IC(x) v_i 1 

	

-	 (5.) 
30:	w, = —e 1v 1 _ 1	 J 

(i = 1, 2, ..., k), und die Funktionen v i genügen den Gleichungen 
R1 \!': 4v 1 =0 1 (6) 
3Q:	v1 = —w(x) 

(i. = 1, 2, ;::, Ic);
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Es sei bemerkt, daB die rechten Sciten der Probleme (5,) zunächst nur auBerhaib von 
definieIt sind. Diese können aber ieicht stetig auf li e fortgesetzt werden, indem man va_i 
= —w_1 in Q, setzt. 

Zum Nachweis der punktweisen Beschranktheit von z lost man die Gleichung (4) 
nach z auf und setzt das Ergebnis in das StOrproblem (1), (2) em. Hierbeiergibt sich 

—tlz + c(x) z	—€-1c(x) Vk  

Z = —E-1 V	 (7) 
aQ:	z=0.	S 

Da z unter Anwendung der Majorisierungsvariante des Maximumprinips abge-
schätzt werden soil, seien einige Eigenschaften der auf den rechten Seiten in (5k) 
und (7) auftretenden LOsungen der äuBeren Di rich iet-Problenie (6) und (6,) ange-
geben. Zunächst kann ein Problem der Gestalt 
Rt& \:	Av = 0 
eQs:	v=w(x)	j 
(lurch die Transformation x' = xle in das Problem 

R'\: Llv'=O' (9) 
L912:	v' = w'(x') = w(ex') J 
iibergefuhrt werden. Hierbei hangt das Gebiet nicht mehr von (1cm Parameter 6 ab. 
Mit Hilfe der, Kelvin-Spiegelung an der Einheitskugel y j xj'/I x '1 2 (1 = 1, 2, ..., ii) 
führt man clas äuBere Problem (9) in das innere Problem 

12':	A'=O	 (10) 
eli':	13' = Iy I 2 ' w'(i) = I y I 2 ' w(ey/1 y 1 2 ) J 
iiber. Hierbei ist 12' = {y' = x 12/x' 2 I x' E R" . \ }. Darnitist (lie (lurch v ' (x') = Ix'I 2-
xv'(x'/I x '1 2) definierte Funktion harmonisch in R' \ 12 uncl erfililt wegen Ix'! = IyL' 
die Randbedingung in (9). 'Die Losung von Problem (8) lautet 

VW = ( / IxI)'2 13(ex/IxI 2),	,	 ( 11) 

wobei 13' die du'rch (10) festgelegte F.unktion ist. Sel noch M = max { 1 y 1 2- ' w(,/!yl2)I 
ly E eQ'}. Dann folgt aus der Anwendung clesMaximumprinzips auf (10) (lie Ab-
schatzung

v(x)I	(/IxI)" 2 M.	 (12) 

Sei nun C = max {c(x) Ix E G}. Dann geniigt (lie Funktion. z aus der LOsungsdar-
stellung (4)'wegeu derGiiltigkeit'von (7) dem Ungleichungssysteni 

I — LIZ + c(x) z ;5 (e 3IIxI_ 2) CM 
aG:	IzI	( e I_3 /IxI h)_ 2) M 
eli,:	z=0 

und kann nach der Majorisierungsvariante des Maxirnumpiinzips (lurch Z = A 
- (CM/(n - 1)) lxj abgeschätzt werden. Hierbei 1st A = I + (CMI(n - 1)) 
x max { I x I I XE G}. Damitgilt Iz(x)I Z(x) für alle x aus G,, tinci die Beschranktheit 
tier Funktion z im Restgliecl der asymptotischen LOsungslarstellung (4) ist nach-
gewiesen.	 S
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Wir betrachten nun clas Storproblem (1), (3), bèi dem das Versch*inden der Nor-. 

malableitung auf (lefli Lochrand gefordert wird. Hier gilt	 S 

Satz 2: Die a8ymplotische Lósingsdarsteilung zu Problem (1), (3) laulel mi Falle 
n 3

U = w0 + (w1 + v1 )j-f- . ... + ek(wk + Vk) ± E 2Z	 (13) 
wobei z wiederum punkiweise be9chrãnkt ist. Die Funktionen w0 und w i genügen hierbei 
den Gleichungen (5) bzw. (5) (i = 1,2, ...J), und die Funktionen vo, bzw. v i sind 
Lósungen der ãu/Jeren Neumannschen Probleme	 - - - 

R'\ 1',:	4v0 = 0	 '	
S	 14) as?,:	av0/an =	u'0/an J	 S 

• bzw: 

R\,:	4v 1 =O 
av/an= —w1/an	

(14) 

(i= 1,2,...,k):	S 

Zum Nachweis lost man die Beziehung (13) wiederum nacli z auf und set.zt das 
Ergebnis in das Stôrproblern (1), (3) em. Hierbei ergiht sich 

—Liz + c(x) z = —ir 2c(x) Vk 

Z = — 6 2V	 (15) 
aQ:	az/an = 0. 

Es ist wiederum das Verhalten der Funktionen v0 und y e aus (14) bzw. (14 1 )zu unter-
suchen. Hierzu fiihren wir die Problenie der Gestalt 

R"\Q,:	zlv=O 
aQ,:	ev/an = aw(x)/an	

(16) 

mit Hilfe tier Transformation x' = x/e in das Problem 

R'\D:	zlv'=O	 'I
(17) 

an:	8v'/an' = aw(Ex')/an' = 

uber, wobei a/an' (lie Ableitung in Richtung der. ãuBeren Normalen n' an Q hezeich-
net und (x') für alle ' E a.Q unabhangig von e beschrankt ist. Damit gilt v(x) = v'(xk). 
Nun fuhrt man das äul3ere Neuniannsche Probleni (17) unter Anwendung der Kelvin-
Spiegelung in ein inneres Problem über. Dazu ist es zunächst notwendig, die Trans-

-formation des Normalenvektors ii ' an aS2 zu beschreiben. Die Fläehe Q sei dureh die 
implizite Darsteliung Q = x' E K'3 F(x') = 0} gegeben. Dann gilt für die s-te 
Komponente n3'(x') von n' irn Purikt x' die Beziehung	- 

n 3 '(x') = gra(lS F(x')I' aF(x')/ax3 '	 (18) 

wobei grad e . F(x') den Vektor der partiellen Ableitungen der Funktion F im Punkt 
x' beziiglich der Koorclinaten Xt ' ( t = 1, 2, ..., n) bezeichnet. Bei der Kelvin-Spiege-
lung geht die Funktion F in F' mit F'(y) = F(/ y I 2) ilber, uncl die Komponenten des	- 
Normalenvektors v an W = {y E K" I F(y) = 0) lauten 

v(y) = grad P'(11)1-' eF'(y)/ey,	(s = 1, 2, ..., n).	 (19)
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In den foigenden Formein ist von 1 bis zur Rauindiniension n. fiber doppelt auftre-
tende Indizes zu summieren. Es gilt 

aF(x') - ay, aF'(y) -	- 2x8'xt'l aF'(y) 

	

ax8 '	ax., 3y'	Ix'12	I x' 1 4 J 

aF'(y)  
1 y 1 2	- 2YaYt =	 grad F'(y)I (I!i1 2 V8 - -2y8y2v,)	(20) ay,	 ay, - 

(s	1, 2, ...,	ô bezeichnet. das Kronecker-Symbol). Nach Quadrieren und Auf 

summieren der n Gleichungen (20) erhält man grad.. F(x')1 2 = 1 y 1 4 gradF'(9)2. 
Setzt man die Beziehungen (19) und (20) in (18) em, so ergibt sich n 3 '(x') = 
- 2(y3y,/1 y 1 2) v. Wird nun anstelle des zweiten Rand wertproblems (17) das dritte 
Randwertproblem 

Q':	iii3'=O 
-,	 . av la	 -, y +'(n - 2) cos (v, )/JI v = I yL' e'(yIyI2)	

(21)
 J 

gelast, so lautet analog zu oben die Losung von (17) v'(x') = Ix12_n iY (x '/I x '1 2 ) . Die so 
definierte Funktlon ist viederum harmonisch in R' \ F2 und genugt wegen 

av'(x') a I J	I x'
= ii ' - I x'' J' 

	

On'	8 ax3 '	\Ix'12 

= I y I 2 (V -
	

-'vt) [(2 - n) yv(y) + (ty I 2 ôst— 2YYt) any)] 

= I y I' 1(n — 2) Cos 2) 	i'(y) + av'(y)] 

= , ( JyJ2 
tier Randbedingung in (17). Soniit lautet die Losung von (16) v(x) = ( e/ x I) 2 '(x/ 
1 x 1 2 ) . Da die Funktion tp in (17) unabhangig von e beschränkt ist, folgt ausdem Maxi-
mumprinzip die Existenz einer Konstanten M, so daB Iv'(x')I ;5 eM für alle x' E Q' 
gilt. Foiglich genügt v tier Beziehung 

Iv(x)I	E(E1IxI) n_2 M.	 (22) 
Damit erfüllt die durch (15) festgelegte Funktion z aus dew Restglied der Losungs-
darstellung (13) die Ungleichungen 

0,:	I — Jz ± c(x) zI	( 3 I1x I 2) MC 
aG:	I ZI ^ (_3/jxI n_2) M 
aQ,:	az1an=0. 

Als Vergleichsfunktion wählen wir hier Z= 1 + (A - xD	MCf(n —1), wobei

= max fE/Ixl I x E aQ,} und A-= max {I x I I x € G} ist. Dann gilt 

—A(+z - Z) + c(x)(+z - Z) !-- 0 
aG:	±z—Z<0 
aQ,:	a(±z - Z)/3n > 0 

Wegen (ler .Randbedingung auf 3Q,, die aus der eingangs erwãhnten Einschrankung 
an den Rand des Defektes folgt, wachsen die Funktionen z --- Z in Richtung des 
Gebietsinneren. 1)eshalb können sie ihr Maximum auf cijesern Teil des Randes von 
0, nicht annehmen. Nach dem Maximumprinzip besitzen sie ties %eiteren in 0,
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•	weder ein negatives Minimum noch ein positives Maximum. Foiglich gilt ±z(x) 
Z(x) für alle x aus G. Damit ist gezeigt, daB das Restglied in der Losungsdar-

-	stellung (13) zu (leni Problem (1), (3) eine GröBe der Ordnung	ist. 

2. Bisher wurdeausschlieBlich (ter Fall n 3 betraclitet. Zur asymptotischen Dar-
steliung der Losung des Storprobles (1), (2) konnte vesentlich ausgenutzt wercien, 
daB die Lösungen der ãuBeren Probleme (6) und (6,) beim Grenzlibergang IXI/E -+ 00 
gegen Null gehen. In der Ebene beitzen these Funktionen eine derartige Eigenschaft 
nicht. Daher sind zur Konstruktion einer (4) entsprechenden Entwickiung noch 
einige weitereBetrachtu'ngen anzustellen.. Sei nun n =.2. Wir betrachten wiederum 
das äul3ere Dirichlct-Probleni (8), welehes (lurch die Transformation x' x/e in (9) 
unci durch y 1 = xi/1x 1 2 (1 =1, 2) in (10) ubergeht. Die Losung i' des Problems be- 
sitze in einer kleinen Umgebung des Koordinatenursprunges die Entwicklung '(y) 
= '(0) + jyj R(y) mit Restglied erster Ordnung, in der R(y) unabhangig von 
beschränktist. Dann läBt sich die Losung v des Problems (8) wegen. 

v(x) = v' ( f-) = ' () = i3'(0) +	R ()= v(.00) +	R (92)

(23) 

fu.hinreichend groBe Werte von xI/e als Summe aus einer Konstanten und einem 
Term, der sich vie e /I x I verhäit und harmonisch 1st, darstellen.. 

Sei nun w00 (lie Losung des ausgeart .eten Problems 

—1w00 + c(x) w00 = /(x) 

woo =g(x) 

und v° die Losung des äuBeren Dirichlet-Problems 

R2	S2, :	Av°=0' 
9s?,:	v0 = _WOO (x).	 • 

Dann ist v0 zur Kompensation von w00 auf 00, zunachst'ungeeignet, da v° auf 8G 
mit e nicht gegen Null geht. Daher kompensiert niai unter Verwendung (ter Dar-
stellung (23) mit dci in G	ni haronischen Funktion v°(oo) (2 — In r + y(x))/(2 — in ) 
+ (v0(x) - v0(oo)) = uv01 +.Ev10. Hierbei ist r = x}, z = (A — in i)-', v10(x) = 
= 1 (vo(x) - v0(oo)), v01 (x) = v°(oo) (2 - In r +y(x)) und A eine noch frei wählbare 
Kohstante. y sichert als Losung des Problems	 - 

R2 \ Q:	zly=O 
8Q:	y =' in 

(laB V0 und 1uv + ev, auf tW, ubereirstimmen. Damit wird erreicht, daB die nulite 
Korrekturfunktion auf OG mit e gegen Null geht. Die Losüngsdarsteilung mit Rest-
glied der Ordnung e lautet 

U(X) = w00(x) + Lvoi (x).+ EV10(X) + juz. 

1st man an Naherungen höherer Ordnung interessiert, so lost man als nachstes das 
Problem 

• • —z1w 0 + c(x) w 1 0 -. —c(x) v10(x) 

eG:	w10 = —v10(x)
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und kompensiert £V 10 auf 3G Uurch czv 1 0. Nun ist der durch uv01 auf aG verursachte 
Fehier auszugleichen. Dazu lost, man das Ersatzproblem 

0:	—A3 + c(x) 3 = (x) (y(x)	in r) 
aG:iv- =y(x)—lnr, 

setzt 2 = —(0) und konipensiert uv01 auf aG durch (lie Funktion ,uw01 (x) = zv°(oo) 
(1 + 3(x)). 1)6rch den so von A. M. IL'IN bereits in [3] eingefiihrten Parameter 2 
wird gesichert, daB (lie auftretenden Reihen nach wachsenden Potenzen von nach 
endlich vielen Gliedern abbrechen. Daniit ist w01 auf aQ, namiich eineGr6l3e der 
Ordnung e, und man gelangt zu Restgiiedern, deren Ordnung nicht nur eine Potenz 
von u, sondern elne Potenz von e ist. Die Losungsclarsteilung wit Restgiiçci derOrd-
nung e lautet soniit	 ,	 V 

U = W00 + ev10 + 1uv01 + ew10 + duwol + EZ. 

Im foigenclen Schritt sind die Probleme 

' R2 \:	yb = 0 
L9 Q,	v' = — w10 

und.	V 

R2 \Q: v" = 0 
&Q, :	v" 

zu Ibsen. Nun setzt man v20(x) = e v'°(x) — vbo(oo)), v11(x) = 10() (in r - 2 + 
y(x)), v21 (x) = e_ 1 (vhi (x) — vhl(oo)), v12 (x) = v"(oo) (in r - 2 -f- y(x)) und -. kom-
pensiert v11 und v12 auf'aG (lurch'w 11 (x) = v'°(oo) (2 + (x)) bzw. w 1 (x) = v"(oo) 
0. + (x)); w11 und W12 sind auf aQ GroBen der Ordnung e; v20 und v2 sindauf ao 
beschränkt. Daher sind these Terme erst im nàchsten Schritt auszugleichen. Es gilt 

Satz 3: Die Losung u des Problems (1), (2) kann für n = 2 durch 

U = W00 + Evio + , 4UV01 + ebb + /LW1 

+ e2v20 + e2/LV, 1 ±E/2V11 +• e/L2V2 + LW11 + -/-12W12 + 2Z 

asymptotisch dargeslelli werden. Dabei ist z unab/zdn gig von c beschrãnlct. 

Führt man (las beschriebene Verfahren fort, so geingt man zu asymptotisehen 
Losungsdarstellungen mit Restgliedern hOherer Ordnung in E. 

Die Einfuhrung pines zweiten Parameters neben s ist zur Entwickiung der Losung 
des ebenen Problems (1), (3) nicht notwendig. Ailerdings kaiIn hier der durch (lie 
Losung w0 des ausgearteten Problems auf aQ, entstandeneFehler in-i Gegensatz zum 
hOherdimensionalen Fall nicht durch eine Funktion v 0 , die (4) genugt, kompensiert 
werden. I)as Problem (14) ist für n = 2 irn allgemeinen unlOsbar. Es gilt der 

Satz 4: Die Losung u des Problems (1), (3) besitzt für n = 2 die asymptotische Dar-
slellung

U = to0 ± v0 ± e2K0 in r + e(w 1 + v1 + e 2K1 in r) 

+ ... + k(Wk. 	Vk + eKk in r) + (e 2 In ) z,	 .. (24)
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wobei die Funklionen w0 , v0 und w, v (i = 1, 2, ..., k) 8owie die Kon8tanten K0, K, 
(i = 1, 2, ..., k) den folgenden Beziehungen geniigen: 

—Aw0 + c(x) w0 = 1(x)	
25 aG:	zoo = g(x), .	

( 250) 

K0 = _(2e2) f zlw0 dx,	 S 

DL 

R2 \ Qe : zlv0•=O 
0/an = _a(w6 . +.e2K-lnr)/an	.	.	.	 / (26)


und. 

G:.	—ziw + c(x) w 1 = —e'c(x) (v_ 1 + ,e2K_ 1 in r)	
(25) 

aG:	w1	—e(v1_ 1 + e2K 1_ 1 in r), 	 I

Kj=_(2te2)1fL1w1dx, 

R2 \: zlv=O	 1	 . 
-	 (261) 

aQ:	av/an = '—a(w 1 + e2K1lnr)/an. J 

Zurn Beweis betrachten wir zunächst ein Problem der Gestalt 

It2 \Q: Av==0	.
(27) = —e9(w -f- e2K in r) Ian, J 

weiches genau dann beschränkt lösbar ist, wenn f (&v/an) do = 0 gilt. Aus dieser 

Beziehung berechnen wir K. Aus der ersten Greenschen Formel folgt 

o 
=	

da, + e2K f In  di 
= f zlw dx + 2e2K. 

Es ergibt sich K = _(2re2)' f iiw dx, so daB zunächst die obige Definition der 
-	 Q 

Konstanten K0 und K 1 (i = 1, 2, ..., k) sinnvoll ist. Die Anwendung der Transfor-
mation x' = x/e und der Kelvin-Spiegelung auf (27). liefert das innere Neumann -
sche Problem 

Q':	AU, ,=O  
Q':	allllaV = e f y f -2 (y/I y I 2)•	j	 .	

(28) 

Hierbei ist ip durch die Beziehung p(x) = —e 1 aw(ex')/an' - K a In r'/n', r' = Ix'I, 
definiert und unabhangig von e beschränkt. Die Losung 3' von (28) ist lediglich bis 
auf einen konstanten Sumnzanden . eindeutig bestimmt. Diesen wählen .wir so,. daB 

= 0 gilt. Weil av3'(y)/&v auf Q' eine GröBe der Ordnung e ist, ergibt sich I'(y) 
EM mit einer gewissen Konstanten M für alle y E Q'. Nun kann man aus der Lip-

schitz-Stetigkeit von U' die EJngleichung Iv'(y)I EM' IYI für y E Q' folgern Ent-
sprechend Formel (11) erhält man die Losung v von (27) durch den Ubergang zu den 
ursprunglichen Koordinaten: v(x) = v ' (ex /1x 1 2 ) . Datnit genugt v der Abschätzung 
Iv(x)I !E^: e2M'/lxI auBerhalb von Q, und die Funktionen v0 , v 1 (i = 1, 2, ..., k) sind 
ais Losungen von (26), (26 k ) auf aQ. Gr6l3en der Ordnung E. Deshalb können die 
rechten Seiten von (25 k ) stetig so auf Q. fortgesetzt verden daB these Eigenschaft
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erhalten bleibt. Zum Nachweis der Beschrànkt,hejt von z lost man wiederüm die 
Entwickiung (24) nach z auf und setzt in das Ausgangsproblem (1), (3) em. Hierbei 
ergibt sich 

G \ Q :	_Llz+c(x)z=_(e2lne)_1c(x)(vk+e2Kklnr) 
80:	z = _( 2 in e)' (Vk + etKk in r)	. 
8Q:	3z/8n=0.	-, 

Analog zum oben behandelten hOherdiniensionaleñ Fall zeigt man hier unter Anwen-
- dung des Maximurnprinzips, daBz unabhängig von e beschrankt 1st. 
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