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Faktorisierung eines leferentlaloperators unendhcher Ordnung
in verallgememerten Ableitungen?). :

A. TIMOFEEV .

Es wird das Faktorisierungsproblem fiir den Differentialoperator geldst, der 1965 von A. F.
Leontjev cmgcfuhrt, wurde und der den Differentialoperator von Gelfond- Leont)ev verall-
gemeinert. .

Pewaerca 3agauya $akTopusaunu mis nud)rbepenuna'lbnoro omeparopa, ' BBE/IEHHOrO A .
JleontheBun B 1965 roay, n.o6o06wawuero oneparop lenbdonga-JleonThesa.

. The problem of factorization is solved for the differential operator, ongmally presentcd by
A. F. Leontjev in 1965 and gcnemhzmg the operator by Gelfond-Leontjev." .

- 0. Emleltnng Es sei dle gew ohnllche leferentlalglexchung endlicher Ordnung
2 ay®(z) = 0 _ o : )

mit dem charakteristischen Polynom P, P(2) = ¢y + ¢,2 + -+ + cyi¥, gegeben )
Setzen wir voraus, daB. P. = P, P, ist, wobei die Polynome P, und P, keine gemein-
samen Nullstellen haben durfen dann kann man jede Losung y der Gleichung (1) in
der - Form y =y, + ¥, darstellen, wobei y, und ¥, die Léstung von (1) mit dem
charakteristischen Polynom P, und P, ist. Ein solcHes l*al\tonswrungsproblem
wurde-von Hadamard fiir die paltlelle DLfferentlalglelchung endh(,hel Ordnung p

Z‘ c D"J =0 mit . D“y = 6'°'y/3'c @1 .,.. Ox,°n

laj=0 .
formuliert und in [6] von MaTSUURA geldst. Die Beltlage [‘3 8—10] beschiftigten .
sich mit dem Faktorisierungsproblem fiir Differentialoperatoren unendlicher Ord-
nung in gewdhnlichen Ableitungen bzw. in Ableitungen von Gelfond-Leontjev. Es
wurde gezeigt, -daB in diesen Féllen im Unterschied zu Differentialoperatoren end-
‘licher Ordnung nicht notwendig der Satz iiber die additive Zerlegung der Losung
gilt. In diesem Beitrag wird das Faktorisierungsproblem fiir den von LEoNTIEV [2]
eingefithrten Differentialoperator gelést. Dieser Operator verallgemeinert den Dif-
ferentialoperator von Gelfond-Leontjev. . _ .

1. Formulierung des Hauptsatzes. Wir bezeichnen mit [g,, co) den Raum der ganzen
Funktionen von der Ordnung g,, die einen beliebigen endlichen Typ besitzen. Es ist

bekannt, daB [o,, o0) = lim ind B, mit
0<t <0
Fe HOQC): ]|F]|, = sup M(F,r)exp [—T?“"] < oo}, M(F,r) = max |[F(z)|
|2)=r

ist. Es sei f(z) = J anz" cme gaxue Funktion mit positiven Koeffizienten, (he der Be-

'1) Der Autor dankt Prof. Dr. W. Tutschke und Dr. ‘w’[ Reissig fiir die Hilfe bel der Fertigstel-
lung des Bentrugcs
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“dingung nte ]/a‘,, — (o ep)!e mit 0 < p < g fiir n - oo geniigt. Der Differential- -
operator von Gelfond-Leontjev D, wird auf folgende Weise definiert: ’
DF@E) = Y by —2- 2 fiir  F(z) = X bt N
k=0 Qie+1 k=0 ‘
Fiir f(z) = e* erhalten wir den gewéhnlichen Differentialoperator: DF = F’. .
. Es sei ein System ganzer Funktionen P = {P,}%., mit folgenden Eigenschaften
gegeben: ‘ '

LV |Pu(a)l = Can(1 + |2)" exp (B [2]7) . fiir ein gewisses « S o1 . (3).
und positive Konstanten C und B. o - : .
2. Jede Funktion F € [p,, oo) ist in der ganzen Ebene € in der Form F(2)
= 3 d;P,(2) darstellbar, wobei : :

" agdal < coR"M(F, yR) fiir jedes R > R, und n € N, ' - 4)

.gilt. Die positiven Konstanten ¢, und y sind unabhingig von' F und R.

Diesen Bedingungen geniigen zum Beispiel die Polynome von Faber und die von
Fage angegebenen Basisfunktionen. Der dem System P entsprechende Operator von
Leontjev wird durch die Beziehung : .

oo

L daPuls) S )

k=

DF(z)

gegeben. Wiihlen wir Py(z) = a,2*, so erhalten wir als Spezialfall den Operator (2).
" Es sei L €{p;, 0], L(A) = X c,#%, eine ganze Funktion der Ordnung ¢, = go./
(e, — o) mit dem Typ 0. Wenden wir uns der Gleichung :

mL(F):zkgc*kazo o : .‘ | (6

mit D¥ = D(D*1) und D% I (identischer Operator) zu, dann kann man leicht zei-
. gen, daB die Reihe hierin fur jede Funktion F € [g,, o) konvergiert. Setzen wir zu-
~ sitzlich voraus, daB L = L,L, mit' L,, L, € [ps, 0] ist, so gilt folgender Satz.

Satz 1: Jede Losung F € [o,, 00) der Gleichung A (F) = 0 kann man dann und
nur dann in der Form

F=F +F, mt MF)=0 (=12 (7

darstellen, wenn Funktionen @), @; € [e2, 0] mit folgender Eigenschaft existieren: '
1= L, + Loge. ' ) - (8) )
. 2. Einige Hilfsbetrachtungen. Als Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 1 benétigen

wir die folgende in [9] bewiesene Aussage fiir Differentialgleichungen unendlicher
Ordnung in Ableitungen von Gelfond-Leontjev (2). R .

‘Satz 2: Es sei die Gleichung

£
/

A ()= E; &DFF =0 9
mit der chgrdkteristischen Funktion L € [0y, 0], L(A) = X /¥, gegeben. Jede ihrer
" Losungen F € [p,, 00) ist genau dann in der Form :

F=F +F, mt M F)=0 (j=12) : 10y
darstellbar, wenn Funktionen @,, @, € [0q, 0] mit der Eigenschaft (8) existieren. .

Im folgenden untersuchen wir die Eigenschaften der Operatoren D und ;.
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. Definiert man den Operator 4 durch

AF(z) = f’d,,a,,z" fiir F € [gy, 00) mit F(z) = E‘d,,Pu(z) K

7 n=0 o - n=0

dann gilt fiir den inversen Operator 4! die Beziehung

© | =)
A (z) = )] Z—" W(z) - fiir F € [g,, 00) mit F(z) = J d,z2".
n=0 @n n=0
Unter Berucksnchtlgung von (3) und (4) beweist man die Stetlgkext der Operatoren
A und A1 in [p,, 00), siehe z. B. [7]. Aus der leicht ersichtlichen Identutat AD = DA
erhalten wir fiir jede Funktion F € [p,, 00) die Beuehung

AMY(F) = M (AF). - _ , Y
. Wir beweisen nun noch den furv den folgenden Abschnitt wichtkigen

Hilfssatz: Es seien f1r f2 € [02, 01 und |:= fy/f. eine ganze Funktion. Dann ist i
auch f € [0, 0]. ' _ : v '

.

Beweis: Wir stiitzen uns auf die Methode der Monographie [5]. Nach deren Satz
4.3 existiert cinc Folge von Kreisen I'y = {(2€ C: |z| = 7} mit 7, > o0, 7, < g7y,
fiir ein ¢ > 1 und mit der Elgenschaft daB es fiir .jedes ¢ > 0 eine Zahl ky(¢) mit
1fo(2)] > exp (—e [z|er) fiir z € T, und k& > ko(e) gibt. Daraus.folgt |f(z)| < exp (e |z]er)
fiir z € Iy, kK > k,(e) = ko(e). Wir betrachten jetzt eine beliebige komplexe Zahl z
mit |z| > 7. Dann gibt es einen Kreisring 7., < 2| <7, k > k,, der den Punkt 2
enthilt. Nach dem Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen gilt |f(z)| =
max {1/ 1t] = r,,} < exp (erk"') Wegen r, < gr,, = q |2 folgt daraus _

. If(2)] <.exp (e g* |2]®). » (12)
Weil dies fiirlbeliebiées £e>0 gilt, ergibt sich f € [0,, 0] 8

3. Beweis von Satz 1. Es sei (8) erfiillt. Dann erhalten wir unmittelbar aus Satz 2
die additive Zerlegung (10) Jjeder Losung F € [o,, ). Falls F Lésung der Gleichung
(6) ist, erglbt, sich' sofort F = AF als Losung der Gleichung (9). Wegen (10) ist
F = AF = A'F, + A \F, = F, + F,, wobei i (F;) = A, (F;) =0
- (j = 1, 2) gilt. Also ist die Bedmgung (8) hinreichend fiir (7). Sie ist aber auch not-
wendlg Dazu setzen wir voraus, daB jede Losung F € [g,, oo) der Gleichung (6) in der
Form (7) darstellbar ist. Fiir jede beliebige Losung F der Gleichung (9) ist wegen (11)
F = A'F Losung der Gleichung (6). Unter Anwendung von (7) erhalten wir F = AF
= AF, + AF, = F, + Fz, wobei :/ll,,(F) =0 (j=1,2) gilt. Nach Satz 2 folgt

" daraus 8 n :

Die bekannte Methode von LEONTJEV (siehe [3]) sowie der oblge }Illfssatz und
‘Satz 1 lieférn folgende Aussage.

Satz 3: Es sei L — L,...L, mit L; € [92,0] 1=sj S m) Dann lagt sich 7ede
Lésung F € [o,, o) der Gleichung (6) dann und nur dann in der Form F.= F, 4 -
+ Fpomit M (F) =0 (1< g m) darstellen, wenn Funktionen @, ..., o, € [0y, O]
mit der Eigenschaft 1 = N g, -+ -+ + Nppnund N; = L|L; (1 = §j < m) existieren. ',

Bemerkung: Wie Satz 3 aus [11] (snehe auch [10]) 7e1gt lst die Bedingung (8)
" #quivalent dazu, da8

[La(A)] + | La(2)] = A(e) exp (—e |2|*) ‘ (13)

fiir beliebiges ¢ > 0-und eine gewisse Konstante A(e) ist.

12+
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~ 4. Beispiele. Das Dargelegte sol‘l'durch einige Beispiele illustriert werden. _
. ) Wir setzen voraus, da8 L, und L, Polynome ohne gemeinsame Nullstellen sind. Dann ist

der Operator oy, ;, von endlicher Ordnung. Weiterhin wissen wir, daB jede Lésung ‘F der
Gleichung (6) in der Form v .

po =2y ka%( Fap (z))

k=1 j=0 A=1,

darstellbar ist, wobei m; (k.= 1, .. N) die Vielfachheit der Nullstelle 4; des Polynoms Lle
ist. Daraus folgt, daB (7) gilt.

.-b).Es sei {4} 3~ ,-eine-monoton- \mchscnde Folge von nichtnegativen Zalilen, die der hlgen
schaft

nfAer — 0 fiir n— 00 (g > 1) : . ' (14)
geniigt. AuBerdem sei m > g, eine natiirliche Zahl. Wir. setzen voraus, daB sich-die Kreise

{z: |z — 2, E¥ S d2-o} (k= 0,...,m — 1;n € N) mit ¥ = exp (2ni/m) und cinem gewissen
d > 0 nicht schnelden er bct.mchten ]et7t die ganze Funktion L = L,L, mit

oo

'.Lm-n(l—ﬂw ), L) = 17(1—2'"/ ™y sy

n=1 n=

und {4,} = {4, } u{d, "} Aus (14) folgt unmittelbar L, Lz, Le¢ [92, 0] Nach Satz 1.2.7 aus [4]
ist | Ly(4, ’I"“)| > exp (—6)2,|o%) (k=0,...,m — 1; n > ng(d)). Satz 7 aus [1: S. 36] (siehe
auch [4: 8. 49]) sichert die Existenz einer bunkmon @€ [92, 0] mit der Eigenschaft g(i,'E¥) =
1/Lg, ‘E®) (k=0,...,m — 1;n € N). Damit erhalten wir das Verschwinden der- Funktion
@L, — 1 in allen Nllllstellen von L, und daraus sofort, daBy = (pL, — 1)/L,eine ganze bunk
tion ist. Nach dem Hilfssatz ist y € [92, 0], und damit ist (8) erfillt.

¢) Im letzten Beispiel wollen wir zeigen, daB auch Funktionen L,, L, € [g,, 0] existieren,
fir welche keine Funktionen ¢;, @, € [g,, 0] mit (8) gefunden werden konnen. Dieser Art sind
z. B. die Funktionen (15) mit 2" = ke, 1,” = k?/es 1+ 4, und 6 ="exp (—k®). Angenommen
die Vermutung ist falsch. Dann folgt aus (13) mit einer positiven Konstanten A(¢) '

- ' !

1l . .
. L&) > Ale) exp [—e (2] a . (18)
Wegen L,’ € [9,, 0] erhalten wir

|Lo(Ae") = S (A7 — A'| Ai(e) exp (e I/'-k"lg'),

und mit (16) folgt daraus 1);," — A"l exp (2¢ ML”IG') > A (e) > 0. Dieser Wlderspruch be-
weist dic Giltigkeit der Vermutung.
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. :
" Nach “Operator Ideals” liegt mit dlesem Buch eine neue Monographie von A. Pietsch vor, die
auch inhaltlich als eine Fortsetzung angesehen werden kann. Von den im ersten Buch ange-
- deuteten Anwendungen der Theorie der Operatorenideale erweisen sich deren Begriffe und
Methoden besonders im Zusammenhang mit Untersuchungen iiber Eigenwertverteilungen von
lntegro.lopemt,oren als iiberaus fruchtbar.- Durch die Arbeiten einer Reihe von Autoren sind
in den letzten zehn Jahren viele neue und wertvolle Ergebnisse gefunden worden, so daB sich
inzwischen eine gehaltvolle eigenstindige Theorie entwickelt hat, zu der es bisher nur ein Buch
(H. Konig: Eigenvalue Distribution of Compact Operators. Basel: Birkhiuser Verlag 1986) gab.
Anliegen des Autors ist es, eine geschlossene Darstellung dieser Resultate zu bringen und —
aufbauend auf eigenen Ergebnissen — eine einheitliche Theorie zu prisentieren. Dies gelingt
auf eine iiberzeugende Weise. Konsequent, wird der gesamte Stoff streng deduktiv aufgebaut
und formalisiert. Das fithrt zu einer starken Algebraisierung der Darstellung, durch die die
durchgehenden und Beweisideen klar herausgearbeitet werden konnen. Diese Konsequenz
ist auch deutlich im Stil des gesamten Buches zu spiiren, der durch seine nahezu perfekte
Okonomie auf den ersten Blick vielleicht recht trocken wirkt. So lesen sich manche Teile wie
-ein Kursbuch, wenn umfangreiche Beweise in selbstindige, mehrfach nutzbare Lemmata mit
eigenstindigen Aussagen zerlegt werden, die anschlieBend der Reihe nach aufgerufen werden.



