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lJbériipschitzstetige impliziteFuiiktionen	
0 

'— A. LLNGENBACII	 - 

Herrn Prof. Dr; S. G. Michlin zum 80. Geburtskig gewidmet 

-	-	 I	 - 

Die Auflosung der impliziten Funktion F(x, z) + K(z) x = 0 mit K(z) .E Lip (X, Y) wirddurch 
ap die Annahme	(x°, z°) ± K(z0 ) 	E Lip(Y, X) ermOgiicht. 

[ax	 j• 
PaspellieHue lIesBHofl cjyiiiuuu F(x, z) :+ K(z) x= 0 B HoTopoft K(z) E Lip (X, Y) craHo-

oF BUTCH 1103MOHHuM, eCJIn flCHOJIOflITb	(x°, z°) +K (z0 )1 E Lip (Y, X). 
[ax 

A solution of the implicit function F(, z) + K(z)•x = 0 with K(z) E Lip (X, Y) becomes 
possible if we propose	(x°, z?) + K(z°)1\ E Lip (Y, X). -	1ax 

Wir betrachten zwei Banachräume X, Y, inen metrischen Parameterraum Z Urn- 
gebuhgen U(x°) X V(z°) des Punktes (x°, z°) € X X Z unci eine Abbildung F: U(x°) 
X V(z°).-+ Y, F(x°, z°)	0. 'Gesucht ist eine Abbildung x: .(z°, r 1 ) -^ X, die der - 
Gleichung	 0	 - 

F(x(z), ) = 0	 - 
fiir z E (z°, r 1 ) ' C V(z) genUgt und wenigstensin z0 stetig ist. (z, r) bezeichnet die 
offene Kugel mit dem Zentrum z und dem Radius r. Wir formulieren zunächst eiri 
ge1ufiges Resultat. • 

Satz 1: Die Abbildung F: U(x°) X V(z°.) — Y-sei stetig in (x°, z°), besilze die partielle 
Fréchet-Ableitung -aF/ax: U(x°) XV(z°)	(x, Y), die ihrerseits stetig in (x°, z°) 
sei. tiberdies moge die Abbildung [F(x°, z°)/ax]-' € 9- ( Y, X) existieren. Dann gibe es	- - 
Zahien 0< r :5 afi r derarl, d	zu jede?n € (z°, r 1 ) genail em x(z) € 3'(x°, r) existiert, 

welches die Gleichung (1) er/jilt. Die Abbildunq x: (z0, r1 ) — X ist in z0 stetig. (Mit


bezeichnen wir die Abschlie/Jung der of/enen Kugl Se.)	•	

0	 0 - 

• Satz 1 ist u. a. eirfSpezialfall des in [11 bewiesenen Satzés uber implizite Inklusio-
-nen, vgl. auch E ZEIDLER [3], wo die Einschränkung ,,Z Banachraum'-' fur unsere 
Aussage nicht benOtigt wird. Tm Prinzip bcruhtdie 1oka1e-Auf1osung der impliziten 
Ftinktion (1) auf der globalen Lösbârkeit einer vereinfaehten Oleichung, in Satz 1 
z. B. der linearen Gleichung [aF(x°,-z°)/ex] x-= y. Tm Falle der in [1] untersuchtcn 
impliziten Tnklusioñ'istauch die vereinfachte Version eine nichtlinëare Inklusion, 

• deren eindeutige Auflosbarkeit postuliert wird. Die Durchsicht von Anvendungs-
heispielen aus der Elastostatik legt die Betrachtung von Situationen nahe, die zwi-
schen der in .[I] behandelten impliziten Inklusion und dem in Satz 1 formulierten 
Spezialfall liegen. ••	 --	

0	 -	 0 •	 -	 • 

Wir beschreiben zunächst eine naheliegende Verallgèmeineruhg der Räume 
• - 2(X, Y)linearer stetiger Abbildungen.	 -	

0	

•• -
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Definition 1: Für Banaehräurne X, Y und TeiImergen U X, die wenigstens 
zwei verschiedene 'Elemente enthalten, erkliiren wir die Vektorraume 

IlAx1 - Ax2l1 Lip (U, Y)=ir IA: U -^ Y; up	 < oo	 (2)  
x, +X3	11 X1 T X211	 J 

mit der tiblichen linearen Struktur von Funktionen. 

JjAxj 

	

Satz 2: Milder Norm 1 1 A HLI P - II Ax1ll + sup	- Axll 
.• 

ein fixiertes x 1 E G 
llx - xj 

ist Lip (X, Y) ein Banachraum.'Die zu verschiedenen Elementen x 1 E U de/imier,ten Nor-' 
nien sind topoiQgisch aquivalent.	 - 

Den naheliegenden Beweis dieses Satzes findet man bei R. H. MARTIN [2]. 

•	Bemerkungi: In unseren Anwendungen ist stetsU = X, x1 = 0, also -' 

llAllipxv	114 011 + sup jAx 1 - AX2II	 (3) 
-	-

 
X1+X3 lix i - x211 

Dmit wird (X, Y) Lip (X, Y) mit der tiblichen Norm stetiger linearer Opera- 
• toren ein TJnterraum. Ein weiterer Unterraum ist Lip, (X, , Y)	(A € Lip (X, Y);


11A 011 = 0}2(X, Y). Sind X, Y,WBanachräume,A E Lip (X, Y),B€ Lip (Y, W), 
•	so ist BA E Lip (X, W) mit 

•	 IIBAIILIP(x.w)	IBIl . w (1 + 2 IIAIILI P x,v) . -	 (4) 

- Definition 2: Sind X, Y Banachräume, so iiennen wir eineri injektiven Operator 
A € Lip (X, Y) umkehrbar, falls A' E Lip (Y, X) mit AA = id € Lip (Y, Y) 
existiert 

•	•Satz 3: Die Mengé der umkehrharen Operatoren ist of/en in Lip (X,-'Y). 18t A0 
€ Lip (X, Y) umkehrbar, so gibt es Zahlen o, L	0 derart, dap für A E A (A 0, ç)'die

Ungleichung IIA1IILIP(Y.x) 5 L gilt. Für lede Folge (A s ) in Lip (X;- Y) mit I1A - AOIILP 

-^ 0 und jedes w E Y gilt lIA 'w - A 0	-> 0.	 - 

Beweis: Der (injktive) Operator A 0 € Lip (X, Y) sei umkehrbar, d. h., es gibt 
einen Operator A 0- 1 E Lip (Y, X) mit A 0 - 1A 0 = id € Lip(X,X) und A0A0 
= id  Lip (Y, Y). Wirkonnen die GleichungAx = yaquivalentumformen' zu x = Tx 

'	mit Tax: = A 0-'[(A 0 - A) x + y],T E Lip(XX). Für x1 , x2 E X finden wir 

jT0x i - Tx2II	IA 0 ILIpY.X IA 0 - AIILt P( X.Y)' 1Ix1 - 211 

•	T. ist sicher strikt kontraktiv für A € (A 0, ) mit e = 1/2 ll A i'lIup und jed°es

y € Y. Nachdem Banachsehen Fixpunktsatz ist jeder Operator A € A 0, )injektiv. 

• und surjektiv. ljberdies gilt für A € (A 0, ), y j € Y, x = A- 1y, Tx = Tx 
(i = 1, 2) llx1 -. x211 = IlT i xi - T2x2 11 ^ ll A o'IILIP (IR A - A 0) x1 - (A	A 0 ) X2 11 
+ Ily	Y2I1), foiglich	 •	 ' 

II A 'yi '- A'y2 I 5 2 lI A oIlLIp 11Y1	Y21I '	'	 •	 •	
(5) 

also A:' € Lip (Y, X) und	 - 

- IIA y1 - A'211	2 lIA o'llLIp .	 S 

•	IIi - YIl	 '	 •	 - 

• •' Ferner sei x := A''w, z := A 0 1w für A € (A0, ), iv € Y. Dann ist 

-. -	lx - z il	1lA0'[(Ao - A)x + w] - A 0 'wll	IIA O'IILIP lI(Ao - A) xlI.



1.
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Wegen	 -	 - 
— A) x	IRA 0 — A) O II '+ lI(A0 - A) x — (A 0 — A) Oil 

IIA	AL u ± IIXID 

gilt dann iiAw — A 0 1-wli	iiAo'IJLIP IIA O — A IILI P (1 + I1A 'w ii), folglih


iiA1wll ^5 iAo 1wII + JA'w — Ao-wii 
•	ilA o 1wii + II A O- 1 11 U P IIA O - A iIL, (1 ± IiA'wIi) 

und, da A E (A-) gewahlt war, iiA 'w lj	2 II4o w ii + 1. Speziell folgt au  der •	'letztenUngleichungA-10i	ilAo'IIi + 1 und schlieBlich 11A1 I6 P	4 IIA'IILIP 
+ 1 =: L. 1st nun (A n ) eine Folge in -Lip (X, Y), IIA — A oJiLp --O, w E V be-
liebig fixiert, so erhalten wir für A E S(Ao,e) 

IIA- 'w	Ao'wjj	ii A o 1 11.P IIAO	'4nI1LIp (1 + i41wii) 
•	

-	 :5 2 IIA O'IILI P (1 + I jA 'w II) IFA 0 -- A iILj -4- 0 I 
Wir formulieren nun die angestrebte Verailgemeinerung von Satz. 1. 
S a tz 4: Zu Banachräumen X, Y, dern metrischen Parameterraum Z, einer Umgebung 

U(x°) X V(z°) des Punktes (x°, z°) E X XZ mogen. Abbildungen. F:.U(x°) X V(z°)-- Y, 
K: I7 (z0 ) - Lip (X, Y) mit F(x°, z°) + K(z°) x0 = 0 gegeben scm.. Dabei existi'ere die. 
partielle Fréchet-Ableitung eF/x: U(x 0) X V(z°) - 2(X, Y), F uizd .3F/x. seien - 
Stetig in (x°, 0), K stetig in z0. Die Abbildung eF(x°3 z°)/ax + K(z°)E Lip (X, Y) 
sei umkehrbar. Dann gibt es Zahien r ^t r> 0 derart, dap zu jedem z E z°, r 1 ) genau 

- ein x(z) E• S1' (x° r) mit  

F(x(z), z) + K(z) x(z) = 0	 ..	 - (6). 
existiert. Die Abbildung x: T (z0, r, ) ' —* X ist in z° stetig. 

Beweis: Mit einer Hilfsfunktion 


aF 

	

-,	g(x,z)	(, z°) (x — x°) - F(x, z),	- (x, z) E U(x°) X V(z°), 

kommen wir von der Gleichung 

F(x,z)+K(z)x=O	 -	 (7) 

zur äquivalenten Formulierung 

	

. • 

[x° z)+K(z)] x= g(x, z) -	(xe, zo ) O •	•	 .	 /	•.	 -. 

Esist A 0 = aF(x0,zO)/dx + K(z°) E Lip (X, Y) umkehrbar. Mit A 0 sind nach Satz 3 
auch die Operatoren A = aF(x°, z°)/ax + K(z) E Lip (X, Y) umkehrbar, falls A in 
einer geeigneten UmgebungU(A 0 ) ist, und es kann	 • •	 • 

•	 .	 -	 ii A Z 1 111.I P Y,x	4 iIA o 1iIup.x + 1 =: L	 •	 (8) 
angenommen werden. Wir kommen somit zu einer weiteren äquivalenten Formu-	- -. 
lierung der Gleichung (7), und zwar zu	 - 

aF 
A 1 (9(xz) _	 (x0,z0)x0).	 ••	 •	••	 (9)
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Schreiben wit (9) noch für (x, z)	(x° z°) auf, x° = A' (g(x0, z°) -	(x°, z°) 
so erhalten wit die Form 

X = x0 ' T(x,	T0(x, z).	-	 (10) 
mit	 . 

aF 
T(x, z) =	-' (u(x z) -	(x° z°)	- A0-1 (g(x0, a°) -	(,	 (11)aF 

Essei nun r eine kleine positive Zahi undx E jif (x°, r), z E 3f (z0 , r). Dann erhalten 
wit IIT0(x, z) --	= II T(x , z)I	L J I&, z) - g(x°, z°) II + IIA- 'w	A 0 1wII für w 
= g(x°, z°) -h-- [F(x°, z°)/ex] x°. Uberdies gilt g(x, z)'— g(x°, z°)I	IIg(x, z) - g(x°, z)II

+ II F(, z) - F(°, z°) II und -

IF	-	F	1-. Ig(x , z) - g(x°, z)j	sup	j --- (x°, z°).— --- (x, z) j. tx - xoII. 
(Z,Z)E11(Z'.T)Xu'(Z°,t) I.	x	uX 

Wiiwälilen nun r so, klein, daB	(x°, z°)-	(x, z)M	- angenommen wer- 

'den darf. Ferrier sei r	> 0 und r1 so klein, daB I1A1w - A 0 1wtj < r/4 und 
IIF(x°, z) - F.(x°, z°) II 15: rf4L für z ESz°, r 1 )ngenommen wedeñ kann. Dann gilt 

•	IIT0(x, z)— x°I	3r14 für (x, z) E S'(x°, r) xS(z°, r1 ). SchlieBlich 'erhalten wit für 
(x 1 , z) E (x°, r) X(z°, r 1 ),i = 1; 2, die Abschatzung  

.! I T0(xi, z )	T0(X21 z ) tI	L I(x, z) - 9(x21 Z )IJ	11X - x211/4. 

Per Operator T0 (-, ) bildet daher fur jèdes' z E , (z0 , r 1 ) dieKugel (x°, r) in sich ab 
und ist dort strikt kontraktiv. Nach. dem Banachschen Fixpurktsatz gibt es dann 

' zu jedem z € (z°, r 1 ) genau em x(z) € (x°, r) Pit  .z(z)= To(x(z), z); these Be-
ziehung ist aber zu (6) aquivalent. 	-  
• Zeigen wit die Stetigkeit der Abbildung x: S(z, r 1 ) X in z°. FUr-z . E S(z°, r1) 
gilt lIx (z)' - x0 11 = II T(x(z), z ) II 5 .L g(x(z), z) - g(x°, z0 )II + HA-'w - Ao-w11 mit 
Lg(x(z), z) - g(x°, z0 )II :-< 1/4 11x(z) .- x°II ± L ItF(x°, z) - F(x°z°)II, insgesamt also - 
• 11x(Z)	xVII 5'4/3{L IJ F(x°, z) - F(x°, z°)tI '+ IIA-'w - A o wII} . Wegen der Stetigkeit 

von F in, (x°, z°)'und (5) konvergiert dies gegen Null, falls z	z° I 
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