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'ITbér;lipschitzsteti'ge implizite Funktionen
A. LANGENBACH -

Herrn Prof. Dr. 8. G. Michlin zum 80. Gebdrtstﬁg gewidmet

¢
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‘Die Auflosung der lmplmten Funktion F(a;, z) + K(z) x = 0 mit K(2) € Lip (X, Y) wnrd durch
die Annahme [ (x° 20) + K(z°)] € Lip (Y X) crmogllcht

Paapemcu'n'e ueﬂBHon_q)yuKuuu F(z,z) + K(z)z =08 lcOTopdﬁ K(z) € Lip (X, Y) crauo-

-1 .
‘BUTCA BO3MOMHHIM, €CJH npennonomn'rb [{;—F (29, 29) +'K(z°] € Lip (7, X).
A sohmon of the 1mpllc1b functlon F(z,2) + K(z)x = 0. with K(z) € Llp (X Y) bccomes
" possible 1f we propose [ (22, 29) + K(z°)] - € Llp (Y X).

°
N
[

3 Wir betrachten zwei Banachraume X, Y, einen metrlschen Parameterraum 7 Um-

* gebungen U(2%) X V(2% des Punktes (:z:° 2%) € X X Z und eine Abblldung F: U

X V(@)= Y, F(a0, z°) = 0 ‘Gcsucht ist eine Abblldung z: f(2°, rl) — X, die der
Glexchung -

F(:z:(z), )_ - ’ - o ' '(“1)'

fiirz € S“(zo n) C V(0 geniigt und wemgstens in 20 stetlg ist. f(z, 7) bezeichnet dle
offene Kugel mit dem Zentrum z und dem Radlus r. Wir formuheren zunichst ein
geliufiges Resultat. - o ‘

Satz 1: Die Abbzldung F:U@%) XV(2%) — Y sei stetig in (x°, z°), besitze dze partzelle .
"Fréchet-Ableitung ~0F [0x: U(a®) XV(°) — (X, Y), die ihrerseits stetig in (z°, 29)
sei. Uberdies moge die Abbildung [OF (20, 2%)]0x]™ € (Y, X) existieren. Dann gibt es
Zahlen 0 < 7 = r derart, daf zu jedem z € R(2°, 1,) genaii ein 2(z) € R (20, r) existiert,
welches die Gleichung (1) erfillt. Die Abbildung z: R(2°, r,) — X ist in 20 stetzg (M it
® bezeichnen wir dzc Abschlzeﬁung der offenen Kugel !.)

Satz 1 ist u. a. ein"Spezialfall des in [1] bewiesenen Satzes uber 1mp11ute Inklusno-
‘nen, vgl. auch E. ZEIDLER [3], wo die Emschmnkung »Z Banachraum* fiir unsere
Aussage nicht benétigt wird. Im Prinzip beruht (die lokale-Auflésung der 1mplmten
Funktion (1) auf der globalen Lésbarkeit einer ‘vereinfachten Glelchung, in Satz 1 -
z. B. der linearen Gleichung [9F(2°,2°)/0xz] z-= y. Im Falle der in [1] untersuchten

“impliziten Inklusion’ist auch die vereinfachte Version eine nichtlineare Inklusion,
.deren’ emdeut,lge Auflgsbarkeit postuliert wird. Die Durchsicht von Anwendungs-
* beispielen aus der Elastostatik legt die Betrachtung von Situationen nahe, die zwi-
schen der in.[1] behandelten impliziten Inklusion und dem in Satz 1 formuhexten
Spezialfall liegen.

Wir beschrelben sunichst eine nahellegende Vera]lgememeruhg der Riume
(X, Y) linearer stetlger Abbildungen. - A
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Definition 1: Fiir Banachrdume X, Y und Tellmengen G = X, die Wemgsl:ens
zwei verschiedene Elemente enthalten, erkliren wir die Vektorraume ' -

. Lip(G, Y);{A:G»Y;supM<oo}\ﬁ ‘ (2)
B B . ' oz, 1T — %l . : :
mit der iiblichen linearen Struktur von Funktionen.

~ Satz2: Mitder Norm 4L, = ||Ax,|| + sup ””x—'él—Ti
o Z+ Z4 L — Zj

ist Lip(X, Y ) ein Banachrawm.’ Die zu verschiedenen Elementen x, €q dcfmzerten Nor-
. men sind topolegisch aquzwlent

-

Den nahellegenden Beweis dieses Satzes findet man bei R: H. \/IARTIN [2]. ‘

Bemerkungl: In unseren Anwcndungen ist stets G = X, x, = 0, also’

Al = 140] + sup 145 = Azl ®)
PR %]
Damlt, wird X, Y) < Lip (X, Y) mit der iiblichen Norm stetlger hnealer Opcra-
. toren ein Unterraum. Ein weiterer Unterraum ist Lip, (X, Y) = {4 € Lip (X, Y);
JAO] = 0} > (X, Y).Sind X, Y, WBanachraumc A e Lip (X, Y),BeLip (Y, W),
' so ist B4 € Llp (X, W) mit

i  IBAlLipixw = ”B”Llp(Y w (1 4+ 2 Mlluipx) = - : (4)

_ Definition2:8Sind X, Y Banachraume o nennen wir einen 1nJekL1ven Opcxator
~Aelip(X,7Y) umkekrbar falls A4-! € Lip (Y X) mit AA Y= id € Llp (Y,7Y)
existiert: -

Satz 3: Die Menge der umkehrbaren Operatoren ist offen in Llp (X,"Y). Ist- Ay
€ Lip (X, Y) umkehrbar, so gibt es Zahlen o, L > 0 derart, daf fiir A € (Ao, o) die
Unglezchung a- Yiipr.xy < L gilt. Fiir jede Folge (A,) in Lip (X5 Y) mit |4, — AOHL.p
"— 0 und jedes w € Y gile |4, w — Ao lwj| — 0.

Beweis: Der (injéktive) Operator A, € Lip (X, Y) sei umkehrbar, d. h., es glbt
einen Operator Ayl € Lip (Y, X) mit Ay 14, = id € Lip(X,X) und A4,V
=ideLip (Y, 7). Wirkénnen die Gleichung Az = yiquivalent umformen zuz = Tyx -
mit Tyz: = Ay (4o — 4) 2z + y),' T, € Llp (X5 X). Fiir 2y, 2, € X finden wir

: ITy2, — Tyl < Ao Yliper.x0 1o — Allipex.yy 2 — zall- :
. T, ist sicher strikt kontraktiv fiir 4 € §(4,, o) mit o = 1/2 |4 Y., und jedes
.y € Y. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist jeder Operator 4 € $(4,, o) injektiv _

und surjektiv. Uberdies gilt fiir 4 € ﬁ(Ao, o) ¥i €Y, ;= Ay, Tiw = Tyx =
(= 1,2) Iz, =zl = 1Tz — Tzl < [|40” 1l]up_(ll(z‘i — Ag)zy — (4 — 4y) lel

+ llys — %.l), folglich : :

e ”AW—AWNSH%WmM—%W, [ )
T also A7v€ Lip (Y, X)und - s ‘

o ATy — A7l _ V

. su < 21407 YlLip-

oyl —wall o s

Ferner sei x:= A™'w, z:= Ay~ w fiir 4 € ST(AO, g), w € Y. Dann ist .
le — 2| = lle 1[(Ao - A) z + w] Ao"wll = 1o Miuip (4o — A)xll

fur ein fiziertes x, € G .
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Wegen . ) . . ]
4o — 4) all < 1I(4o — 4) O + (4 — A) = — (4o — 4) 0]
C G S Mo = Al (1 flel) _ |
gilt dann 470 — Ayl < 1407 iy o — Allup (1 + 14~ folglieh”
4t < 4ol + 40 — Al
S 40l + o g o — Alug (1 -+ 141w

und, da 4 € ®(4gy0) gewihlt war, |4 Yw|| < 2 |[4,%w|| + 1. Speziell folgt aus der
letzten Ungleichung ||4-20|| < 2 [|447Y[Li, + 1.und schlieBlich A Y ILip = 4 140~ YlLip
"+ 1=: L. Ist nun (4,) eine Folge in-Lip (X, Y), ||4, — Aqllip >0, w € ¥ be-
licbig fixiert, so erhalten wir fiir 4, € R(4,, o) S

M7t —-dogll < 14 ip 1o — Auliuip (1 + Ma7hel)
- = 21 4oLy (1 + 45 el]) 1o — Agllu, >0 B

Wir formulieren nun die ahgesbreb’tev Veréllgemeinerung von Satz.1.

-

Satz 4: Zu Banachriumen X » Y, dem metrischen Parameterraum Z, einer Umgebung
U(2%) X V(2°) des Punktes (2°,2°) ¢ X X Z mogen Abbildungen F:.U(z° X V(2°) — Y,
K: V(z°) - Lip (X, Y) mit F(z°, 2°) + K(z°) 2° = 0 gegeben sein.. Dabei existiere die.
partielle ' Fréchet-Ableitung 0F[0x: U(z®) X V(2°) - (X, Y), F und 0OF|0x. seien
‘stetig in (20, 2°), K stetig in 2. Die Abbildung OF (2°; 2°)[0x + K(2%) € Lip (X, Y)
. sei umkehrbar. Dann gibt es Zahlen r =7, % 0 derart, daf} zu jedem z € (2%, r,) genau
- ein z(z) € K(2°, r) mit - . : o :

Flz(@),z) + K@) al2) =0 R L6
" existiert. Die Al‘)bi{dung x:‘ﬁ(z"’, 7). — X st in 2° stetig.

" Beweis: Mit einer Hilfsfunktion_

o) = o @) @ S ) — P2, (@) € U)X V@),

- kommen wir von der Gleiéhun'g ‘ 4 . o
Fl@,2) + K(z)z =0 ' - (7)
- zur dquivalenten Formulierung '
oF ~ . oF
—_ 0 — 27 (0 0
| .[ax (@, 2, + K(z)}x 9@, 2) + = (0, ) 22, 4,

Esist Ay = 0F (2", Iz")/ax + K(2°) € Lip (X, Y) umkehrbar. Mit ;40 sind nach Satz 3
- auch die Operatoren 4, = 3F(2?, 2%)/0x + K(z) € Lip (X, Y) umkehrbar, falls A, in
einer geeigneten Umgebung “U(4,) ist, und es kann : o

4 Mupr. o < 41467 uipy.y + 1= L ' " (8)
angenommen werden. Wir kommen somit zu einer weiteren dquivalenten Formu-
lierung der Gleichung (7), und zwar zu .

_x{=A;1(§(x,z)—'f,—f(z%z%xf’). SR o
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/ Schreiben wir (9) noch fiir (z, z) 1= (2% 2%) auf, 20 = Ao—i (g(zd, 26) _oF (2%, 20) x"),
80 erhalten wir die Form C g . ox ,

. x = 20 + Tz, z/) =: Ty(z, 2). ) o 3 e T (1.0).
Tie,2) = A (g6, = 50 @020 ) — 4t (o, — T @09 #) 7 (1

4

- Es sei nun 7 eine kleine positive Zahl und z € §(2°,7), z € R(z°, 7). Dann erhalten '
wir | To(x, 2) — 29 = IT(z, 2)l < L llgla, 2) — g(a, 20| + 14: 2w — Ay~ fidr w
= g(a®, 29) — [0F (2", 2")/0z] 2°. Uberdies gnlt lig(z, 2)° —g(x° ) < lge, 2) — (2]
+ IF (@t 2) — F@, 2% und - -

llg(x,2) — gla®, NS sup , {
(z.2) e IX F20r)

- Fo _
|— (2, ) — %; (, 2) } e — ol

-
er wahlen nun 7 so. klem daB (a:“ 29) - -4 -— (x z) < —— angenommen wer-

4L
den darf. Ferner sei- » ='r, > 0 und r, S0 klem daB |4, w — Ay~ Y| < /4 und
IR0, z) — F(a°, 20| < r/4L fiir z € 8% r,) ‘angenommen werden kann Dann gilt

I To(x, 2) — 2%l < 3r/4 fir (z,2) € R0, r) XR(2%, 7,).- SchlieBlich erhalten ‘wir fur '
(x,,z) € §(=°, r)xSi‘(z° r) i = 1;2,die Abschatzung .

“To(xl: Z) - TO(va 2l = L |ig(zy,2) — 9(172’ z)| S Jlzy — Zollf4.

" Der Operator To( z) bildet daher fiir jédes z € '51 (z0 ) dlo\Kugel ®(z0, ) in sich ab .. -
und ist dort strikt kontraktiv. Nach. dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es dann
" zu jedem z € ®(z% ,) genau ein " z(2) E K(x°, r) mit .x(z) = To(:z:(z), ) diese ‘Be-
ziehung ist aber zu (6) dquivalent. - ..
Zeigen wir die Stetigkeit der Abbildung z: R(2°, r,) - X in 2°. Fiir.z€ ®(=°, 7,)
gllt lz(z): — 2% = ||T(z(2), 2)|| < L [lg((2), 2) — g(a° 2°)|| + [ 4.7 'w — A 'w|| mit
- L flg(a(2), z) —g(=°, 2° )< 1/4 lz(z) — 29 + L ||[F(z® z) — F(a®}2%)|, insgesamt also
fl(2) '/:c°|| =4/3{L HF(x‘0 z) — F(2°, 20 + | 4.7 'w — Ao~ "wll}. Wegen der Stetngkext .
von F in, (x° 2%):-und (5) konverglert dles gegen Null, falls z2—>2018 -
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