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Bernstem-Sato Polynome und Faltungsgruppen zu leferéntlaloperatoren

P. WAGNER

;o BN

D1e Arbelt, beruht auf der Bernsteinschen Methode der ana,]ytlschen Fortsetzung der dlstn-
butnonswertlgen Funktion P (P ein Polynom) beziiglich des komplexen Exponenten A. Fiir.
einen homogenen elhptlschen partiellen leferentla.lopera.tor P(i9/2n) wird die Faltbarkeit und
die Giltigkeit der Relation T; s 7', = TH_,‘ in'der,,Faltungsgruppe* {T,}, welche P* via Fou-
rier-Transformation entspricht, durch eine. Bedmgung an die Indizes 4, u charakterisiert. Dies -
vera.]lgememert ‘die bekannten’ Faltungselgenschaften der -Rieszschen Kerne R,, die die Fal-

‘ tungsgruppe des Laplace-Operators-darstellen. In einem zweiten- " Abschnitt wird der. Bern-

steinsche F ortsetzungsprozeB fiir das Polynom P der Form 2,™ - ... + z,™ konstruktiv durch-
_ gefuhrt,.und es wird seine Bedeutung fiir die Berechnung von Fundamentallosungen der Poten-
zen des zugehorigen Differentialoperators P(id/2z) am Beispiel o + 62 1llustrlert

) Pa60Ta ocHoBaHa Ha Merope BepHuwreiina AHATHTHYECKOTO nponomxelma nuc'rpn6y'maﬂo-

) 3Ha‘{HOi’[ q)ynxuuu pt (P — MHOrOYJleH) OTHOCHTEJNbHO KOMIUIEKCHOro mapamerpa 4. Jlan
“ OIHOPOAHOrO DILINOTHYECKOTO nnq@epenuuanbuoro Omgparopa ¢ YacTHHMHU nponanounumu
P(i9/2x) "XapakTepusyeTci BO3MOMKHOCTb =~ CBEPTHIBAHMA. M- noc'rosepuocw'b OTHOIICHUA
T T = Ti4u B ,,IPynne CBEPTOK' (T3}, cooTBercTBylolelt P? yepes TpaHCPOpMALUIO
<bypbe MOCPENICTBOM YCII0BUST HA MHIEKCHL A 1 Iz 90 060611aeT H3BECTHEIE CBOMCTBA CBEPTKU
anep Pucca R;, NPERCTABIAIOIMX TPynny cBeprok omeparopa Jlanaaca. Bo Bropo#t wactn
npouecc npopomkeHns BepHuITeliHA NPOBONMTCA KOHCTPYKTHMBHO AIA MoanHoMa P Buna
™+ + 2,™ H: UANOCTPUPYETCA ero 3HAYeHue JiA BHIYMCJICHUA dyHInaMeHTANLHRIX

B pememm crenenett COOTBeTCTBylomero nn(b(bepenuuanbﬂoro onepa'ropa P(i9/2n) na npn-

Mepe 8, + 0;%. . , o )
This ‘work rehes on Bernstein’s method of - analyt)c ‘continuation of t,he distribution- vulued«
.function P? (P a polynomm]) with respect to the complex exponent 4. In the case of a homo-
' geneous, elliptic partial differential operator P(i3/2x), the convolvability and the validity of .
the relation'T; » T, = T35, 'in the * ‘convolution group’ {T';}, which corresponds to P4 through
Fourier transform, 1s characterized by a condition on the indices 4, u. In this way, we generalize ™
the known convolution properties of the elliptic Riesz kernels R,, which represent the convolu- -
- tion group of the Laplacea.n operator, In a second part, Bernstein’s process of analytic con-
tinuation is carried out in a constructive manner in the specia] case of the polynomial' P being
of the form z,™ 4o 4 z,™. The importance of this process for the computatien of fundamental
solutions of the powers of the corresponding dnfferentml opemtor P(id/2n) is lllustmted in
working out the example 9,4 + 8,% .. .
Tt
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1. Emleltung S C | . . ’ -/ 

Dlese Arbelt entstand aus dem Bestreben zwei Verfa,hren fir partlelle Differential- .
operatoren zweiter Ordnung (mit konstanten Koeffizienten) auf Differentialoperato-
ren hoherer' Ordnung zu verallgemeinern. Zum einen war dies die Verwendung der
sogenannten Rleszschen Kerne i im ‘Zusammenhang mit den Opera.toren

2 e T8 2 - Lo ’
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.

408 P. WAGNER . . '/"

2 Bezclchnungen

' (vgl [12 14, 22] zum andexen eine Methode zur sukzesswen Gewmnung von Funda-

menta.llosungen der Potenzen eines Operators zweiter Ordnung durch Multlpllkatlon
mit Polynomen (vgl. {23, p. 289], [20, p. 149]) '

Der vorbereitende Abschnitt 3 enthilt einige grundlegende Satze uber qua81hom0- :

gene. Distributionen. AnschlieBend erlitere ich die Bernsteinsche Methode der ’

meromorphen Fortsetzung von P? beziiglich 2 in €, wobei P ein reelles Polynom ist

(siehe etwa [1]). Fir homogene, elliptische Differentialoperatoren wird eine Charak-

terisierung der Faltungseigenschaften. derjenigen Distributionen, welche den Riesz-
. schen Kernen entsprechen, bewiesen (Sitze 6, 7). Weiteres wird: eine explizite” Re-
kursmnsformel zur Berechnung von Fundamentallésungen der Operatoren '

o™ om '. S ;
— m=23,..., le]N
ax™ 695,, P .

\

abgeleitet (Sat/e 5 8) "Dabei erglbt sich auch das Bernstem Sa.to Polynom von

™+ - 4 2, !
Geda,nkt sel an dleser Stelle Herrn Prof J. Horvath der 1985 eine Verallgememe-

rung der ‘M. Rieszschen- Methode: vorschlug und mit seinem Hinweis auf den Zu-

' ~sammenhang -dieser Frage. mit den’ Resultaten von I. N. Bernstem den AnstoB zur
' _Vorhegenden Arbeit gab: S

"IN beielchnet die Menge der naturhchen Zahlen, 0 emgeschlossen Z (Q, R, C wie

iiblich die Mengen der ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen. Der

: Buchstabe 7 bleibt fiir-die Dimension des Raumes IR* reserviert. Der ‘euklidische

) ‘Abstand eéines Punktes z € R* vom Ursprung wird mit_|z| oder » bezeichnet. Das.
_euklidische innere Produkt im R wird durch einen Multlphkatlonspunkt angezeigt.

Wir schreiben §,_, = {z € R": |z| = 1} fiir die Oberfliche der Einheitskugel.

Es wird die iibliche Multundexschrelbwmse verwendet; fiir o' € N*.und = € R” igt V

. beispielsweise z* = 2% 2% und |a| = &; + - .+ «,. Weiters schreiben wir. 0; fiir

dlex; (1 <7 <n) und & fir 9, 9,%. Y bczelchnet die Heaviside- Funktlon

Y(x) =0 fir x <0 und Y(z):=1 fiir z > 0. Die Signum-Funktion —1 + 2¥(x)
‘wird durch sign () abgekiirzt. Fiir den natiirlichen Logarithmus einer komplexen -
Zahl z wird log z geschrieben. Welchér Zweig des Logarithmus.zu nehmen ist,. wird,

“dabei jeweils angegeben. Rez und Imz bezeichnen den Real- bzw. Imaginirteil

einer komplexen Zahl z, gr P den Grad eines Polynoms pP. o

Alle Raume der Dlstrlbutlonentheone werden wie in [23] bezeichnet. Verwendet.~ '

werden insbesondere 2'; &, Dy, und &, d. h.'die Rdume aller Distributionen; der

" Distributionen mit Kompakten Triger sowie der integrierbaren bzw. der temperier-

~ ten Distributionen. Die Anwendung. einer Distribution 7 auf eine Testfunktion ¢

wird in der Form (g, T") geschrieben; é bezeichnet das Dirac- MaB im Ursprung, d. h.

{p, 6) = @(0). Die Fourier-Transformation F : & — & wird wie in [23, Ch. VII] . .-

defmlert d. h. alsp Fe(¢)'= f e 2iztg(x) dx fur PE L' Die am Ursprung gespiegelte

+ Distribution zu einer Dlstnbutlon T wird mit 1’ bezeichnet. Die Faltbarkeit zweier
- Distributionen S und 7 sowie ihr Faltungsprodukt werden wie in [13] verstanden. -
Wenn z — T, eine dlstrlbutlonswertxge, meromorphe Funktion ist, so- schreiben wir

Res 7T, bzw: Res T, und PET, b7w Pi T, fir die Koeffutenten der Glieder (z — 7)~*
z=14 Co 2=k

and (z — 2)° der Laurent Relhé -von T, um 2 (hlerben steht Res fiir ,,Residuum* und

Pf fiir ,,partie finie®). Eine zusammenfassende Darstellung der Elgenschaften vektor- '

wertlger meromorpher F unktionen wnrd in.[12] gegeben. .

Y
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s Quasnhomogene Dlstrlbutlonen

Im folgenden gebe ich eine kurze Z usa.mmenfassung der von mir verwendeten Sdtze:

. iiber quasihomogene Distributionen. Dieser. Begriff wird in [15] eingefiihrt und niher

+ untersucht. Ausfiihrliche Da.rstellungen fir den hauptsichlich benotigten Spezial-

fall der homogenen Distributionen finden sich weiters'in [7, 8, 16], [9 Ch ‘III 3.1

(11, 3.2 und'7.1). Ich vernchte daher. auf Beweise. N
In diesem Abschnitt ' seien. a > 0,...,a, >0 vorgegeben; a:= (al, oo a,,), .

lal :=ay + - + @,,ct0 = (cE™,. ., c£an) € R fiirc >0, 20y = (TYy,.- > LnYn) ER® "~

fir z,y € IR" Eine Distribution T € D'(R")"bzw. D’'(R" \ 0) heiBt quasikomogen

: vom Gmd . € € (2um. Modul a); wenn T'(c® o z) =.c*T" far ¢ > 0 gnlt Falls a, =ay -

= ... =a, = 1list, nénnt man T homogen vom Grad A.

. o sei positiv, quasihomogen, vom Grad 1 und unendllch oft dlfferenzmrbar in

i ]R"\O Q:={xecRripx) =1}, =02 = {x € R: p(x) = 1}, 7: ' > R" Sei die

. kanomsche Embettung Als Lemysche szferentzal/orm auf I beLelchnet man die -

(n — 1)- 140rm , .
"‘(al:z:ld:z:2 : N dz, — azac,dalcl A d:z:3 - A dz, '+ — ): v S

do sei das. zugehorlge (positive). MéaB auf I Wenn do .das’ Oberfla(,henmaB und.
v:= Vp[|Vp| den nach auBen gerichteten Normaleneinheitsvektor auf der Flache r. -
bezeichnen, so gilt' do ={a o z) - vdo = do/|Vg| Wenn wir do als Distribution- in R®

. auffa.ssen (@,’\da) 45 () da(x)) so gllt do = Z a;x; 8,/9, wobei ro = Y(l — o(z))b:
ist. r i=1

Wir setzen "D(I) := (") ;= D’ (F) bczelchne den’ Dualraum Wu‘ konnen LI(F)
vermoge der Einbettung - .

LI(F)<->$(1*) f’;’(‘PH¢f(x)¢(x)da(z)) - ; - RIS

.' 'als Tellmenge von D(I") auffassen.  Fiir feLMI) und 2 € C mit Re} > ']dl ist

- otz f(g(x)‘“ o :z:) o(z)? eine lokalintegrable Funktion in R", die quasxhomogen'

vom Grad A ist. Allgememer wenn F € 2'(I') und 1 &C ist; sodefinieren . wir eine
Dlstrlbutnon F. g € J'(IR") durch _ . ' Y

(%F M>—f”“”‘@wox%FW»ﬂ

+ f t‘+’lal-l((¢(z°bx Xt laa P(0) £ °x~) F(:z:)) dt
; A

‘ - . ’ 1 \ : .o » B
b “Pf 1-19000(0) (2°, Fy —m—— ), " P
| S+ (za #0) (o >Hla]+“)‘ o
" wobei dié Summen iiber die x €N mlt a -0 < — |a| — ¢ zu _erstrecken sind und ¢ .
"mit ¢ < Re2 beliebig gewahlt werden kann. DafB sich damit fiif integrable
Funktionen F und Re 2 > —la w1eder da.s ursprungllche erglbt 1st eine: Iolge der.
Isomorphle von MafBrdumen - : . | ‘

" (R7, dz) — (T, da) x((0, o), 01-3dg), & 1> (e(@)* 0 7, ola),
ooxﬂ(x,g) 2 S

(d h. ff z) dxr = fglal 1do ¢/(g ox) da(:z:)) . .

.. '

\

+ ~ und der Art der Einbettung von LX(I') in .7) (F).
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Satv 1: Dze im.s /olgenden de/zmerten Abbzldungen A; 'u,nd, Bl sind- 1 somorphzsmm o

"~ von VeLlorraumen

“a) A sei eine belzebzge komplexe Zahl;

A, 2’ (F) —>{T ¢ D'(R"\ O) T quaszhomogen vom G’rad A}y
AP)i=F - lmnet -

""b) Die korinlexe__Zahl A sei micht -von der Forrﬁ —|a] — 'a -, € N7

~

B;: D'~ {TeD(R":1 quaszkomogen vom, Gmd 7} 'B,,kF) c=F. 0% -

“c) Bssei A = — [a]—pundp—a oc/uremocEIN"

;

\I_Bl-{Fe.@(P) Vo mit a- o = p, (x —O}@{ané caEC}

aa=p .
—{T¢€ 2 (]R") T quaszhomogen vom Gmd 2},
BI(F L) := = F - o* + To ° ‘ _
‘Satz2: Fs sei F ¢ 9'(I'). Die Funktion C —>$ (lR") 2> F o* ist in €\ {=|a|

.= a-a:x € N* analytisch. Sie hat hochstens emfache Pole in den Punkten o = —|a]

e ocelN" Dortgzlt ’

!

Res 7 - g = (_1‘) und PIF . o* —F N
Ca=1, acnn - ool Cash , B
. 2o>= —la| —a-x : . . : .
S ) K ) ( ) )
\ Bemerkung: Im homogenen Fall, d. h. fur @, =a, =:-- = a,,':‘ 1, kénnen wir -
die Formel fiir die Residuen kiirzer so schreiben: ' '
' G S o~
‘Res. -F.- g - O)¥, F(x))0c, keN. )
. ’ l——n k k! : -~
- Bolgcrung zu Satz 2 Im Spezialfall F' = 1 ergibt sich
' . —1 'al '
‘Resp* = —24 ) ( ') fx“dx@“é.'
A=y " aENT - (A3
. | o . 1u='—|a|—a)"“ . Q . . .
"Satz 3: Esseia, = ay = = a, = '1., Fe ,fo'(r), 7€ C, p € F(R7).
'a.)Fr—A—n(i]Ngzlt o : . ~ .

(2 <7(F e") —I’(? + ) ((w 5) (2aiz - £)7477), F(I)
) b) Wenn hmgegen —i—n = k € ]N ist, sG gzlt ‘

(@, :fj(F ‘» k, (<<p(s> (2aiz - b (wlk +1)

log (2n iz - E))} x)).
Bemerkung Wie iiblich w1rd p(z): —F’( 2)|I'(z) deflmerb weiters wird fiir

z=+0 dle Dlstrlbutlon (2niz - &) € D'(R;") durch

zé=t
A

ERCONCL0Y —( [ 9(6) dote), 2 m,)x> |

, -
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defmlert do ist. da.bel das euklldlsche Oberflachenma.B auf der Hyperebene :z: E=t,
" (2t =f- g} e D(RY) mit f€ D'(S) = €2, (1) = (2n)t T2, /(—1) = f(1).
(Aus Satz 2 folgt, daB (2mt)" fir alle 2 ¢ € analytlsch ist.) a0t
./_ Folgerung zu.Satz 3: E's gelte ay = a, = -+ =a, =1, .SE ]R”\O
o a.)Fur—)—ne]NRe)<1—ngzlt

(ng) (&) = —/1‘(/ —+ n) f (2m 5)—* " dy.

L
N ‘
’

b) Wenn hmgegen —h—n = k € NN ist, so gzlt unter der V oraussetzung 0 = é
e ® |

( 1)"/2 id + f(2nx &) (zp(k + 1) — log |27m: ’§|) fur k E ]N gemde, R

',7 \ B

-

k7 ’- . )
I( 1)“‘“)/2 i + ; f ]2195 ]‘ dz . . : fii'r-lc €N u-ngerade.
oLen - . o - ! :
Belsplel.: Es seien my, My, ... €1{2,4,6,. } P = xl"'n + + Z,Mn, er
setzen ¢ = m;-+ m,, o0 = P, q; = c/m fiir 5=1,...,n. P’1 ist analytisch _in_

(E \ {—2 + ;x;)/?n~ *; €10, 2,4, ..}, da das Intcgral in der Folgerung zu Satz 2 |

fur ein ungerades «; aus Symmetrlegrunden verschwmdet .Es sei 7, eine Polstelle

von P2 Dann ist . - LT : _ MR
vResI“’1 ReSo“—~—ResQ ~-—)Z_—Maé . o
5 =4, Ae=dy . C 21=cly . ..
- .

vobe1 2 Summat.lon iiber dleJemgen & € (2]N)” bedcute welche die Bedmgung
—Z 1 + &3)fm; = /o erfullen und M, = 2"f xdx, V {x z, = > 0,:...2, 2 0,

Coi=1

-P(x) S 1} M, wird in [4 Nr. 676 Belsplel 12] berechnet Eine andere Moghchkelt

der Auswertung von M, ergibe sich durch Einfithrung von Kugelkoordmaten na.ch
der Transformatlon y; =™/ Man erhilt :

.

. ' . n 1 ' . N / o L : . .
M, = — 2 _ 17(“‘+ )...p(“_"_'*'_l)/p(_zo) e
T e gl my | M J[ 0T o .
~und daraus -~ o R S !
) N v r(a,—{—l).;'r(zx,,v—{— 1)’ -
Res (:1: s + + x ﬂ*»)’ = 2" Z" M A My, 26 :
imtg my - mu (= %) gt a,! SN
Man verglelche [14 P- 178 (6] fur den Spezxalfall my = My =" =m, = 2.

"Anhang: Das in diesem’ Abschmtt behandelte Ixomept der Quasxhomogcmtat nach P. R
. Krée ist-vom gewihlten Koorchnatensystem abhiingig. Eine koordinateninvariante Definition
wiire die folgende: IR, sci die Menge der positiven reellen Zahlen, als topologische Gruppe be-
trachtet, Gl, bezelchne die Gruppe der invertierbaren, linearen Abblldungen von RR" in sich,
h: R, — Gl, sei ein stetiger Gruppenhomomorphismus,. 4 € C. Eine sttnbutnon Te .‘Z)’(IR")
bzw T € .@ (R \ 0) heiBe quasihomogen vom Grad A (beziiglich A),"wenn T(h(c) z) = AT fir
¢ > 0 gilt. Nach [28, Ch. IX]ist h{c) = ¢4, wobei A= k’(1): R® — IR? linear ist. Wenn wir 4
dmgonalxslerbur und mit positiven Elgenwerten vomussetzen, kommen wir durch geexgnete

VL - -
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Koordinalt;exiwﬁibl zum oben behande.lvten Fall zuriick: _
VAU = (80070 UEGl, >0, i=1,..,n
= h(c) = ¢4 = U—‘cUAU U= T(o"o y) = c‘T .

\

. A
im (nichit notwendlg orthogonalen) Koordmatensystem y = Uz ' o

" Es werde ctwa P(z,, ;) = (22, — 7,)? + 2,% im R? betrachtet. Sei y, = 2:v1 - Ty, Yo = Tse
— — < B _ .
v=(® ! »a = (3, 1), a= A ! R (c ¢ )/2 ;A =6. \a.ch dem oblgen
v \O 1 0 1 0 c .
Benspxel hat Pu emfache Pole in /z = —(2 + k)/‘i k¢ N. Dles pra.znsnert da.s Ergebms von Bei- -
spiel-1 in [29] o ,

\ . Z.

4. U‘ber das. Bernstom Sato Polynom eines reellen Polynoms und die Faltungsgruppm :

des zugehongen leferentlaloperators T B LR

. P sei ein Ieelles Polynom. Im Geblet G:= {x: P(x) = O werde éine Festlegung von.

log P als stetige Funktion getroffen. Dies .bedeutet, daB fiir jede Z usammenhangs-
komponente U von G éin meZ fl\lert wird, so daB logP log |P| + izY(—P) -
. 4 2zim in U gilt. Fir Re 1 > 0 ist dann P*(z) := ¢ilo8P@ eine lokalintegrable Funk-
tion. Die Abbildung {2 € C: Re 2> 0} — F'(R"):.4 > P* ist’ analytisch, (Es 148t .
“'sich ohne Miihe dic.Ableitung nach 2 angeben.) Eine von I. N. Bernstein gefundene
. ‘Methode der analytischen Fortsetzung dieser Abbildung beruht -auf der Emstenz
: reel]er Polynome Q(/ Tyy Zeey Ty Oy - -,.0n) und b(/) SO daB formal T

QU x, a)P"*l—b(/)P‘ o L o o ' '(;)~

o gilt (vgl (1, Ch.1, 5.7 und 5. 8]) P‘1 w1rd da,bel als Symbol betrachtet fur da.s die

- Beziehungen PP* = P**1 und 9,P* = }P*-19,P gelten. Aus, der formalen Giiltigkeit .
der Gleichung (*) folgt ihre Gultlgkelt im klassischer Sinn im Gebiet G, da dort P*_
__beliebig oft differenzierbar ist. Weiters gilt (+).im klassischen Sinn auch in ganz’
"R" fiir Re 4 > grQ, da P*! dann (gr Q)-mal stetig differenzierbar ist. Aus dem

" Prinzip der analytlschen Fortset7ung kénnen wir da.her folgern daB (* )_ im distribu- .

~ tionellen Smn fiir Re'A > 0 gilt. = | o

3 DaB bei komp]exwertxgen Polynomeén Schwnengkeltcn entstehen zelgt‘das folgcnde chsplel
“Es gei P = z, + iz, im R2,Q = —i d,. Formal gilt Q(3) P11 = (A + 1) P4, distributionell.

g hmgegen Q)P = A+ 1)Pr 4 2 sm ((1 + 1) #) Y(—=z,) [x,l“l-® dz,: Hlerbex wurde -

~7 < Im log P S 7 angcnommen Y

- "Es. sei nun w1edcr P ein reelles Polynom Q und b so, daB (*) gllt Fur// € (E mit
‘Re 2 > —k keN, definieren wir - . .

QU 7, 8) QU + 1, 2, 3)...Q(’ +k—1 =, 6) P“,‘]e,f,_~,‘
50) " b+ 1) (A + k— 1) )

~Aufgrund der Eindeutigkeit der analytlschen Fortsetzung hisngt P? nicht von der

1

p _Pf[

speznellen Wabhl von @, b und k ab. Das normierte Polynom b kleinstméglichen Grades, -

fiir das eine Gleichung () gilt, ist ubngens emdeutlg und heiBt Bernstein-Salo-Poly-
nom von P. Das Polynom @ hmgegen 1aBt sich im allgememen nicht emdeutlg fest-
legen. :

‘Die in 2 meromorphe, dlstrlbutlonswertlgc F unktxon T, = FP* nénne ich Fal- -
-tungsgruppe des Differentialoperators P(i9/27). Offenbar hangt T, ebenso wie P* von

der Festlegung von log P ab. Man beachte weiters, daB im allgemeinen 7';, T', nicht :

fiir, beheblge 7 n fa,ltba,r sind, Dle Benennung Fa]tungsgruppe ist also mcht w ortllch '

. . M . .' : . = .~
e D . Pl

N
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°

Zu verstehen sie erscheint mir ]edoch n Anbetracht der folgenden Belsplele sowie
von Satz 7 gerechtfertigt. Eine Charakterisierurig_der Meénge der (2, u), fiir welche
' T,, T, faltbar sind und T; s T, =.T,,, gilt,/fiir weltere Polynomklassen ha,lte ich -
fiir ein interessantes, offenes Problem c S
Die. grundlegenden Eigenschaften von P’1 und T; sind im folgenden Sa.tz zusam-
mengefaBt ' : -

s _Satz 4: Es seien P, PA, T,, Q und b wie oben Dann gzlt im dzstrzbulzonellen S’mn
" a) P P} = PP, PE(Q(A, 7, 0) P*) = Pf (b(2) P) fiir alle 4 € C;
- b) P(16/2n) T, = T,m, Pf (Q(i 1927, 27niz) TIH) = Pf (b(/) T;) fiir alle 2 E C;
c) es existieren 2y, .:., i € Q mit 2; <0, b(4;). =0 fiur j=1,...,k, so daff die

v Menge der Pole von T'; baw. P die Gestall {Af — l 1< 7 gy E lN} kat

d) T, ist eine. Fundamentallosung von P(16/2n)’ fur l'e ]N

Bewels a) 'b) ergeben sich durch a,na,lytxsche Fortsetzung, d) folgt .aus b) Zu~
c):‘Wenn 2, ein Pol von P*ist, so ist auch 2,.—"1 ¢in Pol, da P P*= P*1 ist. Es sei

< nun 2 ein Pol von'P*-und P? sei analytisch in. 2, + 1. Dann muB wegen a).auch.

-b(2) P* in 7, analytlsch sein, und folglich gilt b(1) = 0. Wenn wir fiir b das Bern- -
stein-Sato-Polynom von P nehmen, so ist nach M. Kashiwara )Q < 0 und A4 € Q
(vgl [1, Ch. 6, 1.1]). Darau§ erglbt sich- dle Aussagec) B . .

Bemerkung T, helBl; Bemsleznsche Fundamentallosung von P(16/2~z) (vgl
[1 Ch. 17, 1‘3]) ,

Belsple‘l 1: Es sei P(x) —-47:2 logP werde reell gewahlt dann gilt Q(0) P‘“,.-'

= b()) P*fiir Q(8) = 2-47~24 und b =2+ 1) (A + n/2) Weiters ist P(16/2n)
= R_j), wobei R; wi¢ in 114, p- 180] dle"’ ' o

(2 -+ nj2) r—2-n
2-Upnl2[(—7)

e]]nptlschcn Kerne von Marcel Riesz be/elchnet vgl. auch [9, p. 192] und" (22, p- 16].
Alle iibrigen Faltungsgruppen unterscheiden sich von-7'; nur durch einen multipli-

'kativen Faktor der Form e?"m m ¢ Z. Eine hmrelchonde und notwendige Bedin-

. .gung fiir die Faltbarkelt von T; mit T, sowie ein’ Beweis von T, * T, = T,., (fur
faltbare T';, T ) wurden zuerst in-[21, Satz'6 und Satz. 9] gegeben D1e Satze 6 und .
7 dleser Arbelt sind Verallgemeinerungen hiervon.

Die Pole von P und T, liegen bei 4 = —n/2, —n/2 — 1 Fur ungerades n ist

."es daher in der zweiten Gleiching von Satz 4/b) fur P —£ = —2, L€ N, nicht
noblg, den partle flme Pf zu nehmen d h. v ’
! A C ~13‘2‘ . *

A /Q(,—-l, 13/27!, 2niz) T -i+1 = b(—l) T~1, T_l' 2(l “hH@ - ”-'-l+1~‘

Bemerkung Die. let/te Glelchung des oblgen Beispiéls besagt, daB sich T aus

- T_; durch Multiplikation mit Polynomen rekursiv berechnen 148t. Rekursnonsformeln .

dleser Art fiir homogene leferentlalopera.toren zweiter Ordnung wurden in [20, p.’

' 149] angegeben. Die.zweite Formel in Satz 4/b) kann, abgesehen vom partie finie Pf,

- als Verallgemeinerung dieser Rekursionsformeln auf Opera.toren beliebiger Ordnung

- aufgefaBt werden. (In Satz 5 wird gezeigt, daB es fiir quasihomogene Operatoren

mlt positivem Spektrum (im Sinn von [17]) méglich ist, die partie-finie-Bildung zu
unter]a.ssen) Im allgemeinen treten nun neben Multiplikationen mit Polynomen -

. a,llerdmgs auch leferentlatlonen auf. Da sich eme Fundamentallosung eines Produk-s

tes von lefexentlalopemtoren von der Form [7 (P,(a) + a.Pz(a)) a; € (E in v1e1en

v



414 P. WAGNER

\ . . L4 '
Fallen durch eine Summe von sogenannten Parametenntcgralen itber den Pa.ra.--

-meter. 2 einer geeignet gewihlten Fundamentalldsung des iterierten Operators’
(Py(2) + )Pe(a))”‘ darstellen 1aBt (vgl. [25]), sind Rekursxonsformeln der oben.be- -

. schriebenen Art von Bedeutung. .

Bexsplel 2: Nun sei P(z) —47:2(—315l -+ 2,2 + - 4+ 2,%), und zZunichst. werde. /
1ogP durch hm log P(z, + ie, x, ..., @,) definiert, wobei -unter dem lees-/elchen

" jener 7 welg des Loga.rlthmus genommen werde dessen Ima.gmartell im Intervall .
(—m, n) llegb Da,s erglbt Im (log P) - Y( p) s1gn (xl) in. Es gllt

mmﬁﬂ—mnﬂ mn\Q;§Fp43+@-pn+@m

b—a+n@+ ) . R |
‘ i 22’”8 —2i—n ‘ N\
ﬂﬂwxnra—/—mﬂ

r (ﬁ) = 612‘ _822 — - anz;. . Tl - Pf(

422,

wobei Z, die hyp(.:rbolischen‘ Ries;zéchen Kerne bezeichnet und ’

)

(7)) = Y(z)? — a2 - — 1, )]/:1:1 — @ — e — 2,2

1st (vgl. [22], [23,.p. 49 und p 263), [12, p. 48—54]). ]’1, T sind fiir alle 2, y.faltbar
und es ist 7'y * 1", .= T, ,. Weiters smd P‘1 und’ ’1',1 in ganz C analytlsch Satz 4/b)
" liefert ‘
‘/1 _'xlzf:p?v_' *ZU m . .7 R
1_!—' W=D @ =7 ~ Py, - fiir lElNl22l#n/2.

Bei Wahl von log P := llm log P(z, — 15 x2, e Zg) erhilt man T; = Z_EA Elne

weltere moghche Festlegung des Loga,rlthmus wire logP e log [Pl + nY( P)
Dann stimmt P" mit (P + 10 in [9, p. 274],tuiberein, und es gllt

L T;-; _iontsnnisa O+ 2)

Pio)yi-ee
r—n 70 : -
Satz 5 P sei ein quaszhomogevws Polynom vom Grad.c > 0 zum Modul a = NI

aj mit Pz) >0 /ur z € R*\ 0; b set das zugekorvge Bernstein-Sato-Polynom. ~Dann

gzll - P
a) P, T; sind in €\ {—(|a.| + ‘@ -&)c:a € IN"} analytzsch und haben emjache

Pole in 2 = —(|al ta-« )e fiir o« € (2IN)’l - ,

" b) es existiert em Polynom Q = Q(2, z; 9) der/Gestalt Q2, z,0) = 2 a.(2, x) 9%, -

a-a=c

* . wobei. aa(} x) reelle Polynome in 2 und x und quaszhomogene in z vom Grad a - & —C

sind, so daff PT(QP*1) = Pf (b(2)-P*) fiir 2 € C gilt;
o) fir o € (2N)" mit a-x< c ist b(—(|a| + a- zx)/c) =0; ~

1
d)/ur l € N, l> 2,b(— l) + 0 ist —= b( l) Q(— 18/27:, mx) T,_; eine Iundamental--
losung von P(16j27z)‘ und unterscheidet sich von T_, hichstens um ein qmszhomogenes
Polynom vom Grad cE al: . ~

-

¢

Beweis: a) folgt aus Satz 2. Zu b): Q(?., xz,0) = Za,(ﬁ x) 93 sel zunachst ein: be-

heblges reelles Polynom mit QP“Jrl = bP%, Da. P‘ auBerhalb der Pole quasnhomogen i

‘.
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vom Gra.d c-2 1st gilt: dleS a,uch fiir QPA*1, Daher konnen wir Q in der speuellen
Gestalt des Satzes- wahlen c) ergibt sich aus a) mit Hilfe von Satz 4/c) Zu d): Nach
Satz 2 ist T'; in 4 =.—1, 1 € N, entweder analytisch oder besitzt dort einen einfachen’
"Pol, dessen Residuum ein quasihomogenes Polynom E_; vom Grad cl — |a| ist. Wenn
{wir im ersten Fall R ; = O setzen, so ergibt die Glelchung Pf (Q() 'i0/(2x, 2mz TH,)
= Pf (bT,,) fir 2 = —1, 1 = 2 die Beznehung '

YT N
T g( - l 2;‘;’ nlx)R 1+1 + Q( .l, 2_7;,27“%) T_“.IA,

=D R END T
Fa.lls b=l =#= 0.ist, erhalten wir somit 7. | = b(

)Q( -1, 16/23, 2mix) T 31+ S‘_
wobei S em quasxhomogenes Polynom vom'Grad ¢l — |af ist § ' B

Die folgenden zwei Sitze rechtfertlgen in ge\nssem Sinn den Namen Faltungs-;
i

‘gruppe fiir d1e dlstrlbutlonswertlge Funktion T',. . ’ )

' Satz 6: P sei ein homogenes PolJnonz vom Grad m mit P(z) > 0 fiirx =#='0 lueC..
Das Polynom P .lasse sich mchl als Potenz eines anderen Polynoms ausdrucken Dann
. sind uquwalent . .

)T, T, smd faltbar ; ' T
11))61NoderyE]Nodchc()+,u)>—n/m ol : .
T " Bew gis: (i) =>1i): Da T, € &" fir 7 € N ist,. kdnnen wir uns auf d1e Voraussetzung ‘

Re (2 + ,u) > —n/m beschrinken. Es gelte zunichst 4, u &= —(n + k) /m fir k =0, -
2,4, ... Dann sind 7'; und T, hoinogen vom Grad.—n —'ml bzw. —n — mu. Ihre
Charakterlstlken sind nach [26 Lemma, p. 481} unendlich oft differenzierbar. Daher

r “folgt die Faltbarkeit aus [14, Corollary, p. 189]. Wenn hihgegen 1 = —(n + k)/m, *

~

- kef0,2,4,..1, und Re (4 + u) > —nfm gilt, so ist Reu > 0 und T, homogen mit

$’°°-Charakterlst1k "Weiters ist ‘darin (1 4 r2)—tn+mREW2 ], € £ 4 Ll — Dy auf-
grund der expliziten Darstellung von 7; in der Folgerung zu Satz 3: Daraus ergibt |
_.sich die Faltbarkeit von 7', und T, nach [14, Th. 3, p. 185).. T
) = ii): Da sich P nach Vora,usset/ung nicht als Potenz eines anderen Polynoms
schrelben laBt, lst P* nur fir 2.€ N im-: Ursprung beheblg ‘oft dlffere))llerbar und liegt
_T;'nur fiir A€ Ni in &'. Im folgenden seien 4, u € C\N und 7', T, faltbar vorausge- |
- setzt. Weiters gelte zunichst 2, u = —(n + k)/m fir k =0, 2, 4, . Dann"sind, wie
schon oben verwendet, T'; und T, homogen mit &%= Charal\tensnk AnBerhalb des
Ursprungs sind 7';, T, sogar nach [11 Theorcm 8.4. 18, (8.4. 23)] analytlsch da das
Entsprechende auch fur P2, pugilt. Nach [26, Satz 10, p. 482] folgt aus der Faltbar-".
keit von T'; und T}, daB entweder der Realteil der Summe der Homogemtatsgrade g
kleiner als —n.ist oder daB das Produkt der Charakteristiken von 7', T, verschwindet. .
_ Aufgrund der Ana]ytlatat 'ist letzteres a.usgeschlossen und-. folgt; also Re (2 4- ,‘)
W —nim.
Als x/1a.chstes werde der Fall) = —(n + k)[m; kel0,2,4;..},: und u = —(n + 0/
‘m,l=0,2,4; bctrachtet Fir ¢ > 0 ist. nach der Folgerung zu Satz 3 :

k/2 ) +

]0gcf(2n:x-§)"dx =»:P1(s)- ) ‘

: : Post '

o Wenn T;, T faltbar sind, so auch Pl(cx) und 7 ,(cx) = c="~ "’"T und fo]ghch auch
P,ound 7,. Da P, homogen ist, 148t sich dieser Fall daher wie oben weiterbehandeln.
(Wegen PI(E) + 0firé =+ 0 heBe sich hler auch [21 Lemma 2 komblmert mit Satz 4,
p 29] anwenden.) . L, . o,

Ti(cé) = 0"1’1(5) = —(= 1)

.~
~ ‘-
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1

Als let7tcs wollen' wir a.nnehmen daB A=—n+k Ym, p = ~(n + )m, k, l
€ {0, 2 4, ...} 'gilt. In diesem Fall ist zu zeigen, daB T'; und 7T, mcht faltbar sind.

- Natch der evphznten Darstellung in der Folgerung zu Satz 3 gllt ’1'1(5) = ( 1)42 |§l"c' R

X (fu(&/1€1) — log (1£)) fa(&[1€))) mit f; € &’w(s,._> i=1,2und -

/2(0)) _ ”+ f(2rzx W) dz > 0 furw eS,._

P(z:) Sl

+ Fiir geniigend groBes R und [5[ > R Jhat- T, daher das Vorzelchen von (—1)r+42
und es gilt |7';(§)|-> |£]¥. Ebenso ist, wenn R groB genug gewihlt wird, IT.(8)] >1¢]!

fiir [£] > R. Waren 1';, T, faltbar so a,uch Y& — R) |7T:(&)| und Y(|§| R)|T.(8). .

Diese pos1t1ven MaBe wiren nach [3, p- 6‘%] sogar als MaBe faltbar, was a.ufgrund der
obigen Ab%chatzqngen offenbar nicht moghch ist. Da,mlt 1st der Satz bewiesen 1

Satz 7: P seiein homogenes Polynom mit P(z) > 0 fiir z € IR" \ 0, und T, T sezen :

faltbar. Dann gilt Ty % Ty = T,

1

Beweis: Wenn P = Q" ist, k = 2 und @ ein positives, homogenes Polynom SO -

sind die Faltungsgruppen T, von P und §; von Q durch die Beziehung 7', = Sy,

- verkniipft. Wir konnen daher ohne Einschrinkung der Al]gememhelt annehmen, daf

‘sich P nicht als Potenz cines Polyrioms ausdriicken 148t. Wenn 4 € N oder u €N

ist, so folgt die Aussage des Satzes schon aus Satz 4/b) und d). Als ‘nichstes werde‘_
2, ,uE(EmltRe(/ + u)> —nfm und i u + —(n 4 k)/m, k=0,2,4,..., voraus- -

gesetzt. Dann sind 7';, 7, homogen und daher ’-faltbar nach [26, Satz 8, p-479].

Der Austauschsatz (10, Theorem; p. 151} erglbt T +T, =FF\T,-FT,) -
= F(P?*.-P#), wobei das Produkt'im Sitin von [10] zu verstehen ist. AuBerhalb des :
. Ursprungs 1st offenbar Pr.ope — P‘*" und somit T, « T, =Ty, , + P,, wobei’ Pl T
ein"Rolynom ist. Da T; * 7', und 7' 244 beide homogen vom (zra.d —n — (}. + u) smd‘ x

.und Re (—n — m(A + ,u)) < 0 ist, folgt P, = 0.
. SchlieBlich ist noch der Fall 2 = —(n + k) )jm, k € {0, 2,4, } neC, Re (24 w)
> —n/m,d. h. Re,u >k[m zu behandeln. Um 7'y * T als Grenlwert von T, * ’l’“
= l'm‘, v — A, darzustellen, benutzen vur die Ta,tsa.che, daB die Abbildung

g .@L. {Sé.‘D’ (1+r)°”S€.‘DL,}—>J" SH>T,%8

fiir o= —n—m Re u wohldeflmert: und stetlg ist (vgl [21, Satz 2,:p.25]). Hiebei

~wird die Topologle auf D7, durch die Bijektioli Dj., = Dy.: 8+ (1 + r2)°2 8
" von .?)L. iibertragen. Nach Satz 2. gl]t T, = llm (T — R/(v — ))) wobei R = Res T,

“ein homogenes Polynom vom Crad k ist. Dleser Grenzwert gllt nicht nur in .‘2)’

_sondern auch in 9j,,, da;T, eine in {v: Re v > o/m}, meromorphe_ Funktion mit

- . Werten in .‘2),, ist. Daher. folgt - n o D

g '11*7’ :llm(T «T, —

v—4

Rtﬂ;)_TH#_hmR*T

v—a ‘V'—A

 Hieraus ist zu sehen daB R * ’1‘ = 0 gilt. Dies lieBe sich auch daraus ableiten, daB-
R« T, nach [26, Satz 1, p. 468] ein Polynom 1st und andcrersélts homogen vom

Grad k — m,u ist. Damlt ist der Satz bewmsen [}

)

5. Uber das Bernstein- Sato Polynom von ™ 4. - -z ' e s

’

- In 18, Th. (5.4), p lla] zelgte B MALGRANGE daB-das Bernstem Sato- Polynom
* eines ana,lytlschen Kelmes f beizy € €* durch die ‘Monodromie von f bestimmt wird,

wenn zy ein lsoherter smgularer Punkt- von f ist, 'd. h., wenn V/(z) :}: 0 fir 2 bex S

PR
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" 29,2 % 2, :ﬁ_it. f(2) = f(z5) = 0 ist. Ein Programm zur Berechnung dieser. Mono-

dromie wird in [2, 3.5, p. 46] angegeben. Speziell fir P = z,™ + --- + z," ergibt sich y

daraus, daB das in Satz 8 angegebene b(4) mit dem Bernstein-Sato- -Polynom von P

libereinstimmt (vgl. [2, Beispiel, p. 10, p. 49]). Ein Polynom, das Q(2, %, 6) in Satz8 .

entspricht, wurde meines Wlssens bisher. noch nicht angegeben

Satz 8: Essezn>2 me]N m22 P(x)—x{"—}— —}-x,,"‘,)E(E b(2) = ().—{—’1).
n(ml) .

j=n -

Q(l z, a)" = 2o o | Zﬂn;') (mﬁ_2 Z—n)( 7 ".(;"7_’1') (H“L)) :

k=1 " B=(h j=m-—1 j=m+18l+n—1 m
. . OSB,Sm .
. . n—1 1 ! R ' .
oo X ( Il Al aﬁkxfik) o
: o i=1 [ . - e <

© Hiérbei wird Tpei = Xy Oy = 0, fiir i =1, ...,m qesetzt U nter diesen Vorausselzungen

gilt formal QP“"1 =-b(2) P Wenn weilers P‘1 € S wie in Abschnilt 4 de/zmert ist, 80
gilt Pf (QP‘“) = Pf (b()) P‘) im distributionellen Sinn.:

Bewels Es gelbe zunachst ‘A > 0. Mit den Bezelchnungen

*.' :Io‘l), (/1) A1) (/—]al+1)

a* = (x; ...oz_ll— _
. I( 3 s B*p-1, 0(* . (Xl' 0‘”_‘

fur o € IN*-1 hefert die Mult,momlalformel 1m Gebxet G = {z E“IR": |2y™ + - + x|

© < z,™} die konvergente Reihendarstellung-

‘ ‘ S
A A ) : c
P " mas - : Lo : -
' (x.) a= (a.§an-,) (0‘*) v A . : o B
. - - /
Zur Abkurzung sei ferner deflmert fiir ﬂ € Nr-1: aﬂ( ) = 0, fa.lls ein f; >m— 1 1st
und ansonsten . g

\

. D 1 . mtip1=2 g ."("'—“"‘ 5 .'7' - '
aﬂ(/) W(; ImYl _7;)(1 M+II;;L" 1(+%)) . w‘.‘ :

Durch ghedwelses Ddferenzneren der entsprechenden Relhe fur Pi+1. erhalt man in'G

im kla.ssn;chen Sinn: v
. A ~

QP“_‘ = mi( +_1)/Z (');,)_ x’"“‘kgl.(m“" oy ™ )2 ag(h) 17 B! ( “‘1‘*/’; +h )

wobel onii=o* fir i=1,..., n ist. Wenn wu' b()) = (}. + 1)-1 b(4) setzen s0 ist

die Giiltigkeit von QP —bPA fiir A >0und z€ G wegen oy *'- - 4 a,,* =7 a,uf.

den Beweis der Polynomldentltat

I;A (‘.)_," xi)} — ! Zn‘ (mxk + " o 1)42 (;'ﬂ ( Zn'x.) '}jlﬂ;!,(mx”’l;_l- é’)

= K=l om— 1 i

uruckgefuhrt "Dies ist Inhalt. des na.chfolgenden Lemmas. Aus - der Gultlgkelt, von

"QP‘1+1 — bP*in G fiir > 0 kénnen wir auf die formale Giiltigkeit dieser Glelchung

" " schlieBen. Dies impliziert nach’ Abschnitt 4, da8 Pf (QP““) = Pf (b(2).P%) im distri-

butlonellen Sinn gllt. [
Y ,
i

~
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-

¢ Anordnungen der N Variablen

Bemerkung: Um das I;olynom @ in Satz 8 deduktiv zu bestimmen, -hat man den Ansatz

n .
Q=™ X~ a‘,(k 2) Haf’;kxf;k . :
Ck=1 f=(fr....Bn-1) . . . o :
osmgmﬁz . L - .y

" zu machen und gr; aﬂ(lc = (n— l) (m — 2) = |B] vorauszusetzen. Durch Verwendung von

-1
(mxk + ml =0 fir, z; = —1/m, —2/m, .. o (1= m)/m “ergeben sich dann aus der
m —_—

obigen Polynomldentltat die angegebencn Ausdriicke fur ag. Aufgrund. der Symmetnc von

P sind die ag von k unabha.nglg ImFalln =2 fuhrt auch der Ansa.tz

L - m-2 .
L Q 2:'0(7)(113””74-123’"”) S ,
o zum Ziel. Mun crhalt . P . \
ci(A) = @m =% (= 1)) m1+m—7—1 : ' -
) 2m2""3m'(m+7 — 1\ m—j—2 : .

-

DaB @ nicht emdcutlg bestimmt_werden ka.nn, zeigt schon die Eulersche Glelchung

e

. _ . . | o v
Lemma: ‘Es sei n =2, € R", A:=)"z,leN, I=1, Ni=n(l—-1)4 1. -

Dann gilt - _ : L : i
i - . -+

o . . \ ( A4nl \ - .
' (,1._+ nl) o (x,,’ +_z) .Z N—1-— ]ﬂl) I (xw + ﬂ.-) :
—k ‘ peN-! -

N

o .

s B )

l

Ty

( N ).lw}lﬂ.ls;i
) ; \N —1— |l ‘ '
Hierbei sei wieder Tny = x; fiir i =1,..,n. o ‘ e

A—}-n)

0shsi-1

Bewels a) ( 1)¥ 1st der Koeff1z1ent von t” in der Tay]orrelhe von

fle):= (1 + l)“ »um'¢ = 0. Wegen (14 8)-4-n= 17(1 + ¢)-za1 folgt

A+nl) - n (xm+ym) } -,
( N VeV"%;INﬂ{Yl Ym R - v ,
b) Card bezeichne- die Machtlgkelt einer endhchen Menge, U die disjunkte Vcr-

!
emxgung .von Mengen. Fiir y € N®, |y| = N, ist (Z:) = _lN—y' die Anzahl der

: 3?1, ’xl’xz" :xza' ’xm"',_xn-
—,— s — N, pr—

N Ya . e yn; '

Daher gilt ' E : a S . -

e ()3 () e, s

wobelg(a,z)—Ca,rd {7 1£7Sz, oc,—oq} it S,
¢) Es gilt {1,... U{B,‘c 1$k$nl<cSN},Wobe1 ' S

Bi, = {océ{ )Y Card (i:1 S§ <coy =m) SL— 1

. A " fiir m =1, ,nundCard{ilSzSc,zx.ék}“



-

\

-

ist. « hegt also in B, o5 Weénn d1e Zahl .k als erste unter den Za,hlen m=1,...,nzum

\.\l -ten mal in der Reihe «,, ..., xy vorkommt und dies beim Indexi=¢ passxert. Fiir

. &€ Bkc gllt
L. . . ] \ n v f(a)\
H(x“¢+g(x’ ) A lYl(xm'*'?)’
L i=1 m= ;=

. wobe1 y,,,‘(a) - max {g(«,): 1 < z <ec, l'_ m), max {.. g = 0 im Falle{ 4=

H (x,,, + 71 =1 ist. Fur & € By, erfullen die Zahlen Vm® offenbar dle folgenden Be-

. 'dmgungen Yl = 1, Vm® <1 — 1 fir m + k& und, ):y,,,‘ =c. Setzen wir. zur- Ab-

m=1

kurzung Porir=pif fur i = l ,n und B,:= ‘yk“(oc), so gilt fur o 6 Bkc dle Be-
) z1ehung

17 (z,, gl z)) _o (x,, + z) H ﬂ-:‘ (ka ¥ ﬂ,)l{’ S .

B

o d) Fiir « € By, gllt W’eltqrs . B

N ) .
N, n YV (@)

St ge ) =IT [T (@t
t=c+1 m=1 j= y,,,‘(a)+l . - ) i
Wobe1 ;3,,,’7 dhnlich wie Vim® deflmert W1rd Essei By, := {(xy, ...,Vac):--a. € By} und
' EBkc,dannlst ' = _ s RN

. .  \ N —c¢ L R .
oz H(w«‘,+ga, 0=_x (Y- ) 1,51 e e
S a€By.  i=cH1 7=(M....70) n m=1 :=y.,.=(a )+1 .
Ca=af1Sige . Inl=N—c'._ o )
IS Ad-nl

— e\t
- —o (N c)

* Die letzte Glelchung erhalt man a,hnhch wie in a) aus der Taylorschen Relhenent» A

a w1cklung von (1l 4 t)“ c—n [] (1 + g)—z... Pmla’)~ 1 -

m=l

e) Aus dem blshengen erglbt sich:  ~ ~ 0 .

k=1 °=kl a€ By 1=1

’ R - n N
. (”1;,’“) PP H(x,,+g(a 9) 1 (x,,+g(,x )
1

":~,".='N_!kz="?1§(zv— )'(“”l) 2 (gt )

aeBk =1

It nr g 2 b |
QLYY (”f;”),, w.zan-o(N—l—lﬂl) ( 3l Iﬂl)

058, 31—

SO ERC

K

" Der Faktor (-£'+ 11 = 1) (Iﬂ,) glbt da.bel die Anzahl der]emgen &' € Bk,rm a.n, :

l—1 J\B
fir die B,, ..., Ba-y mit einem vorgegebenen Multiindex uberemstlmmen Aus der
letzten Formel folgt ur}mlttelba.r die Aussage des Lemma.s I

~ : § IR . Bemsteiﬁ-slato-P‘olynome...' 419
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: .Sa,tz 8 erglbt QP‘1+1 = bP“ mit

PR

Bemerkung Als Vorstufe des Lemmas kdnnte man dxe folgende ahnhchc, wenn auch

-emfacher zu bew elsende Identltat betrachten: - -. . . :

We Sl 5 e ( 18 = l) ’ﬁlr"'dﬂ
L k 1 —(%l'énﬁu -1) |ﬂl \\ i=1 ?+- .

'Dlese Glelchung kann leicht auf den Fall verschledener ll, oo ly vera!lgeméinert werden: Mit -

N —1+2(lk—1>gut T . - .
. « \ - .o e ' : .
; = :
W= Sk B ANce o1 (k 2% ﬁ. .
. k 1 f= (ﬂl cBa-a) - |ﬂl l'—- ‘+k/ .
: Sﬂlglﬂk 1 ' g

mir noch nicht gelungen. Einen Schntt m dlese Rlchtung stellt Belsplel 2 unten dar

Belsplel 1 Zur Abkur/ung w1rd hler T =12y, Y =Xy, O = 0y, Opp= 62 gesetzt. -

Es sei P = 1624%(z* + 3%), log'P werde reell gewiihilt. PAund T sind nach Abschnitt 3

in 2 analytisch, abgesehen von emfachen Polen in 2 = —(1 + 7)/2 jeN, mlt den

. 1 9\ (241 % — 21
- 4(2”)2”2 (27)' ’Z (21) B ( 4.7 4
bow! S

~ Residuen _,

) a 218 2j— 236

(=1 {2z+1 % — %+ 1 iy "’
- 16”2(27)'§() oy M)g:?yz;vz_ -

Q= R, x,y,az,awa(; y,xa a) . ¥
R = 2-7-4(39,40, 2y + 3(21 1..3) 8,%0, 5 (22 + 3) (4; + 5 a4,
B2 = (2 + 1/2) (i + 3/4) 4 + 1* (2. + 5/4) (1+ 3/2).

Emc Fundamental]osung E von P(i9/2n) = & + 9,4, dem Opera.tor der ortho-
tropen drlllwexchen Platte, ist-bekannt (vgl etwa [20 p. 161] oder [25, p, 44])

+V2xy+y
2? — Y2y + 2

T 16127

{(zz + %) log (r’ + y‘) + 2V—zy Iog
: +'2(x2 = yz)'ar‘ctan —gi} |

’

.Aber eine Verallgememerung des Lemmas und da.mlt von Sa.tz 8 auf P =z,™ 4 :r,',,"'u ist

E ist bis auf ein Polynom in &’ eindeutig bestiramt. Da E uhd 7 beide zugeordnet, -
: homogen vom Grad 2 sind (im Sinn von {9; Ch. I, 4')), unterschelden sie sich héchstens

durch ein Polynom zweiten Grades. Mit.Satz 5/d) erhilt man-aus E durch Differen-

tiation und Multiplikation mit Polynomcn eine Fundamcntallosung F des Operators ‘

(%" + 9;%)%. Es erglbt smh

F =2 Q(— 2la,/zq,lay/%,zm,zmy)za .

291/2_157! {(xﬁ + 5x4 + 52;22/4 + ys) log (x'i + y4) + 4V2 xy xd + y“)

V2:vy+y

-~

X l'og

}/2 vt y + 2(:::2 2A) (av‘i - '4;':'2_1/2 + 4 a.fcta,n % + 16_(:::‘,‘3/2 + x2y4)}."
- X -~ , N : - . . )
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Bexi)erkqu: Abgesehen-vom letzten Term, einém-~Polynom sechsten Grades, ist F ein

v Spezialfall der in [6, p. 71] fir den Operator (3,* + 2(1 — £2) 8,29,2 + 3,*)%, 0 < e < 1, ange- -

- gebenen Fundamentullosung Ganz allgemem la.Bt sich eine Fundamentullosung E des homo-

genenOperatorsmdcrEbene H (8 + a; 3y)m1(m EN,m; =1, m= Zm m =2, a; € C\lR
=1 ; 1
pa.arwelse verschleden) exphzlt angeben:’
E _ _ 1 : !, sign (Im a;)
2m_(m = 5y — 1)1

. dmy—1
log (y — )d e l:(a,z — y)m-2 H (a — )" mg:|
o e
wobei —=n S Im log(y —a :c) <z gesetzt wn‘d Ma.n verglelche zum. Fall m; = my =

CE=Emy =1 [25 Satz 4, p. 40] den allgemeinen Fall erhidlt man daraus durch Grenzubergang

Fiir reelle a; ist ebenfalls ein Grenziibergang vorzunehmen, vgl. [25, Bemerkung 4, p. 42]. Der
historische Ursprung dieser Formel diirfte wohl [24] sein. Als 'derzeit, bcste Formulierung im
e]hptlschen Fnll erscheint mir [6, Satz (4.1), p. 14). R

) ImlR"glltb(—2)—0 fiar P(:c)—:tl"'+x2"'+x3 , mEIN "rﬁZB

Da.her 148t sich Satz 5 nicht.zur Herleltung einer Fundamentallosung wvon’ (6 ™ |- 9, 4 9;m)2
aus der fiir m = 3 4in [27, 5] berechneten Fundamentalldsung von 9;™ + 0y ”' + o™ verwen-
den. K . < ’

_ Belsplel 2: Es sei P(x) = 1674x,4 + 47:2(9:2 + z4%), undlog P werde reell a.nge- -
‘nommen. Na¢h Abschnitt ‘3 sind P2 und T; analytisch mit Ausnahine von einfachen
Polen .in den Punkten 4 = —5/4 —'j/2, j € N. Nach Satz 5/c) verschwindet das
-Bernstein-Sato-Polynom b(4) daher in 2 = —5/4 und in 2 = —7/4. Wenn man Q

. in der Gestalt von Satz 5/b) voraussetzt, so ist 0 = Q-1 = QR0 = b(—l) P-1 und

folghch b(—1) = 0. Aufgrund dleser Uberlegungen setzen wir b(2) in der Form
r] A+ 9/4) an FurQ wird, mspmert durch ‘den’ Bewels von Satz 8 der folgende
Ansatz gewahlt s : ' .

- Q= ‘1(2”)_‘I 314. + (27)72 (2, +'332) (e + élaixl + 003122712)‘:'

wobei a € C und ¢ Polynome in A vom Grad ¢ sind (¢ =0,1,2). Wie L;n‘Bewe'i.s -von ~
Sm 8 wnrd die Gultlgkent von QP**1 = bP* auf die Polynomldent,ltat . ST

’7 ()= ()5 () (B (),

l =z, 4z, + Z3, 7uruckgefuhrt Dies erglbt o . ,
=2, =2, . =27A+TM4), =23+ T4) @+ 32),;
Q3 8) = 20 + 4O+ AW+ T) (44 6) ’
o + (4}» + 7) oz, + 312:1:,2]

- Die Befnsbeinséhe Fundamenta,llosung . 1= J’P 1 von P(i0/2n) = 8; — 0,2 - R
kann durch partielle Fourier-Transformation berechnet werden. Wenn &, und &, 5
e Founer-Transformatwn nach den Variablen x, bzw. z, und z bezeichnen, so gilt

T, = 3132 3(16714331 + 4?!2(“'2 + 9332)) 1= J:((2”) =1 Ko(47l2x1 Pzz + %y ))

27z| Y Kl/d(u (11;'4(“) + I—lld(u))

" ‘wobei w = z,2/(8 }/xz —}-x,,l) ist. Hierbei wurden [9 p. 288, (4)] und (19, p. 90]

- verwendet. K und I bezeichnen, wie iiblich, modifizierte Bessel-Funktione?. Na.ch

1

28 Analysis Bd. 8, Heft 5 (1989) o . o
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Sa,tz 4 erha,lt man T_,, k € ]N k 2 2 aus'T_; durch Anwendung von b( )1 Q(4, 10)

27, 2miz) fir 2 = —2,—3,... Es erglbt smh belsplelswelse b - o
e A0\ |
LT Q( 2".27:.’ 2’?”‘) - -
. =@[ _4(332 +x32) (2—{—2:31-{-:1:,'3 )]171, ‘ .
- zxalT:}..=f Py Km(u) Usutw) +1 3/4(u>] = Ka/a(u) e + I—m(u)]
. ’ ) .4'11, / P o T
A xl-é),z[’ - le' {Klld(u) [11/4( ) +- 1-1/‘4(“)].“ K3(4(1‘)'[1:3{'4'(u)-'+ I_3;4(u)]} .
und endhch o - o ;
‘ ', , z Vx +x
T = ,' e+ {[<4u2 1) Kot +uKa,4<u)]( 1/4(u) + L)
. ) /‘
o [4u2K3;4(u> + kKo@) (L) + L 3/4(u))}
B N cherkung Aus der Polynomglelchung des oblgen Bexsplels lassen snch b, und Q fiir das - ;
. Polynom P(x) =28 4 x2 + C+ 2% n = 2, ableiten:’ S , Lo N
- b(l)—(?-}—l) H (}.—{—,—),'l‘ B ,. — o . /
) ‘ . i ,lznn- . ) S .
S QU 7, ) = 258, + 4@ - £ 2,1 [(42 + 2 + 1) (434 2m) ,

R + (-4}. + 2n 4 1) alz, + 612:t12]}
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