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Es wird ein unendliches System gewohnlicher lmnearer Differentia lglemchungen der Form 

x'(0 =	 - a.xn-(') + +1x 1(t) .+ y+2x+2(t) + /(t).	 .. / 

(0 ,	, fl,, y,,5,, E 1R) ibit honogenen Anfangsbedingungén x(0)	0 (a =0, 1, 2, ...)

betrachtt. Unter gcwisseñ Voraussetzungen andie nicht notwendig beschrinkten Koeff i-
zienten und die nichtnegativeim Funitionen f, wird bewiesen, daB die Losungen	= (x,R,.


x11 ...,x N) der auf ublicEe Wéise verkürzten endlichen Systeme für N - 00 undjedes feste 
t	0 komponentenweise nichtfallend gegen eine Funktionen.folge x = (x0,x1;-...) konver- 

gieren, deren Qlieder das gesteilte An.fangswertproblem ldsen. Für die niehtnegativen Ab-
weichungen x(t) -	werden Abschiitzungen nach oben hergeleitet. 

	

-	
PaCCMaTpIIBaeTCH c4eTIIaH dilc-reMa 06blHHOBeIIllbix JIMIIeflHIJx JHmepeH III[ aJibHbix, ypaB-

	

•	HeHmI B}I

(t) = _ 1x_ 1(0 - 8x (t) + +1x 1 (0 +	(t) + /(t) 

(0	mx, j9, y,	E IR) c omjiopouia1iI ua'maJlbnbiMn yCJIOBMRMH x(0) = 0 (n. = 'O, 1 2 

	

•	flpmi onpeeieiiiix yciionminx ia imeoa3aTemHo orpann'meiiHaIe HO)(I)uiWeIlThT : It ima-
iieOTpi1LjaTeJIb1I tie ()yIIxwmn /, JoHa3bI13aeTcH 1 'ITO pelileumill X ' = (X,N , 5 X11 XR N) yx( 
pOueHHhlx B ml3BecTl(o\1. cMaIc1e Holle q ilbix dncTeM gan N -+ no ii ica+çoro ndcTofluHoro 

J 0 noHoMnolleuTllo Hey6bIBa1oT H CTOMHTCH H nocJleJ(ouaTeJ!bIIocTu HHLUI x = (x0, 
X1, ...), qjieiii,j HoTopoB pewalOT iiauyio aaay Kown. 11pnBee1IbL oEkeHHu HcoTpnLa-
TeIbHI,Ix norpelullocTeB z,(t) - .xN(t) cnepxy.  

	

• •

	 The infinite system of ordinary, linear differential equations of the form	• 

x (t)	_1x_1(t) - ax(t) ± +1x 1(t) + y,x82(t) + /(t) 

(0, ,	E R) with homogeneous initial 'cnditions x(0) = 0 (a = 0, 1, 2, . . 

	

•	considered. Under certain assumptions on the not necessarily limited oefficients and on the 

	

2	nonnegativefunctionsfit is proved that for N --* co and every t 0 the solutions xN	(xoN,

x1N.....XNN) of the in usual way truncated finite systems nondecreasingly converge compo- . 
neñtwise to a sequence z = (x0 , x......) of functions, the coordinates of which satisfy the con-
sidred initial problem. Explicit upper estimates for the nonnegative differences z(t) - x N (t)	 S 

are derived.	'	.	.	 -	.	 • . 

1. I'roblemstcllung Lund Voraussetzuingen. Uber unendliche ,Systeme gvöhnliher; 
linearer und nichtlinearer, Differentialgicichungen x 1 '(t) = /(t; x 1 , x2 T...) (i ^ 1) ist- - 

• • bisher relativ wenig bekanut. Diesbeziigliche [Jntersuchungen findet Man z. B. in 
[1-5] uñd [8-20], insbesondere in den Monographien [4 20] ,wobei aber in' der voi- • 

liegenden Arbeit auifkeine dieser Publikationen Bezug genommen,wird. Bemerkens- 
wert ist, daB bei alien dem Verfasser bekannten kpnstruktivemi Lasungsverfahren, 

	

• - 

auf3er in trivialen Fallen,, de'i -rechten Seiten f gewisse (gleiehmäBige) B'esehränkt-	S
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/ 
heitsbedingungen aferlegt werden, die speziell bei linearen Sytemen 

x'(t) s	cx(t) H- .f(t) (1	1) 
)	 /. 

ein mit wachsenden Indizes i oder j unbegrenztes Anwachsen der .Betrage J c.jj j nicht 
zulasscri. In der vorliegenden Arbeit- wird ein unendliches System gewohnlicher 
linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten betrach-
tet, dessen Koeffizienten iinter gewissen Einschran)ungen beliebig grol3ë Werte an-
nehmen können. Es hat die Gestalt' . 

x'(t) =	- £xx(t) +	+ y +2x +2 (1) + /(t) (ii	0)..	 (1.1) 

Die Anfangsbdingungen seien homdgen:  

x,,(0) =0 	(n	0).	.	.	 (12


tYber. die Koeffizienten wird folgendes vorausgesetit 

0 = :(3(3 ., (fl > 0),(3 = sup bn<00,	 .	 (1.3), 

•	 0	flo ^ fl.	(n	1),	 .	 (1.4) 
•	O=:yo=:yi	y n	(n>2),  

inf(x	v) =	>	9° '	 ..	. .	(1.6) 
n O	 - 

-	=	00,	 (1.7) 

•0 = 
Lo <00.	 (1.8) 

•	fl=Oa,,f1>%=a	 - .	/ 

Von den Funktionen / wird folgendes-gefordert:	 . 

/ E C[0; o,	 .	 (1.9)


 0 für £0,  

f(t) =.Qfiir t^ 0 und n-> no (n0 feste nat'irliehe Zahl);	(1.il) 

Systeme der Form (1.1) -treen bei sogenannten Geburts-Todes-Prozessen auf, wo-. 
bei in der Regel ,, = + y, + (3,, und damit = (3 gilt. Als em soicher kann auch 
das Anwendungsbeispiel in Abschnitt 9 (Radikalpopulation bèi Polymerisationen) 
angesehen werden, \voheix,,(I) die (relative oder absolute) Anzahl von Teilchen mit 
n freien Radikalen zum Zeitpunkt t und (3,, = 6 eine Wachstumskonstante bezeich- 
net; ferner ist oc, = 6 + y,,, y,, = n.(ñ -- 1) c und i,, = 0 .(c >  0 Abbruchkonstantë). 
Die bei derartigen Prozessen durhaus üblichen Voraussetzungen (1.3)—(1.6) garan 

•

	

	tieren die Nichtnègativität und gewisse . Monotonieeigenschaften der durch Abbruch 

des 'Systems (1.1) entstehenden. Naherungslosungen, -während (1.7), (1.8) hinrei- 

• chend für deren Konvergenz sind.	•	 .	 - 

Bemeikungen: Offenbar ist (1.8) erfüllt, wenn für nur jeweils hochstens endlich viele 
•	

• Indizés n gilt, daB 6,, > 0 oder cc,, > oc oder tx =cc ist.' Tm letztcn Fall zerfailt (1.1) in em 
.end1iches und ein rekursiv losbares unendliches System, denn aus-,, = ofolgt wegen (1.4)-

(1.6) fi,, = y,, = O. 1st dagegen a,,> a für unendlich viele Indizes n,so muB die entsprechende 
Teilfolge von {c,,} wégen (1.7) hinreichend stark gegen unendlich streben..	-. 

•

	

	Brióht man •das Systepi (1.1) nâch der (N-+ 1)-ten Gleichung ab und setzt

XN+1 = XN+2 = 0, so erhält man ein endliches System, dessen (bei homogenen An-
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fangsbedingungen) eindeutig bestirnmte .Lösung wir mit x N = (x0N, x 1 N, : ,XN N) be-
eichneh. Nachfolgend wind gezeigt, daB jede Fo1ge {x fl N }Nn für jedes feste I 0 

nichtfallend gegen eine Grenzfunktion z= x,(t) für N -* co konvergiert (n ^ 0), 
wobei die Grenzfunktionen x0 , x 1 , ... das unendliche System (1.1) unter . den An- 
fangsbedingungen (1.2) Ibsen. Für die (nichtnegativen) Abcveichungen x,— IxN 
(n 0) werden Abschatzungen naéh oben angegeben.	 - 

2. Lösungsdarstellungen .der endlielien Systenie. Wir betrachten das durëh Abbruch 
aus (1.1) hervorgehende endliche Anfangswertproblem-

(xN)' = ANXN '+	xN(0) = 0	N > 0).	 (2.1)

mit X T = (x0N, , X V)T , /% = (t0, fj, , /,)T und der Koeffuientenmatri 

- —0	1	Y2	0	0 

•0
 

0 

A N =	.	.	.	.. ..	•	 (2.2) 

Nehmen vir..fiirden Augenhlick ay, daB die Laplace-Transformierten E{/} = F(s) 
(0 n N) existieren so erhalt man im Bildbereich die Losungsdarstellung 

X N(s) = (sE -- , A N ) -1 FN(S)	 (2.3) 

mit XN	(XQN, ..., Xx N ) T ' X N	{xN}, F',= (F0, ..., FN ) T und der Einheits-
niatrix (N.+ I)-ter Ordnung E. Wir setzen  

vriN	riN '0N'.	 .	 S 

(sE- AN). =	 S	
. (2.4) 

' 

•	 f)N	 . 
NO	'NN 

Man uberzeugt sich leicht, dalI di Elemente Q,m N	Qm() echt gehrdchen rationale

Funktionen von ssin. lhre stetigen Originalfunktionen bezeichnen.wir mit 

q(t)	2{Qm(8)},	 .	 •• /	 (2.5) 

so dalI aus (2.3) durch inverse Laplace-Transformation	 S 

xN(t) =	jq,(t—r)tm(T)d	- (0n	N)	 '	(2.6) 
-	m0 0.	.	 .	 . 

folgt. Bekanntlich [7] 1aBt sich die, Losung ds Systems (2.1)auch dann durch (2.6) 
darstellen, wenn nicht alle 1 Laplacè-transformierbar sind, so daB unsere obige . 

•	Annahme wieder , fallengelassen werden kann. AuBerdem ist bekannt [7],,daB für 
jedes feste m (0	N) die tYbergangsfunktionen q',,, (0 n	N) die Losung

des zu (2.1) gehorenden homogenen Systems mjt den inhomogenen Anfangsbe-
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dingungen

10	furnm q(0) 
= li	f	 (0^n^N)	 (27) 

•bilden. Die foigenden Gleichungen sind also für alle t ^ 0 undjedes feste m (0	rn 
•	 '	 N) erfüllt;

 
(q) = 'n-i-irn - nlnm +	n + yn+2q,,,. 2 m	(0 ^n N - 2) 

-	 X-2qN-2;m '.v-1qN-i,m + /NqNm)	 S	 ( 

(
NV_.	N	 N 

qNm)	'-'N-lqN-l.m -	 -	 0 

3 Losungscigenschakn der endiuhen Ssteme Die Resultate der vorliegenden 
Arbeit basieren wesentlieh atif den folgenden beiden Siitzen. 

• Satz . 1 :Untr den Vorssezungen (1.3)—(1.5) gelten für die Loungen der. An:-
;. fangswertproblerne (2.7); (2.8) die Abschatzungen 

q'(t)0	(0:E^nrn	N t0)	 (31) 
.,	.und•	 . 

•	 [exp (-,t) q v (t)	0	(0 ,	n,ni.	N; 	0).	 (3.2) 

Bevis Fur jedes feste rn (0	N) geht durcli die Substitution 
• S	

S	

q()	;exp (_t):y N(t) •	
(.3) 

.	
•	 5.	

S	 -	 .	 . 

das Anfangs'ertproblem (2.7), (2 : 8) über inein Anfangsvertprob1em,	S ••'	 • 

N	 •	 1" 

•	 - '(ynN(t))' = ! Cflk(t) y(t)	mit .yN(o) > 0,	 (3.4) 
k=O	,	 :	•	 -•	 -	 •	 -• 

c, E C[0, co) und	 •	

.	

.	

0.	 - 

C fl k(t )	0	(1 > 0,0	n, A.	N)	 (3.5) 
' Hieraus folgt nach einem bekannten Verg1eichss.tz(s.' z: B..[21: 1-2.IX]) y,j(t)	0 
und damit auch (yN(t))' > 0 für t > 0, 0 < n < N I	• 

•	Satz 2 Unter den Vorau.ssetznngert (13)—(1.5) gelten5- für 0	m ' n	N 'and 
I ^: 0 die Ungleichungen5 • S	 •	 •	 - -	 - 

q(t) 2, q v (t) 	•	
•,	 -	

.. (3.6)nM 
'and

[ep (ct) 'qnm^	[e - p	 (37) 

•	 • Beweis: Aüs (3.4) und'(3.5) éhält m an fur 0 < n	N -	•	-. 

N 
S / •	 [yN+i(t) - yN(g)]' ^	c,,(t) [Yk'(t) - Yk-(t )] .	•	 • •

	 (3.8) 

•	 S	 •	
.	 k=O-  

Da wegen (2 7) (y 1 - y,) (0) = 0 ist, folgt aus dem oben zitierten Vergleichssatz 
y N+i > yN (0	n	N) und'mit (3.8) schlieBlich (37) U	 . 

-	
Tm folgenden bezeichnen wir mit	•	 • 0 •	

I • --	 •	
= s ±	•	.	

5 

0	 •	 • •	 -	

(3:9)



Losungsapproximalion und . Fchlerabschätzungen ...	449. 

die Hauptdiagonalelemente der Matrix sE.— A N, mit sy den graBten reellen Eigen-
wert der Matrix A N und definieren für P € No  

SN,P- max (SN, SV f j, ..., sN+P ) . . -	,.	 . S	 .	
(: ) 

Satz 3: 'Unier den Vorausseizungen (1.3)—(1.5) geUen für alle S > SN,p die Alb- 
schatzungen  

0^qP(t) - q' (t)	8t[QP(s)	Q'm(8)]	 . 

(t	0; 0 15: n,rn	N).	 ,,.	 (3.11) 

Beweis :.Der linke Teil von (3.11) folgt uñrnittelbar aus (3.6). Offenbar stimmen 
die singulären Stel1ender.echt gebrocheñ rationalen Funktiorcen Qm mit den Eigen-. 
werten der Matrix AN uberein Wegen (3.1) gibt es unter diesen elnen Eigenwert Sp, 

mit groBtem Realteil der reel ist [6], so daB alle £{q',,j bei festem N fur Re Si> oN 

existieren. . Dann gi1t für s> max (SN, N,,) wegen (2.7), (3.6)'ünd (3.7) naàh 'beg 
kannten Satzen aus der Theone der Laplace Transformation die Relation 

'N /)	 .	S	 . . 

L'nm. .\S	a,1,	'nm'9  

	

fe-{e [q'(r) - q'(r)J} dr ^ e_ 8t+ [q i (t) - q,,(t)}	(3.12) 

woraus, wenn man a durch a + a,, ersetzt, 

q'(t) - q,(t) ^ A. e8 [Q(s)	Qs)}	(t	0; a> max	aj)) 
-	 (313) 

ind schlieBlich auf bekannte Weise der rechte Teil der TJngleichungen (3:11) folgt U 

Satz 4 Unter den Vorausseizungen (1.3)—(1.5) u'nd (1.9)—(1.11) gkltn für die 
Losungen zweier endlicher Systems . (2.1) unter .homogenen Anfangsbàdingungen die 
Ungkichungen	.	'	 .	.	.. 

o 	x,,	(t) - x,,N(t) ^ A. e8	[QNP(s) - Q,,N,,,(s)]f e81 fm(r) dr 

•., 	'	 (3.1), 
Der Beweis f6lgf unmittelbar aus (2.6) und (3.11) I	 . 

Bemerkungen :1. Offénbarfolgt aus (3.14) die Konvergenz der Folgen {X nN } N2.nfuF N oo 
bei festem n .O, falls in mindestens einem Punkt8 alto Folgen {Qm()}N für N -^ oo (n 0; 

• 0 m n0 ) konvorgieren. Das wird in den figenden Abschnitten nachgewiesen. 2. LäBt 
man die Voraussotzung (1.11) fallen, so dal]unendlièh vielo nicht identisch verschwindende 
Storfunktionen /,, auftretenkonnen, so erhält man aus (2.6) und (3.11) statt (3.14) die Un-
gleichungen	.	.	S	 S	 S 

0 ^:,,N+P(t)	x(t) ^	es[QN± P(8) - Q,,(s)]fe 8ntm(r)dr t	(315) - 

S

	

	

f q"(t - t) /m(T) dr	(8 > S'N P ; t	0; 0- ii.  

m=N+1 0.  
•	

. . . ,	 ..	 .	 5° 

die unter geeigneten Voraussetzungen an die fm obenfalls Konvergen
.
 zaussagen über die {x,, N}	S 

•	ermoglichen,- worauf in dieser Arbeit aber nicht naher eingegangen wird.	 . 

'S	 .
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4 Eine Darstdllung der Funktwnen Qm Wir setzen im folgenden 

	

.	
-  

55	

.	
•:.	.	.0..	

5. 

	

•	 '.	

:	

S 

für 0i:E^:j^N,

	

	.: 
(4i) 

	

'5'	 0H-	.	•-.	...	
•'.	 - 

	

0	—61-1	A 
S	 1	 für. i =/ + 1, 

•	 0	 für	2. 

Inbesondere ist also .	 S '	

S	 '	 S 

,N(8) = det.(sE.— A N) .	 .	 .	 . '	
(4.2). 

Ferner sei	 .	 S	 S	
S 

•  Y+i	0-	. 
S	

•- •••	 .0	.	 - 

S	

/ 

	

0	 0	fur	 N, 
B'<	 (43) 

	

0	•-	
5-

	

0	61-2  
5	

•1	 .	für  

	

0	.	 für i_^j±2. 

Satz ' 5: Für die Elemente Qm der Matrix (8E - AN)_1 gelten die Darstellungen 
ANN	 S	 .	 S	 S	 ••	

5	
5 

0
T)
 n,n  

	

-	•	 n—I	•	 S	 -	 S	 S - 

	

Aom z1^ j J1& S	 • ,	 ' • :

	 1ür0:!;-:^m:!E^n	N, 

= +ô , B	+Ô;ynBAof2) 
+2	

fur 0 ^ n < m :5, N 
(44) 

n+I

S	 5-,
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D
-
er Beweis wird durch Berechnung der entsprechenden Unterdeterminanteñ 

der Matrix A' mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes gefuhrt, wobei die 
Falle m n und n'< m zu unterscheiden sind I 

Aus (44) ist ersiehtlich, daB die Folgen {Q'm} für N -. 00 konvrgieren, falls für 
• 'jedes feste i 1 und N —* 00 die Folgen {4N//10N} konvergieren. Letzteres wird in 

den folgenden Abschnitten nachgewiesen.	 '.. 

• Satz 6: Die durch (413) definierten Funktionen B 1 = B 1 (s) sind Poljjnome in 
8 + CX h5chstensj(f — I + 1)/2]-ten Grades, deren Koeffizienten unter den Vorawssetzun-
gen (1.3) — (1.6) nichtnegaliv sind. Sie-lãssen sich ?nitt'els der Rekursionsgleichung 

Bii = fldB i
j-+ _1y5B72 + 6_2y_1yBi3	' (1 I	1)	(4.5), 

-	.	I berechnen. 

Bewis: Die Rekursionsgldichung (4.5) pruft man für j = i, i + 1, i + 2 Un-
• mittelbar nach, für j i + 3 erhält man sie durch Entwicklung der Determinante 

-in (4.3) nach der letzten Zeile und Spalte. Allç anderen Behauptungen des Satzes 
beweist man an Hand von (4.5) durch vollstandige Induktion, wobei 1 --' s a  ± , in 
der	2 Gestalt , = s + a + a - a darzustellen und a1 — a 0 zu, beachteri ist I 

•	5. Eigenschaften der Deterininanten Z1 L . Tm folgenden zerlegen wir 2 =. s + a 
= s + a + a s; -a und setzen	•	 . 

•	 . 

•	 R1(s + a)	für s +a	ô e> 0,	 • • 

- fürs+ >ó =0;	
.•	 (5.1) 

Jede Summe, derén ob,ere Surnmationsgienze kleiner alsdie untere.ist, wird wie üb-


	

-	
• lich gleich null gesetzt	 ..-	. .	...	 . 

Q. 4-. '1 . fl.,	 .A	I.;71,, A-i., 

	

IJa Ufl S - • .L.'t& l.=(.CI II IL.U11.CIU L1 f Cl/ aca.c,c. U/cc. .LI.Cfl,U.l ownoJuc g.VIvcSJ	.	. -,	. 
LI,' = AjA , 	- 1uj_ 1 ,(s + CO J i2 -	+ a)2 zi i-.	(5.2) 

(0	j) .und besilzen 'für s> — a die Darstellungem	 . 

	

•	 -	 .	

'- j—i+1	 •	 •	. • 

	

•	 .	

• • L1 j = (s+ a)''	' C',,(s + a'	 •	 . (5.3) 

'=0	 •	-	 I	• 

'mit  
/	 1 • • •	 •	•	 furv=0,	•	 • 

	

= C,(o - a,a 1 - a,.., aj - a,flj1, ..., j, •	 . '	
(5.4). 

-	 Yi+2, ..., y	...,	
N	 •	,	

'für v	0. 
Beweis: Für j= I, i + 1, i + 2 folgt(5.2) ünmittelbar aus, (4.1), fürj^ I ± 3


	

Ail
	 - 

durchEntwicklung der Determinante , nach der letzten Spalte. Die Darstellung 
•	(5.3) ergibt sich ebenfalls direkt aus-(4.1) U	.	 •	 . 

	

•	Satz 8: Unler den Voraussetzungen (1.3) 1.6) gelten /ür s + a ô > 0 oder 
8 + a> ô = 0 die Beziehungen . '	•	 '	 ,	 •	 •	 - 

0^C'	 (v1;iO)	(5.5) 
.	 •	 ..•	 . 

	

•	'undfolglich	•'	 '	 •	 .	 ,	 •	•. 

1	'z1 11/(s ± a)" ^ L11+'/(s + a) i12	(0 fL I ^ j) .	•	
•. (5.6) 

•	.c	 •	.' 

.	'	 .	..	 •
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C). 

Beweis : Setzt man (5.3) in\(5.2) em, so erhält man durch Koeffizientenvergleich 
sowie unter Berücksichtigung. der Voraussetzungen (1.3)—(1.6) und der Unglei-
chungen 0	u•	1 fo1gendes	.	. 
fur7=i

C 1 Lx—>0.;  
fur 7 = i +J. 

C'(C 1 +	- -	^ C,	•.	 (5.8) 

C'(Lx 1 ^ i —Lx )C 1	0;'
••	 (5.9). 

furj=i+2

- C + 0'12 - Lx -	 - /s+1Yt+2 C,	 (5 10) 

C 2 = C' + (Lx12 CO C 1 - /.i fl^2C ^ Cj,	 (5 11) 

C 2 = (,^2 - Lx) C:' 0; (512) 
fur.f.i + 3:	•	 :.	 -	 '• 

C1 =  cil + Lx7 - Lx -	 - ,-i,-iY, C 1 ,	 (5 13) 
j	j—t	 . . j-2	 j-3 

	

• C,, =.C., ± (cx j - Lx) C1 , j	aj_1jC,_1 - j_2j_1y1C1,1
(514) 

= C, + (, - ) C7 I,_1 -	 (5 15) 

C +1 = (Lx, - Lx) CL	 (5 16) 

Aus (5 7) (5 8), (5 10) und (5.13) folgt die Behauptung (5.5) fur v = 1 Daraus, sowie 
aus (5.9), (5.11)und (5.14) folgt (5.5) für v .2, so daB. chlieB1ich wegen(5.12) und 
(5.14) auf die Gultigkeit , von (5.5) für v = 3 geschlbssen werden'kann. In entspre-
chénder Wéise kann der Beweis von, (5.5) durch vollstadige Induktion bezuglich 'i 

mjttels der Formein (5.13)—(5.16) erbracht werden. Aus (5.3)—(5.5) folgtschlieB-
lich (5.6).;I	 S 

Satz 9: Unter den. Voraussetzungen (1.3)— (1.6) lie en alle Eigenwerle der Matrizem. 
A N in der Halbebene Re s < 6 - Lx (für 6 > 0) bzw. in der Halbebene Res :!E^ - 
(fur 6 = 0), es gilt die Abschatzung	•. 

sup S	6 - Lx,	 (5 17 

unddieAbschdlzungen (3.1I) können zn	 •	 •	 • 

0	qP(1) -  
q"'(t)	inf (2,, e[Q;"(s) - Q'm(S)I}  

•	 •	 •	

•	 8>-	 • •	 .

nm 

0; 0	mN)	 (5 *- 18) 

•	verscharfl werden . Sind au/Jerdem die Bedingungem (1.9)— (1.11) erfuilt, so gilt die Ab-
schatzung	 •	

•	 . . 

n. 

0	x,,N+P(t) - x,,N(t) ;5 inf	 e el" [Qm P(s) - Qm(8)1 f	dr} 
a>ö	 in o  

•	 .	 -	 -	 •	 ••.	

.	 o	
•, 

•	 •	 -	 (N	no, 0	n :5^- N):	•	
•	 - '•	 .	 • (5.19)
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• Bèweis: Aus Satz 8 folgt, daB alle reellen Eigenwerte der Matrizen A" kieinerals 

	

(für 6 . >'O) bzw. höchstens gleich —x (für 6	0) sind. Daraus folgen (5.17) bis 

(5.19). DaB auch alle anderen (nichtreellen) , Eigenwerte der Matrizen A N in den - 
Halbebenen Re 8 <6—LN bzw. Re S - liegen, wurde bereits im Beweis zu 
Satz 3 begrundet I 

Satz 10: Unter den Voraussetzngen (1.3)—(1.6)gèlte liAr s>6 —oc die Ab-
schaizun gem 

Jj i (s +	( - - t,	- , ,—	—iy) > 0 

(O	 (520) 
tmit  

0	fiirv<i, -	 . •.	. 

= 0	für v	i, cc, > ,	 •	 S.	
(5.21) 

Jul	fürv	i,c.,=c	.	 S 

ur4	 I	 ..'.	-,	. 

k il = Anzahl der v mit x, = X und i v ^ f	.	.	(5.22) 

Bemerkungen: Für j < i oder ,= (i v.:5, j) wird das. Produkt JJ in (5.20) wie

üblich gleich 1 gesetzt. Aus x, = folgt wegen (1.4)—(f.6) i, = y, = 0.	 S 

Beweis :• Da nach (5.5) alie Koeffizienten C , nichtüegativ sind, erhäit than aus 
(.3) eine Abschätzuig von Ad(s) nach unten, indem man 'aile. Summariden mit Aus-
nahme der höchsten auftretenden Potenz von (s + )-'.wegiäBt.•Der ubrigbleibend 
(für a> 6 - von null verschiedene) Ausdruck kann, wenn man fürden. Augen- 
blick annimmt, daB ,u 1 , fz, ...,	von' S unabhangige Konstanten aus dem Inter-

• vail [0, 1) sind, als asymptotische Darsteliung vond if für s —* —x.aufgefaBt ierden. - 
Mithin 1st Satz 10 bewiesen, wenn 'geeigt wird, daB für konstante ,,	.., u,. 
E[0,1)gilt

(s + )f![(x — —	— —	z, y) > 0	(523) LX

Die Positivitat des Produkts 'auf der rechten Seite folgt aus 0	eu,,	z, < 1 ' • 

	

•	(wegen s >6 - x) and der Voraussetzi.ing (1.6). Die Güitigkeit der asymptotischen 

	

•	Gleichheit (5.23) erh1t man für I = i, i + 1, i+ 2 direkt aus den expliziten Dar-
stelluñgen der Determinanten (4.1) (mit ),, = s + Lxf •' 

i(s) 
= S +	=(s± ) 11 + '/(s •+ )j,	 .	. 

L1,t + l = (a + x) 2 + [x +	- a] (s + ) + x 1 c+i, 
i+2 = (s + 003 + [c' i , +	- ,a i9 +j + s+2	/i+1&+2 - /11M,+1V,+21 (s + z)2 

/	 .	 + [x'(cc +2	/Lj12) + '2(+1 — u fi^i) +	(s ± Lx) + a i ' 1+2 •	• 

•Unter der Annahme,' daB die aymptotische Gieichjeit (5.23) für aile Indizes jmit 
J i ± 2 gilt, kann man mit Hilfe der Rekursionsformel (5.2) auf ihre 

• GüitigkeitfUr j = J + 1 schlieBen. Das ist unmittelbar kiarim Fail	= x, denn

dannistnach(1.6)j+i = V.1-i-i =_0.Istdagegen +i > oc unddmit k1J + l =k1 , so 

30 Analysis Bd. 8, Heft 5 (1989)	 .	.	 .	.
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unterseheide man die vier Teilfälle (i) a	= a (ii) c> aj =' a, , (iii) aj_'

a. = a, (iv) I &_ > a, aj> a., Irn Fall(i) ist k = k-' + 1 = k' 2 + 2 und 

S	J	 J-i 
(untér Weglassen der aus (5.20) zu entnehmenden Faktoren) JJ (...) = [J (...) 

J-2  

_=JJ ( ) so daB man aus(5 2) mit = J + 1 die Gultigkeit von (525) furj = J + 1 

erhält. Ahnlich dazu vçr1aift der Nachweis in den ubrigen -Fallen (ii)—(iv) I 
6. Die Folgen .{ANA ( ... ?.j)}. Wir betrachten die Funkionenfolgen-{de'}, (i	0) 
mit •	.5.	 5 

d 1 '(s) = A1i(s)18	A,)	(0	)	 (6 1) 

Ihreersten Gliddersind	 . S 

= 1,	d 1'' = 1 - o,1+1/(A,+1)	
(6 2) 

/ d i 
i+2 

= 1 - (5&+1y,+2 ±	 21+2 + 

	

Satz 11 Miter den Voraussetzungen (1.3)—(1. 6) ist {d},>, fur jede8 /f€ i	o

und alle s> ô - a eine monoton fallende Folge positiver Funktionen mit einer G'ienz- 
funklion d1,	 .	 .•	.	 ... ..

S	

.	 S 

S	 d(s)=1im d 1 (s)	(s >.ô - a; i	0).	 S	 (6.3) 

	

5,	
5.	 ,•.	

S 

• Beweis: Fur s> 6 - a sind A,	... und nach (5.6) alle	pQsitiv, woraus 
d 1'(s)> 0 fur	z folgt Aus (6.2) erkent man 1 = d,t _>d,' + ' ^ d' 2 Setst man 
(6.1) in (5,2) em, so erhalt man unter Beachtung von (5 1) fur 0	i	- 3 

•	 S	

S	 I	di-2	 .j-3  
dif•	

= d1'-1 	6 ' -2bj-1Yj  
j... j p	.	.	j-2 •j1j)	- 

woraus	di-1 für j ^E! i .+, 3 folgt I  

Satz 12 Miter den Vora ussetzungen (1 3)— (1 8) gelten fur die Grenzfunktzonen 
(6.3) die bezuglich z glezchmafzgen Absehaizungen 

0 <d(s) ^S d(s) ^S 1	(s> 6 - a 1 0)	 (615) 
-	mit	'	-	.•'	

.	
- 

Is +a-6V	.	.-	falls a,>a, 1 =a für genau 1 
I ..	I exp {—a(s + a)},	-	. •	 s + a /	.	 naturliche Zahien v-gilt, 

d(s)	 -	 .	..	--	.	(6.6)	;. -	- i	 I	falls a, > ,a,-, == a fur unendlich exp —	-- a(s + a) . ,	 . 
1 s +, a — 6	 j - viele naturliche'Zahlen v gill.	- 

•	
- Beweis: 5 Die Absch'Uzung d 1 -	1 ist nach (6.2)-, und Satz 11 klar. Aws (6.1) 'u-nd 

- (5.20) ergibt sich die Abschatzung.	 S • -	•	- -	-. S •	.	' 

•	 .	-	.	- 
d 	(a, — a — 1u, jfl, —	y,) / fJ (s + a,),	'.	(6.7) 

.5	 .	 /,=o	 S	 - •	.	•-	
. • a,>C	•	 •	 •	/ fl,>a	 - 

woraus wegen 0 i0	1u < 1 und (i.6) folgt 

d'>1 
(°-	

(68)
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Wegen (1.6) .und (5.21) gilt für die Faktorn irn Zähler der rechten Seite von (6.8) 
-	fUv=0,' - 

1 - /L0 _1fl	/o -2O = 1	fury	1	-' >	, (69) 

— 1z 0, ,_ 1 =1- 1u 1 fürv	l,x_1 =. . 

Das Produkt im Nenner der rechten Seite von.(6.8) kann unter der Voraussetzung 
(1.7) wie folgt nach oben abgeschatzt werden 

(i+8)=exp{in(i+8)} I 

T.

LN	al

(610) 

Alis (6.8)— (6. id) erhält man die Abschatzung :	.. 

d(s) J	(1 —	-i)T ep {—a(s +	)}. (6.11): 

Gibt es genau 1 (0	1 < oo) natürliche Zahien v mit	=	, so gilt wegei 
Ju l = &/(s + x) </(s +	) die Abschatzung 

•	 i	 I	V	Is+c—ô\' H	(1—z)^ 11—.	1=1 
— ', ='	 • • \	s ± c/ \	s + LX " 

-	 -	-	 -	- -	-	- 
(s> (612) 

Aus. (6.11) rind (6:12) erhäit man den erten Teil der Behauptun	(6.6). Gibt es un-
endlich viele natürliche Zahlen v mit a, >' 	c	c	so gilt utiter Beriicksichtigung' - 
der Voraussetzung (1.8)' und der bekannten Ungleichung:ln (1 --t) ^ . —t/(1 1) 
(0'	t< 1) die Abschatzung	 -	.-	- - 

exp	in (1  

ex{	 }exp{+} (613) 

Aus (6.11) und (6.13) folgt der zweite Teil der Behauptung (6.6) i - 

Zur Beschreibung der Konvergerizgeschwindigkeit- in (6.3) definieren wir für 
-	s> ô — a die GröBen  

-	.N = d N/d - 1 	' (6.14) 

8PN =	I (6.15) 
-	 - 

-	-

.'	•

- 

I	( kIôk)I( ik)	--.	-	 - 
'

- (616)	-. 
•	 -	-	

- k=N. yk,>O	 •	 - 

mit	.,	 .	 • 

-	 •	 -	
- I	-	für	

k >	.,  
-	

• (6.17).. i+x	furckrx..	-	.	
•	•	 •	

-	•: --	-' 
30*	 .' •
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wie nachfolgend gezeigt wird; die Reihen in (6.15) ünd (6.16) im Falle N = 1 
für s> 5 — x konvergieren, gilt' S 

eN(s) = o(1)	und	ieN(s) = o(1)	(N -^ oo; 8 > ô - cc).	(6.18) 
•	Die Konvergenz der ersten Reihe folgt mit (1.7) und (1.8) aus 

k. =	
+	_______	 S 

	

ksssl	k	-•• 8 + c ,	04	OC - -	 S 

•" X	k+X	'	 +&i<c,o. (6.19) 
• 8 +

	

	 8 + k1 k —  
S	 S 

Wenn man beachtet, daB wegen (1.7) die Folgeder tx,, mit X.n >a gegen Unendlich 
• strebt und demnach	=inf(x, - x) positiv ist, so erhält man den Konvergenz-. 

nachweis der 'hweiten Reihe aus den Abschätzungcn.  

k}
 

-	 - 

	

S	

•^' . . •,Ta +	I 
s	 (6.20) 

•	 •	
•	 J	 S 

Satz 13: CrUér den -Vorau.s81zungen (1.3)—(1.8) gelten für alle s> a — a und 
jedes/este n 0 die Abschätzungen  

0 rN+1 r	(e+e) (i +	 (N n + 2) 

-•	 -	
:-	 -	

5- -	
•	 S	

-	 -	 (6.21) 
- Beweis: Aus Satz 11 folgt, daB -{r,/} N^ fl für jedes feste n'eine moriotor fallend 
gegen null strebende Folge nichtnegativer Funktionen ist. Setzt man noch dN 

, = (1 + r N)d in (6.4) em, so erhäk man für N -n'+ 2, 8>	a 

0 ^r N _r N+1 =.(
' ± 1)	+ (r 2 ± 1) 6N16NYN+1•	(6.22) 

•	
-	 -	 )N_12NAN+1 

Ersetzt man hier N nacheinarider durch N, N + 1, . . .,-N + p mit irgendeiner 
natürlicheri Zahi p und addiert die entsprechenden Relationen, so crhält man unter - 
Beachtung der Monotonie' der F9lge {r fl M }N die Abschatzung. 

0	— r,, N +P+ l < (1 + rN2)' {ak/9k+l 
+ _1Th4S1} 

•	
S	

.	 k=N AkAk+i	4_144+1	S 

\. (8 ) ô — a; 0	n :f^-N ---2)	
•---	

(6.23)' 

und hieraus fur p —i'- 00 vegen urn rN+P = 0, 0	1,0 Ykl2k < 1 2k 

	

p-^	
••	

-	

•• • 

S	

••	O^N^(1+rN_2)(eflN+sN)	(0	n<N-2).	• (6.24) •' 

	

• S	 Andererseits ist rach (6.14) und wegen 1	d,/ >d,,	d >0 
•	 -	

-	 - 

•	
' 1+r N_2 Ln 2Id < lid.	•	 -	

•	

•	(6.25) 

Aus (6.4) und (6.25) folgt nun der rechte Téil der Behauptung (6.21) I - 

•	 1	 V
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7. H6nVergenz der Nãherungslösungen. Zunächst fiihren wir die ahkürzenden Be-
zeichnungen	 . 

n-i 
A 0m_i Hô,	 fürO--<m!5:n, 

-	Jj)	=	
Btm 'A n-2	 (7.1)

ln /	m^1( n+1 ,J o"- + n-iYn+i n-f2 0	) 
•	 + ômyrn+ i (BZ'Lbo'' + b fl_ I Y fl + IBrf iJ O ' 2) fürO :5-, n < m, 

furO	:!E^n, 
Lnm	'	 (7.2) 

[J2,	für 0 < n.< m,	- 
S	 -	 , 

Rnm'PnmI'Lnm	-	 S	 (7.3) 

em.	 .	 .5	'S 
Satz  14 : Unter den Voraussettungen (1.3)—(1.11') konvergieren für jedes feste 

ii 0 und .ille t Odie Folgen (x fl ")NZ: fl monoton wcuhsend gegen Grenz/unktionem x,, 
x(t) = urn x/"(t),	 (7.4) 

die da. unendliche Syslem (1.1) und die homogenen An/an gsbedingungén. (1.2) er/üllen.5 
Es gelten die Fehlerabschalzungen (0 n f--, N, N n) 

o f^ x() - xN(t)
 

inf ) n e8t 
e?+FY ( I E flN_2 + E YN_2) Rm()fi) dt . 

mO s>ã-	 d	 d	 e 
I,	 0

(75) 

{	

N ± eN 
(i + e	± 5N- )

	f	dT} 

(7.6) 

Beweis: Nach den Sätzen 11 und 12 sind die Folgen {d 1 (8)1d0 (s)) 1 , für feste 
i 0 und s> ô.— x, bei j-> co konvergent gegen d1(8)/d0(s). Deshalb existieren 

•	für alle s> 3 — nach.(6.1) die Grenzwerte	. 
•	 i-i	 /	-S 

urn (A i/A 0l) = (d 1/d0) fl' (1/2,)	- (i '^! 0),'  

(	 j-.•oQ	•	 '=0	 .	S	 S	
• S 

nach Sat7. 5 die Grenzwerte	•	 •	 S	 ,	 ' - 

urn Q' ,,(s)	Q,,,,(s) ,	• - •	 -	 •	 (7.8) 

und schlie8lich nach (5.19) die Funktionen (7.4) .Aus (2.1) erhält man für jedes feste 
n 0, jedesféste p und alle N ^! n+ 2 

— (XnN) = i_(xp —'x_1 ) —	— Xn')	-	-- 
N+p — N	L'	N+p	N	 - (7 .9) •	 F ,'j+i\-1	X,11 F Yn+2\Xn+2	X,21, 

.5',	 •-	 •	 S	 •	 S 

I	 -
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•	so daB, auch die Folge der 'Ableitungen {(x fl N ) o }Nfl+2. konvergiert.' Au  (5.19) ist er-
sichtlich, daB these Konvergenz bezüglich i in'jedem endlichèn .Inter,vall [0,. T] gleich-
m13ig ist irnd foiglich'	 ',	=	

5 

-	

lith	'(t) =' n'(t)	(t	0; 	0)- 110) (7 'Ndt	 - 
".' gilt. LaBV' man in irgendeiner Differentialgleichung des Systems (2.1). N gegen Un-

• endlich streben, so erkennt man, daB die . Grenzfunktionen x,, die ents1irechende 
Differertialgleiehung des unendlichen, Systems. (1.1) erfuflen. Offenbr ist wegen 
X,,(0) = 0 auch x8(0) = 0 (m L> 0). Zum Beweis der Fehlerabschätzungen lassenwir 
in (5.19) p gegen unendlieh,streben und erhalten

no 
0 :E^: x(t) - Xn(t) ^inf {1ne8t[Qnm(s) - Qm(6)}f t	dr} 

(0	n	N,N ^'n0 ).	. .	 '.	 ..	(7.11) 

Sind in (1.1) alle Störfunktionen mit Ausnahme einer einzigen fm (0	m n0 ) für

£ 0 identisch gleich null und bezeichnen wir die zugehorigen Losungen von (1.1) 
und(2 1) mit Xnm b7w. X'm so gilt insbesondere 

0	Xnm(t) - Xm(t) 
3>6—	

e8 [Qnm(8)	Qm(8)] f	dr}	(7. 12) inf 

- woraus	 .	.	.	.	'	0	 ..	 . • 0 , - 

Qnm(8) - Qon(S) 	0	(s>. 5 - )	 (7. 13) 
no	S	 OI	 .	.	 . • 

und wegen X,/' =	X,,,,"Xn = ' Xp die im Vergleich zu (7.11) scharfere Ab-
sehatzung	.,. m=O	 m=O	 , •' 

i -	0 x(t) - Xn(t) <	inf	n e' [Qm(s) - Q(sfl f
	

dr 
M=O 
	 (7. 14) 

0 8>6
0 

• .
	 folgt. Nach (4.4), (7.7),-(7.8) und (7.13) gilt für s> .ô -. die Darstellung' 

0 QnmQm	-	:'	• 

PnrnH( J)	fur 	m!E^;n!c^Nç 

=	(B'^ 1 L1 0 73 +	
(dm+i - 

d0N)	
(7 15) 

•	 .	 ,	 ..	 .	 . ± 6rnyrn+i	Ti-1 0	± ôniyn+i.Ao"2)'  
m-4-1 •1	d	d"

f	
S 

ur0<n<mN -0	do	dON 

Aus (6.5), (6.14) und (6.21) ergeben sich die bezuglich igleichmaBigen Abschatzungen 
•	

0	

N^ e fl N + N (.''N_2±EN_2 
d0	40 N - d0 .1 + r0'' -. d r

0 - 
- d .	k	.	d 

•	 '	 .-	 .	 •	 .	 ,	 '.	 (7.16) 
so daB aus (7.11) und (7 14)—(7 16) die Ungleiehungen (7.5) and (7.6) folgen I
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8 Ergiinzungen und Bemèrkungen. 1 Für numerische Zwecke können die Infima auf 1en 
rechten Seiten von (7.5) urid (7.6) durch Niherungswerte ersetzt werden, indem man z. B. in 
die zu minimierenden Funktioneiifür s die Funktion s,	- 

•	 .	
5,	 ..	 S	 - 

6c+ 11(t + a )	. f fir O	1<-oo, 
-	-

 
80(t) =	 _________	 -	 .	

-.	 (8.1) 

•	 .	

1 (5—+VI(t±a) .	fürl=oo,	 . 

einsetzt, wobei s die in [6	, 00) eindeutig bestimmte Minimalstelle der in den rechten Séiten

von (7.5) und (7.6) als maBgcblicher Faktor enthalt,enen Funktion g (1 als Parameter), 

•	 .	
- I exp {s(t + a) (s, +	6)'	für 0	1 < 00,  

NO	 (8.2) 
exp.{s(t+ii)+/(s+c-6))	furl=oo,  

ist. Man erhält	 .	.	 .. . . S 

-	

0	x(è) - xN(t) 5 ,(s) e 6° (	2f(t) [e N (80) +€,,N (S0 )]	. 

+	
+ e-2(0)1 

2 R,(S0) f	2dt 
L	. . d(s)	J rn=o	j e3"  

-	0	- 

•	 .	 (0 	ii :5 N, N	n0)	•.	 -	 .	 .	 (8:3) 

mit	 S	 S 

-	 .	 1	 für 1 = 0,	 •.	 . 

•	•M(t)	e'[l-+ 6(1 + a)/l]'	 Mr 0< l<oc,	 .	(8.4). 

exp+ a)}	 furl	oo.	 . .	. 

Natur1icl 'kann man zur weiteren Vereiifachung statt so auch irgendeinen oberhalb 6 - 
gelegenen Naherungswert von so in die zu minimierenden F unktionen einsetzen insbesondere 
für grol3e Werte I die asymptotisehen Darsteliungen' 6 - + i/I (0 1< oo) bzw. 6 - 

+ j/t (1 =00) VOfl so für I - Co. Man kann sich noeh leicht-uberlegen, daB wegen der Nichtnega-
tivität der Koeffizienten der Polynome.L nm und 1nm (s. Satz 6) für . allenieht identisch ver- 
schwindenden Rnm die Beziehuiig R,, (so) R,4 (6) (1 - oo) gilt.	 . -. 

2. It o>0, so gilt 6—	s6—+O(1) (0 ,t< oq) undfolglich 0<6-j-
A,j(s)	6 + a,, - a + 0(1), so daB ,,(s0) für'allo I	0 in der Gr6l3enordnung .von 


a,, liegt.  

3. Aus (6.15) und (6.16) erhiilt man in Anlehnung an (6.19)bzw. (6.20) im Fall 6> Odie für	• 

• . alle I	0 gleichmiiflig geltendenAbschätzungen  

efiN(s) ^ (1/6)	.L'
 

6k.+ 6	X	l/(ixk - ix)	 (8.5) 

Pk+ ,>O,u	flt*.>O.>a  

6	(	•00	'.	 00	•I	6 

•	 .	 E'(S)	 .  

m i n	 .L'	11(01k- a) + (116)	.	- 6kL	(8.6) 
mm (6, ix,, - a)	•	 k=N	 • 

nN .	 y,>0.u>a	 1.	 • 
-	 -	 -	 •	 . 

4. Existiert £(/m} = Fm(S) für s == - ix, so kann cLas entsprechende Integral in 5(75) und 
(7.6) durch den Funktionswert Fm(6 - a) nach'oben abgcschatzt wer'den.'	 S	 • •	 • 

- .	

- 5. Gibt es ein N,,, so daB für alle natürlichen Zahlen k-;?: N sowohi 6kk+i = 0 als auch 
= 0 ist, so sind nach (6.15) und (6.16) efiN	e,,Y-= 0 für N	N0, also nach (7.6)


x,,N = x,,für 0 n N, N max (n0 ?N,,). Diese giussage kann auch unmittelbar aus 
und (2.1)-,erhalten werden. Sie trifft insbesondere in den unter den Punkten 2 und 3 ausge-

• - schlossonen Fallen a = 0 bzw. 6 = 0 zu, denn a = 0 ist nach (1.7) 'a' quivalent zu a,, =	= 
= ' a, woraus nach (1.4)—(1.6) Pn = V. = 0 (n	0) foigt, so daB (1.1) ein rekursiv lösbares 

5/	 ••
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System ist, also sogar gilt x/1 = z, für 0	n	N; im Fall 6 = 0 besitzt (1.1) die Gestalt 
+	+ Vn+n+2 +:, (n 0) mit / = 0 für a> n0 , so daB x N = X = 0


für n0 < n N und demziifolge auch x, = X. für 0 a n0 N gilt. 
9.,Ein Anwendungsbeispiel. Die Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit wurden durch 
cin mathematisches Modell zur Berechnung der Radikalpopulation bei gewissen- Polymeri-' • .	sationsprozessen aiigeregt. Dieses Modell hat die Form (1.1), (1.2) mit 6. ' = 6>0 (n	1), 

= 0, y, = n(n - 1) c und a = 6 + '/n (n 0), /, =. 0 (a = 0, 2, 3,...), wobei c und 6 
positive Konstanten bedeuten. Mit a = 6, o	1/c, und g= 6 sind alle Bedingungen (1.3) bis. 

(1.11) erfullt; Wegen a = a = , a < a2 < a3 < ••. ist nach (6.6) 1 = 1 und d = (1 + 6/s) 
x exp[—(s.-j- 6)/c]. Aus (4.1), (4.3) uncl (7.1) erhalt man wegen zlo° = A 0 =s + 6, B1' = '61 0 

•	 '	 (s + 6) ô'	für n	1	 S 

•	 -	P, 1 =	'	 S -	 ( 9.1) 
•	 S	

-	 L2c6	 fürn=0, 
und nach (7.2)ist	I 

n.	 - 
,I1[8 +6+v(v-1)c]	furn1, 

=	 S	
5	 (9.2) - 

(s ± 6) 2 (s+ 6 + 2c)	 fürn = 0. - 
Nach (6.15) und (6.16) sind alle	= 0 bzw. für N >_,4 

co 

	

= (6/c)2 L' [(k - 2) (k - 1) 2 k]	(6/c)2 [3(N - 3) (N - 2)]-'.	(9.3) 
k=N	 / 

Nach (8.1) ist 80	11(t 11 1/c) '--' 1/1 (t -+ 00). Erse'tzt man in ddn Abschiitzungen (7.5) und

(7.6) das Infimum durch den Funktionswert für s = 1/1, so bekommt man die Mr nicht zu 
kleine t geeignete Abchätzung	 .	 S 

- mit	

z(t) — xn(t )	K(t) 
texp (6/c+1 ± 11tc)	

+ W (01 *

	

N * ( t ) ]f	dt	(94) 

263/[3c(6 + 2c + 111)]	.	 für n = 0, 
•	.	 K,(t) =	 ' S/I	n—i	 (9.5) 
• . -	 S	 - S 6'+(6 +-I/t) 3c2 JJ [6 + v(v - 1) c + 1/t)] für n 1 

7L	0	 S 

und  

	

62(6 + 1/1) exp [((5 +'1/t)/c]	 '9 6 
S	

•8N	 3c2(N -- 5) (N	4)2	 5	
(	 ) 

Daraus geht hervor, dB für festes n und groBe Werte von I und N die Abweichüng 'der Näherung 
z,4N(t) vom-Grenz*ertx(t)'abgesehen von dem Integralfaktor, von der GroBenordnung I/N3 

•	ist. DerIntegralfaktor bleibt offenbar beschränkt, wenn f E L(0, oo) ist. Für kléine Werte 
von I kann man 8o = c setzen.	 - 
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