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Variationsc)iarakterisieingen £ür gewissç quasikonorme Abbildungen 

E.  

Die Arbeit befal3t sich mit, der Konstruktioñ von Losungen- der Gleichung /1(z) = v(z) 7Y 
mit s(z) '0 in einer 'Umgebung von- .' In, dieser Arbeit werden zwei Variationsmethoden 
beschrieben. Die &rste Methode cliarakterisiert / im Fall einer beschrankten und mefibaren 

•	Funktion v (0	q	const < 1). AuBerdem existiert eine einfachcré Charakterisierung 
für /, wenn v eine stückwejse konstante Funktion 1st.  

PaôoTa nocafflueHa oHCTpyx1w11 peulellllfl/ypanueIIun /3 (z) = v(z) /(z) npwv(z) = 0 B 0HpeCT-. 
HOCTII no. Jna napHa1HOHIfux MeToJa . onHcau hz. llepwl MeTo xapaKTepHayeT / B cJIyIae 
orpaHueHHon a H3MepHMon 4yH ,iuH11 v (0 v(z) q = const< 1). KpoMe Toro / sioiio 
6oiiee flOCTO oxapa}cTepu3oBaTb B ciy4ae, ecjrn v Hycouo.nocTonhIIIa.  

•	The paper deal with, the construction of solutions / for the equation /3 (z) = v(z) /(z) with 
•	v(z) = 0 in a heighbourhood of no. In the paper two variational methods are described. The 

first method characterizes / . for a bounded and measurable function v (0	v(z)	q = const
1). If v is a piecewise constant function, then there eists also a simpler characterization f f 

1 Einlettung 

In der vorliegenden Arbeit werden Variationscharakterisierungen unci, lamit ver-
bundene Ritz-Verfahren far die Berechnung der .fo1gnden quasikonformen Ab-
bildung aijggdben. Es sei / = 1(z) eine quasikonforme Abbildung der Vollebene auf 

•	sich, die in einér Uniebung von no die Entwicklung	,	'	 • 0 
0'	 '	 ' 0	 'S•' 

/	 (1) 

besitzt und für. alle zE C der Differentialgleichung  

	

• p0(z) —1 -	 0	

5 

	

/(z) 

= Po(Z) + 1 
1(z)	 -	 (2) 

geniigt. Dabei ist Po eine meBbare unU heschränkte Funktion auf C mit p0 (z)	1 far
• alie z E C urid p0(z) = -1 au Berhaib eines, hinreichend groBen Kreises K= {z: Izi <R} 
(R > 0). Diese wird-vorgegeben. Es existiert bekanntlich zu jeder soichen Funktion 
p0 genau einê quasikonforme Abbildung / mit den Eigenschaften (1) und (2): Hierzu' 
wird auf [10] und dort . zitierte Literatur verwiesen.- Diese 'Abbildung / spielt sowohi 
inder geometrischen Funktionentheorie als auch bei einigeñ-Problemen der niathe-
matischenPhysik eine wichtige Rolle, wie es in' [8-10] clargesteilt wurde.	- 

Tm Abschnitt 2 dieser Arbeit wird gezeigt, daB sich die .Variationscharakterisierung 
aus [12] (siehe auch [8: Zsveiter Ted, Kap. IV, § 1]) far die Bereclinung'von Rifz-
Naherungen für 1 ignet. Tm Abschnitt 3 'vird - 'in -Veraligemeinerung der Vgr- 

.0
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gehensweise in [5] - für'eine Kiasse spezieller Funktionen Po cine andere Charak-
terisierung der Abbildungj angegeben. Diese t)berlegungen weisen eine enge Bezie-
hung zur Theorie der Hilbert-Räume mit einem reproduzierenden Kern auf (siehe 
dazu [2], [3: Kap. III und Kap V, § 5], [4: Kap. I, § 5] und [13]). Auf soiche 
Fragestellungen wird im Abschnitt 4 ein.gegangen. 

2. Berechnungvon Ritz-Nahcrungen im allgeñieinen Fall 

Zunchst wird die Variaionscharàkterisieruiig aus [12] für den Realteil von 1(z) - z 
(/ áus (1)und (2)) genannt; Es jilt für alle reeliwertigen, in der Vollebene (einschlieB-
lich oo) stetigen Funktioneri h, deren Sobokv-Ab1eitung h (h 2 (z) = h(z)) .über die 

- Vollebéne quadratisch integrierbar ist, die Abschiitzung 

ff
Ih z zI 2 dx dy ff [1 - p0 1 (z)] Jh(z) ± 2 h 1 2 dx dy -

	
Re i 

V	 V . 	

V	 (3) 
(a 1 ist der Koeffiziënt béi z' in (1)). In (3) steht clas Gleichheitszeichen genau dann, 
wenn h(z) Re [/(z) z] + const gilt. Durch Minimierung des Terms auf der 
linken Seite von (3) können Funktionen . h berechnet werden, die - vie noch ge-
zeigt wird - Re [1(z) - z] approxirnieren. Dazu benotigt man ArisatzfunktioIien für. 
die i)arstellung von )i. Man setzt für I z i'> B (z = r e1 mit r> Ound O'	2i) 

&(z) =f r- 1 [c l sin ( lç) + d1 cos (lv)]	 (4) 

•	da Re [1(z) - z] fur Izi > B harmonisch ist und eine eindeutige konjugiert harmo-
nische Funktion besitzt. ])iese Eigenschaften von sichern auch, daB zu jedem .. 
e > 0 eine natUrliche Zahi N und reelle Zahien c' und d,* (1 = 1, 2, ..., N) existieren 
mit	..	V	 V V 

V	

: 	 ff (Re [/(z) - z] 
IV 

 r [c* sin () + d,* cos (l)]} 
2	

dy <	( 5) 
•	

•	
1i	V	

V 

(siehe dazu [13: Satz IV 7] und dort zitierte Literatiir).	 V 

Für die IDarstellung von h in z: IZIV R} benotigt man nochweitere Ansatzfunk-
V	 tionen. Da die Funktionen r 1 sin(lq) und 7V1 cos (lp) (lurch (r/R2)' sin (lt-p) und 

(r/R. 2)1 cos (lp) für 1 = 1, 2, ..., N stetig nach {z: jzj	R} fortgesetzt werden können, 
reichen hierfür Ansatzfunkt.ionen zur Approximation einer Fünktion mit auf {z:, Iz 
= 1?) verschvjiiclenden Randwerten aus. Transformiert man die Kreisschejbe 

V	 K = {z: Izi <R} durch die quasikonfórme Abbildung 

=u(z)	iR max (Icozsq,l sinqJ) +j-(1 + I)	(z=re'9') 

V auf das Quadrat (C: C = + im 0 <. 	<), so genugt es, dieses Quadrat im 
folgenden zu betrachten. Es giltdas	 V	

'V 

Lmma 1: Es .sei S= S, ) eine in dem abgeschlossenen Quadrat {( j): 0 
t} reeliwertige und stetzge Funktion, die au/ dessen Rand verschwindet und inte-

qrzerbare Sobolev Ableitungen S 4 und SbesitztmztJf[S 2(E, 'i) + S2(, )] d d < co 

V	 V

-S

-S
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Dann gilt  
•	 /	 S	 S 

urn f 	{I[B(, ,) — ,S'M ( ) ) ] I 2 + I[S(, ,) - SM(, )J,2} dd,j = 0	(6) 
M-+x'O 0  

mit	 .••	- 
M	 -	 S 

•	 SM(, '7) =	Ynm sin (i) sin-(m'7 )	(M E N)	 (7) 
-	:	n.ifl=1	 S 

und	
5	

5 

Ynm =	 ff S(, i) sin (ne) sin (m d j ) d'7	 (8)' 

Be.veis: Die Zahlen Ynm (n, m E N) sind offenbar die Fourier-Koeffizienten von S. 
Es bleibt für (6) nur iu zeigen, daB	= Ynm und y ' = my.,. die Fourier-Koeffi- 
zienten von S4 bzw. S,1 siñd. Für erstere ergibt sich.	 - 

	

= ) cos (ne) sin (mn) d d	(n, ,m E N)	(9) 
47,92 ff—S 

Mit Hilfedes GauBschen Intègralsatzes geht dies über in	 - 

ff S($,.77 ) sin (ne) sin (m'7 ) d d'7 nynm / (n.m E N) 

Dieliberlegungen für 5,1 verlaufen vollig analog U 

Zuamménfassend hat man für IzI ;5 R die Darstellung	S 

Ji(z).= ' (r/R 2)' [Cj Sifl (hp) + d1 aos (ltp)] . -	 •	 S - 

S	 S 

S	 •	M'	.	 .	•	 -	 -	

S 

• ± Z e,,m sin {n Re [w(z)]}- sin {m Tm [w(z)] },-

	

•	'n.m=1	-	5	 0	
• S -	 . 

wobei di Zahlen c 1 , d, und en,,, durch die'Minimierung der linken Seite von (3) em-
deutig bestimmt 'erden. Die eindeutige Bestirnmtheit dieser Zahlen ergibt sich aus 

•

	

	der linearen Tinabhangigkeit der vervendeten Ansatzfunktionen. Nimmt man nm-



lich an die Ansatzfunktionén wären-lineai abhängig, so wiirden reelle Zahien c,', 
d, ' (1	1, 2, ..., N) U fld.m (n, m = 1, 2, ..., M) existieren, die nicht sämtlich gleich 
Null sind und für die der-Ausdruck	.	•	 . . •	 S 

jj	 r[c,'.jn (19) ± d1 ' cos (tq,)]} 
2 

dxdy 
izI>R	1=1	

•	 S	

•	Z -	
•	- 

fc/ N 
+(r/R2)' [c,' sin (1q) ± d,' cos (lp)}

j	 .	S	 •. 
S	•	III1	• 

+	e sin {n Re [w(z)]} sin	Tm [v(z)]}) 
'12 dx d 

S	-	- n.m=i	 •	 -	p(z)	 -	 S 

p 

S	S	I	 L
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verschwindet. Demnach müssen beide Integrale gleich Null sein. Das Verschwinden 
des ersten Integrals zieht CL ' = d1 ' = 0 (1 = 1, 2, ..., N) nach sich, vie éine Be-
rechnung clieses Integrals zeigt. Das zweite Integral istdeshalb genau dann gleich 

12 
Null, werm auch f. f [	

' e,,sin (n4) sin(m1)] d di1 verschwindet. Dieser Sach-
o o	n,m=1 

- verhalt ergibt sich nach Anwendung der TransfOrmation = + i77  w(z). Insge- 
saint erhält man so einen Widerspruch zur obigen Annahme.	0 

	

•	 Diese so ermittelte FunktiOn h besitzt noch eine zweite Extrernaleigenschaft. 
Formt man namlich the linke Seite von (3) fur h(z) = Re [f(z) - z] = (Re [/(z)*. z] 

	

•	- h"(z)} +. h(z) urn, so folgt	
0 

f  I{ReII(z)- zI}I 2 dx dy - ff [1 .._p01'(z)]{Re [/(z)111 2 dx dy 
C

ff:I (Re [/	—,z]	h*(z)}zIzdxdy 
-	 C 

- ff [1	Po'(z)I I(Re [1(z) - z] - h*(z)}I l dx dy 
C	•	 / 

- ff h(z) 2 dx dy - ff 11 - p0 '(z)] Ih z*(z) + 2 1 1 2 dx dy 

± 2Re(ff (Re /(z) _z]}z)dxdY) 

- - 2 Re (ii [1	p 1 (z)J {Re [f(z)]} [h2*(z) ± 2- 1 ] dx dy)).	(10) 

Dibei ist h* elne irr der Vollebene stetige ree1hertige Funktn nut quadratiscim inte 
grierbarer Sobolev-Ableitung. Aufgrund der Mininialeigenschaft von -Re [1( z) - z] 
ergibt sich (lie Gleichung 

Re (if (Re [1(z ) — zI}h *(z) dxdy - ff[i_p0'(z)] (Re [/(z)]} h*(z)dxdY ) = 0 

-• Daniit folgt aus (10), dal3 auci f- p0 '(z) I{Re [1(z) - z]	(z)} dx dy minina1'

wird Amis dieser Eigenschaft von 1 folgt Nveg6n (5) und (6) der. 

Sat, I Der ReaUeil der gesuchien qua.sikon/orinen Abbildung I aus (1) und (2) kann 
durch Funktionen UNM mit	 S •	 • 

•	 S	 S	 N,	 •	 •	 S 

•	r cos + E r'[c, sin ( lq ) + 41 cos (192)] für IZI = r > B,	• • 

IV

•	
0	 • •	

•	 1=1	•	 -	 0 

UV M(T e1 ) = r cos q + E (r/R2 ) 1 [Cj sin (lç) + d1 cos (1w)]	 (11)

Af 

	

+ ' enm sin {n Re [w(z)]} sin {m Tm [w(z)]}	fur IzI ='r	B 

appoimiert werdez, wobei	' .•	•	S	 0 

-. -	-

 

Jim - f  I (Re [f(z)]— uNM(z)}ZI2'dxy= 	(12) 
•N.M-.00	Q	'	 5 0



	

Variationseharaktensierungen	467 

gilt. Die Fuñktionen UNM werden für' jedes N, M EN durch	'. 

If I[urz)'b - 2-9 2 dxdy II [1	o'(z)]I[uM(z)]I2dxdy Mm 
C	 c	 (13)

eindeutig bestimrnt. Des weiteren gill fur den Koef/izienten cc, aus (1) 

Re1 ^	 ff[UNM(Z I . - 2 ' I 2dx

4
y _ff[1 —PO—. (z)] I[UNM(z)JZI2dxdY} 

(14) 

Mt fliLfe der Variationscharakterisierung fur den Jniaginarteil von / ius [12] 
(siehe.auch [8: Zweiter Ted, Kap. IV § 1]) folgt analog (lei-, 

Satz 2: Der Imaginãrteil der gesh1en Abbiidung / aus (1) und 
1
(2) kann durch 

Funktionen VNM mit

N 

r sin + E r[c j * sin (lp) + d 1* cos ( lw)] 'für Izi = r > B, 

N 

vNM(r e 1 ')= r sin + E (r/R2)' [c,* sin (kp) + d,* cos (lq)]	 ' (15)

-

	

± E e sin {n Re [w(z)]} sin {ni Tm [w(z)]} für , ' r	R 

approximiert werden, wobez 

lim ff H IM
[f(z)] - VN M (Z)).1 2 dxdy = 0	,	- '	'(16) 

NM,-.co  

gilt Die Funktionen VN M werden fur iedes N M E Ndurch 

ff I[tv.M(Z)]: ± 2' i1 2 dx dy - If [1 - Po(z)] I VN.M(Z)]zI' dXdY	Mm	(17) 

eindeutig bestipwint. Des weiteren gilt für- den Koeffizienten a aus -(1) 

Rea1 ^ {ffI[v NM Z)]. + 2 1 i1
2 dxy _ff[1 - POW] [vvM(z)}zI2dxdY}

(18)-

Bemerkung: Satz 1 lafit sich' - im Untorschied zu Satz 2 - auch dann nochanwenden, 
wen / eine' qua8ikOfl0rrne Abbildung eines von endlich vielen-analytischen Jordan-Kurven 
berandeten Gebietes (1 (no E (10)ist, wobei der Imaginarteil . von / auf jeder dieser Jordan.. 

.-Kurven konstint sein rnöge. In 030.sei (2) erfüllt, und aul3erdem 8e1 in einer Umgebung von no 
auch (l)'gultig. In Satz I stehen dann in (12) iind (13) nur noch Integrale uber 0 anstatt über 
C. In (14) ist aul3erdem a, durch a - 

a 
zu orsctzen, wobei a 1 der Koeffizient bei z' in der' 

Laurent-Entwicklung bel no der konformen Horizontal schlitzabbildirng (mit der E'itwicklung - 
(1)) von 050 ist (siehe dazu wieder [12] und [8: Zweitcr Tell, Kap. IV, § 

S	
,
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•	3. En'Spezia11a1I.  

Es sei 00 wiederum ein von endlich vielen analytischen Jordan-Kurven , , ..., 
berandetes Gebiet mit oo E 0 und ®	mit 00 E ein Teilgebiet von 00 . Der 

•	Rand von J moge aus endlich vielen rektifizierbaren und quasikdnforthen Jordan-
kurven	, , ... Ek (k> k') bestehen; d. h., 0 eñtsteht aus 0 0 durch das ,,Aus-

• stan7en weiterer Löcher", wobei die Randkomponenten von o .nicht ,,beschadigt" 
werden (der Begriffder quasikonformen Jordan-Kurve wird beispielsweise in [1, 151 
.eiklärt). FU'r die Funktion p0 gelte hier 

-	 11	•'	 fürzi,. 
POW 

•	 L(1 + q,)/(1	q,)	fur z innerhaib von(Si	(k + 1	j	k), - 
•	•,	 -	-	-	 .	(19) 

• wobei die Zahien q, E (0, 1) vorgegeben werden. / ei ein qbasikonforrne Abbildung 
von 0 0 , die auf den Randkomponenten von 0, konstanten Imaginartéii besitzt und 
fur lie (1) und (2) gultig ist Fur 

•	 r(z) = 1(z)— z	 •	 (20) 

ergibt sich dann (siehe [5: Abschnitt 21 oder [7: Abschnitt 2]) für z E i die Dar-
stellung •.	•	 • 

•	 k 

•	r(z.) = ----- ' qi - ' / d - b(z)	mit	- 
kJ 

•	.	 -	 (20) 
b(z) =	 d, 

wobei q, = 1 für j = 1, 2....., k' gsetzt wird. Führt man noch den Operator A durch 

r 
•	 A[X(z)] = ---- X(C)/( - z) d	 (22)n 2 11 j 

für z E 0 em, so ist' die Charakterisierung	. 

f  {(I - A) [h(z)] — b(z)}'j 2 dxdy = Mm,	 '•	 (23) 

•	für r naheliegend, wobei .1 den 'identischen Operator bezeichnet. Zur Begrimndung 
sind noch verschiederie tYbèrlegungen notwendig. Die Funktion h in (23) soil aus 
dem Hilbert-Raum	 • 

•	- - H(@3) _'• {h: ) in W analytisch, h(co) = 0 und f  Ih()I 2 dx dy < o4 
ein; in ihm wirci das Skalarprodukt (h1 , h2) = f  h 1 '(z) h2 '(z)dx dy (h1 , h2'E H(3))' 

und die durch.(., .) erzeugte Norm	pingefuhrt '(H(®) 'wird in [3: Kap. V,,§5] und 
[13:Kap. IV, § 21 untersuch). Für den Operator A ergibt sich (siehe [5: Abschnitt 4]). 
die Abschatzung	••	 •	•	• 

•	ff I{A[h(z)]}'I2dxdy	± ff h'(z) dx dy	-	 (24) 

-	-	 •	 .	•	•	
.•	 'I.
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für alle h E H(	Dabei bezeichnet 2> 1 den kleinsten nichttrivialén Fredhoim-,
sóhen Eigenwert des 05 berandendén Kurveñsystems. Insbesondere ergibt sich für 

•	'jede Funktion h E H($); die auf dem Rand von 3 noch stetig'ist, die Abschatzung.' 

ii ^ ff [I h (z)I 2 + Ih: (z)1 2]dxd!I/fflh(z)I i dxdY ;5 ±	(25) 

wobei h nach	(Kniplement von ) durch Losung des Dirichiet Problems fur.
42 (z)= 0 (hármonisch) fortgesetzt wird ((25) kann nach [15] . auch als Definition 

•' 'von A verwendet werden). Dabei ist A>'! genau dann, wenn die Kurven E,, 
•	sämtlich quasikonforni sind  

	

Für den Beweis, daB (23) in H() nur die Funktion r(z) =/(z) - z'alsLosung	'. 
besitzt, benotigt man das 

Lemma 2 Fur alle Funktwnen h E H(i) gilt 

11( 1 - A) hit	+	
thu	 (26) 

Beweis Es genugt, (26) fur auf dem Raid von analytische Funktionen h aus 
H()) zu /eigen l)iese Teilmenge von H(3) ist in H(J) beLugllch'	uberall dicht 

•	(siehe beispie1sweis [3: S.2441, [4: Kap.I,3, Satz 11 . urid [13: Satz:IV . 6]). Setzt 
•	man für z E 3 nun g(z) = (I - A) [h(z)], so. gilt bei geeigneter Fort.setzung h*,von. 

hnach3C  

ffqjh9'()/( - z)ddi1 =g(z) fürz'EMi,	 (27)
,	'	 I. 

wobei , das Innere von , und = + i ist h* kann so gewahit werden, daB 
h* in all den Iunk,ten von Oc stetig ist, die hinreiáhend nâhe am Rand von 

• ligen. Wégen 427) läBt'sich gdann noch auf den Rand von 0 stetig fot'tsetzen (siehe 
[14:'0. 'Kap., Satz 4.3]), und es existiert eine in	stetige und im Inneren von 
analytische Funktion 0 mit 

h(z) - q,h(z) - g(z) = (z) fur z E ,	(j = 1,-2, 	, k)	 (28) 

Setzt man .h undg durch Losung des Dirichlet-Proble'ms für h 1 = g	0 (harmo- 
nisch)nach W fort, so gilt (28) auchirinerhalb der.	(j = 1, 2, .'., k).-Aus (28) folgt 
dann fur z E O y.	 0	/ 

• ,

	
h(z) =.q4(z)+(z) für z E Zi •	(j =1',2,..,k).	".	:(29).

Des weiteren gilt fur die Funktion h die 13e7iehung 

- f  [! h (z)i 2 - i?(z)i 2 1 d , dy = f  h'(z) 2 dxdy	 (30) 

•(s.[14:0. Kap./(4.14)] undbeachte die fürallez E CgültigeDarstellungh(z)	—t 

xff h)/(C - z)2 d dij). Mittels(29) ergibt sich nun wegen 0 <q, ^ 1( j =  1,2, : ., k) 

fur z E Oj c die Abschatzung 

h(z)I 2 - ih(z)I 2 = [1 h 0(z)i -I- h0(z)i] [! h ,(z)i - h(z)I] 
o 

— [i h (z)i -I- 1h(z)u1 Ig (z)I 
—(2[h (z)1 2 + h (z)I 2] (ig(z)I 2 + g(z)2]}'2 

31 Analysis Bd. 8, felt 5 (1989). •	 S	 •	 S
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Damit folgt wegen (30) die Abschatzung 

[If Ih'(z)1 2 dx dyi2	2 f  [ l h ( z ) i + h (z ) I 2] dx dy If [I g z()I 2 -	g(z)1 2 J dx dy. 
] 

Wendet'mai (25) füi . h und g an.sofoIgt die Behauptung I 

Damit ist audi bevisen, daB r die einzige Funktion aus H()) ist, für die das 
Integral in (23) minimal ausfällt.. Es sei nun c H()1eine Folge mit derEigen-
schaft, daB'zu jeclem e > 0 eine natürliche Zahi N und komplexe Zahlën b 1 , b 2 , :.. bN 
existieren mit

(31) 

•

	

	(In [7: Abschnitt .3] sind soiche Fmktionensystenie ,} angegeben worden). Darm
kann man Ritz Naher, ngen r (N = 1, '2,* ) fur r durch 

N 

	

• I!(-- A) r — b II= Min mit ry = Ea, (N ø, (a, E (E)	 (32) 

gesinnen (31)fuhrt dann auf ein linearesGleichungssystem inRea (.?') und Ima (N) 

d'is egen (26) emdeutig losbar isi ?usarnmenfassend ergibt sich vie in [7] der 

S Az*- 3 Pas Funithonensystem {VQ,aq moge die Eigenschaft (31) haben Dann la/it 
sich die gesu.chte quasikonforme Abbildung f von durch eine Foiqe { f4 N1 app roxt 
mieren wobei. jf., — f[ -± 0 fur N -* oo gilt Dabei wird 

•	 N	 •• 
•	 ,/N(z)	z +	a,(N)ip,(Z).	-	-	. S.	 (33) 

''=1	,	 S	 •	 •••S	 -	 •	 -.	

5. 

(lurch(, — A) (a ")V) — b = MLn eindeutzg fur jedes N E IN /estgelegt Des 
•	weiteren gilt  

(34) 

mztM= — E[a "v — 

Bemerkung In [7] ist der Fall eines zur reellen Achse symmetrischen Gebietes behandelt 
worden. Dort laBt sich IN durch das Lösen eines.linearen Gleiehungssystems mit nur halI so . 

•	grol3er Dimension \vie das sic} as Satz 3 der vorliegenn. de Arbeit ergebende Gleichungs- 
•	:	system bestimmen. Der in [7] zugrunde liegende gall des Gebietes 6 kann au* ch analog zu den

• tYberlegungefiin [3: Kap. V, § 5.1], [5, 6, 11], [13: Kap..ViI] durch Einfuhruñg des recllên 
S	Skalarprodukts	S .

	
S	 •	

S	 S	 S	
S 

S	
(hi, h2)3= f-f ((I - A) [h1(z)]}'{(I — A) [h2 (z)11' dx dy	 ,. (35) 

S	
S	 ,	

5S SS•	 5	
_5.•	 .5	 'S 

- S

	

	 abgehandelt werden (siehe auch . [7: Abschnitt 4/Bern. 2]); Tm nächsten,Abschnitt wird sich 
einer damit verbundenen Fragestellung zugewant 

4 Reihenenticklungen und Darstellung durch einen Kern-furf 

In diesem Abschmtt s ird'zunachst eine Reihenentwicklung fur / betrachtet In [5] 
/ sind soiche Entwicklungen bereits betrachtet worden Dort wurde allerdings der 

5I
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Operator 42 verweidet. Für gewisse symrnetrischë Gebiete 03 und 0, und der Funk-' 
tion Po aus (19) genugt es jedoch, nur den Operator A zu benutzen. 

'Es séi 03 zur. reellen Achse symmetrisch,. d. h., aus z E-0) folge adch i E 03;' In 
Veraligerneinerung von 47] ist hier nicht jedé Randkomponente von ®.für sich zur. 

- reellen Achse syrnrnetrisch. Dafur gelte noch  

Po(Z)	P0(Z)	 (36) 

fur alle z E 03 0 , Wo .bei: 03 und 03 sonst vie im vongen Abscirnitt erkiart smd und 03, 
auBerdern auchzu' rdellen Aclise symnietrisch sein soil. Man betrachtet dann den 
Hilbértraum H9(03) = {h: h E H(0)', h() .= h(z) für aile z E ®} mitdern Skalarpro-

• •'	dukt (35) uber dern Koper der reellen Zahien. in H(®). existiert auch ein vollstän-	'. 

	

" diges Orthonormalsystem {q,}, mit der Eigenschaft, daB jede Funktion h E H5(03)	-: 

	

•	durch, reelle Linearkômbinationen der q, beziiglich der durch ., .) ereugten Norm 
approximert erdcn kann (siehe 'uch [6 Abschnitt 3 5]) 

atz 4: Fir die Funktion. r au (21) ergibt sich imFalt der obenbeschriebenen sym-
metnschen, Cebe1e 03 vnd 03 und der Funkizon Po au' (19) und (36) 

= (ii 
und	

b(z){(I—A) [ (z)]} dx	 —	/ ( 37) 

	

•	 r() = f  V(z) E '{(I - A)[,(z)]}' ,()'dx dy  

/ur. alle (F 03, wobei fop,), j,,.ein voltstandiges Orthonormal8ystem in H( 03) beziiglich 
des reel1ej Skalarprodukis (:, •) aus (35) ist und der KernE {(I —'A) [p,(z)]} 
/fir jedes E 03 eine F'uiiktion (in z) aus H(0) darsteilt.	 - 

B eweis :'Dic Gultigkeit von (37) folgt sofort-aus der Identität r = ' Kr,,)3 ,, da

	

•	(21) die Beziehung  

•	(r, q,'= -ff . { (I. - A) [r(z)]}' 1(1 .,--A) [(z)]}' dx dy	f  b'(z) ((I	A)[(z)]}dxdy 
S	

-	 '	 '• -' 

nach sich zieht. Für den' Beweis von (38) bentigt man den Satz von Riesz Uber die 

	

•	. Parstéllung von liriearcn stetigen Funktionalen in einem Hilbert-Raum (sehe 'bei-' 
spielsweis [13: Satz .11 13]). Geht man von der Gleichung	-	- 

(I - A)h = g	(g,sh E H9())	,	 -	.	.	(39)' 

aus, so ist fur fixiertes E 03 dos Funktion'tl Re [h()] be7ugllch g E H5 (0J) line'ir und 
steti'g (siehe dazu auch [13: Beweisevon Satz IV 1 und Satz IV 2]). Damit existiert 
eine Funktjon K,-'-- K1 (z, ) fur die K&, ) E H(03) fur jedes fixierte E 03 ist und 

Re [h()] = f f g'(z) K 1 '(z, )d dy	 -	'	' (40) 
-	(5	 •.	..	.	 -	-'	. 

gilt..Ist in (39).spezieil h = q, so folgt wegen der Orthonormiertheit und Volistandig- 

•.keit' von {},' aus (40) die Darstellung K, (z, ) =	1e [,()] ((I _:A) [,(z)]).'

-. 
Analog ergibt sich Tm [h()] = f  g.'(z) K2 (z, ) dx dy i ijr . alle h, g E 1J (03), die (39). 

erfiilen; und K&, C) = ' Tm [()] {(I - A) [q,(z)]}. Zusammenfassend erhält 

	

-	 •	 ,.	.	- 
man damit (38), wenn in (39) nun h = r gsetzt wird I  

31
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Bemerkungen 1.. Die D'ste11ung von . r mit Hilfe eines Kerns weist ei 'ne enge Verbindung 
zur Theorie der Bergmanschen Kernfunktion auf. Solche Darstellungen von konformen oder. 
quasikonformen Normalabbildungen sind in [2, 3, 5, 6, 11, 131 gegeben worden. 2. Auch für.: 
die Abbildung I aus bschnitt 2 ist zumindest ainO Reihenentwicklung moglich. Orthonor- 

• miert man die in (11) benutzten Ansatzfunktionen bezüglic .h der Bilinearform Re f  hi(z))/ 
POW dx dy, so ergibt sich aus (13) fur jbdcs 4 EC die Darstellung	.	C 

Re[/()—.]	E I I 11 - ---1 Rc.[x,2(z)]dxdy 

	

V	

V	 2 	POW]  
V	 C 

wobei das Funktionensystenl	durch die oben beschriebene Orthonormierung erhalten 
•

	

	wird. Eine analoge Formel ergibt sich auch für den Imaginärteil von f . Die Frage, ob eine Dar-



stellung mit Hulfe eines Kerns vie in (38) moglich ist soil hier nicht beantwortet werden 
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