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'tTher die Halbierüng der Ordnung 'bei rezijroken Po1'nomen und Anwendungen - 

S. Fiirppr und F. SCIöNE	 ' S. 

Es wird ein Satz übr die-Halbierung der Ordnung bei reziproken Polynomen her'eleitet.und 

	

• dessen Anwendung in der Praxis aufgezeigt.	
0 -	 •	 ,' 

oxaablBaeTcR oHaTeopeMa OJenelM nononam cTeneHI4 • nO.nIHOMa C o6paTHblMMHyJIHMI1 
• ii yxaabrBaeTcH eë npiiMeHeHiia.  

A theorem for halving the order of reciprocal polynomials is derived and numerical applications 
are given.	•'	.	0	 .	 • .	 .	 .	 - 

1. lEinleifling. Ma nennt. ein Polynom reziprok, wenn wit jedei Nullse11e, z0 . auch - 
deren Reziprok\vert l/z 0 eineNu11telle des Polynoms ist. Da reziproke Polynome 
ungeraden Grades stets die Niillstelle —1 besitzen, entsteht durch Division clieses 

• reziproken. Polyniöms durch ,z + 1 ein riprokes Po1ynoin geraden Grades (siehe 
[3: S. 120]): Man kaim. sich daher auf die' Behandlung vn reziproken Polynomen 

• geraden Grc1es beschränken. Voç. dem Computer-Emnsàtz in, der Numerischen 
Mathematik hats , man die Wurzeln von reziproken Po,lynomen bis 8. Grades cm-
sch1il31ich exakt berechnet. Dureh den Compute-Einsatz wurden diese Methoder 
leider vernachlassigt, obwohl sie -wegen der. Ha1birung der Ordnun des P61ynom-. 

•	'grades groBe Vorti1e bieten. In .der Praxis führt. ium Beispiel die Untcrsuchung der 
• Dahlquist- .Stabilit.ät von verI1gemeinerten Mehrschrittverfahren mit variabler. 

Sclrittweite zur numerischen Losung von -Anfangswertaufgaben bei gewohnlichen 
Differentialgleiehungen adf reziproke Polynome hohen Grades (siehe [4]). Diese 

• Polynome haben ganzzah.lige .Koeffizientenç so daB man deren Funktions'erte mit 
Hilfe des Horner-Schems .ohie Rundungsfehler berechnen kann. mi dritten Ab-
schnitt dieser Arbeit werclen wir näher auf.clie -Vorteile der Oben genannten Methode 

• bei der n'umerischen Berechnung aller Nulistellen eines- reziproken Polynoms em 0-
gehen.	 S	 '	 S S	 S 

2. Das Resultat.. Wir werden hier die entsprecheide 'Aussage formulieren und be-
•	weisen.	'	S '	 . S	 S	 -	 S 

Satz 1: Das reelle Polynam,2n-ten Grades •	 S	

.	 : 

•	
- n—i	 •0	 ,	 0	 '	 • 

P2 (x) =E ak(xk + x2 ") + ax	• '.	0	 0 .	 - ( 1) 
•k0	

-	 H:	.	 0	 •	 -,	 •	 - 

mit a0 4 0 und P2 ,,	1) 4 0 ist reziprok und; -	 - '. : • 

Q2 (z) = (1 - z)2n	

(	

I	 (2) 

0	 -

0	

,
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mit dei Koe/izienten Ck (k -• 1, ..., 2n)i8t ein Póynorn Q n-ten Grades in z 2 . Man er-
•	halt alle Nulistellen	, •,^2, von . (1) au.s den Nulistellen z 1 , ..., z2,, von (2) durch 

= (1 ± z)/(i— Zj) (l='i,..., 2n).	 . 

Beweis: Mit der Vorausset'zung a0 ' 0 ist 0 keine Nulistelle von (1). Etir x	0 
gilt	.	.	.•	 .	 - 

= Jak(xk± x2±")+.ax	x"P2(x). /	 . 

kO	\	- 

Daraus folgt, th13 mit jeder Nulistelle = et ' von (1) gleichieitig 1/ = (1/a) e-1' 
mit : = 1/i. Nulistelle, dàs PMynom F2,, also reziprok ist. Wir betachten nun die - 
konfoime Abbildung . x	z = (x-- 1)1(x + 1) und setzen z1 =	- 1)/(z + 1) 
(l	1, ..., 2n). Offensiehtlich ist dann . Q2,,(z j) = (1 - z,)2'F2,,(j)	0. .Schlief3-

: lich gehen bei dieser .konformen /Abbildung die Nulistellen 1/ i die Nulistellen 
(1/ - 1)/(1/ ± 1) = — Zj uber. Daraus folgt die Darstellung. 

nn 

Q2,,(z) = c 2,,fJ (z - z) (z -f- z 1 ) = 62fl /I (z2 - z 1 2) = Q,,(z2) I 

Bemerkung :Es 'St P2 (x)/z5 _ a(x + 1/x)'+ a1(x' 1 + i/x'') + ... +; a,,- ,(x + 11x) 
+ a. Die Klammerausdrucke(x" + 1/x k) hierin tasen sich dureh Ausmultiplikation der 
Potenz (x .+ liz)" und die Substitution x± lfx =-t in Polynome k-ten Grades in t uberführen: 
X2 + 1fx2 = 1 2 — 2, x3 + l/x3 t3 - 31, x4 + 1/2,4 = t —46 + 2,... Auf diese Weise er-
halt man aus P2 ,,(z) èbenfalls ein Polynom n-ten Grades, jedoch.in I = x + liz. Dies war der 
bisherige Standardweg bei der Ermittlung aller Nullstellen reziproker Polynome (siehe [3]) 

• Satz 2: 1st P2,,(x) entspechend (1) ein reziprokes Polynom,so ist auch P+2(x) 
= (x - y) (x— I/y) P2 ,,(x) mit .74 0 ein reziprokés Polynom.  

Beweis Sei O = 77- + 1//) Dann gilt 

P2+2(x) = (x2 ± 'âx +. 1) P2- (X)' =E 4.(x" + X2" +2 ") + b,,+1x'+' 
k=O - 

mit b0 = a0 , b 1 - MO .+ a 1 , b = ak_ 2 + a_1+ a (k = 2, ...; n) und b,,+ 1 = 2a,,_1 
+ ba,,. Dies ist also -ein PolyDorn der Gestalt (1), so dal3 seine Bezeichnung mit 

,,+2(x) gereehtfeçtigt und es reziprok ist I	.	. 
Bemerkung: Dividiert man dasieziproke Polynom 2 ,, 0 (x)mit Hilfe des doppelzeiligen 

HornCr-Schemas (siehe[l])durch z 2 + iz + 1, so erhätnian des reziproke Poly nom P2,,(x). 
Damit gilt ailgemein, 4aB man bei der schrittweisen Deflation eines reziproken Polynoms vom - 

- ' Grade 2n mit Hilfe des doppeizeiligen Horiier - Schemas, Wie es sum Beispiel das VerfahrCn von 
Bairstow (siehe [1]) erfordert, stets reziproke Pojynome erhält. 1st x0 E (-1, 1) eine Nulistelle 
eines reziproken Polynoms vom Grade 2n, so ist diesp' nach Definition eines reziproken Poly. 
noms stets eine Doppélwurzel. Diese evetituell vorhandenen Doppclwurzcln kunn man daher 
von vornherein mit Hilfe des doppeizeiligen Homer Schem is abspalten ieil ja P2 ,,(z) in Satz 1 

• nach Voraussetzung ± I nicht als Nullstellen besitzen darf. Des nach dieser Deflation erhaltenè 
m 

	

• Reetpolyno ist daher stets wieder eiri reziprokes Polyriom. .	.	. 

2n	- 

3.-Anwendungen. Gegeben sei das reziproke Polynom P2,,(x) = ' aix", a2 _ = ak für - 
kO 

• k =.0(1) n. :Dann erhält man das gesuehte Polynoni Q,,(z2) = Q2,,(z) aus Satz 1 
(siehe (2)) mit Hilfe der -Formel	.	.	. 

2n 2n1 1
	

(1) (2n—l\
Q,,(z2) ' L' L'(_l)"ai 	)zi+k,	 (3) 

lO k=O j=O  	"	/ 

•	.	 •
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•dennnach. (2) ist  

QflP2fl)1_z 

•=	a (
	) 

( 1.— Z) 2 =	a t ( 1 + z)' (1 z	 - 
-	1=0	1 - 	 1=0	 '.	. 

-	 213	1	 --1
a;{	

z}j2n-1'(2n- 
k	) 

( l)-kzk} 

	

10	yO	 kO	 S 

• 2n 2n-1 1 I t (2n,— .1\	.
	•(.) 1)k zi+.kaj.
1=0 k=0  

Reziproke Polynome,ergeben sich, wi&bereits in der Einieitung erwähnt, dirékt 
zum Beispièl bei. der Untersuehung der Stabilität von 'Mehrschritt-Verfahren bei 
Anfangswertaufgaben von gewohnlichen .J)ifferentialgleiehu ngen (siehe [4]). In 
[3 S. .121-122] wird geze.igt, wie sich durcheinhkhe Transformationèn auch gé-
wisse, riicht reziproke Polynome auf reziproke I'olynome zurückfuhren lassen tim-
für numerisehe Testzwecke b.eliebig viele reziproke Polyn6me zu konstrtiieren, 
gehen wir folgendermal3en vor: Wir geben zunächst n be1iebigeNu11ste11en•vorund 
erganzen, these n Nulistellen gemaB Satz 1 auf 2nNullstellen: Bei Vorgabe einer 
reellen ocler komplexen Nulistelle wird ihr Kèhrwert als zusätzliche. Nulistelle er-  

•	gänzt. 'D unser . Programm reiproke Polynome mit reelien Koeffiziehten berechnen 
soil, muB man bei Vorgabe einerl.thniplexen NuUstelle noch die dazu konjugiert-
komplexe Nulistelle unci deren Kehrwert hinzun'ehmen. 1st zum Beispiel yjund1/y1' 
eine Nulistelle, so erhàJt man daruit das reziproke Polynom x 2 - (y + '/Y,) x ' 1., 
NachSatz 2 folgt, daB (lie Muitiplikationdieser Polynome 2. Grades für alien vorge-
gebenen y , l = 1(1) n, ebenfalisein reziprokes Polynom liefert.	•	. . 

Aufdiese-Weise haben wir mit Hulfe eines FORTRAN-Programms elne Reihe von reziproken - 
)Polynornen konstruiert. Aus Platzgrundenseien hier ntlr einige reziproke Polynome niedrigen 
Grades mit (teil*eise) den zugehorigen Nulistetlen angegeben:	S 

1.P4 (x) = lOx' - 27x3 — 110x2 - 27; +1OmitdenNullstellenx 1 =-5,x2 = !/5,x3	—2, 
x4=-1/2.  

2. P4(x) = x' — 2x2 + I = 0 mit den Niillsteilen x12 = 11 X3 1' ± 1. Achtung: Hier be-
kommt man alle Nulistellen von P4 (x) direkt aus dem doppelzeiiigen Homer-Schema. 

3.Ps(x)rnitao=as.=l,a.1a7=-6,a2=a6!8,a3a5_33,a4=40,25mjt  
folgenden komplexen Nullstellen:.x 1 ., = 1 f i, x34 = 1 + i, x56 -= 1/2 ± (1/2) i, x78 = 1/2 
±(1/2)i	.:	.	•	 ., 

4. P1 (x) mit a0 =a12 =1, a 1 =a 1 =4, a2 =a10 =-5, ar=ae=23,a4=as=12, 
a5 = a 7 = —9 ünd a6 = Dieses Polynom hat z\ei reellend fiinf konjugiert-komplexe Null-
stellcnpaare.  

Zur Vorgeiiensweise in der Praxi: Zuerst rnuI3 mail, vie oben ervähiit, bei einem 
gegebehen;reziproken Poiyiiom 2n-ten Grades eventuell vorhandene Doppelwurzeln 

- - ±1 mit Hilfé des cloppeizeiligen J-Iorner-Schemas abspalten: Dann berechnet man - 
- mit (3) das gesuebte Polynoru Q13 (z2 ). ..Anschlief3end bcrechnet man mit Hulfe eines 
• beiiebigen Verfahrens zur Berechnung aller Nulistellen eines reellen Polynonls, z. • B.	•

des Bairstow-Verfahrens, alle Nulistellen z 1 2,. ., z, 2 . vonQ13 (z2 ). Die gesuchten Null-
te11en , vonP2,(x) ei'hält man clann aiis t = ( 1 + z 1 )1(1 — z 1 ) und 1/ (1 = 1, . .., n). 
1)a die Koeffizienten von Q 13 (z2) bereits bei.Polyiornen voni Grade 30 sehrgroB 

werden könnez, muiB man in solehen Fallen bei hohen...Genauigkeitsforderungen	'. • 
• - eentuI cine- MP-Software. (	multiple precision) verwentlen. Wir habe'b . alle • - 
• Rechnungen auf der Rechenanlage CYBER 180860 dëHochschu1rchenentrums 

•	-	 I	•	 S
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der Justus-Liebig-Universitat Gie8en clurchgefuhrt.. Urn gut .e ,Startwerte für clas' 
gewahlte Iterationsverfahren zur Berechnung aller N'ullstellen von Q(z2) zu er-
halten, kann man die versehiedenen Ernschliel3ungssatze fur ailgemerne Polynonie 
auf den Spezialfall der reziproken Polynorne anenden (Nhcressiehe[1, 2]). 

Wir haben u a. zur Berechnung alter Nullstellen von Q(z 2) das klassische Bairstow-Ver-
fahren verwendet. Dabei haben wir die Nullstellen 'von Q(z2 )'.bis zum Grad 3 einschlieBlich 
exakt berechnet: Damit werdn reziproke Polynome bis zum Grad 6 einschlieBlich exakt, ge 
lost Man hatte auch noch Q4 (z 2) ex-Lkt losen konnen hier ist man aber mit einem Iterations 

	

•	verfahrenim' ailgemeinen wesentlich schnellér amZiel. Die Koeffizienten von Q(z2) in auf-
steigender Reihenfolge zu den Beispielen 1, 3 und4 lauten folgendermaBen:'	'.	. 

• •;	••.1. ,144,34O,-36.	3. 1/4, 3,- 21 1/2, 75, 561/4;  
872,'480,'3280, 1504, —1080, —16.  

Zum Vergleich geben wir auch die Koeffizzenten von P(x + 1/x) 7U diesen Beispielen in auf 
steigender Reihenfolge an 

1 —130 —27 10	3 25/4 —15 14 —6 1 
4 —32 —58 41 3 —11 4,'1. 

Mit Hilfe eines Oomputèr-Algebra-Programms kann man selbstverständlich das Polynom 
Q(z2) auch direkt aüs (2) bereáhnen. Wir haben dies zum Beispiel zum Vergleich auch mib Hilfe' 
des Software Paket,s muMath von Microsoft gemacht Dieser Weg ist jedoch umstandlicher 
und zeitaufwendzger als der Weg uber (3) Daher geben wir hier ein Ji ORTRAI\ Unterpro 
gramm zu (3) an 

1	SUBROUTINE KOEFF (A, N, B)	16- 230 CONTINUE	". ...2	DIMENSION A(O:10) B(0:40) -	17	O240L=I—J±1,I	. 
3	DOUBLE PRECISION A,'B	O BIN '18 , BINO= .BINO* L 

- 4	. DO 210 I = 0, N	1	'. 19 240 CONTINUE	 . 
5	B(i) = O.D0 .	,.	.	20	DO 250 L = 2,. J	.	. 
6 210 CONTINUE 	.	.'	 21	')BINO = BTNO/L  
7'.	DO 280 1 = 0, N	•	•.'	. ..	22. 250 CONTINUE.	. 
8	DO27OK= 0N— , I	. • : •	23.	1 B(K + ,J)'=B(K + J+'(_1)**.: 
9'	DO 260'J = 0, 1	 .	KBTNOA(1)'.	 .. 

10	BINO = 'l.DO . '. •	 24 260 CONTINUE'  
11	• DO 220 L = N - I.- K + 1, N - I 25 '270 CONTENUE'	.•.	 . . . 

12	.BINO:.BINO*L .	-	. 26 280 CONTINUE .	.	•. • 
13 220 CONTINUE	. •.	 27	RETURN	 .•. \	

S 

14	DO 230 L 2 1 K	 28	. END 
15,. :	BINP	.BINO/L	 ,.	. .	 •	:.	• 

Erwähnen möchtn wir'noch, daB das Programrn muMath die Nulistellen von 136i-
spiel 1 exakt in Form von zwei Bildschirmseiten liefert. Verwendet man den manch- 
rnalnutz1ichehVereiiifachhngsbefehi ,,trgexpd" mit dem Parameter —7", so erh1t 
•man für, die gesiichten Nullstellen eipen noch langeren .Ausdruck. Zum einfachen 

• Po1yn6mx4 x3 '+ 1 = 0 jmnd selbst zum Polynom x3 - x2 + 1 = 0 antwortet,'
muMath ,,Ich kann es nicht Es ist eben nicht alles Gold, was glanit Ohne Zweifel 
ist die Computer Algebra in vielen Fallen sehr hilfrezch Fur aligemeine Polynorne
funften und höheren Grades ist nach dem:Satz von Abel sowieso jedes Computer-



AIgebra-Irogramn ,,gestorben". Berechnet man dageen mit: einem. sogenannten 
• ' ,,general' pu rpose" -Program m'für Polynome, zum Beispiel' mit dei, Programm 

• ,,Eureka —The Solver" von Borland, die Nullstellen von x8 - 4x6 + 6x4 - 2x2 + 1 

	

•	= 0 mit den exakten Nullstellen x 1 =X2=X3 = X4 = 1, x5 =X 6 = X7 == 
so erhalt man zum Teil nur auf zwei DeLlmalste)len genaue Nullstellen und sogar 
Nulistellen mit Imaginarteilen von 1-10-
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•	•' Berechnet man zum Beispiel alle Nullstellèn zum Beispiel '3 direkt iiber P8(x) 
• ' jt Hulfe des Bairstow-Verfahrens und einmal mit file von Q,i(z2),'sc 

liefert 'das 
Bairstow-Verfahren in 3,7 s urn' 2 his 3 Dezirnalstellen ungenauere NullteUen als 
das Bairstow-Verfahrèn für Q(z2) in 0,05 8. Wir haben noch viele ardere reiiprokè 
Polynome . aufdieseWeise gelost. Dabei zeigten sich,sovoh1 bez. der erreichte'n'Ge-' 
nauigkeit, der Rechenzeit und der Anzahl der jeweils gefundenen Nullstellen von(1) 
die erwarteten Vortile des Wegestiber Q(z2). Insgesamt liefert'die Halbierung des 
Polynomgracles bçi. reziproken Polynom'en 'des Grades 2n < 100, deren Nulistellen 
mit entsprechend hoher Genauigkeitsforderung gesucht sind, sesent1i6he Vorteile 
gegenüberder direkten Bereclnung aller , Nullstellen von (1). Die ,e Arbeit bestatigt 
wieder einmal' mehr, daB es sich lohnt, für spezielle mathematische Aufgaben eigene 
Verfahren zu.entvibke1n, die oft ink Prinzip schon lange vor dern Computer-Einsatz' 
mit Erfoig angewandt wiirden.  
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