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Uber dle Halblerung der Ordnung bei reznproken Polynomen und Anwendungen .
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.Es wird ein Satz ub¢r dle Halbxerung der Ordnung bel rezxproken Polynomen hergelextet und -
‘dessen Anwendung in der Praxrs a.ufgezelgt ’ .

. Hoxaaunaercn opHa reopema 0, HeJleHUn nononaM CTeTeHN - nonmloma c o6parnumu HyJIﬂMM -
"I YKa3HBACTCA €8 MPHMEHEHHA. .

: A theorem for ho,lvmg the order of rccxprocal po]ynomla.ls is derived and numerlcdl a.ppllcat,lons
N i e

1 Elnleltung Mgn ncnnt, ¢éin Polynom rezzprok wenn mit ]eder Nullqt,elle 2 auch
. deren Reziprokwert l/z0 eine Nullstelle des Polynoms ist. Da reziproke Polynome
. 'ungeraden Grades stets die Nullstelle —1 besitzen, entsteht durch Division dieses

. *-reziproken. Polynioms. durch 2z + 1. ein reziprokes Polynom geraden Grades (siehe

[3:S. 120]): Man kann sich daher auf die: Behandlung von remproken Polynomen
...geraden Grades beschrinken. Vor. dem Computer-Einsatz in’ der . Numerlschen;
' "Mathematik hat; man die Wurzeln von reziproken: Polynomen" bis. 8. Grades ein-
schlieBlich e\akt berechnet.. Durch ‘den Computer-Einsatz wurden diese Methoden
leider vcrnachlassxgt obwohl sie wegen der- Halbxerung der Ordnung des Polynom- .
N grades groBe Vorteile bieten. In der Praxis fiihrt. Zum Belsplel die Untersuchung der
. Dahlquist- Stabllltat von verallgememertcn Mehrschrittverfahren mit variabler. .
_ Schrittweite zur numerischen Lésung von ‘Anfangswertaufgaben bei gewohnhchen \
) leferentlalglexchungen auf reziproke Polynonie hohen Grades (siehe’ [4]) Diese
Polynome haben ganzzahlige Koeffizienten; so dall man deren Funktionswerte mit.
Hilfe des Horner-Schemas ohne Rundungsfehler berechnen kann. Im dritten Ab-
. schnitt-dieser Arbeit werden wir niher auf.die Vorteile der oben genannten Methode "
.bei der numerlschen Berechnung allex Nullstellen eines’ reznproken Polynoms ein-
gehen - :

e, Das Resultat Wir werden hler dle entsprechende Aussage formulleren und be-
",welsen . L o T

Satz l Das reelle Polynom 2n ten Gmdes o

~ ’ .

“Pv(‘“) 'Zakx"+x2" ")+ax" N

' N ’ . T ' ' ,,‘ >." . " (\

it ao =:‘=0und Pzn(:i:l) =#= Ozst rezzprok und,". A | L
! , (1 S

. an(z)—(l—z)2nP2,, (1:) S e e
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-'mit deh K oeﬂi'zienten g (k=1, 2n) ist ein Polynom Q, n-ten Grades in 22. Man er=
hdlt alle Nullstellen &, ..., 52,. von . (l) aus den Nullstellen 21y s Zon von (2) durch
51“‘(1-*-2:/(1—21)(1——1 - 2m). ' « —- -
"Beweis: Mit der Vorausset/ung a, =i= 0 ist O keine Nullstelle von (1). Fur z. # 0
gilt NP . . .

N

Pz,,(llx )_:, 'ak'x"" -{-A’x‘2",+") {,la x;" = x—2"P2,'.(x) N ‘

\"Daraus fo]gt ‘daB mit- ]eder Nullstelle S = pel? von (1) glelch/entxg 1/ =(1)o) e —”’ .

‘mit &:= 1/& Nullstelle, das Polynom P, also reziprok ‘ist. Wir betrachten nun dle s

Lonforme "Abbildung z —z = (x' = 1)/(x + 1) und set,7en z = (& — V)& +1)
(= , 2n). Offensichtlich ist dann Qz,,(z,) = (1 =~ z;)*" Pg,,(é,) =-0. SchlxeB-'

“lich gehen bei dlesel konformen /Abblldung die Nullstellen 1/&, in (he Nullstellen - .

1/5, — /(& + 1) =—2 uber Daraus folgt die Darstellung

Q’-’"(z) = 62"” 2 —2) (2 + @) = [[(»’«2 — 2 = Qn(ze) A

Bemerkung Es ist Pzn(x)/x" = qp(z™ + I[x"‘) —+—a1(:c" 1 + 1/1" 1) + oo+ a4 1)
+ a,. Di¢ Klammerausdriicke (x" + 1/2*) hierin lassen sich durch’ Ausmultlphkatlon der
'« Potenz (z 4+ 1/2)¥ und dic Substltumon x4 tfz =in Polynome k-ten Grades in ¢ iiberfidhren:
224 1fa? =12 — 2, 23 4 125 =2 — 3, 2% + 12t =8 46+ 2, ... Auf diese’ Weise er-
hédlt man dus P,,(z) ebenfalls ein Polynom n-ten Grades, chooh int = z + 1/z. Dies war der .
- blshcngc Standardweg bei der Ermlttlung allcr Nullstellen reziproker Polynomc (snche ;3.

Satz 2: Ist Pe,,(x) entsprechend (1) emn rezzprokes Polf/nom .50 ist' auch P2,,+2(x) '
=(x—7y) (x— l/y Pz,,(x) mit y =+ 0 e rezzprokes Polynom v : -/

Bewels Scl 8= - (y + 1// Dann gllt
Pz,,+2(x) (x' +6x + )qu(x) Zbk zk + x2"+0 k) + b n+1 x"“

mit b —ao»bx —‘6a0+a’lsbk—ak 2+(5@; 1+ak(k—2 ,n) und by 4, :2an )
-+ da,. Dies ist also-ein Polynom ‘der Gestalt (1), so daB seme Be/elchnung nnt,
2,.+2(:z:) gerechtfertlgt und s rez:proL ist 8- / .

Bemerkung: Dividiert manb das reuproke Polynom P, 1o(z)-mit Hilfe des iloppelzeilfgen
\,Horncr -Schemas (siehe-[1]) durch z® + 0z 4 1, so erhilt 'man das reziproke Polynom P,,(x).

Damit-gilt aligemein, daB man bei der schnttwclscn Deflation eines reziproken Polynoms vom "
. Grade 2n mit Hilfe des doppelzelllgen Horner-Schemas, wie ¢s zum Beispiel das Verfahren von - -

Buairstow (siehe [1]) erfordert, stets reziproke Polynome erhalt. Ist 2, € {—1, 1} eine Nulistelle -
cines reziproken Polynoms vom Grade 27, so ist diese'nach Definition eincs reziproken Poly-
noms stets eine Doppélwurzel. Diese eventuell vorhandenen Doppt,l“ urzeln kann man daher
von vornherein mit Hilfe des doppelzeiligen Horner- Schemas abspalten, weil ju P,,(z) in Satz 1_
‘nach Voraussct/ung =+ 1 nicht als Nullstellen besitzen darf. Das nach dieser Deflation erhaltene
Restpolyriom ist daher st‘,ets.w!cder eir reznprokcs Polyriom.

N . - ’ B . 2’: - .-
3. Anwendungen. Gegeben sei das renproke Polvnom PZ,,( = )] ayx*, gy =. 0y fiir
k=0
k = 0(1) Dann _ erhilt man das gesuchte Polynom Q,,(z2 = @1(2), aus Satz 1

(siehe (2)) nnt, Hilfe der Formel ' )
oot ‘~l on I\ - 3
e = 2E s () () e - 3
B => k=0 ;= . 7— ) . . . .
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".denn nach (2) ist - o . . . 3
. ] v
e = P, ( fj) Wz |
2n 4 2n ° ‘ ’ ’ :
=&Y (1 - z) (-2 = ¥ afl 42 (1 — 2)@—
1 1 —=2 1=0 \ \
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Reuproke Polynome ergeben sich, ‘wie*bereits in der Einleitung erwihnt, dlrel\t

zum ‘Beispiel bei. der Untersuchung der Stabilitit von Mehrschritt-Verfahren bei
Anfangswertaufgaben  yon gewohnhchcn Differentialgleichungen’ (siehe [4]). “In

[3:S..121—122] wird gezeigt, wie sich durch.einfiche Transformationen auch ge-
" wisse, nicht reziproke Polynome auf reziproke Polynome zuriickfithren lassen. Um.

fiir numerische Testzwecke beliebig viele reziproke Polynome zu konstruieren,
gehen wir folgendermaBen vor: Wir geben zunichst n beliebige Nullstellen-vor-und
erginzen diese » Nullstellen gemidB Satz 1 auf 2» Nullstellen: Bei Vorgabe einer

reellen oder komplexen Nullstelle wird ihr Kehrwert als zusitzliche. Nullstelle er- .

_ginzt. Da unser. ‘Programm reziproke Polynome mit reellen Koeffizienten berechnen
jsoll, mufl -man bei Vorgabe einer lkomplexen Nullstelle noch die dazu konjugiert-
komplete Nullstelle und deren Kehrwert hinzunehmen. Ist zum Beispiel y; und: 1//,

“‘eine Nullstelle, so erhiilt man damit das reziproke Polynom 22 — (y, + 1/y) z + 1.

‘Nach’ Satz 2 folgt, daB die Multlpllkatlon dieser Polynome 2. Grades fiir alle n vorge- v

gebenen y,, 1= 1(1) n, ebenfalls ein xeuprol\es Polynom liefert.

Auf diese-Weise hnben wir mit Hilfe eines FORTRAN- Progmmms eine Relhe von reznproken :

Polynomen konstruiert. Aus Platzgriinden secien hier nur einige reznproke Polynome medrlgen
Grades mit (teilweise) den zugehéorigen Nullstellen angegeben:

1. P,(x) = 10z¢ — 27:53 — 110x~ — 27z ++10 mit dcn 1\*ullst:ellen:zc1 =-5, x2 = 1/5 xs = —é

’

~ stellenpaare. - v ’

.= Da die Koeffizienten von Q,,( ) bereits bei. Polynomen vom Grade 30 sehr groB ]
werden kénnen, muB man in solchen Fillen bei hohen\GenauJgkeltsforderungen '

Loy = —1/2.
T 2. Pyx) = 2t — 2x2 + 1 = 0 mit den an]stellen Z,, =41, x:, = 4-1. Achtung: Hier be-
kommt man alle Nullstellen von Py(x) direkt aus dem doppclmlhgen Horner-Schema. :
i -3, Py(z) mit ay =ag =1, a, = a, = —6, a2—a°—-18 a4y = a5 = —33, a4—4020 mit |
. folgenden komplexen N’ullstcllcn Zyp =1 j: I, 23, =141, x,, o= 1/2 :}: (1/2) i, 2, 4 = 1/2
xR
4. P,,,(x) mit ao—alz-—l a, = a;, =4, a, = ayy = —35, a,,—a,,—23 a4_aa— 12
as = a, = =9 and a6 = 4. Dieses Polynom hat zwei reelle ind funf konjugiert- komplc\te Null-

Zur Vorgehens'weise in der Pla\(ié /uerst muf} mai, ‘wie oben erwéihilt bei einem

gegebenen:reziproken Polynom 2n-ten Grades eventuell vorhandene Doppclwuueln
41 mit Hilfe des doppelzeiligen Horner-Schemas abspalten. Dann berechnet man

mit (3) das gesuchte Polynom @,(z%). AnschlieBend berechnet man mit Hilfe eines:

.beliebigen Verfahrens zur Berechnung aller Nullstellen eines reellen Polynoms, z. B.
. des Bairstow-Verfahrens, alle Nullstellen z,2 s+ 22 vonL@y(2®). Die gesuchten Null-
. stellen &; von P,,() erhilt man dann aus & =(1 + z,)/(l —zpund 1/§, (L = 1, ..., n).

- eventue]l eine. MP-Software, (= multiple precision) verwenden. Wir haben alle
Rechnungen auf der’ Rpchpnqnlage CYBER 180-860 de’é‘Hochschlllr?_cllenzentrums

. . 1
N :
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. Zum Verglelch geben wir. uuch dxe Koefﬁzxcnt/en von P (2: + I/x) zu diesen Belsplelen in auf- ‘

15 = BINO =-BINO/L M P o
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dcr Justus Lxebxg Umverqltat GieBen durchgefuhrt Um gute Startwerte fiir das'

. gewahlte Iterationsverfahren zur Berechnung. aller Nullstellen von Q,,(zz) Zu er-

~

halten, kann man die verschiedenen EinschlieBungssitze fiir allgemeine Polynome

A , auf den Spenalf&ll der reznproken Pglynome anwenden (Naheles snehe [1 27).

Wir hmben u. a. zur Berechnung aller Nullstellen’ von Q,,(z’) das kla.ssxsche erstow-Ver- ’
fahren verwendet. Dabei haben wir die Nullstellen von @y(2%) -bis zum Grad 3 einschliéBlich-
exakt berechnet: Damit werden reziproke Polynome bis zum Grad 6 einschlieBlich exakt, ge-
16st. Man hat,t,e auch noch Q,(z?) exakt losen konnen, hier ist man aber mit einem Iterations-
verfaliren_im’ aligemeinén wesentlich schnellér am-Ziel. Die Koeffizienten von @y (z2) in auf-
st,elgender Reihenfolge zu den Belspxelen 1, 3 und-4 lauten iolgendermuBen

1. =144, 30, —36. 3. 1/4,3,211/2, 75, 156 1/4. .
24, 36; 872, 480 ‘3280, 504, —~1080, —16. .. . e

\

_steigender Relhenfolge an: )
<L —130 —927,10. 3. 2014 —1:,, 14 —6 1.

” 4. 32, -'58,41,3, 1,41« L

\ht Hllfe eines Computer Algebra Progmmms kann man selbstverstandlxch das Polynom i o
Q.(2%) auch direkt aus (2) berechnen. Wir haben dies zum Beispiel zum Vergleich auch mib Hilfe'

" des Software-Pakets ,,muMath** von Microsoft gemacht. Dieser Weg ist jedoch’ umsténdlicher °

und zeltaufwendlger als der Weg uber (3)- Daher geben wir hier ein FORTRAN- Unterpro-
gramm zu (3) an: : . . .

SUBROUTI'\E KOEFF (4, N, B) ‘16 2‘30001\TINUE .

.1
"2+~ DIMENSION 4(0:20), B(0: 40) - 17 DOMOL=I-—J+1,1 -
3 DOUBLE PRECISION ‘4, B; BINO ‘18 - BINO = BINO*L .

"4 -DO210I=0,N : 19 24OCO'\I1‘I\UE . ST
5 BI)=0DO.- - . . 20 D02aOL—2J AR oY
6 210 CONTINUE oo 21 \BINO = BINO/L ~ - . | |

7. DO280I=0,N - .. 22 250CONTINUE. . -

8 DO2OK=0uN-—-I - - .23 B(K+J)—B(K+J)+(—1)*"‘ :

9" DO260J =01 - - ' . e K*BINO*A(I).

10 BINO =1.DO . . " " 24 260CONTINUE "

11-  DO2200L= N—I—K+1 N—I 25 270 CONTINUE
12 .BINO:<= BINO* L : . - +. .26 280CONTINUE T e

13 22000NTINUL - T . 27  RETURN N
14  DO20L=2 K. ¢ 28 .END : R

Erwahnen méchten wir noch, da$ das Programm muMath die Nullstellen von Bei- . -
spiel 1 exakt in Form von zwei Bildschirmseiten liefert. Verwendet man den manch- -~
mal niitzlichemVereinfachungsbefehl ,,trgexpd* mit dem Parameter ,,— 7%, 80 erhdlt-
‘man fiir die gesuchten Nullstellen einen noch lingeren .Ausdruck. Zum einfachen -
Polynom 2' — 2%+ 1 = 0 and selbst zum Polynom’ 23 — z? 4 1 = 0 antwortet. -
‘muMath: ,,Ich kann es nicht‘‘: Es-ist eben nicht alles Gold, was glinzt. Ohne Zweifel
ist die Computer-Algebra in vielen Fillen sehr hilfreich. Fiir allgememe Polynome -
fiinften und-hoheren Grades ist nach demSatz von Abel sowieso jedes Computer-
Algebra- Proglamm ,,gestorben‘‘. Berechnet man dagegen mit; einem. sogenannten
,,gencral purpose “Prograram’ fiir ' Polynome, zum Beispiel' mit dem; Programm

,Eurcka — The Solver* von Borland, die Nullstellen von z8 — 4z% + 6:1:“ — 222 + 1
=0 mit den exakten Nullstellen z; = z, = X3 =2y = 1, 5 = %5 = 2; = Zg= —1,
so erhilt man zum ‘Teil nur auf zwei Deuma}stellen genaue Nullstellen und sogar
Nu]lste]len mit Imagmarteﬂen von 1- 10'

NN
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Berechnet man zum Belsplel alle Nullstellen zuin Belspxel 3 dlrekt uber Py(z) .

" mit Hilfe des Bau‘stow Verfahrens und einmal mit Hilfe von Q,.(zz), 50 liefert das
Bairstow-Verfahren in 3,7 s um 2 bis 3 Dezimalstellen ungenauere Nullstellen als'-.
das Bairstow-Verfahren fiir Q,,(zz) in 0,05 s. Wir haben noch ‘viele aridere reziproke -
Polynome auf diese Weise gelost. Dabei zeigten sich .sowohl bez. der erreichten Ge- -

nauigkeit, der Rechenzeit und der Anzahl der jeweils gefundenen Nullstellen von ¢

' die erwarteten Vorteile des Weges-iiber @,(2?). Insgesamt liefert'die Halbierung des .
Polynomgrades bei, reziproken Polynomen des Grades 2n < 100, deren Nullstellen - - ‘
-mit entsprechend hoher Gcnaulgkeltsforderung gesucht sind, wesentliche Vorteile

gegenuber der direkten Berechnung aller Nullstellen von (1). Diese Arbeit bestétigt
wieder einmal mehr, daf} es sich lohnt, fiir spezielle mathematlsche Aufgaben eigene

, Verfahren zu entwickeln, die oft im Prinzip schon lange vor dem Computer -Einsatz"

mlt Erfolg angewan(lt wurden. . s : - -
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