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Wir untersuchen ein System nich'tlinearer partieller Differentialgieichungeñ ; bestehend aus 
den ,Reynolds-Gleichungen und dem k-e-Modell der Turbulenz, im dreidimensionalen stationä- 
reri Fall für den Wärme- und Stofftransport in• inkompressiblen viskosen Flussigkeiten. Für 
Regularisierungeh dieses Systems wird die Existenz von schwachen Lasungen bewiesen. Da- 
bei benutzen wir einen neuen Existenzsatz fur nichtlineare Variationsungleichungen. 
HCcJIeyeTca cHcTeMa HeJ1HHelHb1x ypaBHeHlItl B 'I3CTHLIX npo143BoJ11ux, COCTOHWH H3 

-. ypainiei1 Pet1IIoi1(3a H k-e-ribiejmt Typ6yJIe11THocTH 1 B TpexMepHoM cTaHUuoHapHOM 
ciya 1H TpaHdnopTa TenJia 14 Maccu B 13H3140ft IIecarnMaeMoS H14JjKOCTH. Ljis peryisp-
8aIMH aTo'l CHCT8MU goiiaabjllaeTCn cyEuecTBoBaHe ciia6ux pewelIHl. HH BTOM H3nOJLb-
ayecn Hosan Teopeia cy[IecTBoBaHHH )J19HeJ1HHefl1Mx BapHaIaoHnux HepaseHcTn. 
We consider a system of nonlinear partial differential equations consisting of the Reynolds 
equations and of the k-e model of turbulence in the three-dimensional stationary case for the 
heat and mass transfer in incompressible viscous flows. For regularizations of this system we 
prove the existence of weak solutions. In thiscoirnection we use a new existence result for 
nonlinear variational inequalities. 

Wirbetrachten hier das System, bestehénci aus den Reynolds-G1eihungn und dem 
k-e-ModelI der Turbulenz im dreidimensionalen stationären Fall für den Wärme-
und Stofftransport in inkompressiblen viskosen Fliissigkeiten. Es handelt sich dabei 
urn em System von sieben nichtlinearen partiellen Differentialgicichungen und 
weiteren Relationen mit den ehtsprechenden Randbedingungen gernisehter Art für 
alle Gröl3en: fUr die Geschwindigkeitskomponenten, die Temperatur; den Stoff, 
die kinetische

,
 Energie der Turbulenz k und für die Dissipationsrate E. Dabei stützèn 

wir uns vor allem auf (die Arbeit von RODI [17]. Das genannte Modell besitzt Be- 
deutung bei Stromungen mit hoher Reynolds-Zahi. 

In [7] hat KoLM000Rov wahrscheirilich als rster cin vollständiges System von Gleichungen 
der turbulenten Bewegung angegeben. LAUNDER und SPALDINO [12] untersuehten Modelle 
dieser Art ausführlich. MARTSCHUX 'und Mitarbeiter [14, 15] behandelten Fragen der Dynamik 
des Ozean. Für einen Spezialfall [14] gelang ihhen die explizite Losungdesk-e-Modells. Ohne 
die Gleichungen für k und e wurdon entsprechende Gloichungen'fur den Ozean von KORDZADSE 
z. B. in [8, 9] mittels funktionalanalytischer Methoden auf Existenz von Lasungen untersucht. 
Der in'[9] benutzte Existenzsatz für Gleichungen mit schwach stetigen Abbildungen ist auf 
unser roblem nicht anwendbar.	 - 

Bei unseren Untersuchungen des genannten Modells spielen zwei Regularisierungs-. 
met,hoden eine Rolle. Zunächst werden einfache nichtlineare Diffusionsoperatoren -
in die partiellen Differentialgleichungen für k und E eiñgefuhrt. Sie Sind mit beliebig 
kleinen Zahlen e,, e, > 0 multipliziert. Bei der numerischen Realisierung werden 
haufig entsprechend klemne Diffusionsoperatoren vernachlassigt. Bei Untersuchungen 
mi unendlichdimensionalen Raum können sié jedoch von entscheidender Bedeuturig
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sein:Wir führen hier deshaib ausreichenci kleine Ausdrüekc in die beiden Gleichungen 
für k und e em. Dabei benutzen wir Ergebnisse des Autors in [4] In den Ubrigen nicht 
linearen partiellen Differentialgleichungen wird ähnlich vorgegangen. In alien 
Gleichungen sind bercits diireh (lie Gr6l3en k unci E beeinfluBte nichtlineare Diffu-1 
lsionsoperatoren enthalten. Sic besitzen allerclings nicht so gute Eigenschaften wie die 
oben genannten J)iffusionsoperatoren. Desweitcren sind in den Gleichungen für die 
Geschwindigkeitskoniponenten, die' Tëniperatur und den Salzgehalt noch lineare 
Diffusionsoperatoren aus den Navier-Stokes-Gleichungen u nd den ursprUnglichen 
Gleichungen für die Teniperatur und den Sa1gehalt ent[a1ten. 

Für die GröBen k und e wird eine weitere Regularisierung vorgenomthen. Beid 
werden gJeichgradig von unten gegen Null durch beliebig kleine positive Zahien 
abgegrenzt. Pie entsprechenden Restriktionen fiihren beider funktionalanalytischen 
Behand lung der Aufgabe für k und auf Variationsungleichungen mit konvexen 
abgeschlossenen Restriktionen, während alle übrigen Differentialgleichungen auf 
Operatorgleichungen h inauslaufen.	 - 

Wir beweisen mittels funktioualanalvtischer Methdden die Existenz von schwachen 
Losungen des genannten Systems in (W 1 (G)) 7 (p > 6)'. Unteranderem wird von uns 
ein Existénzsatz für Operatorgleichungen und Variationsungleichungen bewiesen, 
da keiner der bekañnten Existenzsit.ze anweridbar zu sein scheint.: 

Bei den Untorsuchungen beschranken wir uns auf den dreidimensiona Jen Fall. Wir konnen 
jedoch eine Dimension n mit I	n < p (p > 6) zulassen. Wir wollen noch erwähnen, daB 
anstelle der hier benutzten Zahlen e	e7 im entsprechenden nichtlinearen Diffusionsopera-
tor auchortsabhängige Funktionen und Funktionen, die vom Betrag der entsprechenden Ab- -, 
leitung abhängig sind, stehen könnën (vgl. [4, 5]). Wir wollen noch darauf hinweisen, daB die 
nichtlinearen Ansätze für die Diffusionsoperatoren der einzelnen GröBen .eigenstiindige Be-
deutung besitzen (vgl. z. B. [10, 11] für die Navier-Stokes-Gleichungcn). 

Wir haben zunächst den stationären Fall untersucht, weil ünser Zugang von den stationären 
zu den instationären Aufgaben führt. Hinzu kommt, daB Messungen in erster Linic Mr den 
BtatiOnaren Fall vorhanden sind (vgl. RODI [171). 

• Die Arbeit besteht us fünf Punkten. In Puiikt 1 formulieren wit die Aufgaben-
stellung und fiihren einige analytische Hilfsmittel. an . In Punkt 2 gehen wir zur 
funktionalanalytischen Forqrnlierung der Aufgabe über. Punkt 3 ist vor allem dem 
Naehweis der Stetigkeit der erzeugten Operatoren gewidmet. In Punkt 4 wird der 
Gesamtoperator T der Aufgabe eingefuhrt und seine Koerzivitat nachgewiesen. In' 
Punkt 5 wird die Existenz einer schwachen Losung der Aufgabe bewiesen, und zwar 
über endlichdimensionale Approximationen des Ausgangsproblems. Das gewonnene 
Resiiltat besitzt seibstandige Bedeutung 

1. Zur Aufgabenstellung 

Es sei G 6in beschränktes sternformiges Gebiet 118] mit dem Rand W. Wir betrachten 
das folgende System partieller Differentialgleiehungen für den Wärme- und Stoff-
transport in inkompressiblen viskosen Flussigkeiten (vgl. [17]): 
Kontinsitatsgteichung:

S	 .	 - 

	

ax1	-	' 
.Navier-Stokes-Gleichungen:	 - 

	

au 1	au1	1 ap	a¼. 

	

$	+ g—	(i=1,2,3).. 

	

at	ax	r ax 1	ax1 ax LOr
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Thermisc& Energie./Konzen1ration.sgleichung: 

	

+S,	(1=1,2).at	axi.  
ax a	 - 

• Dabei ist u, der Momentanwert der Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung, 
p ist der mornentane statische Druck, q sind für die Temperatñr und die Konzen- 
tration stehende skalare GröBen, S, ist ein volumetrisches Quellen-/Senkenglied, v 
ist die molekulare (liinematische) Viskosität, 2 die molekulare Diffusivität von 
er die Bezugsdichte und g i die Schwerebeschleunigung in der x,-Richtung. Uber 
gleiche Indizes in einem Ausdruck wird dabei summiert. Hinzu kommt eine Gleichung 
für die lokale Dichte o, die 0 zu lokalen Werten p, und 99, in Beug setzt: 

= 41 + 02 

Bei einer statistischen Betrachtungsweise werden die Momentanwerte der Ge-
schwindigkeit u 1, des Druckes p,und der skalarenGröl3en 92 1 in Mittel- und Schwan-
kungsgr68en zerlegt: 

u 1 =z,+u 1 ,	p = P+ P ,	q',i+0i• 
Danach werden die Querstriche weggeIasen. Wir erhalten das folgende System 
partieller Differentialgleichungen: 

	

Kontinuitãtsgleichung:	 • 

auj	0. 

	

Bewegungsgleichung:	•	'

	V	 UjUj) + g i -L	(i = 1, 2, 3).
LOr at	Oxj eT	ax,	49X	 •	•	- 

	

Tempe'ratur-/Konzentrationsgleichung:	 S - 

• (1=1,2), 

	

= Oj +	
S	 - 

These G1eichungn beschreiben die räumliche und zeitliche Verteilung der mittleren 
StromungsgroBen u,P und 01 . Sie sind exakt, bilden jedoch kein geschlossenes 
System mehr. Man setzt 

-	= V j a/ax1 .und —7Jj 
= 

1' a, 1/ax.	•	 S 

Wir schliel3en das System mittels des Zwêi-Oleichungsmodells der Turbulenz (k-e- 
Modell; vgl. z. B. [7, 17]):	 •	r	

S 

ak •	k	0 Ivi . Ok	 2	 Vt Oq' 
0100 -- + Vg-	+8g1-----e,	 - 

PO	 Go 

•	•	ar	0 "Vg ae	 2 
•	- at	a	01	'a O,	k	•	 k	 ••	S
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Dabei setzen wir v = ck2/e und r.= vg/cc. Die- Gr68e k bezeichnet die kinetische 
Energie der Turbulenz und E . die Dissipationsrate. Die Zahien a = (1 + cR1) c, 
c, o, ak, o. stellen Konstanten dar. Tm weiteren benutzen wir die Bezeichnung D 
für /ôx,. Wir erhalten das System	 S 

D,u, =0,	
5 

aui k2 - + u,Di = -- ' D ip + D(vD1 ) + DI(c4_ Dius) 
S	

.	

± s9'2	(i = 1, 2, 3), 
LOr 

±u1D;qz =D1 (Ab 1)± Di (. -_D; :)+ S	(1= 1,2), 

ak	 k3	 k2	 C 2 
+ ujD1Jc = D,	D,k) + c,. --- (Dçu,) 2 ±.P1g1 - k— D ip,	- 

ae .	 E2 

• Im weiteren werden die Gleichungen mitentsprechenden nichtlinearen Gliedern in 
divergenter Form regularisiert. Die eingehenden Koeffizientèn e 1 , e, ek und e1 können 

•	dabei beliebig klein sein. Tm stationären Fall erhalten wir so die folgenden GIei-
chungen:	 -.	 *	 S 

S	

divu=0,	u'=(u1,w2,u3},	
S	

(1) 

•—D,( e 1 Du.V-2 D1u'1 ) ± u,D,u1 

•	.  --D + 'D(vD, 1) + D CIA Du) + g	+ 52 - - 
Lor-	 - 

= 1,2,3),	
5	

(2) 

•	•-	—D1(e,	 + uD11 

= D(Wç1) +D1(.- -- D 1) + S"	(1 = 1, 2),	 (3) 
at E 

•	—D,(e, D5kj P - 2 D,k) + u,D1k  

= D, (- -- D,k) + c,4 - (D,u,)2 ±	j9 -'-- D,q, j - ,	 (4) 

—D1 (e, IDieI 1) _ 2 D) ) + u1D,	.	•	S	 • 

=D,(...._D7)+ j-(P0 +G0)— c2 --	 (5) 

Einige analytische Hhfsmittel. Mit Lq(G) bezeichnen wir den Lebesgueschen Raum 
mit der'Norm II•IJq mit C"( G) die Menge aller k-mal bis zumRande aG von G stetig 
differenzierbaren Funktionen auf G,.mit C(G) den Raum C°(G) mit der Norm IIllc, mit
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O(G) die Menge der unendlich oft differenzierbarerj Funktionen mit in U kompakten 
Trageril und mit Wq'(G) den Sobolev-Raum Wq'(0) = {v E L(G): Dv E Lq(G), 

13	 hg 1, ..., n} mit dr Norm IIVIIi.q 
{Gf 

+ E ID 1vJ QJ dx} Dabi bezeichnet 
Div die im Sinne von Sobolev erklärte Ableitung. W'(0) ist die Vervollstäñdigiuig von 
C'(G) bezüglich der Norm INIQ . Unter Wq (G) verstehen wir die Vervolistandigung von CO3,(0) in der I11I1.q -Norm. Wir benutzen den Sobolevschen Satz (vgl. [181) übér 
die kompakte Einbettung von W'(G) in C(G): 

•	lIvIIc _^.Kq C llvIliq,	V E'Wq(G),	 (6)
mit der von v € W+(G) unabhangigen Konstanten KqC. 

"

	

	Lemma: Es sei v  W'(G) find q > n. Dann ist v aich Element von C() und esgill (6). Dabei ist die Einbettung kompakt. 

Wir benutzen im weiteren die Formel der partiellen Integration 

JD,y 3zdx =fy1z cos ( x,)ds — f!,' 3D,zdx	- 

Dabei bezeichnet iidie äu!3ere Normale an W. Es seien a01 und ao2 Teilräncler von O mit a01 n 802 = 0, 80 = 801 u 802 und mes 8O > 0 bezuglich des RandmaBes. Wir fordern
'I •	:	 : 

-.
 

ay,	3/-	 c = E (e1 D1y1I P-2 D,y,+ coD,y j + —a- - D,y) cos (ii, Xj)Iô = 0 •	 fl	 -'	 Xi E	r	- •	mit	 •. 

V	 1..	(i = 1, 2 3) 
at	(i=4,5) xo i =	,	xI=	

0	 - 

(i=6) 

	

1 0.	 O	 (i	7) 
•	Dann haben 4ir  

3 rr	 c	1k2	1!
—E J I D ( e 1 ID,yd 2 Dy 1 ) + cDDy1 + —f- D, 

¼— 

D71)j z dx ,h  

G	
xI	C 

1/	 c k2	•\ =f, 
J 

(edDjysIP-2Djyi + co 5D1y + ---D,yg)D1zdx:	
0 

Lxi 
C	

C 
- 

Die Randbedingungen. Der Rand 80 des Gebietés 0 sei in vier. Teilränder 8O (i = 1, ..., 4) zerlegt. Dabei gelte 80 = u ago, 810 r 8,0 = 0-für i =t= j und mes82G 
> 0 bezuglich de RandmaBes. Manchmal schreiben wir.auch a j für 8O. Wir nehmen 
(lie folgenden Randbedingungen als erfUllt an (i = 1, 2, 3; 1 = 1,2): 

a	 I	•	- (/1LT. U1— ,	 '—i,	C—C1, 
an-

.1 

)
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• 020.	u=u 0 , • q= 10 ,.	k=i 2 ,	 ( 8) 

ak	as 
a30:' u1 =e1,	P2.= 0,	-=0,	 (9) 

an	an' 

a4G:	u,=0,	L=O,	--=0, --='0. 
an	

(10) 
an	an 

Für a,O kann man sich eine Wand denken, für a,G ZufluB- und AbfluBränder, für - 
O.G einen Boden Iind für ao eine Symmetrieebene. Wir setzen voraus, daB an 
keine Windschubspannungen wirken und daB kein Austasch von Wärme und Stoff 
stattfindet., Deshaib kann man eine freie Oberfläëhe W in erster Näherung durch 
eine Symmetrieebene ersetzen. In (7)—(10) sind auch andere Randbedingungen 

•	formulierbar.	 V	 •	 V 

Es mogen Elemente w• E W I (G) (i = 1, ..., 7) derart existieren, daB folgende 
Randbedingungen crfiillt sind (i = 1, 2, 3; 1 = 1,2): 

a1 G:w 5 =0,	Wkk1, 
a2G: 'w = u,	- w 1 = io,	Wk = k2 ,	W	C2

 
O3G: w1 = 
- 

A G: 

w =0.  

Aul3erclem gelte	•	 V	
/	 V 

div=0,	=[w11w21w3].	 (12) 

•	Wirsetzeny='u1—w1 (i=1,2,3),y 1 =q j —w (i=4,5;l=i_3),y6k 
- Wk,Y7 = e - w. Die Elemente Yi (i = 1, ..:, 7) genügen dann den Randbedin-
gungen	 -	 •	 V 

a 1 G: y1 =0(i	12,3), a(y±w)	0 (i=.4,5), Y6=°'	(13) 

y 7 =0 ,	 •	 ,	 .	 V 

a2G: y1=0(i=l,2,3), y=O (i=4,5), Y6	0 1	 01	(14) 

a3G:	
0(.123)0(Y$±Wt)0(45)	

V 

aii

/ +	 •	
V	 (15). 

V	
V	

a(y6 + w6)	a(y7 + w 7) - - 
V	

—	

V 

V	
an	 an	

E3,
 

V V

	

aG: y j	OV(i = 1,2,3), a(yi 	w) = 0 (i = 45)	
V 

•	

•	 V V

	 V	
V	

V	 (16) 
• V	

a(y6 + w6) - 0 
a(y7 + u7) - ' 

 

AuBerdem gilt	 1	• 

divy=0,	Y=EYI,Y2,Y3].	
V	

•	

( 17) 

-	 -	 V
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Wr fiihren die folgenden Unt'erräume von W 1 (G) em:	 - 

yda	= 0	(i = 1, 2, 3)	 V V 

17, = y 1 E W I(G): y,Ia. = 0	(i = 4,5) 
YIua = 0	(i = 6, 7) 

Wir vereinheitlichen these drei Typen zu dem Symbol W(G). 

Lemma [16]: L's sei G Lipschitz-stetig. Dann lie/en 

IvIJo.	(i	DvI P dx)	(v € wo))	 (18) 

au/ W(G) eine zu •fl aquivalente Nom.	 V 

V	
Bei einigen Abschatzungen benutzen wir die Ungleichung 11 V III,p	c IIvII°o. (v € W(G)). Die Ungleichung (6) läBt sich fortsetzen zu IIV!Ic	HqC IIIo.q (v E Wq 

x (G)). Wir setzen Y =	= [YI,Y2, y3f: yj € Y (i = 1, 2, 3), div y - 0}. Weiter
fuhren wir den Produktraurn 17 = V x (Y x .. x 17 7) mit der Norm I lyll = (IIyII. 
+	+ IIY7 1 10p,,) IIP em. AuBerdem benutzen wir die ZU den Y (i = 4,..., 7) adjungier-



ten Räume Y,' und die zu V und 17 adjungiérten Räume'* und Y = 17* x (174* 
V	

- x ... x 17*) Die Normen dieser Räume werden nicht besonclers gekennzeichnet. 
Nebenbedingungen für k und . Wir verlangen weiter fur w, die Erfullung der Be-
dingung inf w, 	> 0 . Wir. setzen	 .	 V	

V 

C={yE Y7:y0ind}.	 V	

(19)	V 

1st y, ^j; 0, dann gilt y + w	min w	> 0. Analog gehen wir bei k vor. Wir 
verlangen mi Wk k> 0 und setzen	V V

	

V 

.Ck

GV	V 

= (yk E 176 : Yk ^ 0 in }.	 (20)	V 

V Im weiteren benutzen wir auch die Restriktion C = ' x YI x rY5 X Ck X C. C,
Ck und Csind ñicht leer; konvex und abgeschlossen im entsprechendenRaum. 

2. Die funktionalanalytische Aufgabenstellung	
V !

Es seien y i ,, z i E Y (i =1 ..., 7). Wir führen die folgenden Bezeichnungen em: 

•	•I1.(y,z) =	f D1 (y 1 + w)Dz1 dx	(i= 1 ,	5)	(21) -	V 

V	

V 

IA(e1, y , ;)=	f e 1 D(y + w e)I D1 (y + w 1 ) Diz i dx 
j=1G	 (22) 

(i=1,...,7)	V	

V	

V	
V5 

IB(y1, z) =E fV(y, + w1 ) D,(y1 + w) Zj dx	(i = 1,.., 7)	(23) 
j=1 G. 

V	

V	

+ (Y6+ y71 yj,z) = E cf	D,(y + w) Dz dx
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-	
I(y4, Y5, z1) =	[ (y ± w4 ) + 5(Y5 +w5 )] z 1 dx	

'(25) 
•	(i=1,2,3)	 /	• 

I f(8 1 z1) = f S z 1 dx	(z = 4, 5)	 (26) 

I"(g6 y , y 8 , z6) =' cf	[D1(y + w 1 ) ] 2 z8 dx	
(27) 

	

5 (i=1,2,3)	 •	.• 
3 

' 1 11' (y6, y, z7 ) =qC.-' f	-4- w6 ) [D,(y 1 ± w . )]2 Z7 dx.' (i	1, 2, 3) '(28) 

	

S	

y, z6)=	
7+W7) 

D(y1 + w1) 8	
(29)'	-i.

-	•(i=4,5)	'	-	 '-•-	 (	0 

1/ (y6 , y, Z-) = j919,	
- f	+ w) D,(y + w) z7 dx 

af 
(z=4 5)	 G 

\'(Y7 z6) = - f (y + w7 ) z6 dx	 (31) 

JL(y6,	z7) = -f CV(y6±w6) z7 
dx	 (32) 

	

• -	 JR(Z) = - f Z-3 Z7 ds.	 -	''	,	(33) 

• Wir multiplizieren (2)—(5) unter "den Randbedingungen (13)—(16) und bei Berück-
sichtigung von (1) und (17) (vgl. [19] zur Zerlegung des Raumes L(G)) mit be- 
Iiebigén'Elementen z E C, integrieren die' entsprechenden Gleichungen mit den Pro-

• dukten über G, fuhren in .den in divergenter Form eiigehenden Differentialaus-
drucken die particlie integration durch, berucksichtigen die Neberbedingungen C6 

•	und C7 und érhalten das folgefide System von Gleichungen und Ungleichungen in 
Variation;	

0	 •	 S 

3	 5	
0 

	

•	 •	,' [1s4(1, y 1 , Zj) -4- v1 1 '•(y 1 , z) + 1'(y, z) + J1B(y6, Y71 Yb z.)] 

3	.5 = ,' 1 1F (y4, S51 z), 	' •	 (34) 
-	1=1 

•	•I(e 1 ,. y, z) + AJ 1 Ao(y 1, z 1 ) +' IB(y1, z j ) + '(Y61 y71 y Iat, z1)  

—•, J f(S, z 1 ) 	(i = 4, 5),	
0	

(35) 

	

-	 16A(e6, Y6' z6 - Y6)'+ 16B(y61 zG - Y) + 16E(y6, !171 y6 1qg, Z6'_ y)	
•, 

3	0	 -	 5'	 •0 

-	 IH(y6, /' Yi, z6 - Ya)	L' 11J(y61 y,- y, -z6 - Y6) •	s='l.	-	 5	 - 

1K(y71 z
6 - )	0,	z6 E C61	•	-	 (36)
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17A(e7y7	 + 17 B(7 Zr — Y7) ± '7(6,Y7,	T 7) 
7-	 3	 5 

- 2.7 I (Y6, Yi, Z7 - J) — L' I'(y61 y, z7 — Y7) + 17 R( 
Z7- y) 

- IL(y6,	Z7 -	0,	z7 € C7 .	 (37) 
Definition: Das Element y = [y, y4, ..., Y71 1 . E C heist Losung des Randwert-

problems (13)—(16) für das Sys1en (i)—(5), wenn alle Integrale in (21)—(33) für 
z € C endliche Werte annehmen und y € C Losung des Systems (34)—(37) von 1ei-
chungen und Ungleichungen in Variation bezuglich z € C ist. 

Tm Hinblick auf eine L-Theorie für Navier-Stokes-Gleichungen vgl. unter anderem 
die Arbeiten [19] und [1].  

Tm weiteren erzeugen wir über (21)—(33) Operatoren auf den' entprechenden 
Räuhen Y bzw. Y8, so daB (34)—(37) aquivalent in der Form eines Systems von 
Operatorgleichungen bzw. von Variationsungleichungen geschrieben werden karm. 

3. Zur Stetigkeit der Operatoren	
S 

Per Operator A0. Wir betrachten die Form I. S A.(y,, z) (vgl. (21y) auf Y, x Yj für i = 4, S. Esexistiertein Operator A 1o E( y. -* Yj*)derart,daB(A10(y,),z1)J,As(y,z) 
ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung 

	

I	 / IAo(y1; z,)I	(rnes	 -J- W 11;p II4I0.p .	 ( 38) 
A 1° kst stetig. Wirklich, wir halen für yfl	y.(stark)  

'-	(A °(y"), zg) - (A °(y ), z)I  

/	
= E [f D,(y" + w1 ) D,; dx	 + w,) D,z, dx] 

= Ef D,(y --y) D5; dx	( mes G)'-2IP II	- YiIFo.p II4I0,p - 0. 
•	

-5.	 3 
• Wir betrachten weiter die Form	IjA(y, z) auf [ x Y. Es existiert ein Operator 

1=1	3	 j 
4° € (Y - (Y)*) clerart, daB (4°y, z) = ' IA(y1, z 1 ) ist. Diese Aussage resultiert 
aus derAbschatzung 

-	JA.(y, z)	E (mes G)' P - 2IP I1y + w ILi.p IIZ IIO;p .	'	( 39) 

Die Stetigkeit von 4° auf Y folgt vollig anlbg zu A° aus den,entsprechenden Ab-
schatzungen. Wir setzen A°= [v4°, ).A 40, L4 50, 0,01. A° ist auf Y stetig und be- 
schrankt.	 '	S 

Per Operator A. Wir betrachten die Form I(e;y, z 1 ) (vgl. (22)) auf Yj x Y1 für 
i = 4,. - ., 7. Es existiert ein Operator A 1 € ( Y -. Y.*) derart, daB (A 1 (y 1 ), z) = I,A(e 1, , z1 ) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung 

JjA(e, y, z)	ej II	-+- w !I;' IIz JL0..	 (4)
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A, ist auf Y• g1eichm3ig monoton. Wirklich, es gilt (vgl. [4]) 

(A 1 (y 1 ') - A 1 (y 1 2 ), y - ylz) 

ej E j ( I D1(1' + w1)P_2D1(y11 + w 1 ) - D(y12 ± w1)j P2 D(y 12 + w)) 
j=IG 

'x .(D,((y11 + w) - (y2 ± w 1 ))) dx	(e122-P/p) IIy ' - ;2II.	(41) 

Die Stetigkeit von A i folgt aus dem Erzeugungsprinzip (vgl. z. B. [21). Wir betrach-
3 

ten weiter die Form f 1(e, Yl' z 1 ) auf -1 x Y. Es existiért. 6in Operator 4 E (Y 

. (Y)*) derart, daB (Ay, ) = ' 1(e, y 1 , z 1 ) ist. Diese Aussage resultiert aus der 
Abschatzung 

3	 3 
' 1A(1, y1, z 1 ) :E--	' e,	± w 1I'' IJzgUo.9	 (42) 

4 ist auf Y gleichmaBig mOnoton. Wirklich, es gilt für y', y2 E I 

3 
(Ayt	Ay2 , y1 - y2 )	Z (e 1 22P/p) 11 y1' - y211.	 (43) I1 

Die Stetigkeit von 4 folgt aus demErzeugungsprinzip. Wir setzen A = [A, A 4 , ..., 
•	A7]1 E (Y - Y*). A ist auf Y stetig undgleichmaBig monotonmit der Konstanten 

= ml e.	 .	. 

•	Der Operator B. Wir betrachten die Form 1(y 1 , z 1 ) (vgl. (23)) auf Y 1 x Y . für 
= 4,..., 7. Es existiert cin Operator B i E (Y,.-- Y*) derart, daB (B,(y), ;) 

= I(y 1 , z 1 ) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung 

-.	(mes G)- 'IQ I I ( y , z1)I 
3 

(max l y, + w) (max l;I) llm + will',. 
i=1

3-. 
;5 HC' [(max 1 y1 1) ± ( max I w1 Dl (IIYlIII,p + IIw II.) IIzk, 

	

'S	 - 

< H	+ IIW III:P±P C IlyIIo,- Kc llw1IL) IzIop . .	(44)

- Für p > n (p> 3) ist B 1 stetig. , Wirklich, wir haben für y i n  

I(B1(yj), z 1) - (B 1 (y,), z1) 

3 .	.	 3	 .	 •1 
=	' f(yn•+w,)Dygn +w 1)z 1 dx—E f(y1 +w1)D,(y8+we)z1dx 

jI G	 )-i G 

± f (y - y) D1 (y 1 + w1 ) z 1 dx 
-j-1G 

•	± I f f(y .-) w1 ) (D(y 1 ' — Yi)) z 1 dx •,	 .	.	. 

fl ,c(m G) l I	(max l y," - y,I) 11D1 (y1" + w 1)11 9 IIz 1IIo	•	 S 
1=1 

+H IFz1IIo(max jyj + w I) (mes G)'IQ IW(y "	y)llp	O.
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Wir betrachten weiter die Form ' I,B(y1, Z) auf I x I. Es existiert ein Operator 

li E (I -> (fl* ) derart, daB (By, z)= E IB(y1, z1 ) ist. Diese. Aussage resultiert, aus 
der Abschätzung	 1=i 

3	 .	3	 . 
(Y1, z,) ^5 f [Hpc(mes )1Iq (x IIYIIo., + 1IwII1.) 

X X (Hoc IIjUo.p+ Kc lw II )lIz j ]	 (45) 

Des weiteren ist B offenbar stetig aufI Damitist auch B =[B, B4 , ..., B7 ]  auf Y 
stetig. 

Der Operator E. Wir betrachten die Form. I,E(y6, y'y i , z 1 ) (vgl. (24)) auf C6xC7 
X Y . x Y1 für i = 4,..., 7. Es existiert em Operator E1 E ( C(; .x C7 x Y, _* Y.*) 
der-art, daB (E,(y6,.y71 y ), ;) = I,E(ge, , y, z 1 ) ist. Dièse Aussage resñltiert aus der 
Abschatzung  

,,'(y6, y, y1 , z01  

max (?Je ±)2 
E ll1 i (y ± Wi)IIq IIZIIo.p 

^ 2(cp/e) ((Hc)2 lIYeII.p + (KC)2 IIw II.) (mes G)(P_2)IP 

X (lIYllo. + w l!) l!zjp .	 .	 (46)
Welter 1st Ej stetig. Wirklich, für ye" - Ye ' Y7" -* y7 1 y" —* Yi gilt 

(E(y6 ", Y7n yfl), z 1 ) - (E1 (y6 , y , y), z1)! 

cf [
	

-	 D(y ± w) D; dx 

jcf	t° [D1 (!, — y 1 )]D,;dx -	- 

•	
max 	(Y+w	

E IlD;(y + w )IIq 11410, 

+ c max (Ye - w6)2 . 
lD,y - y )l 6	0 (g7+w7) •=	..	 - 

unter Berucksichtigung von  

k	(k1 - Ic2 ) (k1 ± k2)€2 + k2 2(€2 - e) 
I	€2	 €1€2 

-	 3 
unci der Restriktion € c > 0. Wir betrachten weiter die Form	I,E(y6, y7 , y, z)
auf C6 x C7 xY x Y. Es existiertein Operator E E (C6 x C7 x I — (Y)*) derart,daB 

((Ye, y, y),) =	Ji(Ye, Y7, hi, z .) ist. Diese Aussage resultiert au g der Ab. 
schätzung (46), die auch für i = 1,2,3 gilt. Weiter ist E offensichtlich-stetig. Das 
gleiche gilt dann.auch'für E = [, E4 /o, E5 1o 1 , Ec/ok, E7/a/]' auf Y.
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3 
Der Operator F. Wir betrachten die Form f J'(y) y , z . ) (vgl. (25)) auf Y4 x 1' x Y 
Es existiert ein Operator '€ (Y4 x Y5-* (fl*) derart, daB (E(y41 Yb), ) = 
11F(y4, 

y , z 1 ) gilt. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung 

3
1F(y4, y5,;) 

3 

	

•	- .•.	•	(jg/,) Max I4(Y4 ±w4) +5(Y5 + w5 )I H. C meg 0 flz 01,.	(48) 
1=1	-	 •	 ,• 

Weiterist F offensichtlich stetig und F = [i', 0, ..., 0] 1 ist aufY stetig. 
•	 3 

Der Operator H. Wir betrachten die Form E 1s 11 (y61 y7 ,-y, z6 ) ( vgl. (27)) auf C6 x £7 

xI x Y6. Es existiert ein , Operator H E W6 x C7 > V -± Y6*) derart, daB. (H6(y6, 

Y7, ), z6) =	1 s (ye, y , yj, z6) gilt. Diese Aussage resultiert aus-der Abschatzung 

V3
' 'i'1 (Y6,	y,,;) 

1=1	 •	 -	 S 

(c/) (max Z61) (max 1Y6 + w61)2 E f D1 (y1 + w)1 2 dx	 - S 

	

•	•	 1=1	•	 j=1 U 
•	

E (/) H Ijz	2((Hc)2	+ (Kc)2 IIw6Ip) •	-.	- 

-,

	

	 3	 5	 - 

X Z IID,(Y •+- w j)IIq 11 D1 (y 1 -f- w )II,, - 
1=1 

E2(c/E) Hc((Hc)2 IIy6I 

± (Kc ) 2 I w6II.p) (mesG) (Pu)/2 E jD(y 1 + w)II2 j!z6j. *	 ( 49) 

Weiter ist H6 stetig Wirklich fur Y6" 	Y6 Y7" ->-	- y in C6 x C7 x I gilt 

•	 I(H6(y6,	y") z6 ) - (H6 (Y6, Y7 Y), z6 )J	• 

- 
•	 6)2_Y6+06] [D(y ±wj )]2 z6 dx	- 

+	cif	[(D,(y + w) - D,(y 1 + w,)) 

	

X (D(y + w) ± D1(y ± w))1 Z6 dx	 -	• - :
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(max	 - (y6 ±We)2 ) 
(ax IzeI)f D1(y+ w)I 2 dx 

+•; c (max ITYI ±206 )f D1( 

X D,("+ w 1 ) + D(y 1 + w)j dx (max z61) -± 0. 

Wirsetzen H = [0, ..., 0, H6, O}. Dann ist H aul Y stetig. 
-	3, 

Der Operator 110. Wir betrachten die Form T .1i'1•(Y6, y, z7 ) (vgl. (28)) auf C6 x I x Y7. 
Es exitiert em operator H7 E (Ck X Y-* Y7*) derart, daB (H7 (y6, y), z7) = 
11H.(y6, y., z7) ist. Diese Aussage folgt aus der Abschatzung 

3
I111(y61y1,z7) 

i=1• 

3. 
' c(max li + w6 J) (max z 7 1) D,(y1 + w )IIq ID,(y 1 + w)II 

3
' cxc,H IIz7IIo. (Hp-11 6 w11 K,,c IwII , ) (mes G)' 7'-21 lID,(, + w1)II 2 1.7=1 

3	 . 

	

;5 ' cc,1l(H	+ X *6111 '. P) (mes G)P-2/P E (x IlYdI	+ IIw1II15) 

X (IIy II,, + IIw II.) [Z7 1 lop .	 .	(50) 

Waiter ist H7 stetig. Für, Ys'1	-Ys ' y" --> y gilt nämlich	 . .

(H(y, yn), z7) - (H7(6, ), Z7) 1 

S	 c(max l y — Ye?) Z f D(y + w)l 2 I Z71 dx 
i=1	 j1G 

	

+ ±	E I ( + w)l ID1 (y	)l D(yn + w)l lzl-dx 

	

1=1	j=1 C 

S	

± +	_C f (Y + w) llD1 (y ± wj)l lD(y - m)l lz7 1 dx 
=1  

3 
^ '	max (l y6 - Y61) llD,(y1 + w)jj

. 
?D(y + w )Ij (max 1z71) 

	

-1 	. 

	

3-	3	 k',-- 

+ Z ex, I' (max lY + w61) l)D1 (y 1 - Y)IIq llD,(y + w )ll (max 1z71) 

	

j =1	2=1	 . 

3	3	.	 . 
+ f qc,. Z (max J Y, + w61).11D5 (y,'+ iV )llq IlD5 (y - y )ll,, (max 1 Z71) - 0. 

	

i1	71 

Wir setzen HO = [0, ..., 1171 . H° ist auf Y. stetig. 

36 Analysis Bd. 8, Heft 6 (1980)
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Der Operator J. Wir betraehten die Form "'(Y6, y71 y, z6) ( vgl. (29)) aif C6 x C7 

X Yi xY6 . Es existiert em Operator J, E (C6 x C7 x Y -- Y6*) clerart, daB 
(J(y61 y, y ), z6) = I-'(y6 , y , y z6 ) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abchatzung 

(mes C) —I/q I1J(y6 y71 y , z6)I 

•(
ma	(Y6 + W6)2 ) ( flax I zGI) II D,(Th + w )II •ifligil (y + w7) 

fl igi l	H,I IIZ6110,1	[ (Hc ) 2 lYIl. ± (Kc)2 Ilw II?.1 IID(y ± w) lip . 
i=1	at 

•	 (51) 

Weiter ist Ji stetig. Wirk!ich, für Y6 - Y6, Y 7 n	y7 unci y'-* y 1 gilt 

•	(mes G) 1/g I( 1 (6	ye)) z6 ) - '(J 1 (y6 , y, y), zg)l 

E	uI _'Hc I Z6IIo,p (iax	i.	—	)IDi(Yin + w)II 

-	 (JIG) 11 z6II0 P ( ax	
±w2 ) 

IID, (y	) II	0. 

Wir setzen J, = J4 +J, und J = [0, ..., J6 , 01. J6 und J sind stetig. 

Per Operator J. Wir betrachten die Form Io (y , y, z 7 ) (vgl. (30)):auf C6 .x Yj x Y7. 
Es existiert ein Operator J i6 E'(C6 x	y7*) derart, daB (J t°(y6 , g 1 ), z7 ) = 
y 1,z7 ) gilt. Diese Aussage folgt aus der Abschatzung (ó =H,g,I, = max1 IThgI) 

( ms C) - i/q Lo(y6, y , z7)1 

•	 -	 & 
•	 (max IYo + w61) (max 1 z71) D1 (y .+ w0I &i

	

t	 S 

(H IlY6llop ,+ KpC Iw61) (Hc) Iz lIo	i 11Th +	 ( 52) 

Weiter ist J° stetig. Wirklich, für y,"-	y - yg folgt 

• •
	

(j1o(6n ye), z7') — (JO(y6, y), Z7) 1	•, 

r 
-- I (y	Y) D1(y" + w 1 ) z7 dx 
U j 

G	 .	 / 

.+ ± ij	f (Yo + w) D1 (y — y) z7 dx	• • 
j; 

•	 C 

ô,tx -a- (mes G)' / (H c )2 E [IIY" — Y6110. 1 llz7I16. tIy t + well1.
j=1	 • 

+ II	+ w6 1 Ii	iIz7110. IlYi n— YtIIo.pI ± 0. 

Wir setzen J70 = J40 + J5° und JO 	[0, . ., 0, 117 0] 1• J7 0 unci JO sind stetig.
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Der Operator K. Wir betrachten die Form J"(y, z6) (vgl. (31)) auf C7 x Y6 Es exi-
stiert ein Operator K € (C7 .-' Y6*) derart, daB. (Kij7 , z6) = Vc(y7 , z6) ist. Diese Aus-
sage folgt aus der Abschatzung.	 . 

-	 .	 I!

(mes 0)-' "(Y7, z 6)I ^S (max IY7 ± w71) (max.1z61) 

IIZIIo .p (H,.c IIY7II0. ± Kc IIw I! p)	 (53) 

Weiter f ist K stetig. Wirk-lich, für y " —> y7 'St  

(K(y 7 ), z6)_ (K(y7n), Z6) 1 ^5 (Hi) (mes 0) (max IY7	y7D IIz6II0.	0. 

Der OperatorL. Wir betrachten die For'rb.1'(y6 ,y 7 , 7 ) (vgl. (32)).auf C6 xC7 x Y7. 
Es existiert ein Operator L E (C6 x C7 y7*) deràrt, daB (L(y6 , y7 ), z7) = Th(Y6 , y71 
z7 ) ist. Dise Aussage resultiert aus der Abschatzung 

(ines 0)-' J IL (y6, /7 z7)I 

•	;5 (c2 1k) (max 1Y7 + w 7 1) 2 (wax k71) 

< (c ./k) 2[(Hc)2 IiY7II	+ (K C)2 11W71!1 ] (Hr ) IIZ7II0 p	 (54) 
Weiter ist L stetig. Wirklich, für 

p6 "	Y6 und y7	y7 gilt  

•	(L(y6", ?J7 "), z 7) - (L(y6 ,	z7) I	 0 

I	t n_J_w	(i 7

	

)2	+ W7)' -,	^ c2,(Ii) 11 z711o.p (mes .0) (max '	- '' 	
) - 0 

(Y + w6 )	(Y6 + w6) / 
tinter Berucksiehtigung 'ion 

(yfl +• w7 )' -, (y +1w7 ) 2	 S - 

(Y6 + w6 )	(!16 + w6 )	 . 

^ (I/k') [JY7 - Y71 IY7 n + Y7 ± 2 7 1 1Y6 ± wGj + IY7 J w7J'zj6 n- yI]. 

Das 'Elementf. Wir betrachten die Form	z) (vgl. (26)) auf Y 1 . Es existiert
ein Element / i € Y clerart, (laB(/, z 1 ) = I1(S , z) gilt. Wir haben - 

• (mes G) - ' IQ Il'(S, zj)I	IIS II (riiax IzJ)	JJc	IIz..	..	(55) 

Wii betrclieii weiter. die Form 17 R(z7 ) (vgl. (33)) auf Y7 . Es existiert ein Element 
R7 € . Y7 derart, (laB (B 7 , z7) = 1 7 16(z7) ist. Wirklich, es gilt  

11 7 R(z 7 )1 	(He) I lz ill.,f 3 1 ds.	 (5) 

Wir setzen / = [0,O,0,/4,/5,O, R71'.
S.. 

4. Di Operatorglcichungen und die Variationsungleichungen	. 

'.A'us (38)—(56) resultiei-t das folgencle zu (34)—(37) äquivalente System von Opera-
torgleichungen und"VariationsUngleichungen:'  

4y + v °y + y + EXY,Y7,Y)	(Y4, Y5),	 .	(57) 
A,(y 1 ) + AA 10g 1 + B 1y --E(y6, /7, y i /a,) = /	(i = 4, 5),	•	 (58)
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-	 66 6 -'Y6) ± (B8(y6 ), z6 - Ye) ± (Ee(ye, Y71 Y6Ik), Z6 - Y6) 

-	- - (H6(y61 Y71 Y), z6	Ye) -	(J i(ye,y71 Yi), Z8 - Ye) 

- (K(y7 ), ie - Ye)	0 ( z6 E C6 )', -	 ( 59) 

(4 7 (y7 ), Z7	Y7) ' + (B7 (y7 ), z7 - 7) ± (E7 (y6 , Y71 Y71al), z7 - Y7) 
t	5 

- (H7 (Y6 , y,y); z7 -• y) '-- ' (J 1°(y6, y), z7 - y7) - (L(Y6 , y7 ), z7 - Y7) 

Al z7 - y7 )	0	(z7 E Ci).	 .	 (60)

Wir setzen 

,TA+AO+.B+E_ F l - H_J_ HO. JO_K_L. 

Dann ist these Aufgabe aquivalent der Variationsungleichung 

(TY-f,z-y)0, 'ZEC.  

Lemmii ': Der Operator T ist koerzitiv relativ zu C, d.h., es gilt .(!Ty, y - z0)/lIyIl 
-3- +- /ur IIYII -+ 00 bei eiaem festen z0 E C.  

Beweis: Für z0 = [0, ..., 0, z06 , z07 ]' gilt nach (38)-(56) 

-(Ay, y) + (4°y , y) + (6, y)+ (E-(Y6, y , y), y) - (F(Y4 , yb), ')	- 
3' 

f ci 11y iII 01, - (' Y) - L'(mes G)(11- 21./P IIY + W , 11..P IIYII. 

- y[Hc(rnesG)hI (a lYi.p + IIwII1.)E (Hc IIYjIIo.p 

-'I-  P, 11 W J111,P) IIy Io., - y .Z (IIYeII. '+• IIw6IIl,P) (a IIYo,p ± IIt0gIIi,) IIYiIIo.p 

	

•1=1+	 , 

	

max I(Y + w4 ) + a 5 (y5 + U'I)I I IYJI0. P .	'	 . 

Dabei bezeichne y hier und im weitéren eine entsprechende Konstanté, die vor jedem 
Term durchaus verschieden sein kann. Weiter,ist 

(A 1y, y ) + (A 10Ye, Yi) + (By 1 , ?J j ) + (E(y6 , Y71 Y i /a:), Y)	 -- 

Cj II!/II.p	II4e0Il llYUo.p - Y IIY "f" t'iIIi.p IIYdIo.p 

y(liYiIIo;p + IIw II1.)E (iIYI!. + IW;I 1.p) IIydI0.  

- v(IIy II. "f IIWeIp) (IIII.	+' 1IwlIi,p)IIYtIop	(i = 4, 5),	'(63) 

'(Ae(ye), Ye '- z06 ) . + (B6(y6 ), Ye	06) + (Ee(Y6 , Y71 Ye/ak), Y6 - z06) 

-	 5' 	 - 

	

(H6(y6,y7 , ') Ye - z06 ) -L' (J(ye, Y7 ' Yi), Ye - z06 )	(K(Y71 Ye - z06)) 

(64)
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V 

^ C	 Z06I1p - 11A 6(z06)11 lIYa - z lkp	-	V	 V 

3	.. 
v(Ily 110. 9 + 11w6111.p) E (IIY,lIo. 9 ,+ ftw,111. 9) I IY6 - Zollo, 

V	 V'	 V 

- )'(IlYll, 9 '± llw Il,p) (l!Y6llo.p + IIWiIi,p) lye - ZoeIlo.p	 V	 V 

3	V	 3	 V.	

.	 •V 

	

V	 - y L' (llYeIl,p + llW Il) Z ID,(y 1 + w)Il2 lYe	ZoelIo,	,	V 

V	
V	 .	 V 

5.3 
- E E [lly 11. 9 + llwell.] llD,(y + WOUP II Y6 	206110 9 V	

V	

V 

V	

,V	 V	

V	 -	 - V	

- v(llY7110. 9 .+. 11w7Il1,p) llY6 - Zoellop,	 V	
..	

(6) 

(4 7 (y7 ), Y7 - z) + (B7 (y7 ), Y7 	z67) + (E(y6 , y ,	y	)	
V 

- (H7 (y6 ,y7 , ),y7 - 207) -	(j10(y6, y), Y7
	207) 4 (L(y;y7) 7 - ;7) 

C 11Y7 — z0711 P — llA 7(z07)11 11Y7 V	 2071109	
V 

y (lly Il,p + Ilw7llI.p)E(lly llo,p + llw,II.) 11Y7 — z07110.p 

— >'(Ily l,	+ lIw lI.p) (llY7I1.p + lI zt+7111,p) II Y7 	zl[ 

-	3	.	 3	 .	 •'V 

	

Y !' (llY6110.p + 11w6111, P ) f (Ily1llo. + llwI1 i. ) 2 11Y7 - Z07110p .	. 
V	 .	 -	 V	 V 

5 

—.E y (11y6110.'9 + llwil.) I lYi + w p 11Y7	207110, 9	 :	 V 

— y (llY7lI P H- llw7Il. P) IIY? - Z07110p .	 '.	.	
V	

V 

Aiis cliesen Abschätzungen üsarnrnen folgt nun untei' Beriicksichtigung der Un-
gleichung 2ab	a2 + b2 für p > 6 (lie Behauptung I	 . 

5. Zur Existenz von, Losuigen	V	

V	
V 

Zunächst beichten wir, daB alleAbbildungen A, A°, B, E, F, H, H°, J, J0,K und L 
stetig sind, •nach dem Erzeugungsprinzip auBerdem beschränkt, daB T koerzitiv . 
relativ zuC ist, und daB A auf Y gleichmaBig monoton ist. Weiter ist Y.separabel 

VUflCI reflexiv. Gesuht ist nun ein y E C mit 

(I)	(Ty - /, z - . y)	0,	z E C.	 (66)	V 

Wir beweisen die Existenz von Losungen von (I) Ober ein Na)iejungsverfahren, das 
dern Galerkin-Verfahren für Gleichungen entspricht. Dazu sei {Y}eine Folge end-
lichdirnensionaler Unterràume mit den Eigenschaften Y1 ? C + Y für 
n m, Lim Y, = Y. 

	

8at z: Für p > 6 besitzt (1) und damit da.s System (57) —(60) wenigstens eine .L&ung.	'
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Bevéis: Wir beweiseri zunächst die Existenz von Lösungen fur den Fall der hç-
schranktenRestriktionsrnenge CR = C n KR, KR = {y € 1': 

( I )	(Ty - /, z - y) 0 1	z € R•	 '(67) 

Wir betrachten die endlichcliniensionalen Probleme 
• (IRa)	(Ty — /,z —y) ^ 0,	z E CR = CR n Y.	 S 

Vorerst 'zeigen wir,' daB (Iaj wenigstens eine Losung y" E CR besitzt. Dazu ver-
• sehen wir Y,, miteiner Hilbert.-Raurn-Struktur durch Einfiihrung eines Skalar-

produktes [., .],,. Für' jecles gE Y* , 1st z	(g, z) auf Y stetig. Foiglich gilt (g, z) 
= [rvg,z], xgE Y,,	E [Y* . Y,*] ([Y*. ± Y,*] kennzeichnèt den 'Raum der 
linearen stetigenOperatoren). Dann ist (111) aquivlent der Ungleichung [xTy, z — y] 

;^t [xf, z — y], z E CR., ocler	
S	

S 

S	
[y, z — y}	[y + at — iiTy, z	y],	z € CR.	 -	(68) 

• Wenn P. den Operator der Piojektion von Y auf die konvexe und abgeschlossene 
Menge 'CRfl beziiglich dbs Skalarprocluktcs [, 4, bezeichnet, (1an'i ist (68)'dem Fix-
pUnktproblem y P(y + nf — tTy) aquivalent. Die Existenz von yfl E C R folgt 
dann aufgrund der Stetigkeit von T ausdem Brouwerschen Fixpiinktsatz. Die 
Folge {y'} 1st beschrnkt. Darnit gilt y y (schwach) für eine geeignete Teilfolge 
yk} c {y"}.. Wir zeigen, im nächsten Schritt,daB eine Losung von ('s) ist Wegen 

p > n gilt IIy --- y!fc- 0fürk --> oo. Wir setzen g(n) = —(T — A —A°— E) y'3 ±1. 
Dana ist [g(n) - g(m)] in L 1 (G) gleichgradig beschränkt , durch eine Konstante C0. 
Zu dieseni Zweck muB g(n) als Element von L(G) erzeugt werclen. Wir betrachten 

	

•	einen Spezialfall:	S	 , 

I11(y6 y, y, z6 )	,' -- max [(Y6 f v'6 ) 2 J IIzhIp ID,(y, + Ws)Iq 

	

• •
	Daraus folt	, •	 -	 S 

•c Ilyk — ylP	f q(k) — g(l)yk	y'l di  

S	

' + c, max
 (y' l+ 

°6)	(Yo + w6) C 1 - 0. 
S	 • 

(Y7
 k + w7 )	(y + w7). 

Damit gilt.Ily k — y1 11 - -->w 0 für k, 1 -±oo und foiglich yk _*w stark in Y. Wegen 
Y  - y folgt draus Ilyk — y — 0. Auf dieser, Folge konvergieren alle in Tenthalte-
nen Operatoren stark. Nun sd {z"}	CRk elne stark gegen z E CR'korlvergierende 
Folge. Wit; haben dann (Tyk 	z1' — yk) 0. Nach dern Orenubergang für k - be
1St ( I a) erfüllt. Wir zeigen, daB (1) fur hinreichend groBe /1 ebenfalls erfullt ist. Wir 
setzen B	jIzoD voraus. Das Element YR sei eine Losung von (J). Aufgrund der 
relativen Koerzivität von T bezuglich C gilt (TYR , YR — zo)/jynlI -^ o für MYRII —> -- 

im Widerspruch zu (TyR , YR — z0) (/, z0 — YR). Damitr 1st •IIYRII C ur eine ge-
eignete Konstante c. Für R > c ist YR auéh elne Losung von (I). Wirklich sei z E C 
beliebig. .Wegeh IIYRI <B gilt z = (1 — t) YR + tz E KR' für hinreichend kleine 

	

• • '1> 0. Dann gilt mit (Is) t(TYR, z — YR)	t(f, z	YR) und foiglich (TYR — I, z — YR) 

	

•	O,zECI	'	S	 -	 S	 S	 S 

Beme'rku ng: Für einige der' erzeugten Operatoren. lassen sich weitere , Eigen-' 
• , schaften beweiseri:  

a) A und A° sind.,als monotone und stetige Opératoren auch 'pseudomoroton.' 
• b) B ist (w	w)-stetig.	•	 S	 S	 S S 

c) E ist (w -± w)-stetig und pseudomonoton.	5 

(1) F, K und L sind (w'-- s)-stetig. . -•	
5	

'•	 •	S 

• e)'J und JO sind (w —i- w)-stetig.	 S	 5	

5



Zur Regularisierung des Systems der Reynolds- Gleichungen	555. 

LITERATUR 

[1] Bor0BcIH1, M. E.: PeuleHue nepBofl KpaeBOfl 3aa4u jum ypaBilelina IIepa3pb1nH0eT1f' 
HecHuMaeMoft cpebi. goRii. Aia. Hayx CCCP 248 (1979), 1037-1040. 

[2] BROWnER, F.E.: Problèmes nonlineaires. Montreal: Les Presses de l'Université 1966. 
[3] KiUGE, R.: Nichtlineare Variationsungleichungen und Extrernalaufgaben. Berlin: Dt. 

Verlag Wiss. 1979. 
[4] KLUGE, R.:' GleiehmäBig monotone Potentialoperatoren aüf einien Funktionalräumen. 

Math. Nachr. 126 (1986), 301-309.	.	. 
[5] kLUOE, R., und S. UNGER: Ein System stationärer partieller Differentialgleichungen des 

Ladungsträgertransportes in Halbleitern. Z. Anal. Anw. 5 (1986), 307-332. 
[6] RonuoroPoB, A. 1-I.: JIoHaJlbHa,I CTHTR Typ6y.ne11T110cTH uecH%1MaeMo1 

RHJ1OCT11 isi oeub 60mw11x q HCCJI PellHoJlhaca. Jkoii.	HayM. CCCP 30 
(1941), 299-303.  

[7] KOJIMOrOPOB', A. H.: VpanHeHnH Typ6yJIeHTIIOro 71JIIUHH11H HecHHMaeMo1l }KIIKOCTM. 
143u. A ga. Hap; CCCP, cep. 113. 6 (1942), 56-58.	S 

[8] HoP3M3E, A. A.:, 0 fla3peurnM0cT11'3aa4 gimammim oxeaiia C y'IëTOM neTpOBhIX 
TeeHII1. Joxri. AHa. HayH CCCP 237 (1977), 52-55. 

[9] HoP3A53E, A. A.,: 0 pa3pewuMocT11 TpëXMepHotl FcBa3ItJIHHetlHo1 3aa qH 6apoHJi11H-
HoI'O oieaiia. Joxi. Aia. 1-layK CCCP 244 (1979), 52-56.	.	 I 

[10] LADYSHENSKAJA, 0. A.: Funktionalanalytische Untersuchungen der Na vier- Stokessehen 
Gleichungen. Berlin: Akademie-Verlag 1965.	 . 

[11] J1Au,nHEHCIAH,'0.A.: 0 HOBbiX ypaeiieiinx JUIR onHcaHI4H JBmReHI1l BH3HHX HecHH-
MaeMbix HHKocTe H P3fflMMOCTI! B [eJ1OM jJ1R1iHX Hpae13bIx . 3aa'!. Tp. MaT. RH-Ta 
CTCKJI0Ba 102 (1967), 85-104. 

[12] LAUNDER, B. E., and D. P. Ss'ALDING: Mathematical Models of Turbulehce. London--
New York: Academic Press 1972.  

[13] . Lioss, J. L.: Quelques méthodes de resolution des problèmes aux lirnites nonlineaires. 
Paris: Dunod et Gauthier Villars 1969. 

[14] MAP q YH, 1". 14., HOq F.PrHu, B. 1'!., Haniox, B. H., 14 B. A. CYxoPYKoB: A11arr11THecKHe 
peweHila AJIFI aKMaIIoBcloro. Typ6yneIITHoro ciIoH oKeana. Ao iiii. Aia. HayK CCCP 
247 (1979), 68-71.  

[15] MAP'IYH, F. 14., ii jp.: flpo(5iTeMb1 MaTeMani qecxoro Moe.i[1pona11RH mopcHlix it oxea-
iiu'ecux Te4eIIH. B irr.: AKTyaJIbHaIe npoüJIeMM npI1HJ1aJH01 MaTeMaTRXH H MT-
MaTI4'lecKoro MoeJn1poBaIi114 (pej.: A. C. Ajiexceen). HoaocnGiipcin Han-no. Hayia 
1982, 97-115.  

[16] MORREY, C. B. Jr.: Multiple Integrals - in the Calculus of Variations. Berlin-Heidelberg-
New York: Springer-Verlag 1966.  

[17] Roni, \.: Turbulenzmodelle und ihre'Anwendung auf Probleme des Wasserbaus. Habili-
tationsschrift. Karlsruhe: Universität 1978.	 - 

[18] CoaoJlEB, C. .11.: He1oTopIAe npHMeHeIllllT YIIK[H0HJ1b1(OFO aHanHaa B MaTeMaTii'1- 
cKofl (113Itxe. 1-10130cn6upci: Han-no AHa. HayK. 1962.  

[19] CoJIoHIIMIoa, B. A.: OueHKn pememift HecTa1uionapH0l dHcTeMal Hanae Croxca. 3an'. 
Hay4JceM. 310MM 38(1973), 153-231. 

[20] TEMAM, R.: Navier Stokes equations. Theory and numerical analysis. Amsterdam: North 
Holland PubI. Comp. 1979.	 5 S	 - 

Manuskripteingang: 25. 06. 1988 

VERFASSER: 

Prof. Dr. REINJIARD KLUGE 
Karl-Weierstrafl-Institut für Mathematik 
der Akademie der Wissensehaften 
DDR- 1086 Berlin, Mohrenstr. 39 

\	 S	 '


