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Herrn Prof. Dr. §. G. Michlin zum 80. Geburtstag gewidmet
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- "Wir untersuchen ein System nichtlinearer partieller Differentizalgleichungen, bestehe;ld aus

den Reynolds-Gleichungen und dem k-e-Modell der Turbulenz, im dreidimensionalen stationi-
ren Fall fiir den Wirme- und Stofftransport in-inkompressiblen viskosen Fliissigkeiten. Far
Regularisierungen dieses Systems wird dic Existenz von schwachen Lésungen bewiesen. Da-
bei benutzen wir einen neuen Existenzsatz fiir nichtlincare Variationsungleichungen.

" Uccnenyerca cucremMa HeJIMHENHHIX YpPaBHEHMI B YaCTHHX NPOUBBOXHLIX, COCTOAIIAA M3

- ypasuenuit ‘Pefinonnsa u  k-e-Momenu ' TypOyjeHTHOCTH, B TPEXMEPHOM CTAHLUOHAPHOM
* cly4aé ANIA TPAHCNOPTA Temia ¥ MacCH B BA3KOH HECKMMAEMORN skniKocTH, JlaA peryanpr-
3aIMHU 3TOM CHCTEMH JIOKA3HBAETCA CylleCcTBOBaHMe cialuix pewennit. TIpu aToM u3nomnn-
3yeTCs HOBaA TEOPeMa CYLIECTBOBAHMA NS HENMHEHNWX BAPHALMOHALIX HEPABEHCTB.

We consider a system of nonlinear partial differential equations consisting of the Reynolds

equations and of the k-e model of turbulence in the three-dimensional stationary case for the

heat and mass transfer in incompressible viscous flows. For regularizations of this system we

prove the existence of weak solutions. In this connection we use a new existence result for .

nonlinear variatiorial inequalities. ' '
. . \

Wir.-betrachten hier das System, bestehénd aus den Reynolds-Gleichungen und ‘dem
k-e-Modell ‘der Turbulenz im dreidimensionalen stationiren Fall fiir den Wairme-
und Stofftransport in inkompressiblen viskosen Fliissigkeiten. Es handelt sich dabei
um ein System von sieben nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen: und
weiteren Relationen mit den entsprechenden Randbedingungen gemischter Art fiir
alle GroBen: fiir die Geschwindigkeitskomponenten, die Temperatur; den Stoff,
die kinetische Energie der Turbulenz k und fiir die Dissipationsrate ¢. Dabei stiitzen
wir uns vor allem auf (die Arbeit von Ropr [17]. Das genannte Modéll besitzt Be-

- deutung bei Strémungen mit hoher Reynolds-Zahl.

In [7] hat KoLMOGOROV wahrscheirilich als Brster ein vollstindiges System von Gleichungen
der turbulenten Bewegung ungege‘ben.‘LAUNDER und SpALDING [12] untersuchten Modelle
dieser Art ausfithrlich. MARTscHUK und Mitarbeiter [14, 15] behandelten Fragen der Dynamik

* "des Ozean. Fir einen Spezialfall [14] gelang ihhen dic explizite' Losung des k-s-Modells. Ohne
+ die Gleichungen fiir k£ und £ wurden entsprechende Gleichungen fiir den Ozean von KORDZADSE

z. B. in [8, 9] mittels funktionalanalytischer Methoden auf Existenz von Losungen untersucht.
Der in'[9] benutzte Existenzsatz fiir Gleichungen mit schwach stetigen Abbildungen ist auf
unser Problem nicht anwendbar. ) . .

Bei unseren Untersuchungen des genannten Modells spielen zwei Regularisierungs- .
methoden eine Rolle. Zunichst werden einfache nichtlineare Diffusionsoperatoren:
in die partiellen Differentialgleichungen fiir & und ¢ eingefiihrt. Sie sind mit beliebig .-
kleinen Zahlen e, e, > 0 multipliziert. Bei der numerischen Realisierung werden
héiufig entsprechend kleine Diffusionsoperatoren vernachlissigt. Bei Untersuchungen
ifl] unendlichdimensionalen Raum kénnen sie jedoch von entscheidender Bedeutung
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sein: Wir fiihren hier deshalb ausreichend kleine Ausdriicke iﬁ die beiden Gleichungen
fiir £ und ¢ ein. Dabei benutzen wir Ergebnisse des Autors in [4]: In den {ibrigen nicht-
linearen partiellen Differentialgleichungen wird ahnlich vorgegangen. In allen

“Gleichungen sind bereits durch die GroBen k und & beeinfluBte nichtlineare Diffu-,

Isionsoperatoren enthalten. Sie besitzen allerdings nicht so gute Eigenschaften wie die
oben genannten Diffusionsoperatoren. Desweiteren sind in den Gleichungen fiir die
Geschwindigkeitskomponenten, die:Temperatur und den Salzgehalt noch lineare

Diffusionsoperatoren aus den Navier-Stokes-Gleichungen und den ursprungllchen !

Gleichungen fiir die Temperatur und den SalZgehalt enthalten.

Fiir die'GroBen k und & wird eine weitere Regularisierung vorgenommen. Beide
werden gleichgradig von unten gegen Null ‘durch beliebig kleine positive Zahlen
abgegrenzt. Die entsprechenden Restriktionen fiihren bei der funktionalanalytischen
~ Behandlung der_ Aufgabe fiir & und ¢ auf Variationsungleichungen mit. konvexen
abgeschlossenen Restriktionen, wihrend alle iibrigen leferentxalglelchungen auf
Operatorgleichungen hinauslaufen.

Wir beweisen mittels funktionalanalytischer Methoden die Existenz von schwachen
Losungen des genannten Systems in (W 1(G)) (p > 6). Unter anderem wird von uns
ein Existénzsatz fiir Operatorgleichungen und Vanatlonsunglelchungen bew1escn
da kemer der bekannten E\nstenzmt/e anwendbar zu sein scheint:

Bei den Untcrsuchungen beschra.nken wir uns auf den drendxmcnsnonalen Fa]l er kénnen
jedoch eine Dimension » mit 1 <= < p (p > 6) zulassen. Wir wollen noch erwihnen, daB
- anstelle der hier benutzten Zahlen ¢, ..., e, im entsprechenden nichtlinearen Diffusionsopera-

tor auch. ortsabhanglge Funktionen und Funktionen, die vom Betrag der entsprechenden Ab-

leitung abhingig sind, stchen konnen (vgl. [4, 5]). Wir wollen noch darauf hinweisen, daB die

' nichtlincaren Ansitze fir die Diffusionsoperatoren der einzelnen GréBen eigenstindige Be-
deutung besitzen (vgl. z. B. [10, 11] fiir die Navier-Stokes- G]elchungcn)

Wir haben zunichst den stationdren Fall untersucht, weil unser Zugu.ng von den stationéren

zu den instationiren Aufgaben fiihrt. Hinzu kommt, daB \Icssungen in erster Linic fir den

! statlonaren Fa.ll vorhanden sind (vgl. Roor [17]).

. Die Arbeit besteht aus finf Punkten. In Puhkt 1 formulieren wir die Aufgaben-
" stellung und fiihren einige analytische Hilfsmittel an. In Punkt 2 gehen wir zur
funktionalanalytischen Formulierung der Aufgabe iiber. Punkt 3 ist vor allem dem
Nachweis der Stetigkeit der erzeugten Operatoren gewidmet. In Punkt 4 wird der
Gesamtoperator T' der Aufgabe eingefithrt und seine Koerzivitit nachgewiesen. In'
Punkt 5 wird die Existenz einer schwachen Losung der Aufgabe bewiesen, und zwar

iiber endlichdimensionale Approximationen des Ausgangsproblems Das gewonnene

Resultat besitzt selbstidndige Bedeutung ; '

‘

1. Zur Aufgabenstellung ' : .

-

N\
Es sei G €in beschranktes sternférmiges Gebiet [18] mit dem-Rand 8G. Wir betrachten
das folgende System partieller Differentialgleichungen fiir den Warme- und Stoff-
transport in inkompressiblen v1skosen Flusmgkelten (vgl. [17]): .

Kontinuititsgleichung :
ou;

o~ R

6:1:; : . .
Navier-Stokes-Gleichungen: o ' T
ou; ou; 1 op o%u;

9 |y, T gt i =1,2,3).
ot “’az,- e, 6x,+v ox; 0x; +g, or G 3)-.

v o L

LAY N . ~

’

-
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" Thermische Energie-| Konzentrationsgleichung:

NN Y

o9y Py
ot + 7

b oxy  ox; ox;

+8, (=1,2).

Dabei ist u; der Momentanwert der Gesch\vindigkeitskompbnenﬁe in z;-Richtung,

- pist der momentane statische Druck, ¢; sind fiir die Temperatur und die Konzen-

tration stehende skalare GréBen, S, ist ein volumetrisches Quellen-/Senkenglied, »

- ist die molekulare (kinematische) Viskositdt, 2 die molekulare Diffusivitdt von ¢,

or die Be7ugsd1chte und g; die Schwerebeschleunigung in der z;-Richtung. Uber
gleiche Indizes in einem Ausdruck wird dabei summiert. Hinzu kommt eine Gleichung
fir die lokale Dichte g, die ¢ zu lokalen Werten g, und ¢, in Bezug setzt:

0 = Gy + x5@e.

>

Bei ciner statistischen Betrachtungsweise . werden die Momentanwerte der Ge-

* schwindigkeit %;, des Druckes p und der skalaren Gro8en g; in Mittel- und Schwan- '

kungsgroBen zerlegt:
—ﬁ,—}-U,, P—P_+P Ql_¢l+¢l

Danach werden die Querstriche weggelassen. W1r erhalten das folgende System’
partieller leferentlalglelchungen ‘

K ontmmtalsglezchung . ‘ N
ouy <
ox; -~
Bewegungsgleichung : ' .
S et P a T reg e
Tempé'mtu;-/Konzentrationsgleichung: - - ' h

617’1 +u 3‘?1 _ 0 '(;. Op

i 32:, 3_2:, 3.’1:;

0= 0D + 0‘5¢2 " ' ) : .

—TP;)‘*‘Sw, . (l=l:2))

‘Dlese Gleichungen beschreiben die rdumliche und zeitliche Verbellung der mittleren

StréomungsgrBen u;, P und &;. Sie sind exakt, bxlden jedoch kein geschlossenes
Sysbem mehr Man setzt :

—U-U~ =y, 6ui/3x,~ ~und —U,q;, Faq;,/ax,

Wir schlieBen das System mittels des Zwel-Glelchungsmodel]s der Turbulenz (k-¢-
Modell; vgl. z. B. [7, 17]): '

ok . ok @ ok du; \? v g1
W_*—ui%?;_‘-a-:;:(a,, 3xi)+ ”‘(ax,.) +/319:6‘ oz; €,
, N, s’ [T SE——— ;
’ P, Gy

» . . . 2
. ﬁ +u'ﬁ='—aﬁ'(,v_"%)+Q%(Po+ao)—62,s—l
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Dabei setzen wir », = ¢ k*/e und I' = v,/o,. Die GréBe & bezeichnet die kinetische
Energie der Turbulenz und ¢ die Dissipationsrate. Die Zahlen & = (1 + c3.Ry) c1e,
C2:, Oy, O, 0, stellen Konstanten dar: Im weiteren benutzen wir die Bezeichnung D;
fiir 8/0z;.- Wir erhalten das System’ : ' .

" oy I T : : { K _ o\
'W, -+ u,D’u, = —E Dlp + .D,(VDIU,) + D, CF\'E— -Djui

W ' '
o B =123,

o,;lc

: %+u;D;¢‘=D,(AD;¢.)+D,-'(-—TDW-,)JFS‘,,, S @=19, =

«o"

A T B ek
.W’fu}le_Di (ak " Dik)'*‘c#T(Di“i)A ﬂ-xﬁ:yaa—‘? iP1— &,
% fep k2 . e e

- T wDie = D; (;’:“ ?D,e) a5 (Po + Go) — c2 .

AN

Im weiteren werden die Gleichungen mit entsprechenden nichtlinearen Gliedern in

divergenter Form regularisiert. Die eingehenden Koeffizienten e;, ¢;, ¢, und e, kénnen .

dabei beliebig klein sein. Im stationdren Fall erhalten wir so die folgenden Glei-
chungen: ‘ : .

* dlvi’.’ = 0: y’= [ula u2"u3]’ A . C . (1)
—bj(ei |Dju|P-2 D) + w;Dju; \
.= —— Dip + Dj(vDy&;) + D; (Cpf ,Diui) +g; M‘p—z ‘
' ,9' . ) ’ ’ ‘ ) € N . Or -
S G=123, o @
—Dj(e; |D;pi|?~2 Djpy) + ;D . )
: ' c. k? . ‘ .
= Dy(AD;p)) + D; s Digi) + 85, (1=1,2), : : (3)
—Dj(e; |D;k|P=2 Djk) + wDik ‘ : ’
N A S N Y S S .
= Di (U—k é le) + ¢, ? (Diui) ‘+ gi a B e D;‘Pl €, : (4)
—Dj(e. | De|~2 Dje) + u;Dje
e, k2 e . 2 ‘ . '
= D; (G_Z_E‘Dis)h‘f' ﬁf(Po +,G0)-—.62¢ T o , - (®

\
4

Einige anélytische Hilfsrﬁiy_tel. Mit. L(G) bezeichnen wir den Lebesgueschen Raum
mit der Norm .||, mit C¥@) die Menge aller k-mal bis zum Rande 3@ von @ stetig
differenzierbaren Funktionen auf @, mit C(@) den Raum C%@) mit der Norm [I-llc, mit

-

\ ~

'Diui=0, . : . : . A' ' .,'.,.4
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C(@) die Menge der unendhch oft dlfferenzmrbaren Funktionen mit in @ kompakten -
‘Trégern uud mit WG _den Sobolev-Raum W(G) = {v € Ly(G): Dw € I'JQ(G)

la. L
=1, ,n} mnt der Norm o], o= {f [fv|? + Z |D;v)9] dx} ‘ Dabei bezeichnet

Dywc die im Sinne von Sobolev erkla.rte Ableitung. W M(@) ist die Vervollstindigung von
01(0) bezugllch der Norm |[: Il.- Unter W Y@ verstehen wir die Vervollstindigung
von Cw(G) in der ||-|l;,, -Norm. Wir benutzen den Sobolevschen Satz (vgl. [18]) uber
die komp&kte Embettung von W M@ in C(G) .

N

livlle SK‘Ilvlhq, o€ W‘(G), ' o o (6)

- ‘mit der von v € W (@) unabhangxgen Konstanten K ‘., ,

Lemma: Es sei ve W, MG) und ¢ > n. Dann ist v auch Element von \0(67) und es
gilt (6). Dabei ist die E’mbettung kompakt. :

er benutzen im welteren die Formel der p&rtlellen Integratlon
/

fD,y‘zd:c— fy,zcos (n x)ds fy,Dzdx

e

-

Dabei bezelchnet n dle a,uBere Normale an 2G. Es seien 8@, und oG, Teilrinder von

- G mit G, n 0@, = a, 6G = aG, U 9G, und mes 8@, > 0 beziiglich des RandmaBes. -

Wir fordern [ ‘ . - .

v _ o \ L AN

z'ac; = O ’ I S ) )

dy; 3 . . . - o c. k2 o ) L

__1/ =2 (ei IDiyil?~% Dy + aqiDjy; + -‘x—'f - D;yi) €os (%, Zj)sg, = 0
j=1 v ' i -

ﬁlit ) R . . - o

' v 1. (1=1,2;3)

_|u _Ja =45

Xoi ‘ 0’ &g % (7: — 6) .
. 0 L Y o, (1, = 7)
Dann haben wir . ‘ ‘ ) . .7

3 k2
Z f[D (ei | Djy; I" 2D,v/) + amD D,y. + —" D ( D,y‘)] zdz

. - . - i c, k2 . :
L= 2 (‘fi lDi?/i”’_z Djyi + aoéD;ys + —” — D;y‘) Dz dzx:
. =ll
Die Randbedlngungen Der Rand 3G des Gebletes @ sei in vier. Tellrander ;G
(i=1,..,4) zerlegt. Dabei gelte G = U 8,G, 9,G n 6 G = @ fiir i & j und mes 8,¢
>0 bezughch des RandmaBes. Manchmal schrelben wir-auch 9; fiir 9,G. Wir nehmen
die fo]genden Randbedmgungen als erfilllb an (: = 1,2, 3; 1 = 1,-2): :

S d : - .o :
76 ui=0, b _ k=k, e=5, : | )
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\ 0,G:  u; = Uio, . Y1 = Dy, . ) k= 7‘-?2’ og= Ean o . (8)
’ ooy I ok Je s : |
a o i = €; —_— = _—— = —_ = F . 9
SG Ui €is a;i O, 8?& K 0; a-ﬁ - 6.3) ( )
- ' op .\ ok 2
. 0 G; ; =0, — =40, —_— = , _— ="0. . 10
) i . 0 0 on 0 on 0 . ( ) .

on

. Fiir 8,G kann man sich eine Wand denken, fiir 8,¢ ZufluB- und AbfluBrinder, fiir
' 9;G einen Boden und fiir 9,G' eine Symmetrieebene. Wir setzen voraus, daB an 0,G
keine Windschubspannungen wirken und daB kein Austaysch von Wirme und Stoff
stattfindet. Deshalb kann man eine freie Oberfliche 9,G’ in erster Naherung durch
eine Symmetriecbene ersetzen. In (7)—(10) sind auch andere Randbedingungen

formulierbar, : ) . ' . ~
- Es mogen Elemente w; € WNG) (i = 1,...,7) derart existieren, daB folgende

3 Randbedingungen erfiillt sind (¢ = 1,2,3;1 =1, 2): )

. ‘ /

t

0,G:  w; =0, Wy = kb » w, = &

€ 1-
) . ?2(;’: 'wi = ul'09v. Towy = ¢l0’ Wy =k;) w, = &, -/ (11)
d:iG: w; = ei). . o . -
26w =0. T
* AuBerdem gelte g
divw =0, ' w=[w,w,w]. . (2

-{7_Vir.setzen Yi ¥ui —w; (=1,23),yi=¢—w; ((=451l=1— ), ys =k
— Wy, y;.= ¢ — w,. Die Elemente y; (: = 1, ..z, 7) geniigen dann den Randbedin-
gungen - . i S ' .

Ay + wy). _

alG: yl=0(7’= 1}2, 3)’ (13)

y7_'._0:

\ : : . . N
W y=0(=123), ;=0 (i=45), =0, =0, (19

26 %=0@=Lzspﬂﬂ%ﬁi=0@=¢m, :
o(ys + wg) 0 oy, +w,)
o= — VY —— = &3, :
on on '
06 g =0i=1,23, LI _oi=45),
T (16)
O(Ys + we) -0 (Y7 + wy) -0 .
wm . om C ~
AuBerdem gt~ ‘ J )

div y=0, y= (Y15 Y2» Yl . (17)
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’

Wir fﬁh}'en die foléen/dén _Unt‘erriidme von W (@) ein: . oo
T wle =0 (=1,23)
Y, SVHEWHNG):  yils, =0 (i=4,5) :
‘ Yilows, =0 (1 =6,7) , o

Wir vereinheitlichen diese drei Typen zu dem Symbol W ,(@).
Lemma [16]: Es sei G Lipschitz-stetig. Dann liefert

’ .3 1/p e ‘ B
“v”q.z}\=( J 2|D,~v|f’dx)~ (v e Wy(&) | - (18

auf W,,(G) eine 24 |- ”, » aquwalente Norm.

Bei einigen’ Abschataungen benutzen wir die Unglelchung ||z,||. » <o),
(v € Wy G)) Die Ungleichung (6) 1dBt sich fortsetzen zu ||zfl¢ = HE ollog (b € W »
X (G)) Wir setzen Y = {y = [y, ¥, al: i € ¥; (6 = 1, 2, 3),d1vy = 0}. Weiter
fithren wir den Produktraum ¥ =Y x (Y, XX Y,) mlt (ler 1'orm yll = (g5,
+ o= |lyallg )P ein. AuBerdem benut/en wir dle zuden ¥; (i = , 7) adjungier-
ten Raume Y * und die zu Y und ¥ adJunglerten Riume’ Y* un(l ¥* = Y* x(Y,*
X+ X Y,*). Die Normen dieser Raume werden nicht besonders gekennzeichnet.

Nebenbedingungen fiir k und &. Wir verlangen wclter fur We die Erfullung der Be-
dingung mf we = g > 0. Wir setzen : .

<A
\

C.=fy. € Y,'ye>0inG} ‘ S )

Ist y. = 0, dann gilt y, + w, = min w, ; £€> 0. Analog gehen wir bei k vor. Wir )
verlangen mf w2 k > 0 und setzen ‘

{y,‘ey6 % =0inG). : : Y (20

Im weiteren benutzen wir auch die Restriktion C Y x Y, er5 X Ce xC,. C,,
Cpund O' sind nicht leer; konvex und abgeschlossen im entsprechenden Raum

2. Die funkt'ionalanalytische Aufgabenstellung ; ) o
Es seien y;, z; € Y}l(i =-1,...,7). Wir fithren die folgenden Bezeichnurigen ein:

. 3 . : :

Ii4(ys, 2&\) =) f Dj(y; + wi) Djz; dw - =1...,5) @)

' =1 6 : o )
L . 3 - . ' N
TAe, yirzi),= 2 f e | Di(ys + wi?lp_gDi(yi + ;) Djz; dx (22) '

] j=1¢6 . 4 v’ >
(=1,..,7 S S :

3 / s
' I; (y,,z‘~ 2 f (y; + w;) D; y,+w)z dx (z=1,...,7) (23)
o j=1 6. .. N

) ) 3 (Ys + we)? ’ . )

LE(ye, Y1, ¥is %) = 3 ¢p | ~————— Di(y; + w;) Djz;dx -

’ (ys Y Yis i) .jéi‘ l‘é[ (s ]+ w,) (Y + i)' i*®i (2

CE=1,...7)

]
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¢

X

Ii.F(yb Y5, 2i) = f%“ [0“4(?/4 + wq) + as(ys +/w5).] z;dx

.G ) .
(z—12‘3) ‘ ) '/_ o -
BN £ 2 =/ Sw. z;dz (=15 < (26)
I (ys,yv,y.,zs) Zc f(y“—[ (Y +w)]2z dz
B +w \Ji 1 (] . (27)
'(,(z=1',2,3) R LT e e T

{

'Ig‘”"(?/s, Yi, 27) - wl f Ye + we) [Dj(yi + wi)]2 Z7 dx_'A (t=1, 2_, 3) (28)-
. =16 - ,

' ' © 3 ‘c \2
"‘4 I; (yG’ Yas ?/u zg) = A_\:’f i -+ (?/6 - ) (yn + wn) %6 d:l?

TN

(y7+w) . (29"

=45 .. L . "('.~
G=45 . S |

I J‘(JG’ JH z.") = ﬂlz g;é 'ci f (ys + u)g)’ D’(y‘ + W§) 274 dx ’ b '
j=t- 0 , : (30)-

B —4 5) , ¢ . ~ : K ,_
: . '\Ix(y-,,-zs) = _f (ys + wy) 7-;; dz . ) ‘ ‘ © (31

- " 4 G . . ) . vt
(o Fw)® - - o Lo
L —_

o1 (g/s, Y2 27) - (,f Coe (ye T dr . : (32)
(z7>——fe3z7ds e 33

Wir multiplizieren (2)—(5) unter den Randbedmgungen (13)—(16) und bei Beruck-

. _ sichtigung von (1) und (17) (vgl: [19]} zur Zerlegung des Raumes' L,(@®)) mit be-

heblgen’Elementen z€C, mtegmeren die entsprechenden Gleichungen mit den Pro-
- dukten iiber G, fithren in den in divergenter Form eingehenden leferentlalaus-
~driicken die partielle Integration durch, beriicksichtigen die Nebenbedingungen Cj
und C; und erhalten das folgendc System von Glelchungen und Unglexchungen in
Variation: °. _ K . ,

3
; [I (eu yu Z‘) + ‘I’I 4 (yn ;) + I; B(yia s) + I (?/e, Y Yi 2 1)]

3 . N .
§ (yhyS’ |)s A ,. L '. ) ‘ ) (34)

I (eu Yis n) + Ali °(?I" s) + I; B(yu zi) + Ii (?/e, ?/7, ?/«/6:, ) 4

= IMSem =19), - @)

IsA(ee». Ye> 26 — ?/s)' + IéB(?/e, zg — Ys) + qu(ye, Y2, Ysla1s 26 — ?/q)
- glli”(_yg, Yo Yir 2% — Yo) — _._Z;Ii"(?/s, Y75 YirZs — Ye) : :

T I'KZ?/'I, %2 — yB) g 01 l Z-G € 06’ . . . : ’ ) : (36)

Rl
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IvA(ev,}/7, 2; — Y) + I,B(y7, 27'/— Ya) + Ivl{(ys:’!/h Y02, 2, '\—111/7) .

3 . . .5 . .
) - Z; Ii,”'(?/o, Yir 27 — ¥Yq) *'.z;li""(?/e, Yis 27— Y3} + IRz, — y,)
J] ."'-—T . .lt= ' . . - t. )

— Iy, 2,2, — y;) 20, 2, €C,. - S ©(37)

.~ Definition: Das Element y = [y, y,, .- Y7+ € C heiBt Losung des Randwert-
problems (13)—(16) fiir das System (1)—(5), wenn alle- Integrale in (21)—(33) fiir
z € C endliche Werte annehmen und y € C Lésung des Systems {34)—(37) von Glei- '
chungen und Ungleichungen in Variation beziiglich z € C ist.

r

Im Hinblick auf eine L,-Theorie fiir Navier-Stokes-Gleichungen vgl. unter anderem
die Arbeiten [19] und [1]. ‘ RN e
Im weiteren erzeugen wir iiber (21)—(33) Operatoren auf den' entsprechenden
Réumen Y bzw. ¥, so daB (34)—(37) dquivalent in der Form eines Systems von
" Operatorgleichungen bzw. von Variationsungleichungen geschrieben werden kann.

3. Zur Stetigkeit der Operatoren . . - :

Der Operator Ay. Wir betrachten die Férm TiAs(y,, z;) (vgl. (21)) auf ¥ i XY, fiir
@ = 4, 5. Esexistiert ein Operator 4,2 € (Y; > ¥;*) derart, daB (4.%y;), z;) = Ii*(y;, z))
ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschétzung o ’ .

. ; .

P s " . . ) - - v
o ity )| S (mes @00 Iy, - wily ey s
- A9 ist stetig. Wirkliéh; wir haben fiir y® — yi'(spark) '
N ) - . ; R
. |(A io(yi”)) zi)' - (A io(yi), Z.)' N ) r .
’ T . 3 . - ) L
V! = Z[ f Dj(y;* + w;) Djz; dx —‘f Dj(y; . w;) D,z,vdx]
: “li=tle e ¢ - .-

3 ) .
Zf Di(yi" — i) Djz; d=

j=1 G
H

< (mes PP llyi™ — yillo lzidlo, — 0. o

\
~ .

Co 3 -
*. Wir betrachten weiter die Form Z:I‘Ao(yi, z;) auf Y X Y. Es existiert ein Operator

. =1 .3 . .
A% € (Y —(¥)*) derart, daB (A%, 2) = X Ii*(y,, ;) ist. Diese Aussage resultiert
aus der .Abschétzung i=1 S

. v

3 .
Z IfA'(yi: Z‘)

i=1

3 l S oL
é.z; (mes G)'P=277 ly; + willy,p [I2illo:p - ' - (39)

' Die Stetigkeit von A° auf Y folgt vollig andlog zu 4, aus den entsprechenden Ab- .
schitzungen. Wir setzen 4° = [y4°, 24,9, 14,0, 0, 0]+. A4° ist auf Y stetig und be-
schrankt. = T, T ' o SO '
Der.Operato'r A. Wir betrachten die Form I;4(e;; y;, z;) (vgl."(22)) auf ¥, x ¥, fir . -
i=4,.:,7 Es existiert ein Operator 4;€ (Y, > Y;*) derart, daB (4i(ys), zi)
= I;4(e;, ¥, 2;) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschitzung .
(e Yir 20)| = eillys + will35! [lzillo,p - C(40).

Rl
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A ist auf Y; gleichmiBig monoton erkhch es gilt (vgl [4])
(4 (yt)—A(y.) g —y.z)

=X [ (Dt wr 2 Dy(yd + wi) — 1Dy + walP =2 Dy(y:* + wy)

I 16 .
X Dyt + wi) — (¥ + w'))) dz = (8‘22"’/:0) lyt — 922, - (41
Die Stetlgkelt von 4; folgt aus dem Erzeugungsprmmp (vgl. z. B. [2)). Wir betrach-
ten weiter die Form ZI Ale;, y,, ,) auf -Y x Y. Es existiert. éin Operator A €-(Y

(Y)*) derart, dafB- (Ay, 2 ZI (es, ¥i, 2;) ist.. Dlese Aussage resultiert. aus der
Abschitzung o= A ‘

8 !
2 TAe;,
i=1

A ist auf Y gleichmaBig m()noton. Wirklich, es gilt firyl,y2eY

5 »
= ;; e llys + will75! lzillo,p - - o~ ) (42)

Ay — Ay — ) = Z(e 2277Ip) llyst — 4By | - | 43)

Die Stetigkeit von A folgt aus dem- Er7eugungsprmzxp Wir setzen 4 = [A4, 4,, .

AL €(Y > Y*). A 1st auf Y stetig und: glelchmal.’ng monoton mit der Konstanten
eq = infe;. . .

i
\ ’

B Der OperatorB Wir betrachten die- Form I;B(y;, z;) (vgl: (23)) auf y;x Y; fir-
i =4,...,7. Es existiert cin Operator B; € (Y~ Y;*) derart, daB (Bi(y;), z;)
= I‘B(y,, ;) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung S

-(mes Q)-1e lI B(y,, Il

SZ‘(maxly,+w|)(maxlz|)|[y,+w,||,p ‘ o _

S H ¢ Z [(ma'x |?/,|) + (max lwy ] ("y Hl P + "wllll p) ”21”0 4
= H ‘(a Ily llo.p + llov; Ih p) Z (Hy* 19,1l + K ¢ Jhw; lI; ») IIZ.IIo P . (44)

Fur p > n(p > 3) 1st B; stetig., erLhch wir haben fiir ;" — y;
I(B (J. )»z:) — (Bilya), z:)

<L

+w] D(?/: +w,)2 dx—Z f(y'+w)D(y'+w)z d:z:
Z f(-/) /_?/))D(?/: +w.)z d:t
1j=1 6
[ 4+ w) (D — 99) zda| ¥ ~
i=1 6

K 3 . L
< Hp%(mes G)””Z; (max |y;" — y;)) ID;(y:" + wi)llp llzillo,
. = , , : ,

-

3 : .
+ Hy [zillo,p 2 (max |y; + w;]) (mes @) \Di(y:i* — yilll, —.0.
i=1 : . . »
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Wir betrachten weiter die Form Z I (y,, z;) auf Y xl} Es existiert ein Operator

Be (Y — (Y)*) derart, da (By, _z) = Z’I B(y;, z;) ist. Dlese Aussage resultiert. aus
der Abschatzung =1

= Z [H, (mes G)”’ (« llyillo.p + Ilw.llx p)

3

X _)_7 (Hy® llgillo.p + K "wi”l,p)-llziuo,p]'

i=1

a , (45)

" Des weiteren ist B offenbar stetig auf Y Damitist auch B = [B, B, ..., B7]1 auf Y ‘.

stetig.

Der Operator E. er betrachten d1e Form . I; E(ye, Y1, ¥i» 2;) (vg] (24)) auf Cyx.C,
XY;x Y, fiir i =4,..,7. Es existiert ein Operator E; € (Cy.X C, X Y, —> Y¥

derart, daB (E iWe> Y1, y,), zi) = I, (ye, Ys Yis 2i) 1st Diese Aussage resultiert aus der
, Abschatmng ‘

lIi (ye, Y25 Yis zi)‘

| Somm ‘(-’;—JFT) 2||D,(y,+w o leilos
< 2(cule) (B Iyl -+ (2 oel) (mesG’)‘P‘”/P'
X (& lyillo.p -+ looilh.p) il - | S (46)

Weiter ist E; st,etlg Wirklich, fiir yg" — ys, " — y2, ¥i* -y, gilt .
|(E (yG ’ ?/7", K/ l")’ ) - (E y67 Y2: Yi)s %i )I

+ we)? ¢ +

’2 (Je 6)° (¥ 6)

.D' Ain i .D‘ d
(y7” + w,) (¥ + wv)] ’(y +' w) . |

- (¥s + wy)*
—— [D; Djz;d .
* ;'Z “J s+ w) [ /" = yi] Dz da
. ! (¥s" + we)® (ye + we)? B
S oumex |~ G .3: 1D3tye® -+ wl Ve
. + S
+ o max | S U0t — 9l e 0 ,

unter Beriicksichtigung von

. .. : |
k|2 ' E ;.(k] - kz) (kl -+:' kZ)‘ & + kzz(se —_ 81)

& & R )
und der Restriktion ¢ = ¢ > 0. Wir betrachten weiter die Form Z I; (ys, Y Yis ;)
" auf Oy X €7 XY X Y Es existiert ein Operator E € (Cs XCy XY — (Y)*) demrt da,B

‘ )

\/

(E(ya, Y1, Y),. ) E(ye, Y2, Y1y ,) ist. Diese Aussage resultiert aus der Ab- o

schitzung (46), dle a.uch fir ¢ = 1, 2, 3 gilt. Weiter ist £ offensichtlich stetig. Das
gleiche gilt dann, auch' fir £ = [E, E‘/a,, Es/a,, E;|o,, E'.,/a/]l auf Y.
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'Der Operator F. Wir betrachten die Form ): I; F(y., Ys, 2i) (vgl. (25)) auf Y. XYy xYe
3

. Es existiert ein Operator Fe (Y4><Y5—>(Y)*) derart, daB (F(y4,y5 2)=2X
- IF(ys, ys, 2;) gilt. Diese Aussage resultiert aus der Abschatzung ) =1

3 o
Z_,II‘F(?/" Ys, 2;) /

= g (Igil/er) max |ay(ys + we) +-0s(ys + ws)l Hpf mes G flzillo,,.  + .(48) - -

Weitér ist F offensichtlich stetig und F = [F, 0

-

, 0]+ ist auf Y stetig.
Der Operator H. Wir betrachten die Form Z’ TB(Ye Yy Yis 26) (vgl (27)) auf .06 x C;

XY x ¥, Es existiert ein Operator Hge (C's X Cy XY — Y*) derart, daB, (Heo(ye,
Y1, Y)s ze) Z I:5(Ye, Yqy Yis 26) gllt Diese Aussage resultlert ausder Abschataung

2 I (yG’ y’h Yi» 26)

: .
):(cp/e (max |z) (max |%6 + wsnzz f ID(y. + w;)|2dx

“j=1 G -

éhé‘l (Cp/§)‘ H,e .qullo.p ,2((}1;;‘)2 ||?/e||¢2).’p + (K2 llwli?, )

3 - -
X é 1Di(yi + willg 1Dy + willl,

7
L = L 2Aeule) Hy((Hp? el RN .
o R K lwllf ) (mes Gy@—212 2 1D;(y: + wills* Hzdllo.p - (49)
v v R ,: -, . N .

Weiter ist H ster,ig‘. Wirkli(.:‘h,’ Fir Yg™ > Yo, Y2 > Y» ¥ — ¥ in Cg X C; X ¥ filt

|(He(?/6 s YY) Ze) - ( 7/6: Y1°Y)s 28)] i

S - (5" + ws)* ,(?/6 wg)* ]
= - d
- i.élcyé/‘ [_(?h" + w,) (y2 + ’lf)y) ! ,(?/. + wi)JF 2 dx
© ‘ (ys + 'we ‘ ‘ " "
- Zc~ (y2 + wi) [(D (vi" + w) — Dyfys + wa)?

X (D,:(yi" + wi~) +<D;(y; + w;))] 26 dz|- i




-
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5 ) n 2 2 . - S -
= (m“ (:/ys, Ty Tty mexed [0 4w
o ! G
+l12:lc" (max (y7 +w7) - |Dl(y' y')l

X IDi(yin,'*j w;) + Dj(yi + w;)| dz (max [z4]) — 0.
Wir setzen H = [0, ..., 0, Hy, 0}%. Dann'ist H auf ¥ stetig.

Der Operator HO. er betrachten die Form ): I; "o(ys, Yir 27) (vgl. (28)) auf €y XY X Y 77,
8

Es existiert ein Operator H, € (C, X Y - Y—,*) derart, daB (H-,(ye, y), ) Z‘
He(ys, Yir 2,) ist. Diese Aussage folgt aus der Abschitzung =

2 I (?/e» yu 27)

’

= )_7 “Cp(max Y6 + ws|) (max |z,|) IID (?/. + will 11D; (?/. + w.)llp ,

ij=1

3 . . . . .
ég gc,.Hp°-II27IIo.p (Hp“llyello.p, + K,° ”welll,p) (mes G)»=2/p |ID,~(ya + wi)llp?

aCutly (Hp® |lyollo.» + K, ol p) (mes G)"’ 2””2 (o llyi IIo »+ IIw.le p) -

~ 3
= Z
X (llillo.» + ”wi"l.p) lizzllo, »- - (50)
Weiter ist H, stetig. Fiir ys” — Yy Y > y gilt nﬁmlich '
|(Hz(3/6": y"), 2 ) - H7 (e, ¥ zv)l
3
< X acu(max [ys" — ) ): [ 1D;:m + )t 1z7| dz
i=1 . j=1 G ) )
3 3 ’
+ XYoo X f I(¥s + w)l IDi(yi™ = ¥ 1Dy + wi)| |2l dzx
i=1  j=1¢ . .
3 3 .
’ a3 f (¥s + we) IIDi(yi + wi)| IDi(y:® — y:)l 12| d=
. i=1 =16 . . o
.3 . R4 .
T = ) ac,max (Iys” = Yol 1Di(y:". + wi)lly HD;(?/a" + wi)ll, (max |z|)
ig=1 '
» 3
+ Zl Z; (max |ys + wel) 1D;(y" — Yy )”q D; (?/. + wi)”p (max |z)
. S HE .
A} 3 )
ZIO‘C,‘ Z (max |g lJe + wel NDj(y:: + w; ”q IID (" — ¥ )”p (m&X Izvl) —>0

Wir setzen H* =[O0, ..., H;]*. H ist auf Y.st,etlg.
- 36 Analysis Bd. 8, Hett 6 (1089)
. . .

..
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Y
Tt

Der Operator J. Wir .betrachten die Form T.7(ys, ys, ¥i, 2) (vgl. (29)) auf Cy < O,
X Y; X Y. Es existiert ein Operator J;€ (Cg X Cy X ¥Y;— Y¢*) derart, daB
(T i¥e> y2, ¥3)» %) = L' (Y65 Y35 Ui, 26) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschitzung

(mes &~V I (Y ya, ?/u zc)|

>

3 . + 2 : .. .

§ 9l ‘(maf ‘(”;T’”ujf))mx ) 10+l

3 o

< 3 1Bl 2 Hy' nzeuo,,;[(H P Wl -+ (K ol 1010+ il

‘ , : (51)
Welter ist J stctlg Wirklich, fir yg® — y,, y:" > y7 und Yt — 1/, g1lt .

. A(mes G)~ Ve |(J1(y8 > Y2 Yi A): 26) - (J (?/c: Y25 ¥i)s 26)'

~

3 Cu - ' :
= 2 Iﬂigjl _“ Hpc ”ZGHO.p ‘max
©og=1 g

(?/0" + w;)? __ (ye + w;)?
(ya" + ws) . (?/7 + w,)

) 1Dy + willy

3 . l y + w,
+ 2kl 2 1) nzsuo,,(ma o

- Wir set/en J6 =J, +Js und J=10,...,J¢ 0]L. Jg ‘und J sind stetig

)u o —ym,,»o

Der Operator Jo Wir betrachten die Form I/(yg, 4, z7) (vgl. (30)). auf CexXY; XY,
Es existiert ein Operator J® € (C’G X Y; — Y,*) derart, dal3 (J (> Yi)s 2 ) = Ii'(ys,
Yiy 27) gllt Diese Aussage folgt aus der Abschatzung (6;; Iﬂ g,] dp= max; |ﬂ,g,|)

(mes @)~ |I-iJ°(y6: Yi, 27)1

3’ . SR
< 3 (max g + wel) (max o) 1D,(5: + 0l Dy =

a2 <H°ny6no,,+K°nw6n. P ) o lyi + wilip  (52)

Weiter 1st, Jo stetlg erkhch fiir ye® = Yo, ¥:" — Yi fo]gt ‘
- |(Jio(y6 s Yi ): z7) - (Jl (./Gs yi)’ z7)|

< S oue

)

—ys)D(u. +w)z7dx

P

3 N .
+ zléi; . f(?/e + ws) ¥i" — i) z7vd.?:
j=1

\

. ' c .3 oo
S i a—” (mes G)Ve (Hp°)2_Z; [lys™ — Yello,p lzallo.p llys 4 wills.p
. ¢ . 1=t N -

+ llys + welh,p llz2llo,p ly:® — Yillo,p] = 0. ‘ )
Wir setzén JO=JO + J5° und J* = [0, ..., 0,Y,°]*. J,° und J° sind stetig.

‘
v
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Der Operator K. Wir betrachten die Form I¥(y,, 26) (vgl. (31)) auf C, X Y6 Es exi-
stiert ein Operator K € (C, — Y *) derart, da8. (Ky,,.zs) = I%(y,, 2;) ist. Diese Aus-
sage folgt aus der Abschatzung e

N . {
(mes G |IK(J7: z)l = (max ly + w7]) (ma\ ]26|)

’

Welter Jst K stetlg Wirklich, fiir y, -y, ist . - _

~

(& (2), 26)=— (K(y:"), 26)| < (H,%) (mes G) (max 92" — 'ym' llzllo. 0. -

Der Operator L. Wir betrachten die Form IL(JG, Y2, 27) (vgl. (32)). auf C¢ X C; X Y7
* - Es existiert ein Operator L € (C; X C; — Y,*) derart, daB (L(ys, ¥1)s z,) = I (yG, Y,
z,) ist. Diese Aussage resultiert aus der Abschitzung

(mes G) Xy, s, 21)|
= (Caefk) (max |y; + ;)2 (max |z])

§

N ~

< (cuf) 2(H® 193185 + () ol ) (2 Voo~ G

Welter lst L stetig. Wirklich, fiir " — Ys und y," - y, gilt
' I(L(Jc", Y2 ), 27) - ( ?/6: J7) )I

(ya" + w,)? _ (&5 + w;)?
(Y™ + ws) (Ys *+ 106)

v : < 025([1 9 ||z,|]0,,, (mes @) (ma\t

)0

1

3

unter Benucksmhtngung von . *

(v + w;)% (7/7 + w7)2
(¥6™ + ws) (ys + wg)

= (1/k® [l./v — ¥l |?/7" + ¥ + 2w7] ]./s ‘f‘ wel + ly2 + w,]% 1?/6 — %l

" Das Element f. Wir betrachten die Form I (Sp,, 2:) (vgl. (2 6)) auf Y;. Es existiert E

- ein Element f; € Y ;* derart, daB (fi zi) = IJ(Sq,, 2;) gilt. Wir haben '

- (mes @)Y 11 (Sy,, )| < [ISe,ly (maax IZI) < Hy* 184l lzfl, - (85)

VVu betrachten weiter. die Form I,%(z;). (vgl. (33)) auf ¥,. Es emsmert em Element
R, .Y .* _derart, daB (B;, z;) = I,%(2,) 1st erl\hch es gilt . -

L) < (H,) oy [ 150] ds. S T
v S E .al : ’ . : c ) .
* Wir setzen f = [0, 0, 0, f4, fs, 0, R;] L. . v R
. ) ’ - N . L Vo « .
. l ’ ‘ .. .
4. Dle Operatorglenchungcn und dle Varlatlonsunglewhungen _ <

NN

’Aus (38)—(56) resultiert das folgende zu (34)—(37) aqunvalente System von Opera-
torglelchungen und‘Variationsingleichungen’:’ :

Ay +vA% + By + EWo, yn y) = Fyoys), . A S5

Ai(y;) + i4.%; + By + Ei(ys, Yo ?/i/.U:) =f; (t=4,5), ‘ (58)

~ 36*

<H p° lzllo.p (Hy ‘Ily lo.p + K [lesls. p) o .(83) -

<
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Vs

- (Ae(?/a): Zg — '?/e) + (Be(?/e), 2 — ?/6) + (Eje(ys: ?/7»'.7/6/01:): 2 — 3'15)

. - ] . .
] — (Helyer y1. )2 — 9s) — X (JilYer 2. 9, 26 — %)

— (K@), ‘4%)20meom 5 . - (59)

(A7(y7), 2 = Y1) + (Bv(?h), 2 — yy) + (E7(ye, Yo, yv/o. — ) |
= (Heyn )@ — yv) = Z 80 4, 20 — 97) — (Lt Yi)s 21 — ?/1)»‘

i LI T (60)

Wir setzen :
T = A+A°+B+E F' H—-J—-H'—J°— K —.L.

Dann ist dlese Aufgabe dquivalent der Variaﬁonsungleicl&ung /
@y=fz—920, ‘zeC. S (23

‘Lemima: Der Opemtor T zst koerzitiv relativ zu C,d. k., es gzlt (Ty, y— zo)/llyn N
= 400 fiir ||yl = oo bez einem festen zy € C. | . -

-

.Be_v_vels. Fur 2o = [O, - 0, 24, zo.,]l gllt, nach (38)—(56) .
(dy,y) + G (By, ) + (EWs, y1, 9), ¥), — (F(ye 95), 9)

3 - . 3 . .
_ g'c H?/ || — (4%y) — é’i(rrx_es P27 |y + willy,p lyilley
. . ’ : ; . * ;3 v
D — y.Z‘l[H,f(mes G)Ya (o llyille.p + ||wi||1.p)‘_z; (H* Nlyillo.p
. Ci=1 ) = ‘

. - ‘ -3 .
+ K& lwillp) lyillo., — v gl.(llysllﬁ,p F llwell} ) (@ 1Yillo.p + Tewilly.p) 1¥illo.s -

.3 : - .
4 —!7‘4_‘:; max |xg(ys + W@) F as(ys + ws)l Wyillo.p- o (62\) .

~
.

Dabei bezeichne y hier und im weitéren eine entsprechende Konstante, die vor jedem
Term durchaus verschieden sein kann. Weiter,ist .

R (Ai?;i: ?/i)_ + (4%, yi) + (B, ?/f) + (EiYs, ¥, yilow), ¥i)
Lzl — W4 vdos — ¥l + wilip lydos
"'—ﬂmmm+wmm%§wwmf+w%mmwhg
fﬂM%fHM%ﬁW%$+M%AMMp (=45,  (63)

' ‘(46(y6)" Ye ‘L—f‘zosj"*‘ (Bs(?/e - 203) + (Es(?/e, Ya» ye/&k) Ye — zt;e) ’

) 5 N : .
— (He(?/e; Y2 Y)Y — zos) - Z (J (?/e: Y1, Yi ) ?/6 - zos) - (K(yv: Ys — zoo))
' - (64)

©, . .
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’ : N\
= G ”ye — 2ggl5.p — [l 6{Zo6)ll ||ya - Zoe”o P S

T 7("?!6"0 » + [twglls. ) 2 (“?/;”o p. + {1 p) e — zoa”o »
- ')’(Hya”op + flews |2 ») (”?/s"o.'p + ||ws,||1.p) llys — Zoe“o.p

. 3 .o
- V.Z; (ll?/sllﬁ.p. + llwslf3 ) Zl IDi(yi + willlp® lys — Zosllo,»
.o=1 ) = I )

ﬂééﬂmh#wmgwwwwmwmfmm;'f; o
B e
\_ (-A7(?/7)» Y2 — 207) + '(37(y7), — z7) E7(ys,y7, yv/m) yr — zm) . A
(H (.’/6:3/7: )y —;307)' é(‘] Ys> ¥i - 207) - (L(?/s"}/7);?/7: 307)
E%Mr—%%m—”&%MW%f4Mw |
<mmp+mm»:mmw+mme%—%%@:  Y
—ﬂmmm+mmuﬂmmm+wwmwmf%mma
— ‘5u%mr+w¢»§WMMr%wmnw¢—%m;_ \
2 = _ -
! 'iymmp+MNWW%+wmwv‘mmp |
fimwm+WM|m—mm, ;:%r; :@y'

Aus diesen Abschitzungen Zusammen folgt nun unter Belucl\sxchtlgung der Un-
glelclmng 2ab < a® + b fir p > 6 (he Behauptung b

1
\ ) . . !

5. Zur Existenz von_,/Liisuﬂgén
. . v ‘ -\ [ . . )
Zunichst beachten wir, daB alle'Abbildungen 4, 4°, B, E, F, H, H°, J, J° K und L
stetig sind, nach dem Erzeugungsprinzip auBerdem beschrinkt, daB 7' koerzitiv
“relativ zu C ist, und daB A4 auf Y gleichmiBig monoton ist. Welter ist Y separa.bel
.und reflexiv. Gesucht lst nun ein ¥ € C mit )

-

M @y fe—yzo, zeC. )

_Wir beweisen die Existenz von Losungen von (I) uber ein Naherungsverfahren das
dem Galerkin-Verfahren fiir Gleichungen entspricht. Dazu sei {¥,}_eine Folge end-
'lichdimensionaler Unterrdume mit den ngenschaften Y, nC:#:ﬁ Y, = Y, fir
n<=m,LimY,=7Y.

Satz: Fir p > 6 besitzt (I) und dgmit das System (57)— (60) wem’gs_tem eine Lé.mng. ’

-y, s
/
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BCWCIS Wir bewelsen suniiclist dié Existenz von Losungen fiir den Fall der be-
schranl\ben Restriktionsmenge C'R = C n Ky, KR = {y €Y: |yl = R

(Ir) (Ty —f,z—y) Z0; " 2z€Cr. =~ c - (67)

L Wir'betrachten.dle»e}ndl1chdm1ensnonﬂen Probleme

(r)) (Ty—f2—9) =0, 2€Cp=Crn Y.

Vorerst zeigen wir, daB (Ip,) wenigstens eine Ldsung, y" € Cg, besitzt. Dazu ver-
sehen wir Y, mit_einer Hilbert-Raum-Struktur durch Einfiihrung eines Skalar-
produktes {-, -1, Fur jedes g€ Y* ist z > (g,2) auf Y, stetig. Folglich gilt (g, 2)

= [ng,2), ng € ¥,, ne[Y* > Y, o¥] ([Y* - ¥,*] I\enn/elchnet den ‘Raum der
linearen stetigen Operatoren), Dann ist (I, ) dquivalent der Ungleichung [nTy, z—1]
= [nf, 2 — y), 2 € Cry, oder :

v,z —yl=ly + »f — ﬂTf,z—J], 2 € Cha- - (68)

Wenn P, den Operator der Projektion von Y, auf die konvexe und abgeschlossene
Menge Cr, bezughch des Skalarproduktes [+, :], bezeichnet, (la,nn ist (68)'dem Fix-
punktproblet\n y = P,y + nf — aTy) dquivalent. Die Existenz von y" € Cp, folgt -
dann aufgrund der Stetigkeit von T aus.dem Brouwerschen Fl\pllxlktsatz Die
Folge {1/"} ist beschrinkt. Damit gilt y*¥ —~y (schwach) fiir eine geeignete Teilfolge
{y*} = {y"}. Wir /elgen im néchsten Schntb da.B "y eine Losung von (Ig) lsb Wegen
T p>n gllt g — %llc — O fir & — co. Wir setzerig(n) = —(T — A — A%— E)y™ + f.
“Dann ist [g(n) — g(m)] in L,(G) gleichgradig beschrankt durch eine Konstante C,.
Zu diesem Zweck muB g{n) als Element von L; (G) erzcugt ‘werden. Wir betrachten

einen Spezidlfall ot : '

s . C
, |I (.7/6, ?/7, ?/n zo)| = Zl —e max [(ys -+ ")6)2] leslly 1D(y; + w; )qu
7 3

' L kel

Darausfolgt RN
cly* =yl Sflq(k) gl ly* = 'l d&

:_ ¢, max (¥ +w6)2 . (6" + we)?

» _ . |k w) o (g + wi)

. Damit gilt_ |ly* — yH—>O fiir k,1 >-c0 und folglich y*.—>w stark in Y. Wegen
y* = y folgt daraus |ly* — || — 0. Auf dleser, Folge. konvergieren alle in 7'.enthalte:
nen "Operatoren stark. Nun sei {z)'c OR,, eine stark gegen z € Cg° konverglerende
Folge. Wir haben dann (T'y* — f, z¥ — y¥) = 0. Nach dem Grenziibergang fir k — oo

|
C,—0.

- st (Ig) erfullt Wir zeigen, daB (1) fiir hinreichend groBe R ebenfalls erfiillt ist. Wir

setzen R = llzoll voraus. Das Element yg sei eine Losung von (Ir). Aufgrund der
relativen Koerzivitit von 7' be/ugllch C gilt (Tyr, Yr — 2o) /|lyn|| — oo fiir |jyg]| = o0
im Widerspruch zu (Tg, yr — 20) = (f, 20 — ¥r)- Danit- ist lyrll = ¢ fir eine ge-
elgncte Konstante ¢. Fiir R > c¢ ist yg auch eine Losung von (I). Wirklich sei z € ¢'
beliebig. - Wegen |jygl} < B gilt z, = (1 — t) yr + tz € Kp' fur hinreichend Kkleine -
.t > 0. Dann gllt mit (IR) HTyr, 2 — Yg) = t(f z — yg) und folglich (Tyr — /, z — yR)
=0,z¢C R
Bemerkung: Fir elmge der’ erzeugten Operatoreu lassen sich weitere Elgen-‘
schaften beweisen : : N :
- a) 4 und A° sind\als monotone und st,etlge Operatm en auch pseudomonoton
b) B ist (w — w)-stetig. _ '
¢) E ist (w — w)-stetig und pseudomonoton
d) F, K und L sind (w— s)-stetig. .
.e)J und J° sind (w — w)-stetig.
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