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Zur lokalen Lösbarkeit nichtlinearer Differentialgieiehungen	
0 

vomgemischten Typ	- 

M. GUNTHER 

Wir zeigen die Existenz von Losungen Mr zwei Klassen von nIchtlinearen Differentialglel.. -	s 
chungen zweiter Ordnung vom gemischten Typ in einer Umgébung eines Punktes. Der Bewei8 
beruht auf einer Variante des Galerkin.Verfahrens, bei der drei Banachräume eine Rolle spie-
len. Die dzu notwendige Koerzitivitätsungleichung erhalten wir aus geeigneten nihtlinearen. 
Energieintegralabschätzungen. 
Mat noHa3blBaeNi cyll(ecTBoBaH}se peuieuuft jn gnyx }cJlaccoa HeJ!HhIehuhjx w4epeH[aJ!b-
ttatx ypasHeHun noporo nopsxa ceuiaiioro Tuna B olcpecTuocTuIleKoTopofl TOq HH. JLoRa-
3aTeJIbCTBo oCHoflano na flHMH0HHH M0HHLllpO1saHH0rOMeTOga I'aJlepHWHali HdnoJmayer 
TH 6aHaXOBISIX .npocTpaHcrBa. Heo6xouMoe JJIH aToro HOapI(HTHDHOC IIOpaBeHcTBO M}J 
nojjyqaem 113 COOTBeTCTByIO[1(Hx He.nuuefltn5Ix aepreuecuux HIITerpa.lmHblx o[(eHoH 

N 
We show the existence of solutions for two classes of nonlinear second order differential equa-
tions of mixed type in 'a neighbourhood of some point. The .proof is based on a modification 
of Galerkin's method and works with three Banach spaces. We get the necessary coercivity 
inequality from suitable n6nlinear energy estimates.	 . 

Tm folgenden befassei wir uns mit der lokalen Lösbarkeit zweier hiehtiinearer Diffe-' s 

rentialgleichungen zweiter Ordnung voin gemischten Typ erster und zweiter Art für 
rn = 2 + n reelle, unabhangige Variable 

	

XUYY 	.	.	 (A) 
xu + u f- Au = eF(e, u),	 - . .'	 :	(B 

Y, 21 ......z) E &m . Dabei sei e ein kleiner, reeller Paratheter und	d2 mit 
ala i . Es ist auch n = 0 zulassig, dann soil A der. Nulloperator sein. Uber die 

..Storungsglieder F(s, u) machenvir die fólgenden Voraussetiu.ngen:	
0 

(F)	Es seiQ 9 JR tm ein den Nullpunkt enthaltendesGebiet , mit glatteth Rand: 

(8,&2) Ferner sei F(e, u) eine endliche Summe von Ausdriicken der Gestalt a1a'u•.• 

•	afiku, k	0. Dabei seien j9, ..., fil, m-stellige Multiindizes mit fl11,	1 k I 
^ 2: Die Koeffizienten ae seien für jedes e (0, 11 Eleménte des Sobolév- 
Raumes H8(Q), deren Normen unabhangig von e besèhränkt sind: 
su {IIaII8.o: e E (0, 1)) < oo.	

0 

Unser. Resultat ist der folgende  

	

Satz 1: Es sei s	[m/2] + 3, und F(, u) moge die Vorausseizungen (F) (s, Q). 

	

erfiillen. Dann, gibt es in jedern der beiden Fälle (A) und (B). je ein e0 > 0 und eine	0 0 

Umgebung V 9 IR" des Nulipunkles, so dap fur. e E (0, Sg] die Gleichungen (A) bzw. 
(B) eine Losung u € H'(V) mit 11 U118+i.v	1 besitzen. 
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Die Schwierigkeiten bei der Losung der Storungsproblerne (A), (B) liegen einig in 
den Nichtlinearitäten , begriindet. Die Grenze zwischen hyperbolisehem und ellipti- 
schein Verhalten der Differentilgleichung hangt auch von den zweiten Ableitungen 
von u ab. Auf der anderén Seite geben wir uns aber keinerlei Randbediñgungen von 
Das vereiiifacht die Problernstellung natdrlich sehr. Als funktionalanalytisches 
Hilfsmittel zumj3eweis von Satz I benutzei wirdas folgende	 - 

L em ma: Es set W X Y eine Skale von separablen, re/lexiven Banachräumen 
-	mit dichten und stet/gen Einbettungen und [., .] eine nichtentartele,. stetige Bilinearform 
• an/ WVx Y. Schliefilich set-A eineschwach folgenstetige Abbildung vpn (u E X I Ilulix 
-	r> 0 nach Y mit [w, Aw] 0 für alle to E W mit Jl wJix = r. Dann extstierteinv E X 

•	 mitIivflx ;5 r und Av= 0.  

•	 ••	 DieLösung i wird dtrch ein Galerkin-Verfahren konstruiert; siehe dazu z.'B die 

Betrachtungen von T KATO [3] uber lokal koer,itive Operatoren 

In §1 hod §2 definieren wir die benotigtenBilinearformen für den Fall (A)bzw. V 

•	(B) und gehennotwendige Abschätzungen dafiir an. In §3 beweisen wir bschàtzun-
•

	

	gen für die nichtlinearen Storungsgliede F(e, u) und fuhren dann zusammenfasend 
den Beseis vbn Satz 1 

Auf Gleichungen vbm TypA) bzw. (B) wird man beim Studium nichtlinearer Differential-
gleichungen zweiter Ordnung der Gestalt	 -.	- 

(F 62/x1 2 . ).(x, t) a2/8t2 ) u(x;t) = (xt, u)	 -	 V 

mit geignterVreehter Seite 0 gefuhrt, venn(O, O)= 0, (grad ) (0, 0) -4 0 gilt. Wegen dieses 
Verhaltens der } unktion) 1st these Gleichung in einer Umgebung des Ursprungs von gemisch 

• -.	tern Typus.	 V V	 -	 V 

Bekunntlich führt. die (lokale) isometrisehe Einbettung eincr 2diinensionalen Riernann-
schen Metrik g11 (4x 1 ) 2 + 2912 dx1 dx2 + 22(dx2 ) 2 in den 3dimensionalen Euklidischen Raum 

•	auf die Losung der Differentialgleichung (K Gaullsche Krurnming)	 V 

V V	
V	 V1V1uV2V2u•— (v 1v2u) 2 V= K(g 11g22 - g) (1— 9uVuV1u).	 V	 V	 -	

N 

Gilt bier K(0, 0)	0 und (grad K) (0, 0) .4 0, so läBt sich dren Losung in der Nähe des r-
•

	

	 V sprungsauf die von (A) für kleins e imd n = 0 zurückführen. In diesem Zusammenhang hat 

C. -S. Liu [4] die Giichung (A) behandelt, aber mit gani anderen Methoden als den hier ver-
wendeten.	 V 

• 	 V	 §1	•	

V 

In den Räumen H8(Q) sei das Skalarprodukt definiert lurch	
V	

V	

V / 

V (u, V)Q	(u, v)0 + Z (u, V)OQ,	(u, v)0, = f uv du, 
V	 - 

V	

V	

V	
V	 jj	

V	
V	 •	•	

V 

V	 vbei x m-stellige Multiindizes sind und du = dx-dy dz 1	dz,, ist. Ferner sei natUr- 
lich llu ll	(u, u)'. Tm Falle Q = lRtm shreihen wir vereinfachend H8, (u,v)5 und 

1iu ii8 . Wir wählen .Funktionen fl, y  C°(1R) mit i(x)i < 1/16,0	'(x) für alle • 

V x EIRund(x) = xfür lxi :5-: 1/32,sowie0 < y(x) ;5 1/4für alle x € IRpndy(x),= 0 
- V	

für l x l-^ 1/64, y(x)V= 1/4fiir lxi	1/32. Es gilt dann-ioch	• •	 V '	
V 

(fi  ( 'x) + y(x)) + fi(x)	1/16	fur allex €	 (1) 

V	
V	

•	

V	

-
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•	Wir setzen mit diesen.Funktionen  

Für	1/64 simmt . L'u mit der linken . Seite'der Gleichung (A) flberei. Ferner 
• - denken wit uns die Koeffizienten ae dér Storungsgliedex F(e; u) o auf lR tm fortge- 

•	setzt,-daI3 Ni die Fortsetzungen die Vôrausseungen (F) (s, IR') gçlten; das ist auf 
• Grund bekannter Fortsetzungssätze (siehe z. B. [6: S. 100ff.]) natiir1ich moglichf 

Bezughch der Gleichung (A) genugt es nun anstelle von Satz 1 die folgende Aussage 
zu beweisen. 

Satz IA: Eá sei s ^!,[m/2] -+ 3, undes gelte (F) (s, 1R'). Oamhgibt esein s > O,so. 
dap die Gleichung Lit = F(--, u) für e E (0, ] ems Losung it E H	mit llull8, .1 
besz!zt 

Wir definieren 7wei Bihnearformen Fur (u, v) E H' x HO sei 

[a, v]0 = (u	u, — U, v) 0 ,	.	 S. •	.•	 .	 .:..	 •• 
iind fur (u, v) E 1128+1 x H° mit s	1 sei 

• •	 [u, V)8 = (— 1) (a 
y 	± un], v) 0 + ( 1)8+1 E(e2u, v)0 .	•	- 

II=s	. -	 .	.	•	 .	

.-.,	 1'••. 
Lemma 11 Fur alle u E 112 gilt die Ungleichung [u Lu]0 -jj lFuIli2 

Beweis: Wir bemerken,zunächst, daB Than für Funktionen aus H8 partielle Inte-
gration wie bei soichen aus C°(1R) . durchfiihren kann, solange die vorkmrnenden 
Ableitungsordnungen s nicht Ubertrefferi; insbesondere gelten dann Relationen der. 
Art (us, uy.d)o = 0 und ahnlich Auf these Weise finden wir zunachst 

[u, Lu]o = (u2, us), + ([fi + fi /2] u u)0 + (yu, u)0 

+ (y [Ux + us], u + us), - 2(YUx, u) 0 +	(u, 9 1u)0	(2) 

Wir beachten ferner' •	 -	 •	 • •	 •, 

4(yu,u)o	f 42d,u=fu2d/2_ f 'u2 du* .	.:	•............ 
IxIi/32	fft.

•	xi/32	 .	. 
(u, u)0 - (#'u, u) - (u, u) 0 + 2(u? u)0 

Dies tragen wir in (2) ein und wenden g1eicheitig die Ungleichung (u + 
^ u,2/2 - u 2 an. Damit erhalten wir	 •• 

•	 - [u, Lu]0	([1 — y] Ux, ,Uz) + ([fl + '+ y/2] uy , u 

''1	• I •	

-. 
2 ([y —.ft/41u, u +'- (e,u, e 1u)0 ±	(u u). . 

AuBer (1) 1st hier 'noch 2 fy _ . ]uu	 ± 2i1 2) ben 	worden.D 

mit folgt Ieicht die Behauptung I	..	.	.	• 

/	 ••	
.• 

Lemma 1.2: Es gilt fur alle U E	 s ^ 1 mit ciner Konslanten c = c(s, fi, y) dze 

Ungleichung [u,Lu],	-	lluIl+1 T c h ull3 lluJhs,.	 • °..	. '.; •Y .	• •	 . 

3*	•	 ••	 . 

•	

S	 •	

•	 ç	 •
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V	 ( 

Beweis: Für beliebige m-steliige Muitiiridizes a mit Jai	s haben wir aoLu 
- -	V	

+	+ 3zu + Ru,-wobei in dern Restterm Ru rurAbieitungen von u 
•	mit einer Ordnung von höchstens s + 1 aultreten. Demnach gilt - 

(_1)8+ 1 (2o, Li-u) 0 = —(&u &'L-u) 0 - 

(3u, u)o +	u)0 + .' ( 1u, 3u) - c 1 I lu ll, lulls+i. 

Wgen P(x)I	1/16 foigt hiraus leicht	 V 

• V -	

(-1 ' ' 	

(e2OuLu)	 S	
: 

•	 -,	

-	 IIa	 - 

•	 - 	

-' (a;a-u) 0 +	 u) - cjIulI8 lluJl+i,	 (3) 

	

=	V	 6 101 =8+1	-	- V	 -	 V 

wobei " bedeuten soil, daB der zur Abieitung'd 84I gehorige Muitiindex auszulasseii 
ist. Weiter haben wir	

•-	 •-•	

V 

•	 b'LIL =	± fta,%, +	+ y'(Ux + u - 

	

•	 ± &u] ' e 71 + 'u])0 = 0 -	
5 

•	sowie,	 • 

-	 V	 (_1)8 (Lu, a28[u. + u])0 = ( aJ>u e[u ± u]) 
^ 1/2([' ± y.] a 8f u,a 8 u)0 - 1/4(a 8-u, a 8u)7 c2 ]lull, 11u113+i .	(4)	V 

•	Durch Addition der Ungleichungen (3) und (4) erhalten wir  

	

•	(u, L4^	(aU, u) + ([ + '/2 + y/21	a81u)0 - C3 J juJ hluhh8^1-. 
•	 •	 O8+1

V V	
- Beachten wir.hier n/ch (1), so bekommen wir muheios die Behauptung I 

Lemma 1.3: Zu jedems	1 gibt esein2 0 - = 2(s, , y) > 0,soda/J/ilralle2V€ (0, 2] 
V	

uni u E-H281 die Ungkichung [z, Liu] + 1[u, Lu]8	(hIuJhj2 + .2 llull) gilt. 

•	 V	
• 

V 

Beweis: Aus einer Interpolationsabschatzung und anschlieBender Anwendung 
V 

einer elementaren Ungleichung foigt	 V 

V	

hulls 11u1l8+1	C ]lUllol!8 Ilull81 < r llull+j 4- c(r) llu11o2., 

wobei wir r > 0 nbcl beiebig vorgebenkönnen. Damit erhalten wir aus Lemma 1.1 


	

•	und Lemma 1.2 für beliebiges 2 > 0 und u € H1	V	

V 

[u, Lu]o + 2[u, '-,u] " -	(IluH 2 + A hl uhl+i? - 1 lluhl+1 - AC 1 () hu1102. 

	

I	V	
Nun wählen wir r so klein, daB cr	1/32 gilt; anschlieBend wird 2 so klein gewählt, 

	

•	daB aüch 20c1 (r)	1/32 gilt. Dann foigt 1eicit die Behauptung I 
V	 Leriima 1.4; Für jees 2> 0 und s 1 wird durch [u, v] = Cu, v] 0 + 2[u, v]8 ene 

.stetjge, nihtentarte1e Bilinear/orrn auf H 28 ' x H1 definiert.	
V 

Beweis: Die Stetigkeit ist klai. Sei jetztv E Ht und [t, v] = 0 für aile u E H28. 

- Dann sei w € B-' die -eindeutig bestimnte Losung der elliptischen Differential-
V	 gléiehung •	

-	 'V	 -	 -,	 •	 • V 

• •

	 V 

_W V+2(_1)8^lEe2Ow=v	 in Rm.	 V	 •	

• (5) 
181=8

S	 •	 -	

V	 V	

• V 

V	

•V	
V
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Es muB einerseits [w, v] = 0 scm. Anderefseits haben vir 

	

•	 [w, v] =.(v, v) 0 + (w + W" 	+ 2_1)8 (e w + 28 'w, v). 

In den letzten beiden Skaarprodukten enthalt ein Faktor nur Ableitungen ungeader 
Oidnung von w, der andere, nämlich v, nur Ableitungen gerader 'Ordnung von w. 
Also hat man 0 = [w, v] = (v, v) 0, ivoraus v = 0 folgt. Nun sei u E H 28 + 1 und [u, v] 
= 0 für alle v E H'. Dann ist auch [u, u] ==O. Nach partieller Integration erhalten wir 
aber —[u, u] = h uh02 + 2 E 1I8u1102 3 und deshalb muB u= ( sein. Also ist [, .jnicht 

	

•	- ausgeartet I	
V	

•	 V 

S	 -	 S	 ••	V	 .	

V 

-	 .	 \•	 -. 
5W,r wenden uns der Gleichung (B) zu. In ihr machen wir mit-einer positiven Zahl	• 
die Variablçñtransformation 2 = ex, y= y, z i ;. Erfiillt die rechte Seite F(e, u) V 

V V 
die Vorausetzung (F) (s, Q), so erfiillt die auf die ieuèn Variablen umgerechnete 
neue rechte Seite F(, u) wieder die Vojaussetzung (P) (s, Q) in einern geeignetcn, 
Bildgebiet Q. Wir lassen die Tilde wieder weg und betrachten anstellevon (B) im 
folgenden die Differentialgleichung	• 	

• V V
	

V 

V	 xu ± u,, + Au =	u).	V V'
	

V	
V	

V	

(B)e	V 

• Es bezeichne K, die abgeschlossene Kugel vom RadiusVr urn den Ursprurig von IR". . 


	

•	WirV wählen zwei Funktionen f, g E C?(1Rm) nut folgenden Eigenschaften: 0 f,, 
/1	1/2 in IR tm, f(x, y, z) = x in K,14 und / =0 in IR" \K,; fér,ier 0	g	1 'in 

- IR", g = 0 in K,18 sowie g = 1 in IR"' \ K,14 . Die Funktion Vf kann man ansetzenals 
'Produkt einer Funktion von x allein und einer,geeigneten ,,cut-off"-Funktion in den V, 

restlichen Variablen Es gelten dann die Ungleichungen 

/± g ±/I2	1/2	in 1R7, 
V 
/.+ g , g	1/2	inlRm\K,.	(6)


V W j r setzen nun mit VdieSen Funktionen  

	

V	 •V

 

N eu e(/uxz + gUz — gu) + u + An.	
• V

	 -	

• V 

In K118 stimmtN, mit der linken Seite der Gicichung (B) uberein. Wie in §1 setzen	 V 

wir die Koeffizienten a, in den Storungsgliedern F(, u) so auf)Rm fort, dal3 für die 
Fortsetzungen die Voraussetzungen (F) (s, IR"') gelten. BezUglich der Gleichung (B) 
genugt es, anstelle von Satz 1 das Folgende zu beweisen.	 S	 •	 V 

Satz 1.B:.E8 sei s	[m/2] + 3, und es gelie (F) (s, 1R"'. Dann gibt es em 0 > 0 
und eim e > 0, so daf3 die Gleichung N8u =.EF(E,u)fiir8 E (0, E Ojeine , L6sungu E H811 • 
mifllujj,+1 :5: 1 besilzt.	V	

V V

	 • 	 •	 - 

	

Wir definierenwieder zwei Bilinearformen. Fur (u, v) E.. H3 x H° sei	- 
V V 

V 

V	

- [ u, v]0 = ( —u,	— u, v) 0 ,	.	 •	- V	
V 

jind für (u, v) EH 28 '	I1° mit 5	1 sei	
V	

S	 V	 - 

V	 [u, v],	(1)8+1 (
	

' 3"'u — ,2° 1 u, v\	 V	
V	 - 

•	 V	
•	

5-	 •	

• 

Lemma 2.1: Zujeder kompakien Menge	IR" und jedem O > 0 exisEiert eine	-. •• 
V 

Konstanle c = c(K, i5) > 0, so dap für alle u E H' die Ungleici/ung. JIuhI.K	(hhuhIo2 
.+ hIuxhIo) + c 1 1u,J102 gilt.	 V	 •	 V	 -	 - 

•	 s
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BeweisI Es sei E einé der 2dimensionalen Ebenen. in 1R" mitz 1 =const, ..., 
const;ibrFlachendifferentialsei dv = dx dy. Nach einer einfachen Ungleichung 

(siehe NrRE,BERG [5], GAGLIARDO [2]) haben wir iunachst f	'-f dv ^ ..
	

dv 

x f I V j dv für ip E C°(IRm). Ersetzen wir hierp durch mit € C°(1Rm), so følgt 

f

9 f
dv
	

9)  9,2 q,. dvf 1 dv 

•	 f p4 dv (1 2 d 11 (1 q,2 dv'I2 
•	'E 	E	/-

^ { 
fp6 d,, f dv f PX 2 dv f 9,y2 dv}1I2 

•	 RI	E	B 

Damit folgt nun sofort 
F	 .f 2 dv	c1 ( f 7G dv'' I3 ^ c (1 96 dv'" 

KnE	 KnE.	/	 / 

•	I f ç,2 dvfq2z2 dv fq ,2	 •	 •. 

•	 -	 -	 -'	 B	ER.	'. 

Mit Hilfe etner telementaren Ungleichung erhalten s ir hieraus 

ft.pidv 
•KflE	 -	E.	

)
	 E	•	• 

S	 •	•	 ••	.•	•	 /	H 
Integration dieser Urigleichung tiber (z 1 , ..., z,,) E. IR" liefert die Behauptung für 

•	I	e 0(1Rm). -Wegeri der Dichtheit von C(1Rm) in H 1 gilt these dann aligemein I 
•	 Lem ma 2.2: E$ gibt ein o E (0, 1), so dafJ für alle u ,E B3 die Ungleicliung [u, Nu]0 

huh, 2 gill.	•	•	 • .5	 • 

Beweis Nach partieller Integration und Beachtung von' 0 81 = - O, 3 8g = 0 In 
lRm\ K 1 erhalten wir für u E H3 die Abchat'iung 

	

(Um + u — U, /U= + .guz — gu) /	•	 • 

([I ± g -j- ff21it, u )0 + ([I + g] Ui, u )0 + (gu, u)0 - 

— c 1 {(u, u)0 K, + (ui , 7 .)0 . K,}	/ 

•	• Beachten wir hier die Ungleichuiigen (6), so k(3nnen wir weiter abschät.zeii. 

U .,+ u — u, fu +guz - qu)0 

(hIu hIo + 'xIho + hluJIo) — C (hIu Io K + hIUXhI K) 

Nach Lemma 2.1 gibt es Clue Konstante c3 unit 

C2	0 K + 1iuXhI h)	(11U11o2 +IkxhIo + ]Iu !I) + c3(hIuVhlo + DUIIo2) 

S	 •	
5•	 •	 S	 ••
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•	Ferner gilt iiu,n noch	 S	 '	 S	 -	 S 

	

U
.zx +	u + Ai) 0 = I1

U
xyIIO2 + lIuy lI o° + (iIu IIo° + 1IuJIo2) 

Aus diesen drei'Abschatzuiigen erhalten wir schlieBlich	 S 

	

\	/	 S	 S 

•	

'	 [u, N0u] 2!	
+ 11U."'1101+ IIUIIO2) 

	

S	 •	 S	\ 

	

•+ (1 — ()C3)(lLU fi0 + IIuy 11 02) + L' JkzjIo2. S 

S	S	
1=1  

Wahlen wir nun em	E (0, 1) so daB 1 —	/4 gilt so ergibt sich sofort die 
BehauptungI	•:	 S • 

Vereznbarung Wir denken uns hinfort o . E (0 1) fest geah1t, so daB [U Nu]o 

e IIu IR 2 gilt Der Einfachheit halber schreiben sir dann Nu tatt Nu 

- Lemma 2.3: Für u E	s ^ 1 gilt die 'Ungleichung [u, Nu] 3	-- IIu1Ii 
—	

:	 .-	•-	 S	 - -	 S 

Beweis: Wir haben zunachst	 -	S 

	

-	 1)8+1	(8u, Nu)d = — (,o8Nü)0	
•	 / 

S	

•	 S 

> —k' (8a, &u,j + o/8'u -F- 6u)0 — ci 1JUJI, 1luili 

	

'S	
••	 -	 5' 

a 0-,,, )0 + (O u." 8Au) o + E (8 a 8u) o} - c2 h ulL h1u118+i


	

S •	 i=l	 S 

Hieraus folgt s%, egeri /	1/2 in lR tm letcht 

(1)' (a2, Nu),'
 

•	 S	 '	 S	 S 

S	

(&'u, 2u) + ([/ - 1/2] e 8 u,	— C2 jU 11U113+i .	S 

	

'	 •	

5_	

5	

5 

Andererseits haben,wir	 •	

•	 S	 •	 •	
- 

•	

S	 (_.1)85(ax28u, Nu)0 .= (8u, 8Nu)o	-	
-	S	

•	 •	

/ 

> ( 8+i a o/8 3+2u + Qs/8u 4- g88+lu) 0 - c3 HulkhluIl,^i 

	

/ = Q([s — 1/2)1 -F- g] ø 8+1 2t, 8 851 'u)0 — C3 hl'uh13 11743+1	 -	-' 

Aus diesen beiden Abschatiungen und (6) folgt leicht die Rehauptung U 

Lemma 2'4: Zu jeden s . 1 gibt es eim2 0 = 2(s, f, g) > 0, so ia/i /iir alle). E (0, 2]	• 

'and u.E H' die Ungleichung-[u, Nu] 0 -F- 2[u, Nu].,	1/8o(1u11 1 2 + 2 lujl -1 ). gilt. 

• Del Beweis verliiift analog dem vo?i •Lcmma'1.3 I	'	-' 
•	 S 

• •Lenima 25: Für jedes	0- und s ^ 1 .wird°.durc/i [u, v] = [u, v]0 +2[u, V]8 '	S 

- ,eine sletige, nichtentartele l3ilinear/orrn'au/ fl28+1 X H I de/inierl.  

Er ist eineeinfache Modifikation des von Lemma' 1.4; er hentitzt eben-
falls die diirch (5) definierte Fuktion o U	 •	 -	 -	

S 

-	 •'	

• S	

••5 

•	 •	

5'	 S.	 • 

-	 •	 •	 'S	 •	--	 -.	•	 S
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§3	 S.

/ 

Wir weiidenuns jetzt der Betrachtung der Storungsglieder F(€, u) zu und beweisen 
zunächst	 S 

Lemma 3.1: Es sei s [m/2J ± 3, undes gelle (F) (s, R"2). Dann i.st die Abbildung 
F(, .): 118+1, -* H' schwach.folgenstelig.	 S 

Beweis: 'Aus den.Sobolevschen Einbettungssazen ergibt sich jb'ujI Loo	C 1U113+1 
fiiru E118'und I r I. 3 sowie Iea L ;5 c 11a,11,für sE (0,1) und I rl	'2..Hieraus. 
fólgt für die einzclnen Terme von F(, u) für u E H8+1 sofort	'S 

-'	

iiau" aPku]I, < c ']IJl iiUii	:5, C' fluMs+	 (7) 

Dem'.ufo1ge istdie Abbildung F(e, .): 118+1 -> HI beschränkt Es moge die Folge 
{Uk}k, in Jf8+1 schw"ach gegen u konvergieren'. 1st Q IR& ein beschránktes'Gebiet 
mitglattem Rand, so ist di6Einbettung 118'f1 (Q) -+ C2 (Q) kompakt, und deshaib gilt 

- u)IILooQ -* 0 (rJ 2). Dann gilt aber auch IF(e, Uk) — F(e, u)iiLoo ( u) * 0. 
Für € O(1Rm) folgt daraus (F(, Uk) — F(6, u), q)o )'O Da. nun C o (IRm) dieht 
in HO und die Abbildung'F(, .): H8'' -* H° beschränkt ist, folgt daraus,die schwache 
Konvergenz F(, u) - F(e, u) in H°. Da ferner 'auch F(e, ): H8 + l - 111 beschränkt 
ist,rnuB F(e, Uk)	F(e, u) auch in H' schwach.konvergierenl	 'I 

	

• N Lernma3.2:Esieis' ^! [i/2]+ 3, u&lesgelte(F)(s,lRm).Danngibtesejnc>0,	S 

'so daf3 für alIe U € R28+1 mit JIu +1 < 1 und ails- s € (0, 11 in beiden Fallen (A) und, 
(B) die Ungleichungen' [u, F(, u)]oi, [u, F(e, u)]81 <c gellem. 

Beweis: Unter den gemachtenVpraussetzungen gelten die Abschbtzungen (7), 
us denen sofort flF(e, u)110	c, für alle e E (0, 11 folgt. Dann gilt auch [u,F(e,.u)]oi

'c2']143 JJF(s, u )J10 :!:_:^ c. Damitist der , ersteTeil der Behauptung gezeigt. 
Tm veiterèn machen wir Gebrauch von der - folgenden aligemeinen Ungleichung:. 

Siñd 'ri,.. . .,r Multiindizes mit i-r,i +	+ ITk I = I	[m/2] + 1 i,nd sind v1 , ..., V 
• S
	 'E HI, sogilt  

S.'	 I 
S	

'	 1i v 1	C'kVkliO 15 c3 jJ flv,]J,	- ,	 S	 •.	(8) 
7 

Diese Abschatzung erhalt man leicht aus der Hölderschen Ungleichung und den 
•	 ,	

stetigen Einbettungen H' = W, I (IRm)	W 1 1 (1Rm). Verscharfungen von (8) 
(siehe [3: Lemma A ,!]) :b 'ruhen auf 'Jnterpolationsabsehatzungen vom Gagliardo-

- 	Nirenberg-Typ.	'	- 
Es scien nun z, all a 2 Multiindizes mit lal = s, 2m = a + a2, I x, l = s — 1 und 

a2! = s + I ;'ferner sci a'u ... ?u	0,	< 2, a € H) einer der Terme von 
F(e, u). Dann gilt	-	 5-	

5	

,	 5	 5 

• (PU	 e2u)0i	i(a[a,u ... t"U], e'u)0 l	 S 

2	,	
1i-[a	Pzt ...	u]Jj 0 iiuiI3+, 

S	 -	 .	 < c IIU'rJis-i iiuHL	C.	'	
- S	 •	 S 

Hierbei haben wir(8) mit 1 = s - 1 und (k'+ 1) Faktoren benutzt. Nun haben wir 
•	noch	,•	 S  

1028 Flu, a.3 . 'u	efiku)ol = ( 3 ' u, 9v8 [ aee 'u ••. eU])	 ,	
'

(9) 

	

S	 S
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und die analogen AusdrUcke mit °-u Oder 2 u anstelle von a ,21u zu betrachten. 
Tm zweiten Faktor auf der rechten Seite.denken wir die Differentiation ausgefuhrt 

• und behandein zunächst Terme mit (s + 2)-ten Ableitungen von u. Dazu muB mm-
destens ein th, etwa , gleich 2 sein. Man erhält so Ausdrücke der Gestalt 

I :=f AD 1 vD2 D3vdu;	A = auu,	1) 

wobei D1 , .D2 , D3 irgend drei der i)ifferetiationssymbole a,	sind. Durchpar-




tielle Integration findet man I = e 1 1 1 + e2 12 ± e313 , e 1 E IR, 11 = f D1AD2vD3v4; 

	

•	 -.

 

R-
12 und.13 erhalt man durch zyklischeVertauschung der. Ziffern 1,2, 3. Nun ist 
mit-Hilfe des Einbettungssat5zes Ieicht zu sehen, daB	 - 

I ii	C1. ]luIL+1 ]lD1(aa2u	3zt)110	- 

ist. Also sind. auch die Integrale I unabhaugig von u und ebeschränkt.	- 
Die iioch verbleibenden Ausdrücke in (9) gestatten die Abschatzung 

(a^', &'aa"u •..	 u)j ^	]a'u •.. 

Dabei gilt H ± IAIJ +	+ laki	S +	+ IkI und ja	s + i 
für i- = 1, ..., k. Dann geniigt es zu zeigen, daB tinter den gemachten Vpraussetzungeh 

- 1I a 'u ...	C8 --	 -	 (10	- 

gilt. 1st hier a	3 für irgendein i,so kann man den Faktor, I al iul 'mittels jIa'uflj •	< c IIüIL+, (u €	rI ^5 3) durch const J ju]I+j ^5 const abschiitzen. Demnach 
können wir in (10) noch . 1a 1 1 ;j: 4 für i = 1, ..., k annelfmen. Istjetzt k	2, so können 
wir Multiindizes 01, 22 finden, sodaB	= fi + 1	3,	für j = 1, 2 gilt.

Dann folgt aus (8) mit 1 = s — 2 die Abschatzung 

,i1e u :	1Io	c 1IaJl1 jIeeu]Iz JI'uIJz IaI!, ... II uIli	 S 

	

•	S	 ^5, C	IlU llk	.	 • 

Hieraus mind aus den Voraussetzungen folgt jetzt sofort (10). 1st dagegen in (10)1 
k = 1, so muB la,l :5: s -4-- 1 scm, da keine (s + 2)-ten Ableitungen vdrkommen 
sollten. 1st schlieBlich k =/O, so ist jai = s, und (10) ist trivial. J)amit haben wir ge-
zeigt, daB unter unseren Vora ussetzungen alle in [u, F(,-; u)], vorkommenden Terme 

- beschränkt sind, und zwar sowohi im Fall (A) als auch mm Fall (113) I - 

Beweis von Satz LA und Satz 1 B: Wir wplleii das in der Einleitung zitierte 
Lemma anwenden. Als separable, reflexive Banachräume wählen wirdazu die Hil-
herträume W = H28 , X = H3 ' -mid Y = H' mit S [m/2] + 3. Iii , jedern der 
beiden Fäll (A) mind (B) wählen vir ein'fcstes 2 > 0, so daB für alle u € H' mit 
cinemn a> 0-die Ungleiqhung	 S	 • 

-	•	

[u, i'u]0 + A[u, 4u] 	a(J1u 111 2 + A JluI[+1)	•	 -	(11) 
gilt, wohei P = ,L im Valle (A) und P = N im Falle-(B) .ist (vgl. Lemma 1.3 bzw. 
Lemma 2.4). Nach Lemma 1.4 und Lemñia 2.5 ist [, 1= [, ]o + 2[ . , ]8 .eine stetige	S 

nichtentartete Bilinearform aufH 281 x H'. Wir setzen ferner A(s, u) = Pu - eF(e,-u). 
Nach Lemma 3.1 ist die Abbildung A(e, .): H' --> H1 schwach Tolgemistetig. Es gilt - 
auBerdem nach Lemma 3.2 umid (11) für alle u € H' mit Jlu1I3j = 1 und alle E € (0, 1] 

• die Abschatzung [u, A(e, u)]	a-A — sc. Wählen wir alsoe > 0 hinreichend klein, • -

so gilt auch [u, A(e, u)] ^0..Das oberi er'vähnte -Lemma liefert die Eistènz einer 

	

• Funktión u E . H' mitlIu]18+ , ;S I, für die A(e, u) = 0 gilt I	•	 -	 S 

-S	 • 
•	 .
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