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Zur lokalen Losbarkeit nichtlinearer Differentialgieichungen

0y

vom gemischten Typ : B

" M. GUNTHER A o : ST g

Wir zeigen die Existenz von Lésungen far zwei Klassen von mchtlmearen leferentlalglel- Lo
. chungen zweiter Ordnung vom gemischten Typ in einer Umgébung eines Punktes. Der Beweis '
beruht auf einer Variante des Galerkin-Verfahrens, bei der drei Banachridume eine Rolle spie- -
len. Die dazu notwendige Koemltlwtat,sunglelchung erhalten wir aus geelgneten mchthnearen
Energlelntegralabscha.tzungen i - . .

Mu nokaawbaem cyliecTBoOBaHMe pellenuft A (BY X KITACCOB HeJMHEAHHX AnpdepeHuUnann.
HLIX yPAaBHEHUN BTOPOT0 MOPANKA CMELIAHOTO THAA B OKPECTHOCTH HEKOTOPOt ToukH. Jloka-

. 3aTEJBCTBO OCHOBAHO HA NpHMeHeHHH MOAMHULIMPOBAHHOTO: meroia "anepkuna n chonbaye'r
Tpu 6aHax6BLIX npocTpaHcTBa. Heo6XomuMmoe AJIA .3TOTO KOIPHUMTMBHOE HEPABEHCTBO M
MOJIy4aeM U3 COOTBETCTBYIOIMX HEMHHENHLX DHEPTeTHYECKHX HUTCTPANLHEIX OLEHOK:

- N e
‘We show the existence of solutions for two classes of nonlinear second order differential equa- -
tions of mixed type in a neighbourhood of some pomt The proof is based on a modification -

_of Galerkin’s method and works with three Banach spaces. We get the necessary cocrclwty
mequahty from suitable nonlmear energy estimates.

/- . N - ‘ : -
Im folgenden befassen wir uns mit der lokalen Losbarkeit zweier mchtlmearer Diffe-' .
- rentialgleichungen zweiter Ordnung vom gemischten Typ erster und zweiter Art fiir

m = 2 - n reelle, unabhangxge Variable . iy \.
 etmutle=cFew, ., @)
L By - Uy o Au = eF(e, u), . _ o _ (B
(z, v, z,, ooy z,,) € ]R"‘ Da.bel sei ¢ ein kleiner, reeller Parameter und A" = Z 3 2 mit e

9; = 9/oz;. Es ist auch n=0 zula581g, dann soll A der. Nullopera.tor sein. Uber die
: ~St0rungsgheder F(e, u) machen™ w1r die folgenden Vora.ussetzungen

(F) Es sei'2 € R™ ein den Nullpunkt enthaltendes Gebiet, mit glattem R.and ;

(8,82) Ferner sei F(s, u) eine endliche Summe von Ausdriicken der Gestalt a0 -
%y, k = 0. Dabei seien 8, ..., B m- stellige Multiindizes mit |B,],:.., |ﬂk|
=< 2. Die Koeffizienten a, seien fiir jedes ¢ ¢ (0, 1] Elemeénte des Sobolev-
Raumes H*(Q2), deren Normen unabhingig von & beschrinkt sind:
“sup {llacs.a: € € (0, 1]} < co.

 Unser. Resultat ist der folgende . , _ : L

Satz 1: Es sei s = [m[2] + 3, und F(e, u) moge die Voraussetzungen (F) (s, 2). .
erfiillen. Dann gibt es in jedem der beiden Fille (A) und (B).je ein €4 > 0 und eine :
Umgebung V' < R™ des Nullpunktes, so daf fiir.¢ € (0, &] die Glezchungen (A) bzw.
(B) eine Losung u € H’“(V) mit ||u]|,+l v < 1 besilzen. <

-3 Annlysls, Bd. 9, Heft 1 (1990)
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Die Schwmrlgkcnben bei der Losung. der Storungsprobleme (A) (B) liegen emzng in

-'den Nichtlincarititen begrundet Die Grenze zwischen hyperbolischem und ellipti-

schem Verhalten der leferentlalglexchung hingt auch von den zweiten Ableitungen
von u ab. Auf der anderén Seite geben wir uns aber keinerlei Randbedingungen vor: -

"Das vereinfacht die Problemstellung natiirlich sehr. Als’ funktlonalanalytlsches
. Hilfsmittel zum: Be“ ¢is von Sa,tn 1 benutzen wir das folgende

1

Lemma: Essei W< X < Y eine Skale von separablen, reflexiven Bamwhmumen
mit dichten und stetigen Einbeltungen und [-, -] eine nichtentartete,. stetage Bilinearform
auf WX Y. Schlieflick sei-A eine schwack folgenstetige Abbildung von {u € X | lluilx =7},
7 > 0 nach Y mit [w, Aw] = 0 fur alle w E W mit |lwl|x = r. Dann existierteinv € X
mit ||v]|X <r und Av =0. : , A -

- Die’ Losung » wird duxch ein Galerkm Vcrfahren konstrmert s1ehe dazu z.' B! dle

‘Betrachtungen von T. KiTto [3] uber, lokal koerzitive Operatoren -

In §1 und §2 defmxcren wir die benotxgten Bllmearformen fiir den Fa.ll (A) b/w
(B) und geben’ notwendlge Abschitzungen dafiir an. In §3 be\vmsen wir Abschitzun-
gen fiir die mchthnearen Storungsglleder F(e, w) und fiihren ‘dann zusammenfa.ssend
den Beweis von Sat/ 1 : . I . -

Auf Glelchungen vom Typ (A) bzw. (B) \nrd man beim Studmm mchtlmearer leferentlal- ;

T glelchungen zweiter Ordnung der Gestalt - . \ e

v (2 82/8x )(:z:, c)a/az) (x; t)—¢(z,t u)’

mit gec:gneter rechter Seite @ gefuhrt wenn A(0, 0):= 0, (grad A)(0,0)*0 gllt \Vegen dleses

-Verhaltens der Funktion 2 ist diesc G]elchung in einer Umgebung des Ursprungs von gemisch-

tem Typus. -, .

. Bekanntlich fithrt. die (lokale) 1sometrlsche Einbettung_ einer 2dunensxonalen ‘Riemann-
schen Metrik g11(d2")? 4 29,5 d2! da® + gpp(da?)® in den 3d1mensuonalen Euklidischen Raum
‘auf dle Loésung der lefercntmlglexchung (K GauBsche hrummung) _ .

IR AEAY \72‘“« i\ Vzu)~'= K(gugen — 932) (1 — 9%V )

s

Gilt hier K(0, 0) = £ 0 und (gmd K) (0, 0) =& = 0, so 148t snch deren Losung in der Ndhe des Ur-

. sprungs auf die von (A) fiir kleings e und n = 0 zuriickfithren. In diesem Zusnmmenhang hat -
" C.-S. LI~ [4] dié Gleichung (A) behandelt aber mit gam anderen -Methoden als den hier ver-

wendeten

-

- . N ~

In den Réumen H4($2) Sci das Skalarprodukt definiert du‘rch

f."(u Oha = vha + £ @ vloa, (0o = [undi,
. . i Q. . .

s Jaj=s

wobei & m-stelhge Multiindizes sind .und d,u = dz-dy dz, - dz, ist. Ferner sei natiir- . -

. lich |julls.0 = (2, w)V'%. Im Falle 2 = R™ sthreiben wir vereinfachend H*, (u,v); und |
llells- Wir wihlen .Funktionen g,y € C°(RR) mit’ |B{z)] < 1/16, 0 = p'(2) fiir alle -

z € R.und f(z) = z fiir |z| < 1/%2 sowie 0 < y(z) = 1/4 fiir alle z€ R und y(z).=0
fur [x] < 164, y(x) = 1/4 fiir |z| = 1/‘3" Es gilt dann\noch .
7 ' : )

(ﬂ (2) +. 'y( z)) + B x) > 1/16 firalleze R. ‘ 1 |

-

rof =
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Wir setzen mit dlesen Funktlon(;,n , .
Lu/= Uyy + ﬂuw + V(uz + uu) Iy yu + Au ’ v f : iv"",

Fiir |z} < 1/64 stimmt-Lu mit der linken, Seiteder Glelchung (A) uberem Ferner
- _denken wit uns die Koeffizienten a, der Stoérungsglieder F(s, u) so auf R™ fortge-
setzt,-daB fiir d1e Fortsetzungen die Voraussetzungen (F) (s, R™) gelten; das ist auf
Grund bekannter Fortsetzungssitze (siche z. B..[6: S. 100ff.]) natiirlich méglich:
Beziiglich der Glelchung (A) geniigt es nun, a,nstelle von Satz 1.die folgende Aussage -
zu beweisen. '

-\,

Satz i:A: Es sei s =[m[2] + 3, und es gelte (F) (s, IR"‘) Dann gzbt es ein so > 0 so
- daﬂ die Glezchung Lu = .vF(e, u) fir .e: € (0, &) eine Losung uE€ Hfj‘l mit Yulls, <1
besitzt. S ) L L

Wir defmleren 2wei Blhnearformen Fiir (u, v) €. Hl x HOsei . - . IR

-~ .
N

4

[u': ”]o (u + Uy — W, ”)o,
' Coin R C * . N ©
und fur (u, v) € H2e+1 x H° mlt, s. 2 1 sei ’ - '

U Tl S (1 (0 + ), o+ (_1)m§(a25u v>o

Lemma 1.1: Fir alle u E H2 gzll dze Unglezchung [u, )Zu]0 2 — ||u[11 “

‘Beweis: Wn‘ bemerke11/1unachst daB man fur Funktxonen aus H* partlelle Inte-
gration wie bei solchen aus CP(RR). durchfithren kann, solange die vorkommenden
Ableitungsordnungen s nicht ubertreffen msbesondere gclten dann Relationen der.
Art (ug, uy)e = 0und ahnllch Auf diese Welse fmden wir zunachst ‘ B

fu, Lu]o = (uz, uz)o + ([ﬂ + ﬂ 2] u,,, uy)o + (yu u)

Ea

_,*_ (V[uz + uy]: Uz + uy)o - 2('}’“:: u)o + 2 (a u: b lu)o T = (2? .

er bcachten ferner- . L . : o
4y, u)y 2 ) uzd,u. —jumy — f ﬁ’uzd,u o el
eizs2 R~ . : lz1<1/32 R
.. . I:
L 2 (u, u)y — (ﬂ u, u)o = (u, wo + 2(ﬂu; uz)o

~

Dies tragen wir in (2) ein und wenden glelch/,elt,lg die Unglelchung (uz + u,)
= uv2/2 — u, an. Da.mlt erhalten wir

[u I/u]o 2 ([1 — ) 'u'z: z)o + ([13 + ﬁ /2 + 7/2] uy: y)o

(!. o 1

[y—ﬂ/4]u,u,>o+.>:<au, g+ g, L

. ; o - . . MRt ) -v 4.:’;4.5 .\:':1_:4. ,‘
- Aufler (1) ist hier 'noch 2 ‘ y = %] uu, < —(— u? + 2u, ) bgnutzt worde'n‘.wa’-‘- .

mxt folgt lelcht dle Behauptung l ) s 64 o e
Lemma 1. 2: Es gilt /ur alle u e H""“ é =1 imt einer Konstanten ¢ = c(sy; ﬂ,'y) ‘di‘;
Ungleichung [n, Lu], = 16 ||u||Ml — € lufls lellesr - ‘ | Tl '
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Beweis: Fir beliebige mstelhge Multundlaes & mit || = s haben wir &*Lu )
L= 6“u,, + fo*u,, + 8*Au + Ru,-wobei in dem Restterm Rz nur. Ableltungen von v !
-mit einer Ordnung von héchstens s 4 1 auftreten. Demnach gilt - 2
i . (_1)a+1 (32au Lu)y = (aau 3"[/&1,)0 . : o

= (0° uz: *uz) + (ﬂa“uy’ 3’%)0 + 2 3“3,’&, 3“3,11,)0 — € ”ulls ”u”ul K

4

. Wegen Iﬁ(:t)[ < 1/16 folgt hleraus leicht
) . . _1)n+12(32au Du)o

B ) |al=g °
- 15 : R
2 16, 124 1(3"% 3”u)o + (53 Hlu, 0 "“u)o — e llulls Jeellsss s (3)

' : ol=38

wobel S bedeuten soll, da.B der zur Ableltung 0,81 gehonge Multiindex auszulassen
ist. Weiter haben wir *

o, Lu = 9, u,, + B0, 'u,, + 0, Au + y0,*(u, + uy — u)\,
(a [uzz + Au] 3 ’[u + uy])o - O ,
sowie, . : R )"

(1 (I/u 2 P + uy])o = (9, L, 9,"[u; + u.,])o :
= 12(8" 4 718, u, 9,2 u)e — 1/4(3,"u;, 3fuz)o — Ca llulls [fullosrn- (4)
Durch Addition der Ungletchungen (3) und (4) erhalten wir = - - . . R
" .
[u Lu], =216 g Zﬂ(a u, 3"“)0 + ([ﬂ + B2 + 7/2] 9, 1u, @ "”u)o — ¢ Ilulls Hulim

i ’ .
Beachten wir. luer noch (1), so bekommen wir muhelos dle Behauptung |

Lemma 1.3: Zuyedems > lgzbt esem),J = Ao(s B, y)> O sodaﬂ /uralle/ € (0, 2]
\und u € H”“ die Unglewhung (u, I/u]o + )[u, Lu}, = ;2 (]|u]|l + A ]]u]l, 1) gélt.

{

A Bewels Aus einer Interpolatlonsabschatzung und a.nschheBender Anwendung- ‘
- einer elementa.ren Ungleichung folgt

ey o < o nuuom [loafl} 13+ < 7 full2,y + (@) Ihalle?,

wobei wir 7 > 0 noch beliebig vorgeben konnen. Damit erhalten wir aus Lemma, 1.1
und Lemma 1.2 fiir beliebiges 2 > 0 und u € H»+1 :

v [, L)y + 7[“ Lu]a Z T (llulh + 4 llullm) — Jer floallf sy — /cn(f) Jlullg? :

Nun wihlen wir 7 so klcm daB cr < 1/32 gilt; anschlicBend wird /0 50 klem gewilhlt,
daB auch Jgc,(7) = 1/32 gllt Dann folgt leicht die Behauptung B )

‘Lemma 1.4; Fiir jedes 2 > 0 und s = 1 wird durch [u,v] = [«, v]0 + Hu, z/], eine
stetige, mchtentartele Bilinearform auf H2er1x H1 definiert. ,

Bewels Die Stetigkeit ist klar. Sei jetzt v € H' und [u, v] = O fiir alle u € H2s*1,
Dann sei w € H*"! die- emdeutlg bestimmte Losung der elhptlschen leferentlal- .
.glelchung

.—w-i-)( 1)”1232“10—0 'i'n]R"'. - o -".(5)

lal=g : s
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Rl

Es muB emerselt,s [w, v] = 0 sein. Andererselts haben wir’
[w, ‘0] (‘U "’)o + (u/z + wy: 'U)O + )( l)a (a uwz + 0 2‘“w’ ‘U)o

In den letzten beiden Ska.\arprodukten enthilt ein Faktor nur Ableitungen ungera.der
Ordnung von w, der andere, namlich », nur Ableitungen gerader ‘Ordnung von w.

~ Also hat man 0 = [w, v] = (v, v),, Wworaus v = 0 folgt. Nun_sei u € H>**! ‘und [u, v] V

= 0 fiiralle v € H!. Dann ist auch [«, ] =-0. Nach particller Integration erhalten wir
aber —[u, u] = |lul|o> + ) 2 ||8“u||0 , und deshalb muB w = 0 sein. Also ist [ , ] mcht
. ausgeartet il o lel=e . " .

N

§2 oo S s

Wir wenden uns der Glelchung (B) zu. In ibr machen wir mlt -einer posmven Aa.hl 0 o

~die Variablentransformation Z = gz, § = y, % = 2;. Erfiillt dic rechte Seite F(e, u).

‘die Voraussetzung (F) (s, 2), so erfiillt die auf die neuén Variablen umgerechnete

neue rechte_Seite F(e, u) wicder die Voraussetzung (F) (s, @) in einem geelgneten,
Bildgebiet 3. Wir lassen die Tilde wieder weg und betrachten anstelle von (B) im

. fo]genden die leferentlalglelchung

\

(B,

Es bezeichne K, die abgeschlossene Kugel vom Radius.7 um den Ursprung von R™,

0TU,, -j— Uy, + Au = eF(e, u).

Wir. wihlen zwei Funktionen f, g € C3>(IR™) it fo]genden Eigenschaften: 0 S/z,'

Ifl < 1/2 in R™, (=, Ys 2)=zin K, und f,=0in R®\.K,; ferner 0 =g =1 ‘id
R™ g =0in KI/S sowieg = 1 in R™\ Kyjs- Die Funktion 'f kann man ansetzen.als

- "Produkt einer Funktion von z allein und einer, geeigneten ,,cut-off" Funktlon inden

restlichen Variablen. Es gelten dann die Unglelchungen -

s
’

40 4hRZIE i Re, [iggziP mRONK.  (6)

‘Wir setzen nun mit diesen Funktionen - T
,

N = ofues + gus — gu) + wy, + bu. o

In K3 stimmt-N, mit der linken Seite der Gleichung (B), iiberein. Wie in §1 setzén
wir die- Koeffmenten a. in den Stérungsgliedern F(¢, u) so auf IR™ fort, daB fiir die
Fortsetzungen die Voraussetzungen (F) (s, R™) gelten. Beaugllch der Glelchung (B)
geniigt es, anstelle von Satz 1 das Folgende zu beweisen.

Sa,t7 1.B:.Es sei s = [m[2] + 3, und es gelle (F) (s, R™). Dann gzbt esein'g >0

und ein gy > 0, 80 daf3 die Glewhung Nou = eF(g, u) fiir € € (0, &) eine Losung w€ HLo

mit llu”Hl S 1 besitzt.

‘Wir deflmeren wneder zwei Bilinearformen. Fur (u, v) € H3 X H° sel

~
~

[u, 'U]O = (—upp + Uzz — u )os . .o T
und fur (u, v) € H?+ % HO mit s = 1 sei,
[, v], = (=14 ( Z **u — 0, 1u, v) .

lal=g . 4

Lemma2.1: Zu 7cder kompaklen Menge K. R™ und jedem 6 > 0 exzstiert eine

J\onslanle c =c¢(K,8) >0, so daf fiir aiie u € Hl dze Unglezchzmg ]|u||0 P ¢S(1|u]|0

+ lleaflo?) + ¢ llwy)lo® gilt.

1

’

\
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Beweis "Es sei E eine der 2d1mens1onalen Ebenen.in R™ mit zy = ‘const,
= const; ihr Flichendifferential sei dv = dx dy. Nach einer einfachen Unglelchung

(sxehe NIREI\BERG (5], GAGLIA.RDO [2]) haben wir zunichst’ f Pdy < —f lp,] dv

X f |tp”| dv fiirp € C°°(IR"‘) Ersebzen wir hler w durch ¢? mlt P:€ 03°(IR"'), so folgt

’\
—'f degf(p |?’x‘dvf9"|q’y| d” ,

Sy

) , . . fq,d dv(f¢2dv)1/-(f¢ dy)l/Z ’ . - ) L

s .

. N

-g{ f(p“dqu),dvftp,z dvf%zdv} )

E’ “E
J ’

Damlt folgt nun sofort A oo T . o KA

il q:2 dv S ¢ ( f @° dv)1/3 =6 ( [ ¢ dv)”“ -
KnE .. \knE y o o
g Cs { f (pz dvf(ng dvf_(pyg dv}lla

\ E . " , . . ) .
'Mit, Hllfe einer elementaren Unglelchung erhalten wir hleraus )
f(pzdv S(S(f(p“dv—f—fqz, dv)—}—c(K d) f(pyzdv.' - L

KnE
/

Integratlon dieser Unglelchung iiber (zl, . ,z,,) € R hefert die Behauptung fiir -
6 C'°°(IR"‘) chen der Dxchthelt von 03°(R'") in A gllt diese dann allgemein I~

Lemma 2.2: Es- gfbl ein g € (0 1), so daf3 fur alle u € H? die Unglewhung [u N(,u]0
1 .
g o llgae - S

Bewels Nach partleller Integmtlon und Beachtung von' 3°f = O 6 g =0 in

' IR"' N\ K, erhalten wir fiir u € H3 die Abschat/ung

( uzzz"*'uzz”_u,uzz'*‘gu:. gu)O/ |
= ([f + g + o2V s, o + (Uf + g] u, Uy + (gu, wy

] f.' ) - cl{(u: ’ll/)o K, + (u.n uz)OK} s . S : v . -

N

Beachten wir hier d1e Ung]elchungen (6), so konnen wir weiter abschat/en

v ( um"*"utz u, /uzz’*'gu.t'—(/u)o .

Lz —2—(uuuuo o tosl? + ) — ol + uuzuox.)

N .
\’ach Lemma 2.1 gibt es. cmc Konsta,nte C3 mlb ’

cg(llull?,.,e. + [l ) =

-

(e +Juu,||o + el + calluyle® + Hetgllo?) |

." M—-'

.
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: Fernér gilt nun noch
\
(— %z + uu u; uw + Au)o = ”uzyllo ]Iuyllo + 2 (Iluu‘llo «+ lluz‘llo2)
Aus dxesen drel Abschatlungen exhalten wir schhethh _
N /, ’ L o '

o ou]2—(llullo +“uz”0 + lletzallo®)

\ . , .
+ (1 - 003) (lluzyllo + ll’u,,llo2) + Z Irzgdlo® - S

Wihlen wir nun ém e€ (0, 1), so daB 1= oc:s > g/4 gllt so erglbt sich sofort d1e -,

. Behauptung\l B )

A

Verembamng Wir denken uns- hmfort 0€ (0 1) fest gewdahlt, so daB [u, eu]o L

1
- g |lu||l gilt. Der: Emfa.chhelb halber schrelbcn wir da,nn Nu statb Neu

1 N
- Lemma.2‘3 Fiir uE H?+, s>1 gzlt dzc Unglezchung [u Nu], g—oﬂu”_,ﬂ -

— oc ”u”.v llellg+a: - 75 } . .
Bewels Wnr haben zunichst . . )
(_1)..“ DX (82“u Nu)j = — 2 (e*u ,.,a=Nu) o - .
Clel=s lal=s . . o
2 —HZ (&u, 3"%/ + 0/5 Uy + E*AU)g — ¢, Il ey ' L
N BT
< '\‘ . .oty ’ ! V“,,A . v . : A
y g HZ‘ {(6 u’y: 0 uy)o + (faauz» 6 uz) + Z (a u; 3".%.)0} - c2 ”u”a Ilulls+1 .
at—=g : i=1 Sy . .
'Higraus folgt wegen |/| = 1/2 in R™ leicht v - L ~
(=1 3 (%, Nuy I o
lai=s - : : :
1 N . T , ) . A
z 50 2 (3°u &u)y + ollf — 1/2] 0, 1w, 8, ')y — ¢, Jlulls liullssr.
laj=8+1 _ i N e oo , Q . . .

~

Anderex‘selts ha.ben wir
L (CIR@ET Ny = @ 0N, -

= (@, 0/3 st + oslzax’“u Y 0gd.t1ujy — €3 ”u”? Jlells st

= ols — 1/2) fo + g1 851, 82V hudy ~ o el T R

Aus diesen belden Abschat/ungen und (6) folgt lclcht du, Bchauptuug 1

Lemma 2. 4 /u;edema = lgibtesein iy = /o(s, f,g) > 0, soduf /ur alle’ € (0 /0]' o

mend v € H¥®+t die Ungleichung [u, Nu)y + A[u, Nul, = ]/8n(jlul], + 2 }|u[|, 1) gzll
Der Beweis verliuft analog dem von Lemma®.3 0

Lemma 2:5: Fir jedes 2> 0- wnd 8 = 1 avird-durch [, 1/] [u v]o + /[u, v], :

) ,eme slehge, nichtentartete Bilinearform auf “H2e+1 H ! definiert. '
Bew els Er ist eine einfache Modifikation des von Lemma' l 4 er benutzt eben-
fa]ls dre dnrch (a) definierte Funktlon w 1 . ‘ v
~ .. . ( " :
N :
. \ e
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§3

" Wir wenden uns ]etzt der Betra.chtung der Storungsgheder F(e, u) zu und bewelsen

N

7unachst "

Lemma 3.1: Es sei s = [m/2] + 3, und es gelte (F) (s R™). Dann zst die Abbzldung
F(e, -): H"‘1 —> H' schwach. /olgenstetzg

s

Beweis: Aus den.Sobolevschen Embettungssatzen ergibt sich llo7u)| L0 < € Hul[,+l '
_ fiir w € H*>und |7] £ 3 s\ow1e @l r0 =< ¢ llafls fiir € € (0, 1) und |t| S 2; erraue‘
o folgt fur die emzclnen Terme von F(e, u) fiir u € H**! sofort - '

\

_Dem/ufolge ist - die Abblldung F(c,-): H*1 - H! beschrinkt. Es mége die Folge
+ {wlgz, in H**! schwach gegen u konvergieren. Ist 2 S IR™ ein beschrinktes'Gebiet
- mit glattem Rand, so ist di¢ Einbettung H**(Q) < C*(©2) kompakt, und deshalb gilt
o (we — w)]lrediay = O (7] < 2). Dann gxlt aber ‘auch ||F(¢, w,) — F(e, )l fooia) — 0.

Fiir - € CF(R™) folgt” daraus (F(e, w) — Fe, w), <p)o ‘—0. Da. nun CP(R™) dicht
in H® und die Abblldung F(e, -): H**1 — HO beschrinkt ist, folgt daraus. d1e schwache
Konvergenz F(e, u;) - F(e, u) in H°. Da ferner auch F(e, -): H**! > H! beschriankt

) 1st muB Fe, uk) - Iv(a %) auch in H! schwach. konvergleren 8 ) 7

N Lemma 3. 2 Es seis = [m/[2] + 3, und es gelte (F) (s, R™). Dann gibt eseinc > 0,

‘so daf fiir alle w € H?®* mit ulls+1 = 1 und alle- ¢ € (0, 1] in bezden Fiillen (A) undy

(B) die Unglezcimngen [, F(e, u)ol, [, F(e, w)]s| < cgelten. .

Bewels Unter den gemachten. Voxaussetmngen gelten die Abschatzungen (7,

_ “aus denen sofort [|F(e, u)ll, < ¢, fiir alle ¢ € (0, 1] folgt. Dann gilt auch |[«, F(e, u)]ol
= Cp|lufls IF (e, u)llp < c. Damit.ist der erste Teil der Behauptung gezeigt.

- Im weiteren machen wir Gebrauch von. der” folgenden allgemeinen Unglelchung .

_ Sind L7 A Multnndxzes mlt |7, + + lul = l = [m/2] + 1 und smd Vyy onos U
€ H‘ so gllt ,

»A.l ) k ‘- . - te .
“az,vl arkago‘g csig lloills - » L «  (8)

Ve N . ‘

" Diese Abschitzung erhilt man leicht aus der Hélderschen Ungleichung und den

stetigen Einbettungen H' = W,(R™) & Wisl (R™). Verschirfungen von (8)
(siehe [3: Lemma Al])" ‘béruhen auf Int,erpola.tlonsabschatzungen vom Gaghardo-

' Nirenberg-Typ. : - -
Es seien nun a, «;, ®z 1 Multiindizes mit |a| = s, 2x = xy + &, |ay) =8 — 1 .und

) |xg| = s + 1; ferner sei @, aﬂ.u aﬂku (L =0, |,3] = 2 a. € H®) einer der Terme von -

F(e, u). Dann gllt » :
l(a:caﬂlu . .,aﬂku’ azuu)ql — I(a“‘l[a‘aélu en aﬂku], a":u)ol s \
‘ < |18 0P Pvully el

‘/‘ S 4 - cd fletels-1 ”u”a+l =cs.

-

noch
G 0 P = (6, Bl P )

\ .

lldsa"‘u' Pruf], < < AN lullsss < ¢ flullsey, - LM

Hlerbel haben wir (8) mlt lI=s—1und (k + ) Faktoren benutzt. Nun haben Wiry
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und die analogen Ausdriicke mit 9,%*1u oder 9,%u, anstelle von 9,2*1u zu betrachten
", Im zweiten Faktor auf der rechten Seite. denken wir die leferentla,tlon ausgefuhrb
und behandeln zunichst Terme mit (s + 2)-ten Ableitungen von u. Dazu mu8 min- -
destens ein ﬂ,, etwa. B, gleich 2 sein. Man erhilt so Ausdriicke der Gestalt' '

v

I:= f AD,vD stdu, A = a,0%u - 35ku v =9fu, -

.

}wwabbmJ%ugmdmnmwmmﬁmMmmwmmmaﬁw&ﬁmLD@mpﬁ:
tlelle Integration findet man [ = e/, + e,y + e313, e €1R, . fD AD,wDyvdy;

I, und. J; erhdlt man durch zyklische Vertauschung der. Zlffern 1 2 3 Nun ist
mit- Hxlfe des Embettungssatzes leicht zu sehen, dall

L < e Uy, 1Dy (@b - BPeulee S o

ist. Also smd auch die Integrale I una,bhanglg von u und £ beschrankt
Die fnoch verbleibenden Ausdruckc in (9) gesta,tten dle Abschatzung

10, a8 - el < [l a0 - Boruly.

Dabeng-1t|<x|+1a1|+ o =5 (B 4+ B und o S5+ 1 i S

fiiri-= 1, ..., k. Dann geniigt es zu zeigen, daB’ unter den gemachten Voraussetzungen

X ol e - S L 10y -

gilt. Ist hier |&;| = 3 fiir irgendein 4,"so kann man den Faktor. | 0% ‘mittels Jiovul} oo -
Zc ]lujlHl (we Het, |t £3) durch const [ul|;,; < const abschitzen. Demnach
l\onnen wir in (10) noch |l = 4 filrz = 1, ..., k annehmen. Ist jetzt k = 2, so kénnen
wir Multiindizes g,, 0, finden, so;da8 )o,l = Iﬂ,l +1=3, G = % fur j = 1 2 gilt,
Dann folgt aus (8) mit I —s— 2 die Abschiitzung :

A Jo°a. 9 - Orufly = ¢ Jla. e 2ol Jlgesull, 128w, - - [[@Peully

_ - = G Il "u”a-n LR

Hieraus und aus den Voraussetzungen folgt jetzt sofort (10). Ist dagegen in (10)
k=1, so mull || < s + 1 sein, da keine (s 4 2)-ten Ableiturigen vorkommen
. sollten Ist schlieBlich k =0, so 1st |« = s, und-(10) ist trivial. Damit haben wir ge-
zeigt, daB unter unseren Voransset/ungen allc in f[u, F(e, u)], vorkommenden Terme
N -beschrankt sind, und zwar sowohl im Fall .(A) als auch im Fall (B) §

A

.Beweis von Satz 1.A und Satz 1.B: Wir wollen dasin der- Einleitung zitierte
Lemma anwenden. Als separable, reflexive Banachriume wihlen wir-dazu die Hil-
© hertriume W = H**!, X = H**! und Y = H' mit s = [m/2] + 3. In_jedem der

" beiden Fille (A) und (B) wihlen wir ein festes 1 > 0, s0 daf fun alle u 6 H»* mit, -

_ cinem a > 0-die Ungleichung

(w, Puly + M, Pul, Z el + 2 ), (1

gilt, wobei P = L im Falle (A) und P = N im Falle - B) ist (vgl. Lemma 1.3 baw.
Lemma 2.4). Nach Lemma 1.4 und Lemia 2.5 ist [, ]'_ [, Jo + 2, -], eine stetige
nichtentartete Bilinearform auf H2+! x H'. Wir setzen ferner A(e, u) = Pu — F(e,u).
Nach Lemma 3.1 ist die Abbildung A(e, -): H**! — H! schwach folgenstetlg Es gilt
auBerdem nach Lemma 3.2 und (11) fiir alle u. € Hz"“ mit Jjull,,, = 1und alle¢ € (0, 1]

die Abschitzung [u, A(e, )] = aZ — ec. Wihlen wir also e > 0 hinreichend klein, -

so gilt auch [u, 4(e, )] = 0.. Das oben erwiihnte Lemma liefert die Existenz einer
l‘unktlon u € H**1 mit 1|u]|,+, £ 1, fiir die A(e, u) =0 gilt 11

/
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