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Lanvzeltverhalten einer parabohschen Evolutlonsglelchung
mlt zufalllgen Emﬂussen ' .

B. SC}I'MALFUSS .

'

“\e , ! . )

Es wird die Konvergenz. der Losungsvertenlungen der statistischen Navier-Stokes- Glelchung
gegen eine kompakte Menge von Vertenlungen nachgewnesen AuBerdem werden die Eigen-
schaften dieser Menge untersucht, o _ ‘ . ) -

llokasuBaerca CXOIIHMOCTb pacnpeuenemm pememm cra-mc'ruqecmro ypapueunsn HaBse-, -
CToKca K KOMMaKTHOMY MHOMECTBY - pacrpepesennit ~ Kpome Toro uccnenyloTcn csoftcrBa - °
)TOTO MHOMKECTBA. N :

The convergence of solution distributions of the statistical Navier- Stokes equatlon to'a com-
pact set of distributions is shown. Moreover, pmpertles of this set are observed.. !

: \

1. Emleltung . S o I -
I)aS‘Studlum der Elgcnschaften hydrodyna.mlscher Gleichungen unter statlstlschen
Gesichtspunkten geht schion auf Arbeiten aus dem vergangenen Jahrhundert zuriick
(0. REYNOLDS [9]).-Wihrend es in diesen Arbeiten darum ‘ging, Aussagen iiber die

- Momente statistischer GroBen des Geschwindigkeitsfeldes der Stromung zu erhalten,
werden in der vorliegenden Arbeit Aussagen iiber die Verteilungen des. Geschwmdlg-
keitsfeldes gemacht..Speziell wird die Nav1er-Stokes-Glelchung betrachtet. Es sei
u(t, Z) der Vektor des Stromungsfeldes zur Zeit ¢t am Ort z, p der Druck, ¢ eine von \ -
auBen wirkende Kraft' und » eine positive Z ahlgkelt dann lst die Navncr-Stokes-
Glelchung gegeben durch .

6u/6l+(u, )u—vAu+Vp+g, - (0, x)'_uo(x)" ‘ '(1 1)

/*ufalllge Einfliisse wcrden durch die vom Zufall abhangenden Anfangsbedingungen
_ induziert, und die Randbedmgungen werden spiter als periodisch vorausgesetz,t
werden'(s. (2.3)).

In dieser Arbeit werden speue]le Elgenschaften der Menge der Vertellungen fir
groBe Zeiten untersucht. Dabei soll es darum gehen, Beziehungen zwischen den
deterministischen Ergebnissen aus [1] und [2] und statistischen Gesichtspunkten .
darzulegen. Speziell soll die Existenz einer Menge von Verteilungen nachgewiesen.
werden, die beziiglich der zeitlichen Entwicklung invariant ist und'der sich fiir ¢ — oo
jede beliebige, Losungsverteilung ridhert, und es soll auf déren Elgenschaften einge-
gangen werden. Diese Menge beinhaltet auch die stationiren Losungsverteilungen,
unter dénen sich die ergodischen besonders auszeichnen. Diese Verteilungen sind die

s Extremalpunkte der Menge der stationiiren Losungsverteilungen. AuBerdem sind sie

dadurch gekennzeichnet, daB bei ihnen riumlicher Erwartungswert und zeitlicher |
Mittelwert der Trajektotien (fast sicher) Ausammenfa.llen Es konnen die ergodischen
Vertellungen charakterisiert werden, die gleichzeitig Extremalpunkte der oben ge-
nannten invarianten Menge von Verteilungen sind.
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2. Voraussétnmgen . ,
2 ) ~

 EsseiT der dem Rechteck [0 1] X [0,"1] dquivalente Torus. Es sei weiterhin HP (R2)
der Sobolev-Raum' der zweidimensionalen quadratisch mtcgrlerbaren Vektorfunk-
tionen mit verallgemeinerten Ableltungen p-ter Ordnung in (Lg loc(Rz)) Der Raum
HP(T) ) bestehe aus den Funktionen aus; H,oc(Rz), die beziiglich T periodisch sind. Dann

sind | .

H= {u € (Lz(']‘)) dlvu =0, fu(:c) dx = (0, Q)} )
.\ . .o " T / I . )

und -

Hi = {u ¢ H(T): div'u =‘,0,~ [ u@) dz = (0, 0)}
T

Banach Riumb. Thre L\ormen \vcrden mit. || || benehungswelse mit || ||{ bezelchnet Es -
ist H. zudem ein separabler Hilbert-Raum.” Wir betrachten das Evolutlonstrlpel
HeHS (HY)'. Der Wert eines linearen Funktionals v’ aus (HY) fiir ein v aus H? sei,
(v ). Der orthogonale Projektor von (Lz(’l‘ )2 in H sei 7. Weiterhin ist H* vollstetig
in H emgcbettet und es gilt . ¢ . - T . '

A

S 2 fier alle ue HEooL e

mit eincm gewnsseh A>0" Der 0perator —nA, definiert auf Hl n H"(’l‘), kann zu
einem selbstadjunglertcn positiven Operator 4 beziiglich H erweitert werden. Der
Operator B sei. definiert durch B(u, v) =%(u, V) v und B(u):= B(u, ). fir alle: *
u, v € HL. Speziell” werden im folgcnder} die Eigenschaften ’
._(B(u' ‘u>'_0furaueueHl G ),'(25)'-
s (B(u) Au)-Ofura]lcuEdom( nA) . N _ .
benut/t Es’'wird beziiglich des obcn gegebenen Evo]utlonstrlpcls 'das Problem (1 1)
als Evolutlonsglelchung .

d“() + vAu (t) + B(u(t)) -, 'u(oj =-u0 éH,:} > 0, /-; ng'€ H "(2.3')\

aufgefaBt (vgl [12: Kap. 3]), wobe1 die Randbedmgung periodisch belughch 'l‘ ist,
- d. h, es gilt u({, z,, z,) = ult, z, + 1, x2 <+ 1) fiir alle ¢ = 0 und z € R2. Es ist weiter-
hin- bekannt daB fiir jedes %, aus H eine eindeutige stetige Losung w in C’([O oo); HY’
“existiert. Fiir diese geltcn ferner die Abschatlungen :

1

.nu‘(t‘)n2+vf llu(s)ns ds < P + 2 jirez0 @4,
und. : ' ’ | ) . - P v ' .
POl S )7 fref® +(29)° e WRIE L fare=0 @)

- (vgl [12 Kap. 3]), wobei speznell fiir (2.5) wegen der Penodlzltatsforderung (2 2) be-

nutzt werden muB..Durch die Zuordnung eines Anfangswertes zu dem Momentan-
. wert "der’ Losungstrajel\tome von (2 3) wird emne nichtlineare Ha.lbgruppe (Su))(go

: deflmert

e

SW)oS(s) = S+ s) ~firallet,s =0, SOj =1, @6 -

oV ’
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" wobei [ die 1dentlsche Abblldung in H ist. Fiir beheblges tz0 1sb die'Abbildung S(t)

- stetig. Es ist bekannt, daB die Halbgruppe (S(t)) einen (maximalen) Attraktor A
‘besitzt. DleS ist eine von H verschledene Jeilmenge mit den Elgenscha,ften .

<

. lS(t)A <A  firalet=0 S N X
v and | . -~ A ‘ N i ' " D
/ sup inf ]]:v —y| = dH(S(t) B, A) =0 e (2.8) :

' zéS(l)ﬁ yEA :

fiir jede beschrinkte 1 VIenge B aus H. Die Menge Aist kompal\t ‘besitzt eine endhche
Ha.usdorff—Dlmensxon und ist beschrinkt'i in H!. AuBerdem sind die statnondren Losun- -

" gen u, (d. h.; es gilt S(t) u, ='u, fir al]e t = 0) von (2 3) in A enthalten (na.ch [12
Kap 2] glbt es 1mmer stationire Losungen) ~ . . RS .

i

3 Die Konvergenz\dcr Vcrteilungen o o :
. i . . K r
.. -Es sei V die Menge der Wahrschemllchkeltsmaﬁc Wy defmlcrt auf der Borelschen L
Sigma- A]gebra. SB(H) von 'H, fiir die f]lu]l2 u(du) < oo gilt. Es sei weiterhin C,,(H)

die Menge der stetlgen beschrinkten bunktlonen itbér H. Auf der Mengc V wird die , :
Topologie © eingefiihrt, die festgelegt ist durch’ eine Umgebungsbasxs fiir jedesé€e V. =
Fir.g; >0, fi € Cp(H)t i =1, .., n,sel ein, Elenient 5V{'l dleser Dmgebungsbasns T
definiert d_urch , R ;

| J i s = f/(u)ﬂ(du>|<ev1}' N

\.‘

Dlese Topologie ist metnslerba.r die entsprechende Metrik. werde mit d bezelchnet
(vgl: [8 Kap 21). Durch dle Topologie T wird folgende Konvergen/ mdunert, ”

~

i %# nv e f fu) pi(du) ~ f flou) wldu) V f € CyH). R @ .
: Bemerkung 3.1: Es folgt aus dem Satz ,von B Levn, daB sich fur eine behehlge stetxge
Funktlon f uber H aus sup f/(u) 1i(du) =ec < oo auch f f(u) /ﬁ(du) <ec erglbt »
. H L4 '
. -Es wird eme\ Famlhe von Abblldungen T@): V> V fiir allet =0 deﬁmert:
o “T(t)p =y, pelw):= y(S(t) lo)  firallew € B(H) (3. 2)
(S(t) 1 X bezelchnct das Ulblld der Menge X ‘beziiglich der Abblldung S(¢)). Inte-
gncrt man’(2.4) beziiglich H, 80 folgt, dafl 7'(¢) die Menge V ! tatsachhch in sich abblldet,
Lemma 3.1: Die Familie (T(t))ggo besitzt die Ezgenscha/len 70) = I (I identtsche
i Abbzldung auf V) und @ + §) = 1'(!) o T(s) fiir allet,s =0.- - | #
‘VBeweis: Die Behauptung 7 (0) = I folgt aus (2. 6) Es sei nun g € V dann ist nach’
2.6) - : ' R
o T 9 ) = S+ 9 w) = S (S(s)/- w)) ‘ :
T s = 1(t) p(S(s)7 w) = T'(t) o T'(3) o) Vw €B(H) ¥

Dxe na.chfolgenden beiden Lemmata geben topologlsche Elgensc,haften von T(t) an..

5#
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"Lemma 3.2: Fiir bdiebiges ¢t = 0 ist die Abbildung 'I'(t) stetig-beziiglich der Metrik d.
Beweis: Es'sei (4)) = V eine ¥olge, die fiir j — 0o gegen ein MaB x € V konver-

- giert. Da S(¢) fiir beliebiges # = 0 stetig ist, liegt fiir beliebiges f aus Cb(H) ‘ebenfalls
/(S(t) )i in Co(H). Dann ist nach.(3.1), (3.2)

\hmf/(u) pi(du) = hmf/(S(t) u),,u;(‘du) i

Y .J H ] -

- f £(8() ) y(du) [ f@w) pddu) V[ CyH).
H . o ’ oY

' ) AN

Aus (‘3 1) folgt nun d1e Behauptung ] o
' Die Mengen Bo CY,- r 20, seien wie folgt.definiert: o -

Bo"'='{u &V [ P ude) = }

A
/

Lemma 3.3: Fir belzelnge t>0 und r= 0 ist die Menge T(t) B0 relatw kom/pa/d .

&

iV beziiglich der Topologie .

‘Beweis: Die Abblldung u > ]lu]|l ist meBbar beaugllch 5B(H Wii-d (2.5) fiir be-

) liebiges u € By mtegrlert so gilt «

f ) <=+ L e+ -[[/||‘2=‘:c(t):.‘.

H

Nach der Tschebyschechhen Ungleichung gibt es dann.fiir ein beliebigés's >0 ein

R > 0; 'unabhingig von u €87, so daB p({urlull2 > R}) < R-c(t) <e fir alle
HnE By gilt. Aufgrund der vollstetigen Einbettung H! & H ist die Menge {u: ||u]|,
< R} .kompakt in H. Nach-dem Satz von Prochorov (vgl. {6: Satz 2.6.7]) ist dle
Mcnge (T p: € By} fiir beliebiges t>0 rclat,lv kompakt in der Topologie v 1

Die beiden folgenden Lemmata stellen eine. Ubertragung der Theorie des Attrak-
~ tors der determlmstlschen 1\a,v1er-Stokes-Glelchung auf maBthcoretlsche Verhalt}- 3

" nisse dar (vgl. [1 Ka,p 11.

Lemma,% 4: Pir belzebzges r.> 0 existiert ein t,, s0 daﬂ ’]'(t) Bo'c B0 mit x? )

= 22 |Ifliefv fiiralle ¢ = t, gilt.

Beweis: Wendet man (2.1) auf dic linke Seite von (2.4) an, so erglbt sich’ nach
. Integmtlon bezughch ME Bo’ die Abschatzung

f I /u(du ( f ol ) — = ufu) et ,.'—-II/IIZ

4,

Da.raus erglbt sich die Beha.uptung LI - AT o -
Aus der Jetzten Unglelchung folgt fur beheblgest = 0 dle Bcz1ehung T (l) By 9: By*.

Es sei By*: ’]‘(1 Bo" Nach Lemma. 3.3 1st diese Menge relativ kompakt Wexter- .

hin gilt

S ’l‘(t)Bchl /.arazzezgo.u‘ L " S ,(3.3)‘

Wir setz,en o -

A=n{F,:s> 1 mit Fy=u{T()Bt>s),
! : i .

-~

\
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wobei die Abschlchung F,in der Topologle 7 zu bilden dst. Da F, fiir. belleblges s> 1

irf B, enthalten ist, sind die Mengen F, komapkt. Weiterhin ist (F4)s>1 monoton’
: fallend Daraus ergibt sich, daB A nicht leer und Lompakt ist. Wegen der Bemerkung L

31furj()—~]|]| 1stF V. . . /
! Lemma 3.5: Fur 7edes t> 1 und 7ede Menge X< Bl gilt T(t) X=T@) X'

) Beweis: Es sei i € T(l) X. Dann gibt es cine Folge (i) = X, so daB ’]’(t) i ——>;¢ .

- gilt. Da X = By~ relativ kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (uir), die
“gegen ein Element ji € X konvergiert. Wegen der Stetigkeit von 7'(t) folgt T(¢) 4 = f,
" alsoz € T(¢) X. Das MaB i gehort nach Bemerkung 3.1 fiir f( ) =, l[ I’ \Vleder 7uV b

o Lemma 3.6: FirpueVund X, Y =V seir o
L A, X) =), X) und d(X ¥Y) = sup 1nfd([u, v).

. HEX vEY

’
’

Fur jedes r >:0 gzlt dann v - .

\ (T(t)Bo, A) >0 fir t->oo. e . (‘§4) ‘

" "Beweis: Nach Lemma 3.4 und den sich daran anschlieBenden Bemerkungen ist
es hinreichend zu zeigen, dal3 d(T(l ) By, A) — 0 fiir ¢t — oo ist. Angenommen, diese

Benehung gilt niicht. Dann existieren ein ¢ > 0, eine monotone Folge (¢;), t; — oo, - "
und Eleménte p; € T'(4) By*, so daB d(T'(4) uj, A) > ¢ fiir alle j gilt. Nach (3:3) ‘3) sind -

~alle gy in By* enthalten, a,lso existiert eine Tellfolge (uj), so dal uy — p € Bl" ist.
T Wegen' g; € U {’I’(t) B*:t >t} firalle i > jist u € A. Andererseits gilt auch d(,u, A)
. =& Das lst ein \Vlderspruch Das MaB u gehort w1eder nach Bemerkung 31zuV B

Lemma 3.7: F’s git T(t) A = A fur allet > 0. . Yo
- Be\\ els: Wegen der Monotonie von (Fy)>, und Lemma 34ist - S
(t)A —TONF, =NTOF,oNTOF, =0 F,=A> ~ . (35)
h : : a>l o §>1 . 8>l 3>l+l .

Anderersclts ergibt sich aus Lemma 3.6 die Inklusion (. —{-ys) A O(A) fiir jede
Umgebung O von A und hmrelchcnd gloBcs s. Aus (‘3 5) folgt dann T(t) Ac T(t —}——3)
X A, a]soT(t)A(:A 1 )

Der folgende Satz charakterisiert die hlemcnte aus A
lSa.tL 3.1: Es gilt folgendes : ' ' ' ‘

1. Der T'rager supp /i jedes Elementes €A ist in A enthalten o
2. Dze Menge von Dirac-Mafen D(A) {0u:w€ A} ist in A enthalten.

folgt aus der Stetxgkelt eines MaBes; daB fiir ein ¢ > 0 dnd ein 6 > 0 fur die Menge

= {u-€ H:dn(u, A) < 6} die Beziehung ;u(H\Ao) = ¢ gilt. Da nach (3.3) A in By
entha,]ten ist; gibt es fiir beliebiges u € A ein r > 0, so daB nach dér Tschebyschey-
-schen Ungleichung plfu: ]2 > 7)) < &/2 gllt Nach (2.8) existiert eine Zahl¢,,’'so da8

dH(S(l,) {(u: > =<7} A) < 6/2 ist. AuBerdem folgt; nach Lemma 3. 7 die Enstenz
N eines MaBes u € A,sodaB g = T(,)p ist. Dann gilt AR

'ﬂ(Aalz) = p(SE)" Aolz) = pfu Ul S 7)) 21— ¢f2
(S Ase = {u: () w € Agp) D {u: |l S ), .
» also g(H ™\ Asp) < /2 im Widcrsp.x‘uch zu f(H \ Ay). =¢. 7L I

\ . . . -~
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Bewels 1. Angenommen £ besitzt cinen TragerA so daB A\ A =+ @ ist. Da,nn :

-~
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2. Da T(t) 8, = sy fiir able £ = 0 gilt, folgt aus (2.7) T(1) D(A) = D(A) fiir alle
" {2 0. Da A beschrinkt in H ist, folgt daraus, daB. D(A) in einer Menge By enthalten -
_ist. Dann gilt aber 0 =lim d(T(t) D(A), A) = d(D(A), A). Da A kompakt ist,
- folgt die Behauptung B =, - S : S : ’

~_

\ .
.

4. Die Eigenschaften der Menge A
Es sei M die lineare Me'ngel der bes'chrfzi,hk‘ten verallgemeinerten MaBe auf 8(H). Dann
gilt V= M. Durch das System der fiir beliebige ; > 0, f; € Cy(H), i =1, ..., n, ge-

- gebenen Mengen ' ' N ’

T Lot

‘.OU{:,~~",: :{/A 6 DI f /,(u) ,u,(du)‘ < 8, V.} : ‘ . \~/ . . . |A .
H : Ol . ' .

S
* wird Mlzlu einem lokalkbn‘vcxe;l Raum mit derl"l‘opolbgie‘?, da diese Mengen konvex, -
" -symmetrisch und absorbierend sind (vgl: [7: Kap. 11.2}). Eine Umgebungsbasis fiir .
“einbeliebiges ¢ € M wird dann durch die Mengen UL /2 = fu € M: y — £ € o1}
- gebildet. Bezeichnet (V, 7) die' Spur der Topologie (M, 7) auf V, dann soll gezeigt
werden, daf} die Topologien (V, 7) und (V, z) identisch sind y Einerseits ist-fiir beliebige

«

beliebiges Maf o aus V n-'lU{: """ {: fir & > ¢!.=0 und 7€M 'dien' Beziehungi

ffg("lt){?](du)“; f_f;(u) o(du)| = &' gilt. Dann enthalt ak/)ef die Menge V'n 'IU_'{:,'::.','{,':

H oo . H - . . L N

gerade die Menge ¢V/ule e,—e,» Woraus folgt, daB jede (V, 7)-offene I(/Ienge auch
(V,7)-offenist. ‘Also sind beide Topologien identisch. Aus der Gleichheit der Topologién

. (V, %) und (V, 1) folgt, daB die Menge A ebenfalls kompakt in (M, 7) ist. Weiterhin

.. folgt aus (3.2), daB die Abbildung 7'(¢) fiir beliebigés ¢ = 0 anf M definiert werden -
kann und sogar linear ist, da durch die Transformation eines MaBcs beziiglich einer ,

+ ' Abbildung S(¢) eine lineare Abbildung vermittelt wird. Es sé¢i nun fiir eine
Menge X c- M" it conv (X) thre konvexe Hiille und mit. ex'(X) die Menge ihrer
‘Extremalpunkte bezeichnet. - - - "

, Lemma 4.1: Die Menge A ist konvex.

. e, N L M ) .
Beweis:. Zuerst wird gezeigt, daB conv(7(t) A) = T(t) (conv (A))-fiir alle t = 0 -
* gilt. Tatsachlich, da.7/(¢) linear ist, ist T(t).conv (A) konvex und folglich 7'(t) conv (A)
D conv (T'(t)-A):  Andererseits = folgt fiir u € 7'(t) (conv (A)), alse u = T(t) &

n - ([ . B
mit & = 3 24 (5,- €A 2>0, 32 =1} aus der Linearitit die ‘Bezichung
. i=1 - N i=1 . .

] ol

n =X AT() & € conv (T(@) A) Nach Lémma 3.7 ist 7(t) conv (A) = conv*(T'(¢) A)
ci=1 ' . B . A

7 =-conv (A) fiir alle ¢ >°0. Da conv (A) auch in By enthalten ist, folgt aus (3.4), daB

conv (A) in A enthalten ist. Andererseits gilt' A = conv (A) I -7
N Nach'dem Satz',,.von Krein-Milman (vgl. [4: Kap. V, 8._4]')’ist/ Ida.z.x_lit A die abge-

. schlossene konvexe Hiille seiner Extremalpunkte. Die Dirac-MaBe D(A) (vgl. Sat'z.f
3.1) gehéren zu den Extremalpunkten vorA. R '

) : o T . ;o .
" Satz4.1: Es.sei i € V mit supp i € A. Dann'ist i € A. ,

- Lo~ J ’,,H . ' - ,~'.. ! " N . . [

A . -~

./‘
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X Beweis:, Nach [8: Satz 2.6.3] ist cony, (D(A)) dicht in der Menge der MaBe mit
.~ Triger in A. Anderefseits gilt D(A) = ex (A). Wendet man wiederum den’Satz von

S 'Kfeili:\dilh}an an, dann ist conv (D(A)) = A, da Atkonvex und kompakt ist B ..

.Be_merkung 4.1: Aus.Satz 3.1/1 und Satz 4.1 folgt damit dic Beziehung A = {u € V.é,

[ suppp S Ab v ST - ' |

- Es bezeichne S die Menge der sﬁé.tic'mé)ren étatistiSChell Lbéuhgeri aus'V,d. h., es
gilt g, = p fiir alle ¢ > 0. Wegen (3.4) und T(¢) u = p gilt S = A Entsprechend [6:

, .Kap. 6] wird ein stationires Mafl € YV ergodisch genannt, wenn fiir eine Menge w, .

die u-fast sicher die Beziehung S(t)' w = o fiir alle ¢ =0 erfiillt; u(w) =1 oder

ulw) = 0 folgt.. Die Mengé der ergodischen MaBe ist nicht leer. Da (2.3) immer statio- -

,nére Lésungen u, besitzt, sind die Dirac:MaBe 8,, immer ergo'disc‘h; Dé, die Mverigel
A in H? beschrinkt ist (3. Abschnitt 2) sind die Integrale | Jlull? u(du) gleichméBig
. R A v >

beschré'.nkt.iDesweggn ist § nach dem Satz von Prochdfdv‘([s: Satz 2.6.7]),ein,é kom- -
pakte-Menge in (V, 7), die auBerdem konvex ist..Nach [6: Seite 39] sind die-ergodi- . .
schen MaBe die Extremalpunkte von §. Es ergibt sich die Frage, wann die Extremal-

. punkte von A und § zusammenfallen. ' !

B . \ ’ - - i i .
 Satz4.2: Ein ergodisches Maf ist.nur dann Extremalpunkt von A, wenn es ein
Dirac-Map ist. - S . . . ’ N . ,

Beweis: Angenommen, u sei ein ergodischcs’MaB; dessen Triger aus mehr als nur.
cirém Punkt bestcht. Dann gehort u zu A und bBesitzt nach Satz 3.1 einen Tragerin
A. Dieses MaB ist-auBerdem stationdr. Dann existiert eine Menge w, € B(H), fiir die
wlw,) € (0, 1). gilt. Weiterhin seien die \Vz.yhrscheinlichkeitsma.Be,_,ul ind g, durch’
o mfw) = plw N w,)/u(wy) und py(w) = p(w N Coy)/u(Cw;) fiir alle w € B(H) definiert.
"~ "Nach Satz 4.1 sind dicse MaBe Elemente aus A, da ihr Trager auch in A enthalten
+. ist. Dann gilt aber u = yu, +'(1 — y) o Mit y = u(w,). Dem widerspricht aber,
),daB u ein Extremalpinkt von A-ist N o Lo - '
Bemerkung4.2: Werden anstatt periodischer - Randbedingurigen Nullrandbedingungen-
Vv “beziglich eines’ beschriinkten hinreichend glatten zweidimensionalen.Gebietes G fir (2.3) be-
., . trichtet, so gilt das Lemma 3.3 nicht, da (2.2) nur fir periodische Randbedingungen richtig
ist. Anstatt (2.5) gilt nach [5: Formel 2.16] die Abschitzung - - S
. q - . . -
S o2 S () e exp (e(lu(Of + 1)) jarallet > 0.
coL . .~ ‘ ) P

' . . . ) : , . ¢ .
Es lassen sich dber dic Resultate der Sitze 3.1, 4.1 und 4.2 und die anschlieBenden Bemerkun-

gen beweisen, wenn. man als V dic Menge der\Wu‘hrscheinlibhkeitsmal}e u wiihlt, die die Ab-

\crfﬁllen. B ~
LM ) . .. AY f . . . , . ] .
" Bemerkung 4.3: Eine Anwendung ist auch auf stochastische Diffcrentialgleichungen (mit '
zufilligen ‘Rauschen) méglich, wobei die Operatoren T'(t) durch die Markovschen Ubergangs-
-~ wahrscheinlichkeiten gebildet werden (vgl. (10, 11]). - o oL

N

" Existénz von stationiiren statistischen Losungen geschlossen. -
~ . .t . M
N

~
~z

v

’

.

’

. schiitzung f![ull2 exp (&, llui¢) #{du) < & mit einer von f, G und v abhiingigen Konstante &,

" Bemerkung 4.4: In [3] wird aus der Existenz eines detcrministischen -Attraktors auf die "~ ¢
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