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Lngzeitverhalten einer parabolischen Evolutionsgleichung 
, mit zufälligenEinflussen	 S 

:B SCHMALFUSS	 . 

5-, 

Es wird die Konvergénz der Losungsvorteilingen der siatistischen NavierStokes-G1eichung 
gegen eine kompakté Menge von Verteilungen nachgewiesen. AuBerdem werden die Eigen. 

•	schften dieser Menge untersucht.  
lIoRaablnaeTca CXOJUMOCTb pacnpejeeuiifl peweHll4 cTaTHcTM qecHoro ypanilenhin H ase-
CToica ii xoMnaHTHoMy MHoHieCTBY padnpejeJ1eirn1I-cpoMe TOFO llccfleyIoTca CBOftCTBa 
:)Toro MHoHecTBa.	- 
The convergence of solution disributi 9ns of the,statistical Navier-Stokes equation to a com-
pact set of distributions is shown. Moreover, properties of this set are observed., 

-	I. Einleitung  

•I)as'Studium der Eigenschaften hydrodynarn ischer Gleichungen iinter statistisehen 
Gesiehtspunkten geht scl'ion auf Arbeiten aus dem vergangenen Jahrhundert zuriick - 
(0'. .REYNOLDS [91). . Während es in diesen	beiten darum 'ging, Aussagen über die 

• - Mdmente statistischer ,Gröl3en des Geschwindigkeitsfeldes der Stromung zu erhaiten, 
werden in der vorliegenden Arbeit Aussagen fiber die Verteilungen des Geschwindig-	S 

keitsfeides gemacht. Spezieli wird die Navier-Stokes-Gleichung betrachtet. Es sei 
•	u(t, ) der Vektor des Stromungsfeldes zur Zeit I am Ort x, p der Druck, g eine von 

auBen wirkende Kraft'und v eirie positive Zähigkeit; dann ist die Naviei-Stokes-
'Gleióhung gegeben durch	 S	 •'	

5 0 

	

S ü/at+(u,V)u=Au±Vp+, . u(O,x)=u0(x).	 (1.1) 
• 7'ufa1iig. Einflüsse werden dureh die vom Zufali abhangenden Anfangsbedingungen 

induziert, und die Rand bedingungen werden spater als periodisch voraüsgesetzt 
werden(s. (2.3)).	 S	 S 

In djeser Arbeit werden spezielle Eigenschaften der Menge der Verteilungen für 
•	groBe Zeiten untrsucht. Dabei soil es darum gehen, Beziehungen zwischen den 

deterniinistischen Ergehnissen aiis [I] tind [2] und statistischeñ Gesichtspunkten - 
darzuiegen. Spezieli soil die Existenz einer .Menge' von Verteiiungen nachgewiesen, 
werden, die beziigiich der zeitlichen Entwickiung invariant ist undder sich für I -> oo 
jede beliebige Lösungsverteiiung nahert, und es soil auf déren Eigenschaften einge- 

•gangen verden. Diese Menge , beinhaltet auch die stationären Lösungsverteilungen, 
tinter dénen sich die ergodischen besondel's auszeiehnen. These Verteiiungen sind 'die 
Extremaipunkte der Menge der stationaren Lösungverteilungen. AuBerdem Sind sie - 
dadurch gekeimzeichnet, daB bei ihnen 'rtiurnlicher Erwartungswert und zeitlicher 

I'i	
- 

Mitteiwert der Trajektoen (fast sicher) zusammenfailen. Es können die  
-. Ve,rteiiungen eharakterisiert werden, die gieichzeitig Extremalpunkte der oben ge- 
• nanuten itivariaiiten Menge von Verteiiungen Sind. 

5 Analysis, Bd. 9, Heft 1(1090)	,	'	S	 -	 S	 • •	 S
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2. Vorausset.zungcn jS	 - 
Es sei T der dem Reebteck [0, 1] x [0,1] äquivalente Torus. Es sei weitethin Hj(R') 
der Sobolev-Raum- der zweidimensionalen quadratisch integrier .baren VektOrfu nk-
tionen mit veraligemeinerten Ableitungen p-ter Ordnung in (L,. ,0 (1t2 )) 2 . Per Raum 
H P(T) hestehe aus den Funktionen aus..H(R2), die bezuglich T periodisch Sind. Dann 
Sind	 .•	 S	 - 

S	 ju E (-T'2(T))2: div u =-O, f u(x) dx	(0, 0))} 

und	 S	 (S 

H' = u E H I (T): divu O, f u(x) dx = (0, 0) 
TS 

Ba, naeh-Raum. lhre Nprinen werden mitI( 11 beziehungsweise mit JI ] j bezeiehnet. Es 
ist H. zudem em separabler' Hilbert-Raum. Wit betrachten das Evolutionstripel 
H' c H	(H')'. Per Wert einet linearen Funktionals v' aus (H')' für ein v aus H' sei. 

v). Per orthogonale Projektor von (L2(T))2 in H sei t. Weiterhin ist H' volistetig 
in H eingebettet, und es gilt  

•	

fiujj	 2 JIu]I,2	für due u € H'	. -	 (2.1) 

mit einern gewisse'Ti 2 > 0. Per Operator —th definiert auf H' n H 2(T), kann zu 

einem .selhstadjungierten positiven Opeiator A beziiglich H erweitert werden. Per 
Operator B sei definiert dutch B(u, v) =t(u, V.)v und B(u) := B(u, u) für alle: 
u, v E H'. Speziellwerdeii im folgenden die Eigenshaften 

(B(u), u) = 0 für alle u E H',	/	 -	 •' •	 .	.	 •	 (2.2) 

	

• .. (B(u),Au)= 0 für alle u € dom (-7th),	
5	 -	 S 

benutzt. Eswird bezüglich des ob€n gegebenen Evo1ütio,stripelsdas Problem (1.1) 
1s Evolutidnsgleichung  

-f vAu(t) + B(u(t)) = /,	 u(0) = u0 € H, v >0,-f = zg € H	(2.3)-

aufgefal3t (vgl. [12: Kap. 3]), wobei die Rardbedingurg periodisch beziiglich T ist, 
•d. h., es gilt u(1, x,, x,) = u(t, x, + 1, x' . + 1) für alle I 0 und x E R'. Es ist weiter-
hin-bkannt, daB für jedes u D aus H eine eindeutige stetige Losung 5w in G([0, oo); H) 
existiert. Für diese gèlten ferner die Abschatzungen	

S	 -	 S 

•	Jlu(t)JI' + vf Iu(8)1I, 2 ds	1L o II 2 ±	Il/B'	für t	0	-	(2.4) - 

und-	-	- -	-	--	 -	 - 
flu (1)111' !E^ (lv)' lIuofi' +(2v) -''t ]l/]' + ,2v_' 

] 1 41	- für 1.> 0	(2.5) - 

(vgl. [12: -Kap. 3]), wobei speziellfür (2.5) wegen der Periodizitätsforderung (p.2) be-
nutzt werden thuB.. Dureh die Zuordnung eines Anfangswertes zu dem Momentan-

- wert derT Losungstrajektorie von (2.3 wird eine nichtlin&are Halbgruppe (S('t)) 0 ,. 
definiert:.- -'  

8(i) oS(s) = 8(1+ s) 
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für alle t, s > 0, 8(0) = I,'	-	(2.6) 

)	 5
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wobei I die idéntische Abhildung in H ist. Für beliebiges t	0 ist die 'Abbildung 8(t) 
•	stetig Es ist' bckannt, daB die Halbgruppe (8(1)) einen (maxiiñalen) Attraktor A 

	

•	besitzt. Dies ist éine von H verschiedene \Teilmenge mit den Eigenschaften:	S	 - 

	

8(1) A =.A	für' alle I > 0	 •,	 -	 (2.7) 

¼	
ünd	•. .	 .-	 S	 .',,	 - 

/ sup inffix — II =:dH(8(t)&A)__L.O'	 • (2.8)' 

XE.SMA yEA	 S	
5	 -' 

far jede beschränkte Menge E aus H. Die Menge k ist kompakt, 'besitzt eine endliche

	

•	Hausdorff-Dimension und ist beschränkt'in H 1 . AuBerdem sind die stationären Lösun-
_gen u3 (d h es gilt 8(1) u3 = u3 fur a,lle I	0) 'eon (2.3). in A enthalten (nach [12 
Kap. 21 gibt es immér stationäre Lösungen).	.	 • 

3. Die 1{onvergender•Vcrteilungen  

Es sei Vdie Menge çlr Wahrscheinji'chkeit'smafle , 'definiert auf der Bdrelshen 

	

•	Sigma-Algebra 58(H) von 'H, für die f,jluJ 2 1u(du) < 00 gilt. Es sei ,weiteihin Cb(H) 
H	 •	 S	 S 

die Menge dei stetigen beschränkten Funktionen übér H. Auf der Menge V wird die 
Topologie -r eingefuhrt die festgelegt ist durch eine Umgebungsbasis fur jedes E V 
Fur e > .O, I, € Cb(H)' 2 = j	em , n sei	Element 2V1 I, dieser Lmgebungsbasis 
definiert du'rch	,	 .	-.	

5 

5	

,•	 S 

v " = € V	 (du) - f f(u) (du <e V	 - 

Diese Topologie ist metrisierhar, die entsprechende Metrik werde mitr d bezeichnet

	

•	(vgl: '[8: Kap. 2]). Durch die Topologie r wird fàlgende Konvergenz 'induziert, 

	

-±z in V	f /(u)1(du) -)f f(u)u(du) V 	Cb (H)	 (31) 

B'emerkung 3.1: Es folgt aus dem Satz von B. Levi, dali sich für eine b 1eIibige stetige 
Funktion / uber H aus sup f 1(u) ;i 1 (du)	c < auch f./(U) 1 (du)	c .ergibt. 

H.	 .	 H.'-. 

Es wird eine Familie von Abbi1'dunger T(t): V	V für alle I	0 dçfiniert:	• 

	

S	 '	
• T(t) u = /Lg,.	1u((0) := u(8(t) 1 co)	für alle to € 58(H)	 (3.2) • 

(8(t)' X..bzeichnet' das iJrbild der Menge , X bezüglich der Abbildung 8(1)). Inte-
griert man (2.4) beziiglich , so folgt, daB 'I'(t) die Menge V tatsächlich in sich abbildet. 	'	S 

Lemma 3.1: Die Farnili (T(t)) 0 besilzt die Eigensha/ten T(0)= I (I identtsche 
Abbildung auf V) und T(t ± s) = T(t) o T(s) /fir alle 1, s ^ 0.' 

.Beweis: Die Behauptun 'J'(0) = 1 folgt aus (2.6). Es sei nun y € V, dann ist nach' 
(2.6)	 .'-	

•.,	

5	 •	 •	 S	 •	 S 

•	'I'(t + s) u(w) = ,u(8(t ±5)_ i w) = u($(tY i 0(8)_i co))	• ,	 •	 .	 . 

= T(t) 1u(8(s)_1co ) = T(t) 0 T(s) 1u (w )	V co € 58(H) I	/ 

	

Die nachfolgenden hëiden Lemmata geben topologische Eigenschaften von T(t) an	 • 

5*	 •	
'5•	

5' 

S	

,
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[em m a3.2: Für beliebiges t	0 ist die Abbildung '1(t) sletigbezuglich der Metrik d. 

Beweis: Essei ()	V eine Folge, die für j — 00 gegen cin Ma13 i E V konver- - 

	

•	giert. Da 8(1) für beliebiges t' 0 stetig ist, liegt für beliebiges / aus Cb(H) ebenfalls 

	

•	'1(8(t) •) in C(H). Dann ist nach . (3.1), (3.2) 

Iim f. /(u) u;t(du) = urn f /($(t) )uj(du) 

	

•	 •jH	 j 	 —_	
0 

0	 V	 = f 1(8(t) u) 1u(du) = f /(u)a t (du)	V I ECb(H). 
--	•-—	 -:-	

H	 •..•.	H  

Aus (3.1) folgtnun die Behautung I	 V	
V 

Die Mengen B0T	V r :^t 0, seien s ie folgt definiert 

Boy ={ILEVfJIU]1 2 /ot(dU) f^r2} 

•	Lemma 3.3: Für beliebige 1> 0 und r 0 ist die Menge T.(t) B0T relativ kompaki 
•	imV beziiglich der Topologie T.	

•.V	
•	 V 

000	Beweis: Die Abbildung u	jjujj, ist meI3bar beziiglich (H). Wird (2.5) für be-

	

•	/	liebiges 1u E B0T integriert, so gilt -o.	 V	

V	

V	

•0 5	 0 

r2	t 

—	
f 1IuII	(du)	+	J[f1j 2 + 411/112 = c(t) 

V1	2v  

Nach derVTschebyschevschen Uigleiehung gibt Cs dannfür ein beliebiges r > 0 em 
0	 II> 0 , unahha0igig von ,u EJ3, so daB	 >• R}) < Th'c(t) <e für alle

It € Bj gilt. Aufgrund der volistetigen Einbettung H' -- H ist die Menge {u: huh12 
.00	 R}.kompakt in H. Nachodem Satz von Prochorov (vgl. [6: Satz 2.6.7]) ist die. 

• Menge {T(t) 1u : /L-E B0T} für beliebiges t > 0 relativ kompakt in der Topojogie T U 

Die beiden folgenden Lemmata stellen eine Cbertragung der Theorie des Attrak 
tors der deterministisehen Navier-Stokes-Gleichung auf maBtheoretische Verhält- 

0 

•	nisse dar (vgl. [1: Kap. 1]).	
0	

••	

•	 V 

•	Lemma 3.4: Für beliebiges r.> 0 existiert em- 1,., so dap T(t) B 0t-- B01 mit ,2 — 
0	 = 2). 11/112/V *fiir 'alle t	1, gilt.	0	

•	
•V	

0 

Beweis: Wendet man (2.1) auf die linke Seite von (2.4) an,so ergibt sich nach 
•	.

 
Integration beziiglich ,uE. B0T die Abschätzung	 S 

1 1z(du)	(J h uh' 1u(du) — —— iitii°) -1 /A +	hh/hI 

V 0	
Darausoergibtosich die Behauptung I •	•	

V,	

V	

V	
0 

00

 

Ads der letzten Urigleichung folgt für beliehiges I	0 die Beziehung '1(1) B01 F B0. 
•	 Es sei B, :=I.'(1)Bo. Nach Lemma 3.3 ist dièse Menge relativ kompakt. Weite- 

•	hingilt	0	 V	

0	

0	

V	 0	 0	 • 

•	 - TWA, B,	für alle t 0.	
0	

• (3.3) 

	

- /	
•	Wir setzèn 0 

o0 :	
V	

V	

0	

V	 -	 - 

A=n {FS :s V 1 } rnit.F8=u{T(t)Bo:t•>s}, 000 

6.	.
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wobei die AbschlieBung P8 in der Topologie r zu hilden ist. Da F3 für beliebiges s> 1 
iril 'B enthalteri ist, sind die Mengen F8 komapkt. Weiterhin 1st (F 3 )3 > 1 monoton 

• fallend. Daraus ergibt sich, daB A nicht leer und kompakt ist. Wegender Bemerkiing 
3.1 für f( . ) = 11 . 11 2 ist F 3	V.  

Lemma 3.5: Für jedes I> I itnd jedeMezge X' B gill T(t) X	T(l) X. 
•,	 V 

•	) Beweis: Essei p € T(l) X. Dañn gibt es eine Folge ()	X, so dab T(I) 1L1 —.p 
• gilt. Da X	B,I relativ kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge ('), die  

•	 ' gegen ein Element /1 € X konvergiert. Wegen der Stetigkeit von T(l) folgt T(l) P	
V 

also p € T(I) X. Das MaB P gehort nach i3emerkung 3.1 für f( . )	fl•]l ivieder zu V I 
- 5	Le in nia3.6:Füri€VundX,YcVsei 

d(j,X):=d({},X)	und	d(X, Y) =sup irfd(1u,i). 
,ExeY	 V 

Für. jedes r >' 0 gill danu  
'	(T(t) B0T , A) --> 0 für I - o. 	 (3.4). 

Beweis: Nach Leiima 3.4 und den sich darari ansehlief3enden Bemerkungen it 
es hinreichend zu zeigen, dab d.(T(t) B18, A) - 0 für I -;- 00 ist. Angenommen, these 
Beziehung gilt nicht. Dann existieren ein E> 0, ein monotone Folge (Ii), I	00, 
und Elemente	€ '1(1,) B1x, so dab d(T(t,) 1u, A) > e für alle j gilt. Nach (3:3)smd	V 

•	alle t' in B 1 I enthalten, also existiert eine Teilfplge (fLj'), so dab' up - 1u € Ba" ist. 
Wegen E u {T(l) B 1 : £ > I} für, alle i > list u E A. Andererseits gilt auch du, A) 

E. Das ist ein Widerspruh. Das MaBy gehört wieder naëh Bemerkung 3.1 zuV U 

Lemma 3.7: Es gill T(I) A = A für alle I > 0.  

Be'weis: Wegen der Monotonie von (F 3 ) 3 > 1 und Lemma 3.4 ist  

T(I) A T(I)fl F3 = fl T(t)P3 fl T(t)F8 =.	= A.- ' " 

	

3>1	 3>1	3>1+1 

Andererseits ergibt sich aus Lemma 3.6 die Inklusion T(t+Vs)A 0(A) fikr jede 
Umgebung 0 von A und hinreichend grobes a. Aus ,(3.5) folt dann T(t) A T(t+-)	

V 

•	x A, also T(I) A A I  
V	Der folgende Satz charakterisicrt die Elernente aus A., 

V 

V	
V	 ,	

V	

V 

Satz 3.1 :, Es gill folgendes:	 V	 V	 V	 V 

1 Der Trager supp jedes Elemenles ü EA zsl in  enthallen 
2. Die Menge von Dirac-Ma/Jen D(A) = {&: 'a' € A} isl in A enthallert.  

V	 V	 Beweis: 1. Angenommen, besitzteiiienTrägerA,so dab A\A+ 0 ist. Dann	,	V. 

folgt aus der. Stetigkcit eines Maf3es daB fur cin s> 0 und ciii 6 > 0 fur die Menge 
= {uE H: dH(u, 'A) <} die Beziehung p(H \ A 6 ) = s gilt. Da nach (3.3) A in B0" - 

enthalten ist, gibt es für beliebiges 1u € A ein. r> 0, so dab nach VderTsehebyschev-
schen Ungleiàhung /L({u: 117tJ12 > r}),< e/2 gilt. Nach (2.8) existiert einè Zahl IT, so dab 
dH(S(i) {u: Bul1 2 :^-- r), A).<'612 ist. Auberdem folgt nach Lemma 3.7 die Existenz 
eines Mabes It € A, so dab = 7'(t,) ,u ist. Dann gilt	, V	 V	 V 

V	 p(A612 )	,t(S(I T)_ 1 Ao,l)	u({u: 11u11 2	r})	sf2	•	 V 

•	
V 

(S(ty' A612 =' {u: 8(ç)u'

	

(ç)	€ A612 )	{u: ]1u11 2 
 	r}),	 V	 • '	 - • V	 V 

also p(H \ A612) < e/2 im Widerspuch zu fl(H \ A) = e.	
• [	 V
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.2. D T(t) &	6S(O für afle £	0 gilt, foigt aus (2.7) T(() D(A) = D(A) für álle 
I	0. Da A.beschränkt in H ist, folgt daraus, dal3.1 (A) in ciner Menge B0 enthalten 1 
ist. Dann gilt aber 0 = urn (T(t) D(A), A) = (D(A), A). Da A kornpakt ist, 
folgt die Behauptung I'—CO.	 -. 

S .	 - -

4. Die Eigenschaften der Menge A	
I 

Es. sei M die lineare Menge der besehränkten verallgemeiierten Me auf(H). Dann 
gilt V	M.. Dutch das System der f 6 beliebigé e > 0, /i € Cb(H) I = 1, ..., n, ge-
gebnen Mengen	.	 . . 

OUlt	=	€ M f f , (u) u(du) <, 
H	 .	.J 

wird M zu einen-i lokaikonvexen Rauth ncit der Topolgie, da these Mengen konvex, 
.symmetrisch und absorbierelid sind(vgl: [7: Kap. 11.2]). .Eine Umgebungsbasis für. 
em beliebiges E M vird dann durch die Mengen ' = {u € M 4u — € } gebildet. Bezeichnet (V, :F) die Spur der Topologic '(M, ) auf V, dann soil gezeigt 
werden, daB die Topologien,(V, iund (V, r) identisch siñd 1 Einerseits ist-für heliebige 

> 0 uiid /i E Cb(H), I = 1,..., nT, wegen = V n U ;:::	für alle	E V 
jee (V, r)-offene Menge auch (V, )-offen. Zum anderen folgt daraus, daB_für ciii 
beliebigçs MaB	aus V nU:"	für	> e 1 ' .^ 0 und	€ M die.: Beziehung 
f f(u) (du) — f f,(u) o(du) = e 1 1 gilt	nt Dann ehait aber die Menge V n U' 

H	.	H'
 

gerade die Menge '_.... woraus folgt, daB jede (V, 'F)-offeice Menge auch 
(V, r)-offenist., Also sind beide Topologien identisch. Aus derGleichheit der Topo1gien 
.(V, :F) uhd (V, r) folgt, daB die Menge A ebenfalis kompakt in (M, :F) ist. Weiterhin 
folgt aus (3.2), daB die Abbildung T(t) für beliebiges t 0 atf M definiert werden' 

- kann und- sogar linear 1st, 'da .urch die Transtormation eines Malies bezuglieh . eiper 
'Abbildung 8(1) eine lineare Abbildung vermittelt wird. Es séi nun für eine 
Menge X: Mthit con'v (X) ihre konvexe Hülle und mit ex()C) die Menge ihrer 

'1xtrema1punkte bezeichnet.  

Lemma 4.1: Die Menge A 1st konvex.	 S 

S	 .	 ...	 S 

-.

	

	 Beweis:.Zuert wird gezeigt, daB eonv(T(t) A) = T(t) (cony (A))turalle t	0
gilt. TatsichIich, daT(t)iinear ist, ist T(t) cony (A) konvex und foiglich T(t) cony (A) 

(7'(t* ) -A)	Andererseits folgt fur ,u € T(t) (cony (A)), also	= T(t) 
mit	=j'	(, E A, 2°> 0, L' ). = .I aus der Linearität diêBeziehung S 

€ con y (T(t) A). Nach Lemma 3.7 ist T(t) con y (A) .= conv'(T(t) A) 
= .conir (A) für alle £	0. Da con y (A) auch in B01 enthalten ist, folgt ails (3.4), daB 
con y (A) in A enthalten ist. Andererseits gilt A	con y (A) I	 . 

Nacli dem Sat, von Kreiii Milman (vgl [4 Kap V, 8 4]) ist damit A die abge 
schlossëne konvexe Hülle seiner Extremaipunkte. Die Dirac-MiJ3e D(A) (vgl. Satz. 
3.1) gehoren zu den Extrethaipunkten voiiA.  

S	

,	 S	 /	S	 -	 •	S	 - 
•	 .

 

8atz4.1: E&sei ,u E V.mit supp,u E- A Dani'ist,ii€ A. .	.	 ..	S
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B e w e i s:,Nach [8 Satz- 2 6 ] ist conv, (D(A)) dicht in der Menge der MaBe mit 
Träger in A. Anderei'seits gilt D(A) ex (A). Wendet man wiederum den Satz von	--

Kreii:Milrnan au, daun ist con y (D(A))	A, da A'konvex und kornpakt It I 

Bemerkung4.1: Aus.Satz 3.1/1 und Sâtz 4.1 folgt damit die Beziehung A = lji € V,:. 

suppA.  

Es bezeichne S die Menge- der s€atiónären statistischen Losungen aus V, d. h., es 
gilt = u für alle I > 0. Wegen (3.4) und T(t) = z gilt S A: Entsprechend [6: 

.Kap.'61 wird ein statiônäres' MaB uE V ergodisch genannt, vdnn . fiir eine Menge w, 
die 1u fast sicher die BeLlehung 2(t)	= co fur alle I ?: 0 erfullt ,u(w) = 1 oder 
1u(w	 Menge der 0 folgt. Die Men der ergodisehen MaB ist nicht leer. Da (2.3) immer statio-



nare Losungen u8 besitit, sind die Dirac MaBe & immer ergodisch Da die Menge 
A in. H I beschränkt ist (

b
,. Absehnitt 2) sind die Intégrale f flu j2 u(du) gleichmaBig 

	

H	- 

heschränkt. Deswegen ist S nach dem S 'atz von Prochorov ([.8: Satz 2.6.7]) einp koth-
pakte . Menge in (V, t), die auBerdem konvex ist..eNach [6: Seite 39] sind dieergódi-. 
schen MaBe die Extrenialpunkte von S. Es ergiht sich die Frage, wann die Extrernal-
punkte von A und S zusammenfallen.	.	.	. 

Satz 4.2: Em ergo/J4schës Map ill. nur dan-n Extremalpunkt von A, wenm es em 
• Dirac-Ma/3 ist.  

•

	

	Beweis: Angenommn, u sèi ein ergodischesMaB, dessen Träger aus mehr als nur- 
cittm Punkt besteht. aw gehort z zu A und liesitzt nach Satz3.1 einen Trägerin 
A. Dieses MaB istauBerdem stationär. Dann existiert eine Menge co, € (H), fiirdie	-' 

4u(w 1 ) € (0, 1). gilt. kVeiterhin seien die WahrscheinhichkeitsmaBQizj ünd	durch
1u 1 (w)= 1u(w flw 1 )/i(w 1 ) und 1u2 (w) = z(wfl Cw 1 )/4u(Cwj) für alle w €(H) definiert. 
Nach Satz 4.1 sind these MaBe Elernente aus A, d ihr Trger ah mA enthalten 
1st. DanrI gist aber = u 1 + '(1 - )	mit	I(w). Dem widersprieht aber, 
daBu eih Etremalpunkt von A ist I	- 

Bemerkung4.2: Werden anstatt periodischer'Randbedinguñgen Nullrandbedingungen 
bezuglich eine beschränkten hinreichend glatten zweidimensionalen.Gebietes G für (2.3) be- 
trachtet, so gilt das Lemma 3.3 nicht, di (2.2) nur für periodischo Randbedingungen richtig 
ist. Anstatt(2.5) gilt nach [5: Formel 2.16] die Absehitzung	- 

S	 -	

S	 ( 

	

- ll(t)Il 2 ,	u(0)	c1' exp (cj(lI(0 )l + 1))	/ür alle 1> 0.	
.	.S 

Es lasen sich ber dieResultate der Siitze 3.1, 4.1 und 4.2 und die aifschlieBenden Bemerkun-
- -	gen beweisen, wenn man als V die Menge deWahrschein1ic1kkeitsmal3e It wählt, die die Ab-

schiitzung f lull 2 exp ( lu ll 4 ) 
p(du) <	mit ein'er von I, G und v abhiingigen Konstante E 

erfüllen. -	 .	 -	- -	-	•	 , - 

BemerkUng 4.3: Eine Anwendung ist auch auf stochastische Diffcrentialgleichungen (mit 
zufälligen Rauschen) mogliCh, wobei die Operatoren T(t) durch die Markovschen Ubergangs- - 
wahrscheinlichkeiten gebildet wercien (vgl. [10,. 111).  

Bemeikung 4.4: En [3] wird atis der Existenz eiñes deterministisclicn-Attraktors auf die 
Existenz von stationiiren statistischen Losungen geschlosse.	 -	

S 

-	 •	
-	 /	 -	 S	 - 

S	 •/	 -	 -	 .	

.	

5 -	

5-.	 -
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