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Konvergenzbeschleunigung bei Potenzreihen durch asymptotisehé Entwieklung 
der Restsummen  

R.RiEDE; 
V	

V	 V	 V 

Es 'erden asymptotische Entwicklungen für die Rstsummen von Potenzreihen aus dem V 

asyniptotischen Verhalten der Koeffizienten hergeleitet Endliche Teile davon werden zur 
Konvergenzbeschleunigung genutzt.  
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V 
Asymptotic expansions forthc.residua1 'sums of power , series are derived by the asymptotical V	

V 

behavior of the coefficients. Finite parts at this expansions areused for the acceleration of 
convergence.	 V	

/	 V 

	

V	

V	 J	 - 

1. Einleitung V	

V	

V	 V 

V	 V 

Gegenstnd dieser Arbeit ist ein Verfahr.en zur Konvergcnzbeshleunigung von 
komplexeii Potenzreihen	 S	 -, 

co 

s() = E alz \	 (1 

mit Konvergenzradius 1, bei denen (Ins asyrnptotische Verhalten der Koeffizienten' 
as -für	oo in Form einer asyrnptotischen Entwicklung bekannt ist. Es wird diese 
Kenntnis zur Herleitung einer asymptotisehen Entwioklung der Restsurnrnen	

V 

V	

'	 r(z) = s(z) - s(z)	s(z) =	a2za,  

genutzt, urn niittels eincs endlichen Abschnittes Ta ,,, dieser asymptotischen Ent-
wicklungeine konvergenzbeschleunigende Transformation

 
-	Y,,k(Z) = s(z) .+ Tfl , k (z)	 -	 (2) 

zu gewinnen.	 S 

Diese Vorgehensweise ist in der mathernatisclien Literatur haufig zu finden, die	V 

Gewinnung solchei' asymptotisch'er Entwicklungen fur Restsumrnen erfOlgt aber auf 
unterschieclliche Weise. Bei positiven K oeffizientena , diein der Form V a,, = h(n) 
mit •rnehrfach differenzierbarer Funktion h = h(x), 0 ^ x < cc, darstellbar sind, 
kann man sie beigeeigneten Eigenschaften dieser Funktion im Fall z-1 iiberdié 
Euler-Mnclaurinschc SummenfoT nlel eiIialten (vgl. [6: 3.6]), irn Fall Z. —1 iiber 
eine von R. JOHSSONBAUCH [7]. entwickelte moclifizierte Euler-Maclaurinsehe 
Summenforniel. Bei anderenUntersuchungen bemOht man sich, (lie asymptotische	V 

V Entwiâklung der Restsurnrnen aus einer asymptotischenEntwicklung 'der Koeffi-



86.	R. RIEDEL	 S 

zienfen

	

n	n2

	

•	 (3) 

zu gewinnen. Soiche Ergebnisse wurden von W. G. BCKLEY unci J. C. P. MILLER 
[3] im Eat! z 5= 1, von A. C.-SMITH [13] für recite Variablenwerte und von E. RIEK-
STIN [11] und J. WIMP [14] auch für komplexe Werte z des Konvergenzbereiches 
der Reihé (I) erzielt. Dabei sind von den beiden ietztgenannten Autoren bereits 
andere Skälen ats (lie in (3) benutzte Potenzskaia verwendet worden. 

In der vorliegenden Arbeit wiid ''on einer asympt .otischen Entwickiurg der Koeffi-
zienten von (1)	 S	

/ 

a	y0 (n) +y11 (n) +	,	n	oo,	 (4)_ 

nach einer aligemeinen Sk)la { (n )} ( N mit spezietlen Eigenschaften ausgegañgen. 
Das benutzte Herleitungsverfahren, man könnte es ais Iteration mittels Parameter-
verschiebung bezeichnen, ist eiñ anderes als bei den obengenannten Autoreh. Es 
wurdebereits in den Arbeiten des Autors [9, 101 zur Errnittiung desasymptotisehen 
Verhaltens von Restsumrnen für spezielle Potenzreihen

-	(5) 

	

/	'erwenctet•.  

l. Spezielie Skaieneigenschalten	 S	 •	 S 

Wir bezeichnen im folgenderi nut N die Menge der natür!ichen Zah!en (einschlieB-
1ic} Null), mit Z, R, C die Mengen der ganzen, réeilen bzw. -komp!exenZahleñ; es sei 

• • 'ferner N k (lie Menge der natiirlichen Zah!en.ab k unci es finden (lie Landa5uschen 
Ordnungssymbole 0 und o Verwendung. Wir bezeichnen mit X den Konvergenz-
bereich der jeweils betrachteten Potenzreihe (1) unter AusscljluB des Punktesz = 1, 
tind es sei- Xe = X \ 24(1), wObei 24(1) eine e-Umgebung-des Punktes z = 1 be-

• (leutet. Tm folgenden sollen asymptotische Entwicklungen. (4) der Koeffizienten a,, 
für n -* oc nach einerSkala {(fl)},EN, deren Skalenfunktionen einen gemeinsamen 
I)efinitionslj reich N,, haben, -betrachtet wèrden. 

Definition 1: Eine Skala. {q,(n)},p. heiBt igerativ vershiebbar, wenn für jedes 
v E N die I)ifferenzenfolge (q,(n+ 1) - ,(n))fl(Nk einé asyniptotische Entwicklung 
nach dersetben Skala in der Form	•	 • . 

(n+ 1)	,(n)	E b 4(v) + (n),	n
 

	

•	besitzt;	S	 - 

	

Folgende Beispiele itërativ versehiebbarer Skalen seieii angefuhrt.	 0 

• Skala I: -p,(n) = 1/n' / , v E N, mit E N 1 , a € 'C. Man findet hierfiir eine . Be-
ziehung (6) aus der Darsteli.ung.  

1	•	1	1	[(	1\-	 - 
• • .	(n + 1)'I -	fl+CIP 1k' -i--	

- 1	• 

	

-	 /
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riah. Entwiekiung des Ausdrucks 1 ... ] nach Potenzen von 1/n mittels Binomial-
• reihe. Dabei erhält man die Koeffizienten 

S -	

- /o\ für = xo, xE N 1 ,	 S	 -. 

x	/	 (7) 

S	 0	sonst	 - 

• -Skaia 'II: Die Skala f ip,(n))^ E N bestehe aus den Folgen (1/n+ 1 ln' n)- E N, mit festen 
-	E C ind für alie i, j € N mit j	i. Die Eigenschaft (6) geht aus der J)ifferenz-

• -. clarsteilung	 S	 ,• 

1	
• 	

+ in (1 + 1fn) f	'S	 • 

S	 n ' 1n •) n [.	fl/	\	in fl	/ 

	

.bei Entwickiüng des Ausdrucks [...] nach P,otenzei5i von 1/n bzw. 1/nP in n hervor.	 S 

• Eire geschlossene Darsteilung der Koeffizienten dieser Entwickiungen ist in [9: 
Forniel (14)] zii fincien.	 S	

- 

Skala III: Analog vie soeben bikien vir (lie Skala {(fl)}N niittels der Foigen 
(1/7i+ ln i n lnv+k in n)flEN mit festen Werten oc, y E C und für alie i, j, k € N 
mit k	j	i. Die Eigenschaft (6) kann, man jetzt aus der J)ifferenzdärsteliung 

	

1(1 + 
in (1 + 1/n)\i	S - 

nin' n ir" + fr In I\ 
+ 

n)	\	inn 


• 
iii (i '+ in (1 ± 1/n)/in n)\_v_k - 
• In III 

 -	 S	 S	 S 

durch Entwickiting nacli Potenzen von I/n, 1/nP In n und 1-/nP Inq n in in n ge- 

	

viiInen. Eine geschiossene- l)arstellung .für die hierbei entstehenden Koeffizienten	S 

scheintnoch nicht bekannt zu sein.	 •	 S	 • 

Bei einer vorgegehenen Skala {(n)}N bezeichnén wit' niitX(i) den Konvergenz-
•	hereich der Reilie •	 S	

I 

-	

(8) 

• tinter AussehiuB (let' Steile z'= I.	 •	 -	

S 

Definition 2: Eine Skala' {(n)}(N ,heiBt (für Potenzi'eihen) /onvergenzrnono1on, 
'enn folg'endes gilt:	 S	 • •	• 

a)-für jedes lndexpaar i, j'E N itiit i < j ist.X(i) c X(j); • 
b) für jedes Indexpaar i, j € N mit i < j ist	

S	 / 

60	

z = o	za) 	n- - v z € X()	 (9) 

c) '/.11 je(Iem natürlichen Tndexwert z giht es cinen Indexwert j 	mit	• 

•	
•	,I(A) Z11 = O(zq(n)),	'n –oo, V  € X(i).	

•	
(IQ)


• Die ohigen Skalen 1-111' erweisen-sich als konvergenzmonoton.'i)ie Eigenschaft 
a), hei der es nul' für Werte z auf der . Einheitskreisiinie cinci Untersuchung bedarf, 
ist rnitdem Konvergeñdriterium von'du Bois-Reymond undDedekinci [8: Abschnitte 

:'	•	 -	
5. _	 1•
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184, 227] nachweisbar. 1)ie Eigenschaft b) IaBt sich mit einer,asymptotischen Be- 
iehung	 •	- 

-n	 -	 - 

	

- E j (2) z	.	(n),	n	00 -	 ( 11) A=n	1—z 

•fiir Werte a, fi, , E R siehe [1: Th. 2] und [12: Th. 1], für a, # E C in der Skala Ii 
siehe [1P: Satz 1]) begriinden. Mitdieser Beziehung läBt sich auch bei Werten z mit 
Izi < 1 für jeden Index j mit j i.die Eigenschaft c) unmittelbar nachweisen. Fiji 
Werte z der Finheitskreislinie erhalt man (10) ads der Abschatung 

E	(2) Z11 = E (19( 2 )I() )I ) j g () )j 

	

1(n) ME 1/i In In 2 in i = O((n) z)	n - 

die
.
ausfiihrbar ist, sobaid j urn sOviel gr6i3er als i gewähItwird, daB (n)/(i 

=O(l/nInnin 2 lnn)ist.,	-	
S 

S 3• Asymptotisehe Enwick1ung der Restsummen 

Unter Benutzung von Skalen mit den oben beschriebenen speziellen Eigenschàftii 
gelingt es-nun, Aussagen über (las asymptotische Verhalten der Rest.summeq von 
Potenzreihen in Ahhangikeit von asyniptotischen Gegebenheiten der Koeffizienten -	

•	.-
 

folgenzuformulieren.	 -.	 - 

Satz: Beieiner Polenzreihe (1) mOge die Koe/fizienlen/olge für n'—> 00 eine a.symplo-
tisehe Eniwicklung	 S. 

.5,-	 -	 00	-	-	 • 

--

 

an -F E y,(n)	Yo =O,	 (12) -	-	 S	 •	 •	 S 

)	 S	

I 

nach ezner zteraliv verschzebbaren und konvergenzrnonolonen Skala (ç (n)) besitzen Dann 

	

• .sind ihre Resisummen /ür jeden Wert z € X n X(0) nach derselben Skala asyniptotisch	- - 
,-entwickelbar:	S	 S 

	

Zn	00	 5-'	
•	 S 

r(z) '-'	E d2 (z) q(n +1),.	n —*00.	
5	

(13) - 
•	 S	 1—z0	 - 

Hierbei sind die Koeffizienten d 1 au.s den Koe//izienlen der EnIwicklung (12) über die 
Beze hung	 I	 / 

•	 S	 d(z) = !' yc,(v, z)	-	
C	 (14) 

•	berechenbar, wobei die (Prófien c,(v, z) bei Kenninis der Kôe//jzienten der Entwicklung 
(6) rekursiv durch	 -	

S 

•,	

-	 z 

	

co(v, z) = 1,	c(v,z)=	•E b(v) c,(v + ,z)	- •	(15) 
1.— Z.E1  

•

	

	für v E N bestinimi sind. Die Eniwicklung (13) gilt gleich?nãfiig heziiglich z in jedem 

-. Bereich X, n X(0), sofern entsprechende Gleichmoigkilseigenscha/ten bei den Be-

ziehungen -(0), (10) vorliegen.	0	-	-	S •	
S 

•	 5,
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IrnSpezi'aIfaiI der Skala 1 oder 11 sind (he Angaben (14) und 45) in foigender 
Weise präzisierbar. Bei (icr Skala I erhält die Rekursion (15) die Form 

c(v, z) = 1 ,
Z	I—c' - V/I'( -.  

c 8 (v, z) =	'-(	.	J c(v ± i; z), x E N1,.S 
-.  

•	
' c,(v, z) = 0	füru 4 x, x E N,, 

und fur (14) ergibtsich  

d4 (z) =	.y_ 1Qci (). - i0, z),	 (16 
1=0	 V 

' 

wobei w die maximale nattirliche Zahi mit cog ^ 2 ist. Die Entwicklung (13) hiërfür 
findet man als Spezialfall in Ergebnissen v on J. WIMP [14: Theorem 11, für e = 1 
auáh bei A. C. SMITH [13]. Die Koeffizientenbeziehung (16) ist eine modifiziei'to 
Darstellung (icr Formel (2.42) , in [14].  

Bezuglich derSkd'i 11 ist elne (13) e:tsprecbende Entsicklung 

-	z	 z	i-,. 	r8(c:, fl ,z)	 - (17) 
• £',I

 

AO lnP 2	(i	z) n InP fl ,=O 8=0 ñ In'n  
in den Arbeiten [9, 10] hergeleitet worden 1)abei ei-wiesensich die Koeffizienten clieser 
Entwicklung von der Gestalt	 V 

, z) = A,(z)B3() C 8(c),	 V	 (18). 

V	

Funktionen A, (lurch	 V	 - 

V	

' A 0(z) = 1,	A,1(z)	(_1)1	

£' 

(T	 (19) 

rkirsiv best.immt und dicrestlichén fl (icr Form	 -	V 

V BO(fl) = :1,	Co	1	/	 V 

B) =	+ 1)" (fi ± s - 1) 
'V	

furs EN1, 
V	

C,0( )	
__ 

I) ... ( + T V- 1) /r!	.fürr E. N,:	 V	

V 

C,,8() = (its!) d 8C, o()/d 8 ,	für r E N 1 , 1 :!^ s	r	V	

V	 - 

geschiossen darsteilbar sind (die 1)arstellung für C,8 ist gegenuber (icr in [9: Sat 3] 
stark veréinfacht).	

V	 V	 .	 .	 V	

V 

Besonders hàufig reten Koeffizientenentwicklungen (12) thtch der Skala II in der. 
Form	-	 V	

V	 -	 V 

a.
V	

(o +	+ 
712  +	 ,	E C,	

V	

, V 

(21)	
V 

auf. Nach (13),ist inVdiesenl Fall eine Entwickiung	
V	

V	

V 

/	
V	

V 

•	 V 

V d V / 
V	 t', Z i	-. 

r(z)	1	 (i +	lnPe(n + 1)	 -	V	

(22)	V 

711 erwartcn,deren Koeffizienten gemàB (icr •Bcziehungen (14), (17) (lurch 

fl,)	 +v,fi;z)	
V	

•	
•	

V 

(23)
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mit Dr,s = 0 für r < s zu berechnen sind. Im Spezialfall —9 € N 1 sind (liesbezügliche - 
Resultate bereits vorT J. Wimp [14: Fh. 2] angegebenbworden. 

Beziiglich cler Skala Ill sei erwähnt, daB bei der zu (17) analogen Entwicklung für 
die Restsuniniei ' ( ln 21n ? ln ))-' z geschlossene Darstdllungen für die -Koeffi-

2=n 
•	zienten noch nicht be'kannt sind.	-	 S 

•	4. Beweise	 -	 • 

Per nachfolgeide Beweis zum Satz mi Abschnitt 3 wird in zwei Schritteñ ausgefflhrt. 
Beim erstenBeweisschritt wird gezeigt, daB Restsiimnien von (8) 

- r.")(z) =	(A) z	 •.	 (24) -	1n--1	 • 

•

	

	nach der vorliegenden Skala, {q,(n)} asymptotjsëh. entwickelbar sind. Dabei wird die 

iterative Verschiebbarkeit derSkalenfunktionen von Bedeutung sein. Tm zweiten 

S	 Beweisschritt wird über die Koeffizientenasyrnptotik (12) unci mit der im rstcn 
S	Beweisschritt erha1tenén Entwicklung für die Reihenreste (24) die asymptotische 

•	•. Entwicklung (13) geworinen. Uindie Beweisdarstellung zu vereinfachen, unter- 
suéhen wir dabei jeweils	anstelie von r,.

 
Beweisschritri: Es soil eine Beziehung 

S	 ,n	k	 S	 - 

. r 1 (z) =	E c(i, z) j(n) + O(z'fk+I(n))	 (25) -	 •	•	1—z 
•	'durch vollständige induktion nach k bewiesen verden. Für jeden Variablenvert	S 

S	 Z € X(i) Ufld jeden Index j	i gilt ,	 • 
-•	 r1(z)-

Z	
(n	

z	
j() +	

Z	
[j(' ± I) —	)] zA .	 - ( 26) - I — .	I —  

Nach (6) ist	 S	 S 

-± 1) —	) =	b,(j) j+( ). ) ± 0(++2))1	
-	

(27) 

wobei	'	( i) z'I = O(z"q 11 (n)) hei gemLB (10) hinreichend gioB gcw ihlteni 

- S	
=1(j) ist.,Zusarninenniit (26) erhält man Iiieraus	 S	

- 

Zn 
rf± 1 (z)	 T7---

=
(n) ,	I	b	 )) z + O(zp1 1 (n))	(28) 

Die .dabei rehts auftretencien unendlichen Reiheti sind wegen der Koiivergenz-
monotonie der Skala {q,(n)} sämtlich konvergent.. Fur alle v mit 1	'	geht atis 
(9)	z = o	qj zA) hervor; aus(28) ergibt sich somit 

Zn 

2 = fl	 1=,a	 - 

=	
(n 1	) ± o(z(n)).	•	 (29)
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Weirn man (lieses Ergebnis bei den Reihen auf,1er rechten Seite von (28) zur Ai-
wendung bringt, erhlt man anstelle von (29) sogar, 

Zn 
S	 r(z) 

=
q(n) '+ O(z +i (n)),	n	00:	 (30) 

Diese Gleichung seider Incluktionsaiifang Fm Induktionsbeweis, sie gilt insbesondere 
für j = i und ergibt c0(i, z) = 1. 

	

Wirgehen nun von der . Induktionsannahme aus, beifestern z E '(i) gebe es zi	- 
'.	natürlichem k Darstellungen (ler Form	 S 

	

I(Z) =	(, z)	(n) + O(z'q,lk(n))	 (31) 

für jeden natürlichen Index j	i. Wie béi (ley- i-Ierleitung von (28) .aus (26) erhält 

luau  

OO 

	

r1(z) = 1 - z q,(n) + 1	z	
b	q,+ (A) z + O(zp)+k+I(n)), (32) 

indern ni m = k+I()) so gioB thlt d'iBE	zj = 6(z"97,+k+i(n)) ausf'kilt 

Nach (ICr ln(luktionsannahnle ist fur v = 1, 2, ., E stets	 - 
Zn 

	

(/) z A	 i z) q	(n) + O(z, + + L (n))	 (33) 

ilas in (32) eingcsct/t 
-	 z	 z'	k-I 

	

r(z) =	(n) +	 ' Eb,(j) (j + 1' z)±,(n) 

	

I —z	 (1 —z) 

S	
+-O(zwJ+k+I(n))	

S	 (34) 

ergibt, wenn man nile Restlieder zusaninienfaBt. in dieses Restglied lasseui sick flUll 
nile Glieder der rechten Scite von (34) mit Indexpaaren v, z der Eigciuschftv + IA 
^ k + 1 einheziehen. I)utrcli this Zusanimenfassen von verbleibenden Gliedern inder 
Poppisunimc (34) unit Eiquivalenteni avmptotischern Verhalten et-halt man eine 
l)arstellung

	

•n	k	 S. 

	

• r(z) =	E c(j, 2) j+(n) + O(z'1.k+I(n))	 (35) 
— z l= o	 - 

Jed&n natürlichen Index j i...Der Untätsatz fiber asymptotisehe Kntwick-
lungen laBt hirrbei denSchiuB zu, daB die Koeffizientcnc, fiii v ' =* 0, 1,..., k - 1 
mit denen'von (31) iibereinstimmen. Damit ist (ler Tnduktionsschritt volizogen titid 
die .Beziehüng (14) ewiesen. Aus dem t)bergang von (34) zu (35) ist üherdis er-
luennbar, ulaB eine Beziehung	S	 - 

	

e	 - 

Z .	'	 - 

	

c(i, z) =	' b,(i) c, -(i + v,z)	—.	 (36) 
- 

bcsteht.	
S	 S	 - 

1)ie Darstellung (25) gilt unter den im Satz ausgefuhrten Zusatzvoraussetzungen 
- be  Astern Index i und feste'r natürlicherZahl k sogar gleichmaBig für alle z E X(i).
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Iii der ,Tat wirkt sich beirn Nachweis (lei, Restgliedordnung in (25) die Abhangigkeit 
von der VaMablen z nur in Bedingungen d'er Foni (9), (10) Lit endlich vielen Index-
werten j undin; (ler Form der in X((i) beschränkten Koeffizientenfunktion w •	 z/(l --.z) aus.	 I 

Beweisschritt •2: Wir weisen nach, daB es für . jeden Wert z E X fl X(0) ZU 
jedern naturlichen k eine D'ustellung 

r 1 (z) 
=	

d(z) 9,2 (n) +'0 ZnT,,, (n)) 

gibt. Aus (12) erhalt man	 - 

a	y;() + O(±(n))f	..	 .,	-	(38) 

obei a =w(k) so geahlt sei daB gernaB (10) 

Iw+ '() zj . = O(z"wk+I(n)),	oc, / -	S	 •• 

ist Aus (38) folgt d mn unmitteIbu 

r1(z) =	(i) - 1 	O(z k 1 (n0)	 (40) 

--J)ie Kbnvergenz der rechtsstehenden unendlichen Reihen ist d'ei aufgrund der 
• Konvrgenzmonotonie 'gewahrleistet. Nach. dem. Ergebnis des ersten Bewèis'schrit-
tes ist für v = 0, 1, -..., Ic stets  

CO	

zA 
=	

c,(v z) T, (n) + O(z" i (n))	 (41) 
•	 f	 - 

un(I für v. = Ic +  

= O(zk±I()). 

Durch Einstzeñ dieser Beziehunen in dieGleichung (40 erhiLlt man 

z"	kk—.	..	 (	. 
-= 1	Ey(v, z)	^(n) -- O(z,k+ (n))	.	;•-- -	oSpS=o 

oder in anderer Darstellung	 S	 . 

r1(z) 
= 1	z Ed

i(z) (n) ± O(z"k+I(n))	 (4) 

wbei (lie Koeffizienten d2 Ober die. Beziehiing (14) hestimmtsind. ... 
Die . behauptete Gleichrnafligkeit beziiglich z € X a X(0) 1st5 'aits folgenden 

legungen ersichtlich. Nach cicr 'Voraussetzung . uber (10) it'die GleichmaBigkeit in 
(39), sornit auch in (40) gewalrleistet, und dern un ersten Reweissehritt erzielten 
Ergehnis k-ann man sic für die Restglieder in (41) und (42) entnehmcn. Hierais.folgt . . 
(lie angestrebte GleichmáBigkeit für (las Restglied in (43).	. . 

-	 -	•\	 /	

SS	

-
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V 

5. Konvergenzbeschlenigende Transformationen	V	 V 

• Die im Satz vorn Abschnitt 3 besehriebenen Ergebnisse'zum asymptotischen Ver- 
V 

halten yon Restsummen ermoglichen es,.fiir Potenzreihen (1) mit..bekanntem asym-	V 

ptót. ischem Verhalten ihrer Koeffizienten konvergenzbeschleunigencle Transformatio-
V 

nen in der Form V	

V	

V:	

V 

	

V	
V	 V	 n.k(Z) = s(z) + Tfl,k(z)	

V	 (44)	* 

-(k feste naiirliche Zahi) zu gewinnen. Dabei seien (lie ZU denn-ten Ptrtiá1summen	V 

hinzugefugten VKorrekturglieder Tfl,k enciliche Bestan(lteile der asyniptotischen Ent-

	

• .
	 wicklung der Restsummen:	

V	
V	 - 

V	

fl+I	k  
Tflk (z)	 'd(z). 921 (n + 1).  

V	

,Z2=0	V	 -	

V 

	

• l)trch eipe soiche Transfrmation ist eine Beschkunigungsiate (lei- Orcinung	V 

a k)/(S — s) = 

erzielbar, die für jeden Wert VZ E . 7C n'X(0) bzw. tinter (ten ml Satz eiwähnten Zu-


	

V 

•	 satzvoraussetzungen gleichniäBig ezuglich z in jedeni Bereich X n X(0) gilt. Der 
• .

	 erforderliehe AussehiuB des Wertes z = 1 Vbei (lei- benutzten Tintersuehungsrnethocle	V 

laBt eine nur geringe •Beschleunigung für z-Werte dmcht bei 1 erarten, was sidi bei 
numerisclin Auswert.uugenbestktigt. Alit der Festiegung von k hat man bei nhimeii- 

V V	schen Berechnungen abzuwägn zwischen einer V erwünschteii liohen Beschleuhi- V 

gungsrate einrseits und dem zur Bestimmung der Koeffizienten erforderlichen 
. Rechenaüfwand andererseits. Da bei VergroBerung von Ic letztrer mest schnell an-

wäehst, wird man sich in (icr Regel mit einern kleinen k-Wert begnugen"uncl die ,er- .	V 

	

V 

V	

iinschte Genauigkeit des Näherungswertes durch-groBere Wahl von n z erreichen 
• V

	
versuchen. Bedacht wercien •sollte auch de? asyrnptotische Charakter-dei zur Be-	7 
schleunigung vervendeten Korrekturglieder. Die ih den O-Gliedern enthaitenen	V 

Konstant.ed können bei VergroBerung von Ic wachsen, was zur FdIe .hat daB dann • 
V 

die höhere Beschleunigungsrate erst fur-groBere Werte n numerisch virksam wird. 
under Regel tritt dieser Effekt aber nur bei z-Werten diclit bei 1 auf-(vgl. (lie naeh-
folgende Tabeile 3);- erklärbar ist dies mit der EinfluBnhme k-ter Potenzen von	V 

z) à.uf diese Konsta'nten. •	

V	 V 

V	 6. Nunierisehe Ergebnisse • '	 .	

V V
	

V V 

• • * 

• Das im vorigen Abschnitt vorgesteilte koimvergenzbech1etmnigen(le Verfahren soil jetzt - - 
an der speiV.e1ien Reihe	

•	 :	 • .	 V	 • -	 V • 

	

V •	 •	 * ' ^' (i'i /	+ O,)) z A	•	 •	 • -	
• ('t )-

•	
-	 1=2.	 ,.	 V	 •	 • 

mit (lefli Konvegenzbereich X = z: I z i-	1-,.	1) uumerisch erprobt Vwerden'. 

Eine Koeffizientenent. wicklung dieser Reihe nacIm der Skala. H hegt in (Icr Forni	V 

V	 111I	1'	 1	
•.	 -	 V 

	

•	 .a'—'-----Il-----+--j---------•f ... 
V •V V	

fl \	2n.	 + 
' 4n	811	16n	•	 •	 V	 '	 — 

	

V	

V	 •	 •
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vor,' also eine Entvick1ung (21) hut c = 1, fi = —i/2 	= (—l)'/2'. Nach (22) 
•	erhält man  

zt+ 1 II1n (j	\ 4 _L	 d -	 / S- r	 46' 

	

z) (n'+ 1) io t0 (n ± l) ln (n + 1)	 ' / 
•	wobei die Koeffi'zienten die über (lie Beziehungen (23) und. (18) zu, •berechnen sind 

und man (lazu die aus (19), (20) hi-vorgehenden Funktionen' 

A 0 = 1	A1 = z/(z - 1)	A2 1= (z2 + z)/(z - 1)2 

•	 A= (z3 + 4z2 -+ z)/(z - 1)3;. A 4 = (z4 + 1iz3 + liz2 + z)/(z - 1)2, 

•	Y	B = 1,	B =j9,	B2	B1 (+ 1); 5 B3 =B2(±2),	-

B1=B3(fl±3),  

= C11 =1,	C10 = a	C20 =	+'1)/2, 
C21 = (2x + 1)12,	••	.	-	 . . 

-. .
 

C2 , 2 	C30 = C20(a -J--.2)/3,	C31 = (3a 2 + 6 -f- 2)/6, 
' C32 = ( ± 1 )12 ,	C3 ' 3 = 1/6, - C40 = C30(a ± 3)/4,	

5 

C41	(2x3 ± 9a 2 + licx .± 3)/12,	C42 = (6z 2 L1.

	

18x + 11)/24,	
- S 

C43	(2a . 4- 3)/12, C44 = /24 

zu' benutzn hat. In (len folgencien Tabeilen sind ur Rêihe (45) nunirische Ereb-
hissô von der konvergenzbesehleunigenden Transformation (44), (46) wiedergegeben. 
Es wu'rden dabei Argumente gewa hit, bei (lenen diese Reihe langsam konvergiet..- 
In Kiammern sinci jeweils die (grob.gerundeten) relativen Abeiehiingen zuni exakten 
Reihenwert,vermerkt.	I	 -' 
- Ein Verglei5h des hier vorgesteilten mit anderen koxivergenzbeschleunigenden Ver-

• fahren (siehe [4, 5,15, 16]) 15l3tVorzuge und Naehteile (lesseihen ef-kennen. In der er-
-. - zielbaren Beschieunigungsgute 1st es wit anderen vergleichVar oder anderen über- 

legen. Em Nachteil Iiegt im höheren analytischen und Prograrnmieraufwand bei 
groBerer Wahl von k. Ais vorteilhaft erwei'st sich irn Vergleich mit linearen -Trans-
formationen (Euler-, Tschbysc,heff-Transforniat'ion) sein garantierter Besehleuni-

Tabelie 1: Näherungswerte für z	0.9999 exp (3zi/4) 7.,uni Reihenwert - 
8 = 0.07083157 —.0.17495136i  

• n	 crn,O	-	 n.5	 an.14 

5	0.11317265	0.06699601	0.07093127	0.07082566 •	.	—0.2842159i	—0.172794791	—0.175025391	—0.17494298i 
(2.3 . 10-2 )	(6.6. 10-4 )°	(5.4. 10-5) 

10.	.	0.04102924 .	0.07015535	0.07083738 - • • 0.07083143 
—0.244038211	—0.17372569i	—0.17496297i	- —0.17495104i 

(7.4 . 10-s)	-.	(6.8. 10-5)	
'I 

(1.8 . 10- 6 )	. 
•-	S 

0.01899857	0.07095308	-	0.07083110	•	0.07083157 
•	—0.19578697i	—0.174267971	• —0.174954601 •	—0.174951321 - 

(3.7 . 10- 3 )	( 1.7 . 10-5 )	•	(2..! . 10-7) 

-	.	'.	.	S	 -	
-	 S-•	 .	

..
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Tabelie 2: Niiherungswertc für z = 0.9999 exp (flj /4) zum Reihenwert 
8= -0.396283 +0.244093i"	 . 

n	sn -,	n.O	 9n.	 Ofl,5	an.9.	C,,14 

5 -0.636257	-0.367120	-0.389559	-0.401534	-0.396872	-0.393958 
+0.381 629i +0.270111i +0.2336701 +0.2419981 +0.47371i +0.243886i .	(8.4.. 10-2 )	(2.7.10-2)	(1.2: 10-2)	(7.2. 10-3 )	(5.0 .10-). 

	

10 -0.225084 ' -0.394844	-0.399338	-0.396178	-0.395958	-0.396346 
• +0.298998i	+0.2287051 +0.2441171	+0.2449671 +0.244013i ±0.2439391 

	

(3.3. 10- 2 )	(6.6. 10-3 )	( 1.9. 10-3) . (7.2 . 10-4 )	(3.6 10-4) 

15 - -0.454968	-0.402999	-0.395537	-0.396117	-0.396341	-0.396303 

	

+0.1234911 .+0.248913i	+0.244991i	+0.2439211	+0.2440501. +0.244113i 
-	.	(1.7 '10_2)	(2.5. 10)	(5.1 . 10-4) •- ( 1.5 . 10-).	(1.2 .jQ_4) 

Tabelie 3: Nherüngswerte für z =0.9999 exp#(i/32) zum Reihenwert 
8 = 1.031684 1.857 13i	. 

	

n.0	 a2	 6n. 5 	n.9	 fl. I4 

25	1:53018	1.10926	. 0.92298	1.02257	1.16256	1.00633 
+2.255 2 8 1	+1.688951	± 1.830291	+ 1.960791	+1.85335i . _+1.65091i 

•	•_	(8.7 10_2)	(5.3. 10-)	(4.9. 10-2)	(6.1 10-2)	(9.8. 10-2) 

50	0.6426	1.03673	1.05280	1.02830	1.02505	. . 1.03544' 
•+ 1. 82 3 92i	+1.91930i	+1.852551±1,.84671i	+1.860451	+1.86289i 

• -	:- .	(2.9. 10-2) . ( 1.0 . 10-2)	(5.2. 16_3)	(3.6 10- 3) .	(3.2 . 10-3) 

75.	1.26267 .	1.01246	1.02673	1.03407	1.03271	1.03129 
±1.714201	+1:832851	+1.862391	.+1.85883i ,+1.85604i	±1.856741 - 

	

S(1.4.. 10- 2 )	(3.5-. 10_3)	(1.3. 103)	(6.2 . 10- 4 )	( 3.7 . 10-4

I, 
•	gungsbereich, irn Vergleich zu nichtlinearen . Transforniationen (Aitken-, Lubkin-, 

- Brczinski-Trapsformation) (lie. erzielbarehöhere Beschleunigungsrate, mi Vergleich 
zuni &-Algorithnius die bessere , numerische Stabilitat. 1)ariiber hinaus gestattet es 
clank tier Vielfalt zugelassener Skaien bei .vielen Reihen eine.garantierte Beschieuni-
gung mit voraussaghare'r Ordnung,wo gesicherte Ergebnisse hierüber mit anderen 
'rrtinsforniationen nicht vorliegen..
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