" R. RIEDET, .
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Konvergenzbeschleumgung bei Potenzrenhen durch asymptotlsche Entwncklung
der Restsummen
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aqympbotlschen Verhalten der Koeffizienten hergclcntet Endliche Teile davon werden zur
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. Asymptotic expansions for.the. residual’ sums of power series are derived by the asymptotlcal

behavior of the coefficients. Finite parts at this cxpanslons are_used for the acceleratxon of -

convergence. \ '
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1. Einleitung | - o R

Gegenstand dieser Arbelt 1st ein Verfahren zur Konvergembeschleumgung von

z) — Z alzl A ) . ‘ . ‘ o . (1 .
' 4 L ; o)
mit Konvergennadlus 1 bei denen ‘das asymptotische Verhalten der Koeffizienten -
a, fiir n'=> oo in Form einer asymptotischen Entwicklung bekannt ist. Es wird diese -~
Kenntnis zur Herleltung einer asymptot,lschen Entwml\lung der Restsummen '
\ ra(2) = s(z) — sal2),  8a(z) = Z‘ alz“, , ' J o

. 1

genutzt, um’ mlttels eines endllchen Abschnittes T dieser asymptotlschen Fnt- o

’wxcklung eine konvergenzbesch]eun1gcnde Transformatnon

~

a,.k<z—s<z>+Tnk(z> - - @

\ v

zu gewmnen
Diese Vorgehensweise ist in der mathematischen Literatur hiufig zu finden, die
Gewinnung solcher agsymptotlscher Entwicklungen fiir Restsummen erfolgt aber auf .

.unterschiedliche Weise. Bei positiven Koeffizienten'a,,' die-in der Form .a, = h(n)

mit mehrfach differenzierbarer Funktion k = h(z), 0 £ z < oo, darstellbar sind, *
kann man sie bei geeigneten Eigenschaften dicser Funktion im Fall 2 .._\1 iiber dié

"Euler- Maclaurmsche Summenformel erhalten (vgl. {6: 3.6]), im Fall z.= —1 iiber '

_eine von R.JOHNSONBAUGH [7] entwickelte modifizierte Euler-Maclaurinsche

Summenformel. Bei anderen Untcrsuchungen bemiiht man sich, die asymptotische
Entwlcl\lung der Restsummen aus einer asymptotlschen Entw u,klung ‘der Koeffi- .
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© zienten ' .
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zu- gewinnen. Solche Ergebnisse wurden von W.G. BickLEY und J. C. P. MiLLER
[3]im Fall z = 1, von A. C..8SmrtH [13] fiir reelle Variablenwerte und von E. RIEK-

sTINS [11} und J. Winmp [14] auch fiir komplexe Werte 2 des Konvergenzbereiches

‘der Reihe (1) erzielt. Dabei sind von den beiden letztgenannten Autoren bereits
“andere Skalen als die in (3) benutzte Potenzskala verwendet. worden.

.

- . Inder vorliegenden Arbeit wird von einer asymptotischen Entwicklung der Koeffi-"

~

- 2. Sp,e_zielle Skaleneigenschaften

v?.i(:anten von ‘(1) : o E | - '

Can ~ppin) Fen) + e, om0, @)

nach einer allgemeinen Skz;l‘llai {®.(n)}ven mit speziellen Eigenschaften ausgegangen.

‘Das benutzte Herleitungsverfahren, man kénnte es als Iteration mittels Parameter-

verschiebung bezeichnen, ist ein anderes als bei den obengenannten Autoren. Es
wurde bereits in den Arbeiten des Autors [9, 10] zur Ermittlung des asymptotischen
Verhaltens von Restsummen fiir spezielle Potenzreihen = .

3 23(2*In# 2) R S . (5)

i=2 R . P

verwendet.

4
—

lich Null), mit Z, R, C die Mengen der ganzen, réellen bzw. komplexen Zahlen; es sei

*ferner N, die Menge der natiirlichen Zahlen.ab k, und es finden die Landduschen

Ordnungssymbole O und o Verwendung. Wir bezeichnen mit J den Konvergenz--

Wir bezeichnen im folgenden mit N die Menge der nat,ijrlitlzh'en Zahlen (einschlieB-

bereich der jeweils betrachteten Potenzreihe (1) unter Ausschluf} des Punktesz =1, -

und es-set K, = JH \ U,(1), wobei ¥(1) eine e-Umgebungdes Punktes z =1 be- _
" deutet. Im folgenden sollen asymptotische Entwicklungen. (4) der Koeffizienten a, -

fiir n — oo nach einer Skala {p,(n)},(n, deren Skalenfunktionen einen gemeinsamen
Definitionsbereich N, haben,_~betrachtet werden. ’

Definition. 1: Eine Skala. {@y(n)}heN heiBt’, tterativ verschiebbar, wenn fiir jedes

nach derselben Skala in \der Form

@An + 1) = @;(n) ~E§b5('v) @rie(n), m - oo, )
besitzt.: : ‘ »

Folglandc Beispiele iterativ verschiebbarer Skalen seien angefiihrt. N
: Sk;).la I: qy;.(n) = l/ﬁ"‘f”/e, v € N, mit p € N, « € 'C. Man findet hierfiir eine_BéL
ziehung (6) aus der Darstellung. - R ‘
. " i, N . : - 1 —a—vfe ) . -
1 _ 1 - 1 4L 1
(n + 1)a+v/g na+v/g ’na-*-v/g T on .
N . . }1 ) . .

v ¢ N die Differenzenfolge (#(n + 1) — @,(n))nen, eine asymptotische Entwicklung



. nach. Entwicklung des Ausdlucks [ | nach Potenzen von l/n mittels Bmomlal-
: ruhe Dabei erhilt man die Koeffizienten

bié(v),‘= (_.a :1’/0) fu1 § = xo, ® € N,, : '

< . ‘. N ' .
-Skala II: Die Skala {,(n)}yen bestehe aus den Folgen (1/n*t¢ InP+i n),en, mit festen
- ayB € C und fiir alle 4,7 € N mit 7 < ¢. Die Eigenschaft (()) geht aus der Differenz-
- (larstellung ' ) - . i

/

R "1—°—;" 1n(1+1/n)——r '
D ) R ]

"bei Entwncklung des Ausdrucks [--] nach Potenzen von ljn bzw. ‘1'/n1" Inn hérvor
Eire geschlossene Darstellung der Koeffizienten dleser Entw lcklungen 1sb in [9:
"Formiel (14)] zu finden. :

. Skala III: Analog wic soeben bilden wir die Skala {(p,(n)},ep; mittels del Folgen
(1/n“+‘ln"+7nln’+"ln n)neN, Mit festen Werten &, B,y € C und fiir alle ¢,7, k€ N

mit £ <7 <. Die Eigenschaft (6) kann man jetzt aus der leferenzdarstellung'

I R\ In (1 + 1)
n“+"ln5+inln’+-"lnn[(l+_7;) (l+ Inn )

(1 +! In (1 4 In (1 4 1/2)/In n)) -k 1] .

. In ]n n ‘

_(lurch Lnt,wncl\lung nach Poten/en von l/n l,in”lnn und 1/n? In?% In In n ge- -

winnen. ‘Eine geschlossene- Daxste]lun;, fiir. die lnelbex entste,henden Koeffizienten
' schcmt noch nicht bcl\annb zZu sein. :

v -

/. . Konvergenzbeschleunigung be'i"Potenz:‘eihe'n Y

M

0 sonst ) : C e

W,

Bei einer vorgegebenen Skala { (n)},EN bczuchnen wir mit JC(z) den Konvelgen/- ' “
bereich der Reihe - : ‘
N . ? © - '. . - . . . ) T . ’ '. .
A Z(p.z“ . : , . o .(8)

I=k . ) . . ~ -

. unter AusschluB der Stelle 2'=1.

’

B I)efmltlon 2: Einc Skala {gp, (n) veN- heiBt (fm Potenzreihen) konvergenzmonoton,
. wenn folgendes gilt: . ' .

"_. a)fiir jedes Indexpaar 4, 7 € N miti < jist.H(i) = K(j):
by fiir jedes Indexpaar ¢, 7 € N'mit z < j ist

f %‘0 =0 (f ?’i(/'-)'?-‘), - m—>00,VzE€ i)y ‘ )

A=n

¢) zu je(lem natiirlichen Indexwert ¢ glbt es cinen Inden\etty = it
Y

\

'fwmﬂ=OWNm;'n+&vw%m. -

Die ob]gen Skalen ]—III erweisen-sich als l\onvergen/monoton "Die Eigenschaft
a), bei der es nur fiir Werte z auf der-Einheitskreislinie eincr Untersuchung bedarf,
" ist.mitdem Konvergen/l\ntenum von du Bois- Reymond und Dedekind [8: Abschmt,te

O

N
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roL =

N

" 184, 227] nachweisbar. Die Eigenschaft b) 1aBt sich mit einer asymptotischen Be-

v,

' 3)_.\Asympt,otihs,éhe"Ept\wicklung der Restsummen

.-folgen zu formulieren. L , -

ziehung . , _ . , A
- : - <

o . 20 . .. . )
,);' @i(2) zz‘aal—.: pi(n),.. n-—>o0. oo i (11)

(fiir Werte «, B,y € R siehe [1: Th. 2] und [12: Th. 1], fiir x, B € Cin der Skala I1 .
siche [10: Satz 1]) begriinden. Mit dieser Beziehung 1dBt sich auch bei Werten z mit

|2| < 1 fiir jeden Index § mit j > ¢ .die Eigenschaft c) unmittelbar nachweisen. Fiir -~
Werte 2z der Einheitskreislinie erhdlt, man, (10) aus  der Abschiitzung

v ' - ;
A\ A 2

oA = £ (g ipdie)
. .;

- - o = lqs)i(n.)'[»M 2 tilnz In? In s = O(q);(n) z,'f), o= o.o;

N o N ] ) . '
die_ausfiihrbar ist, -sobald j um soviel gréBer - als ¢ gewihlt \wird, daB ¢;(n)/@(n)
= O(1/n'In n In? In n) ist., - -

s

Unter Benutzung von Skalen mit den oben beschriebenen speziellen Eigenschaften
gelingt es-nun, Aussagen iiber das asymptotische Verhalten der Restsummen von
Potenzreihen in Abhingigkeit von asymptotischen Gegebenheiten der Koeffizienten :

-

Satz: Beieirier Potenzreihe (1) moge die Koeffizientenfolge fiir n"—~ oo eine asympto-

. tische Entwicklung

154 " ot 'A_' o '4 TN . . )
T an_~"_2(')y..qyy(n},?. vo == 0, I K - . (12)

) . 3 I \

. . L R A . e , ' A
- nach einer iterativ verschiebbaren und konvergenzmonotonen Skala {p,(n)} besitzen. Dann

sind thre Restsummen fir jeden Wert z € X n J((0) nach derselben Skala asymptotisch

. .-entwickelbar : R C :
' ‘ T atl o . \ . T . Lo :
re) ~ 1= S die)pin +1), n oo, - (13) -
1=z 5, : . L o - -
Hierbei sind die Koe/ﬁlzienten d; aus den Koeffizienten der Entwicklung (12) iiber die
Béziehung' . o IR . .,
. !\ . v .- . “ - »A . . ‘ - . ‘ .
. d;(z) = Z‘y;Cj__,('V, Z) - ¢ . ) ] (14) ’
= »=0 . - . : ’

A

-

berechenbar, wobei die Grofen culv, z) bei Kenntnis der Koeffizienten der Entwicklung ‘
(6) rekursiv durch K . ' .- Lo

4

bi(v) sy + §2) - (15) "

e

z K
. 1. — Z~5;1

Co(r2) =1, ' cur;2) = :

fir ve N bestimmt sind. Die Ifjvztwicklung {(13) gilt gleichmafig beziiglich z in jedem.

~ Beregch _J.n J(0), sofern entsprechende Gleichmdfigkeilseigenschaften bei den. Be-

ziehungen (9), (10) vorliegen.

<t
S K



.

) Konirergenzbeschl;sunigung‘bei Potenzreihen . 89 -
.\ . :

"

Ini~SPe’:;i§11fall der Skala I oder 1I sind die Angaben (14) und {5) in-folgender

~ Weise prizisierbar. Bei der Skala I erhilt die Rekursion (15) die Form

. .
f (v, 2) =1, .
. N z x —LY — v'e ) . . ‘
» ng(if, z) 1= Z:l( ; / ) Cuo—io(v + 05 2), %€ N,,

. - 1= - : , . .

‘ c,,(v, z) _O fﬁr,u:{:xg,xe N,
und fiir (14) crglbt sich ‘

di(z) 2 ya-icGislh — 10, 2), N . ' ) (163

. \ -
wobel  die maximale natiirliche Zahl mit we < 2 ist. Die Entwicklung (13 ) hierfiir
findet man als Spezialfall in Ergebnissen von J. Wime [14: Theorem 1], fir p =1

auch bei A.C.Smrru [13]. Die Koeffmentenbenehung (16) ist eme modifizierte

) Darstellung der Formel (2.42) in {14]. : S
Bemghch der SKala 11 ist eine (1‘3) entsprechende Entwlcklung T ~’,’

- 1’ ) A Dy 4(x, B, 2)
Zl“ln.ﬂ) (l—z)n“lnﬂnz 2 7* In*'n

“in den Arbeiten [9, 10] hergeleitet worden, ])a.bel erwiesen snch die Kocffmenten dlesex ’

hntwnck]ung von der Gestalt

\ <

Dy, B,2) = 4,(2) B) Colx), - BT}

" wobei‘die Funktionen 4, durch

0
/

"-Ao(z)=i," @) = (- 2'2'&1 (”;I)A.('z) a9

rekmsn bestimmt und die'restlichen i in der Form B
\,Bo(ﬂ) =1, Co olx) = 1 ,
o BB =B+ )'f'(ﬂ+s; h o .ﬁ."rs‘.e Nooo T e
: ' ‘ (;',,o(zx)' =afa + 1) (&« +7r— 1)t firr €Ny, - : )
J Crolx) = (1)) d°Cro(x)/de?, fm re N;, 1 <s=r

gcschlossen darstellbar sind (die Darstellung fur Cr 5 ist gegenuber der in [9: Satz ‘3] -

stark vereinfacht).

Besonders lmuflg tr et(,n Koeffizientenentw lcl\lungen (1 2) ach der Slul]d IT in"der -

L *(’1"7>" ,

Form : ) X
. “N—w—(‘s +*+nz ) . wBeC Coen
.1uf Nach (1‘3) ist in diesem Fall eme Enbwncklung S .' / B
. - ( v
. zn—H 0o - 1 dl 0(“ ;8 ) . ) i
~ — ‘ . A .
"(Z) 1 —z 120 =0 (n + 1)s+4 lni’“'(n +1) . ' (22) ,

Zu er \\artcn (lelen Koeffizienten gemiB der Bcnehungen (14) (17) durch.

<

. A : PR A .. o
le.q(a’ﬂ’ §6D1~v9‘x+v’ﬂz) . L. , .‘ ' NS ! (23)-

RN

s

o
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 mit D, s = O fiir 7 < s zu berechnen sind. Im Spe/mlfall —pf €N, sm(l (hesbemgllchc '
“Resultate bereits vorr J. Wimp [14: Th. 2] angegeben ,worden.
Beziiglich der SLala ITI sci erwihnt, daB bei der zu (17) analogen Entw icklung_ fiir

. die Restsummen Z (7 Inf 2 1n? In 4)- z‘,geschlossene Darstellungen fiir die Koeffi-
i=n . - . S ’
zienten noch nicht bekannt sind. ' C

! . ‘ -~ \

4. Beweise o . o B
Der nachfolgende Beweis zum Satz im Abschnitt 3 wird in zwei Schritten ausgefiihrt.
Belm ersten - Bewelsschntt wnrd gezeigt, dafl Restsummen von (8)

n) = F iy S (24)

nach der vorliegenden SLala {p,(n)} asymptotisch-entwickelbar sind. Dabei wird die
iterative Verschiebbarkeit der Skalenfunktionen von Bedeutung sein. Im zweiten
Beweisschritt wird iiber die Koeffizientenasymptotik (12) und mit der im ersten
Beweisschritt ‘erhaltenén Entwicklung fiir die Reihenreste (24) die asymptotische
: bntmcklung (13) gewonnen. Um die  Beweisdarstellung zu vereinfachen, unter-
suchen wir dabei jeweils 'r,. 1 anstelle von 7,.

Beweisschritt~1: Es soll eine Beuehung
i K ’ 2" k . . ' T N )
. A(z) = 2 6li, 2) giss(n) + 0(3"97.”“(7:)) o (25)

2 y=0

*durch vollstandlge lndul\tlon nach k bewiesen \\crden Fir jeden Variablenwert .

z € JC( ) und Jeden Indexj = ¢ gllt ’ : , B
‘;'l_)_ (z)~; o~ z] %(n) + —_ ;‘ [@i(4 —{— 1) _ tp,( )] 2 . s ) »(26)_
"N;lch (6) ist . A . 4
97;'(7- ‘+ 1) = @i(2) = 3 bJ) @j+(2) -+ 0(¢’j+$+1(}~)), - o » 27) -

r=1

C oy

\mbel Z |(p,T5 ,(/ )% = 0( "@jn( n) bel gemiB (10) hmrelchcnd gmB gc\\ah]tem
= :

§ = E,( ) lst /usammcn mlt (2() ) erhdlt man hlexaus

A ©o.n
0

D(z) = 1—4'; ‘Pi(") -+ lz_z Z b.(7) 2 @A) 2 + 0(2"9’;:;-1(")),‘ ~(28) -
) — — z,0 i=n . . ,

\
N

Die dabei rechts auftretenden unendlichen Reihen sind wegen der Komcxgen1~
monotom(, (ler Skala {g,(n)} simtlich konvergent. Fiir alle v mit 1 S v < £ geht aus

-(9) Z @jsolh) 2P =0 (Z @i(4) z‘) hervor; aus (28) erglbt sich somit -

L) = e () o(z"ov,(n)).f ‘ | @9
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Weun man (lleses E[gebms bei den Reihen auf der rechten Seltc von (28) zur An- -

\

wendung brmgt erhilt man anstclle von (29) sogar: Lo

’z"

Dlese Glelchung sei'der Incluktnonsanfang im Indul\tlonsbe\\ els, sie gl]t msbesondere

fury = i und ergibt ¢o(z, z) = 1. . ’

" Wir.gehen nun von der Induktionsannahme aus, bei- festem z€ Jf(z) gebe es zu

natiirlichem k Darste]lungen der F01 m ‘ .

L l(z

N
! v

fir jeden naturllchcn Indev 7= \Vle bel der “Her leltung von (28) aus (26) erha.lt
man o . : J S

L . . . .
i ! . . .

. \ 2n . - ’ ¢ e

L) & o) +

. N

“indem- man, E = () so groB wihlt, daB Z Ic,v,““( ) Y= 0(2 tp,+k+,(n ) ausf‘ﬂlt
=
\‘a(,h dcr In(lul\tlonsannahme ist fiirv = 1, 2, vy & _stets '
v o N \z"n k=1 - ' o co-
' 2 oinl2) 2 = 7" 2 el + 7,2 jrean(n) +O0(2"pjrvre(n)),  (33)
A=n" N — Zu=0 ' : - . '
«las, in (‘32).ejhgcsevtzt-, B : ) A o ,
:" ) ‘))'\ : 2". ) z;l+l . : k—lb o . “ .
l t 1("5. = ]—_'—z‘%‘(") + m.ml & A7) Culd + 5 2)-@jrvru(®)

S HOEam) s 3

A

mglbt wenn man alle Restglieder susammenfaBt. In dieses Restghed la‘;sen %lcll nun

"alle Glieder der rechten: Scite von (34) mit Indexpaaren », u der Eigenschaft v + u’

- = k + 1 einbeziehen. Durch das Zusammenfassen von verbleibenden Gliedern in'der
- i P e . . . . - .. - .
Doppelsumme (34) mit dquivalentem agvmptotischem Verhalten erhilt man eine
Darstellung , : : : :
. \
' - .

'l
.an k-

Culd 2) gientn) 44'0(z"¢m<n))~ L (39)

v

xr("l)_l(:) =.‘1 ——— ¥
i .jeden natiirlichen [nde\ /] 21 Der Umtatssat/ ub(n asymptot,lsche hntw:ck-
. lungen 1dBt hierbei den Schluf zu, ‘daB die Koeffizienten e, fiif »=0,1,...,k — 1

mit denen‘von (31) iibereinstimmen. Damit ist der Induktionsschritt- volllogen und

die Bezichung (14) ‘bewiesen. Aus dem- Ubergang von (34) zu (35) ist iiberdies er-:

l\cnnbar, daB eine Bcnehung,

‘.

¢ N 2 “ -,

. c,.(i, 2) =1 Zlb,(z) Cu—s(i + v, 2 =, S . (36)

bcsteht
Die Darstellung (25) gilt unter den im Satz ausgefuhrtcn 7usatzv0rausset1ungen

 bei. fest,em Index ¢ und fest,er nat,urllcher Zahl k sogar glelchmaBIg fiir alle z € H(1). -

-
)

A = S  Oga), meos L G0
1 z N .

g + O mutel) - (31)

(4) 24 S 0(2 ¢;+k+l(n)) ] (32) )
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Tn der Tat w irkt sich beim Nachw eis der Restghedordnung in (20) die Abha.nglgkelt
von der Vatiablen z nur in Bedmgungen der Form (9), (10) tit endlich vielen Index-
werteny und in; der Form der in 3{’,(1) beschrankten Koeffluentcnfunkt,lon w=
z[(1 —.z) aus. ‘ .

-\ a . '

: Bewelsschntt 2: Wir weisen nach, daB es fiir"je(len Wert z € K.n K(0) zu

. _|edem naturlxchen k eine Dmstellung

‘

L = S de) it +\O,(Z"é’k+1(ﬂ))“ o L () .
glbt Aus (12) erila-lt man o o ) . » . ) ‘ ‘ - - VT ) )
= f"y«p;(n) + 0(@4@))” o s
\VObOl w = w(k) ) gewah]t se1 ddB gemaB (10) | . . |
- g [posilh) = 0(2"%1(7%)) n'—«» ! : ey
1st. Aus (‘38) folgt dann unmxttelbax
' s S b - : .
. r:' al2). é __‘f ; 'J - O(Z"thl(n)) R fLo TN (40)

“Durch Emsetaen dieser Beuehungen in dle Glelchung (40) crhalt man

CW obe1 die Koeffizienten d; ubel die. Bezwhung (14) bestlmmt sind.’ '
- Die behauptete GlelchmaBlgl\elt beziiglich, z.€ K, a JL(0) ist aus folgenden: chl-

. Die Konvergen/ der rechtsstehenden unendllchcn ‘Reihen ist dabei aufgrund der
.Konvergelumonotome gewihrleistet. Nach. dem. Elgebms des elsten Bewelsschnt-

tesnstfmv—Ol kstets'w,

Z @2 = \Z cl‘(”’ < ‘p'-u&(n) + 0(2 ‘pA-‘-I(n)) . (41) -
und fur » = k + 1 T..,“w : )
2 ff).(/'-) 2 = 0" P n)) R T 4y

, -
5 k—v.

k
— § 2 ,c,xr, 2) gueuln) + O(z m(n))

Zu - 1(2) ’: 1

oder in anderer Da-rstellung ' e : N

~ .
~

.. r,._{<z) =

N

“legungen ersichtlich. Nach der Voraussetzung_iiber (10) it die GleichmiBigkeit, in

~(39), somit auch in (40) gewahrleistet, und dem im ersten Beweisschritt erzielten *

Ergebnis kann man sie fiir die Restglieder in (41) und (42) entnchmen. Hieraus folgt, - -
die angestrebte GlelchmaBlg]\eJt fiir das Restghed in (43 :

N ; . ] v

N

4 O

wd(n)+o(z o), S
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5. Konvergenzbeschleunigende Transformationen L v

Die im Satz vom Abschnitt 3 beschriebenen Ergebnisse’zuim asymptotischen Ver-
halten von Restsummen erméglichen es,-fiir Potenzreihen (1) mit.bekanntem asym-

. ptotlschem Verhalten ihrer Koeffmenten konvergenzbeschleunigende Transformatio-
nen in der Form ’

’-

ama—mn+nm> . a L e

(Ic feste natiirliche /ahl) Zu gewmnen Dabel seien die zu denn-ten Partidlsummen
thugefugten Korrekturglledcr i en(lllche Bestandteile der asymptotxschen Ent-

wicklung der Restsummen: . . o :
oo ) 2"+l & ] . . 'V e .
Taul2) =73 lZ‘.'dz(Z)- @i + 1)'. Lo N .
. — ~ 1=0 . . - ’ o s

\

Durch eine solche Tmnsformatlon ist. eine Beschleumgungsnate der Oldnung

s

(8 = op s — 52) = Olgen(m)iga(m) - o

‘erzielbar, die fiir jeden Wert z € J n'J(0) bzw. unter den im S"é.t} erwihnten Zu-

satzvoraussetzungen gluchmaBlg beziiglich z in jedem Bereich J, n J(0) gilt. Der
erforderliche AusschluB des Wertes z = 1 bei der benutzten Untersuchungsmet,hode
1iBt eine nur geringe Beschleunigung fiir z-Werte dicht bei 1 erwarten, was sich bei
numerischen Auswertungen bestitigt. Mit der chblegung von k hat man bei numeri-

schen Berechnungen ab/uwag‘en zwischen einer erwiinschten hohen Beschleuni- -

gungsrate einerseits und dem zur Bestimmung der Koeffizienten erforderlichen
.Rechenaufwand andererseits. Da bei VergloBerung von k letzterer meist schnell an-
wichst, wird man sich in der Regel mit einem kleinen k-Wert begnugcn/und die'er-

“. " 'wiinschte Genauigkeit des Niaherungswertes durch-gréBere Wahl von n zu erreichen ’

versuchen. Bedachb werden -sollte auch der asymptotlsche Charakter - def -zur Be-

schleunigung verwendeten Korrekturglieder. Die ih den O-Gliedern enthaltenen - -

Konstanten kénnen bei VergroBerung von k wachsen, was zur Folge hat, dall dann

. die hohere Beschleunigungsrate erst fiir- groBere Werte » numerisch wirksam wird.
In.der Regel tritt dieser Effekt aber nur bei z-Werten diclit bei 1 auf (vgl. die nach-
folgende Tabelle 3); erklirbar ist dies mit der meluBnahme lc ter Poten/en von
‘1/(1 — 2) auf diese Konstanten '

|

/ o
N
. >

() N

6. Numerische Ergebnisse :

NS

Dasim vorlgen Abschmt,b v orgestellte l\onvelgen/beschleun1gende Verfahren soll Jet/t
an der speziellen Reihe .

zmﬁw+amﬂ',m : "‘@%

‘mit dem Konvelgen/belelch H ={z:|z| £ L,z 1} numeusch erprobt werden
. Eine Koeffizientenentwicklung d;esel Relhe nach (lu Skala. 11 liegt in der’ Form

Vinm g, 1. 1. o1 . SR
nn( i q: _”> - .
n- . . o

1 —— _— e — —_
+ 4n? 803 1604

LAy~
n 27]{.

\

.

~ .7

..
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‘vor, also eine Entwicklung (21) mit « ;—.vl,‘ B =—1/2,.6, = (—1)"/2". Nach (22)
erhélt man - ‘ S T
&,

z’n+l}/|n (n + 1)
0 ¢=0 (n A4 D'lne(n + 1)°

T 0=t D),

b~

n,14

(46)

" 'wobei die Koeffizienten d, , iiber die Beziehungen (23) un(L(lS)‘ zu, berechnen sind .

. und man dazu die aus (19), (20) hervorgehenden Funktionen-

Ay =1, 4 =2z - 1), 4, = (22‘_}; Az — 1% "
) As-f, (28 + 422+ 2)/(z — 1)3, A, = (2% 4 1128 + 1122 + 2)/(z — 1)2,
) Bi=1, Bi=B, (B, =B(f+1;  B=BB+2),
" B,=Byg+3), - : A
L Coo=Cii=1, Cio=«, Gy =alx+ 1)2,.
T
S Car=1120 Cuo = Cools +2)3,  Cay = (32 + 62 + 26,
Coo=(x+ Df2,  Coa=1/6, - Cuo = Cogle + 34, -
Cluy = (203 + 9a? + Ua 4 3)/12,  C,, - (6a% + 18x 1+ 11)/24,
. Cos = (20 + 312, Cou =124 |

zu benutzen hat. In dén folgenden Tabellen sind zur Reéihe .(45) numerische Ergeb-
+ niss¢ von der konvergenzbeschleunigenden Transformation (44), (46) wiedergegeben.
Es wurden dabei Argumente gewahlt, bei denen diese Reihe langsam konvergiert.-
InKlammern ssind jeweils die (grob.gerundeten) relativen Abweichungen zum exakten
Reihenwert, vermerkt. . - ‘ -

- Ein- Vergleich des hier vorgestellten mit anderen kom\'ergenzbeschlcutligenden Ver-

- fahren (siehe [4, 5,15, 16]) laBt"Vorziige und Nachteile desselben efkennen. In der er-
zielbaren Beschleunigungsgiite ist es mit anderen vergleichbar oder anderen iiber-

- _legen. Ein Nachteil liegt im hoheren analytischen und Programmieraufwand’ bei
groBerer Wahl von k. Als vorteilhaft erweist sich im Vergleich mit lincaren Trans-

, formationen (Euler-, Tschebyscheff-Transforniation) sein garantierter Beschleuni-

LN

Tabelle 1: Nﬁhe;ungswerte fir z = 0.9999 exp (37i/4) zum Reihenwert

s = 0.07083157 —.0.174951 36i 4
n ’ sl‘n. . \ On,0 . . * Ops On,1a
5 0.113 17265 0.066 9960,1 . 0.07093127 ) 0.07082566
: —0.28428159i —0.17279479i —0.17502539i —0.17494298i
' (2.3.107?) ., (6.6 109 (5.4 - 107%)
10, ) 0.04102924 . 0.07015535 o 0.07083738 -~ - 0.0708§l 43
’ —0.24403821i —0.17372569i = —0.17496297i © —0.17495104i
. (7.4 - 1073) . (6.8-1079) .7 (1.8-107%)
. . ot )
15 - ~ 0.01899857 .- - 0.07095308 ' 0.07083110 - - 0.07083157
; —0.19578697i —0.17426797i © —0.17495460i - —0.174951 32i -

(3.7 - 10-3) (1.7 - 10-9) (24 - 10-7)

-

T
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Tabelle 2: Niherungswerte firr z =
T8 = —0.396283 +4-.0.244093i

Konyergenzbeschleunigung bei Popenzreiheﬁ 95

L

0.9999 exp (nui/4): zum Reihenwert

St

m 8y .. . G0 -

(6.2 10-9)

On,2 On,s n.9 On,14° '
5 —0.636257  —0.367120. —0.389559 —0.40153¢ —0.396872  —0.393958
+0.381629i +0.270111i +0.233670i -+0.241998i +0.247371i  +0.243886i
_ . (8.4.-10-%)  (2.7-107%) © (1.2:10-?)  (7.2.1073)  (5.0-710-3).
10 —0.225084 + —0.394844 —0.399338 —0.306178 —0.395958  --0.396346
- "40.298998i  +0.228705i +0.244117i  +0.244967i +0.244013i  +0.243939i
L . (3.3-1077)  (6.6-107%)  (1.9.107%) . (7.2-10%)  (3.6-10%) -,
15 - —0.454968 . —0.402099 —0.395537 —0.396117 —0.396341  —0.396303 -
Vo #0.123491i _-+0.248913i  +0.244991i  +0.243921i  +0.244050i . +0.244113i -
S (1L7°107%)  (25-10°%)  “(5.1-10%) - (1.5-10~%).  (1.2.10-9)
oo )
Ta belle 3 I\aherungswerte far z = 0.9999 expr(m/‘32) zum Reihenwert
s = 1.03198 + 1.85713i
no Sy a0 On,2 .O'n,s ’ v Ong On1a
25  1:53018 1.10926 0.92298 1.02257 . 1.16256 100633 ,
' +2.25528i  +1.68895i - +1.83020i  +1.96079i  +1.85335i . +1.65091i
. S BTA0Y) (334107 (49-107Y) (6121077 (98:107)
50 0.65426 1.03673 1.05280  1.02830 - 102505 .. 1.0354d
. 4182392 +1.91930i  +1.85255i  -1.84671i  +1.86045i  +1.86289i
R (29107 - (1.0-10) (521079 © (3.6-107) - (3:2-107%)
75, 1.26267.  1.01246 - 1.02673 - 1.03407 1.03271  1.03129 ‘
+1.71420i ' 41832851 +1.862391 .+1.85883i _ +1.85604i . 11.85674i
(1.4 1072) (3.5-710-3)  (1.3.1073) (3.7 - 10-%y

4

gungsbereich, im Vergleich zu nichtlinearen.Transformationen ‘(Aitken-, Lubkin-,
_-Brezinski-Trapsformation)" die erzielbare hohere Beschleunigungsrate, im Vergleich ™
zum ¢-Algorithmus dic bessere numerische Stabilitit. Dariiber hinaus gestattet es>
.dank der Vielfalt zugelassener Skalen bei .vielen Reihen eine. garantierte Beschleuni-;
‘gung mit voraussagbarer Ordnung,-wo gesicherte hrgebmsse hieriiber mit anderen
[‘mnsformat,lonen nicht vorliegen. .

-~
o -
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