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Die Arbelt befaBt-sich mnt der Konstruktion konformer Abbildungen f = /(z), dle zusatzllch
die Dxffcrentmlglelchung fi(z) = q/ (z) mit einer gegebencn Konstanten ¢ (0 < g<1) im

Innereri ciner Kurve € erfiillen. Die Funktlon fkann durch eine Folge {f} appro“mxert werden.
Diese konvergiert gegen f in einer D Norm, die von G. Szego eingefiibrt wurde und dié Quadrat-

.wurzel aus einem Kurvenmtegra] langs G ist. AuBerdem werden eine anderc Art der Konvergenz'

und ein Beigpiel betrachtet. o N

Pa60Ta nocumueua KOllCprKuHH Hompopmuoro 0T06pdd\ellllﬂ/ /(z) KOTOpOE YIOBIET-
BOpAET nu(b(bepemmanbuomy ypannemuo f3(z) = gf(2) ¢ nausoft nocmmmon g0 <g<l)

. BuyTpu- Kpusolt €. DyHKUMA f ABIARTCA TIPEXENOM HEKOTOPOH LOCTeN0BaTe bHOCTH {fx}.

Ta cxonurcA H f no HopMe nrefeHHol I'. Cere M 1aérca KBaJIPATHBIM KOPHEM M3 KOHTYPHOrO
HHTerpana prob . Kpomg TOTO, MHOM B CXOAMMOCTH K f v omuH npumep»paccmarpn-

. BalOTCf{

The paper deals with the constiuction of conformo.l mappmgs / = /(z) which fulfll in uddmon
the differential equation /z(z) = gf.(z) with a given constant ¢ (0’ < ¢ < 1} in the interior of .
a curve €. The function f can be approumated by a’sequence {f»}- This sequence converges to
fin a norm introduced by G. Szegd, which is the square root of a:contour mtcgral over '@ .
Furthermore, another kind of 60nvergence to f and an examplc are consndu‘ed

“ e

1. Emleltung o T L
’ - N . ~ y

Bei .der Berechnung von konformen Abbl]dungen mit Hilfe 1hrer'E\tremalelgen-
schaften werden verschiedene Normen fiir \analytlsche Eunktionen benutlt (s.uehe 3:
Kap. III]) In dleser Arbeit wird die Szegé-Norm ||/ 1[5, y

' liklls = ( J k()| IdZI\"",_ L S - @)

I '

1

. fiir dle Apprommatlon einer quasﬂ\onfoxm foxtsetabamn konformen Abbl]dlmg ver-

wendet. Sie ist von G. SzEG6 in [21] eingefiihrt worden. Hierbet ist € eine rektifizier- «

‘bare Jordan-Kurve und /A eine im AuBeren von § analytische Funktion, fur dic das”

Integral in (1) noch endlich ist. . .
Es soll die folgende quusnkonforme Abblldung /_/(z) der Vollebene™ auf sich °
appxo\muert werden: Sie sei im -AuBiéren von € konform mit der Lntwncklung ‘

\

: —z+lﬁ+—2+':' h | o o ‘(2
- ./(z)‘ . z 22 R . . (. )
in einer Umgebung von co und geniige im Innerenwvon'E der Differentialgleichung
' L /é(z) = q/_l(—z) ' / . ) S s ¢ . '(3)
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" mit einer vorgegebenen Zahl g € (0, 1). Dies ist aqulvalent zu (81ehe [7: Abschmtt 2]
oder [8: Abschmt,t 21)

o
¢

/(z) —z= — -u_/-cf(c dt “(z- a.uBerha]b von (S) (4)

Dabel ist @ mathcmatlsch posmv orlentxert Fiihrt man mit r(z) = /() — z und b(z)

= —(q/2~n) f EIE = 2) dL zwei neue Funktlonen 7 und b und mlt |

mmm:—mmufmm@—za‘ _ N C)

(z Jewells auBerhalb von €) den Operator 4 ein, so ist wegen (4) fur r die Charakteri-
sxerung '

Ir' = A(r) « bl = Min - : . (6)
naheliegend. Im Unterschied zu [7, 8] wird hier die Szegd-Norm benutzt. Bei der

Approximation von konformen Abbildungen hatte sich (siehe [3: Kap 111, §3.3,a)]) '

- nidmlich ergeben, dal mit ihr eine schnellere Konvergenz gegen dic konforme Abbil-
dung zu beobachten war als bei Benutzung der Bergman-Norin ||- ||} (s1che [1]

iAls =(4 [ W@ de @)”2 =z tiy : -,

/ P .

‘fiir das im Inneren von C gclcgene Gebiet B. S s

. VIan filhrt nun den folgenden’ Hilbert-Raum 115(65) ein (seme Untcrsuchung fm-
- det, man in [3: Kap: III, §1. 1] und 17: Kap. 1V, §7]): ® sei das'von § berandete
Geblet in der Vollebene mit co € & und Hs(®) moge alle in @ analytischen Funktio-
nen k enthalten, deren:(nicht notwendig stetigen) Randwerte auf @ noch iiber @

) quadratlsch integrierbar sind, so daB |- ||s aus (1) sich-fiir eine Norm in Hg(®) eignet.

- Des weiteren bezeichne {y }vﬁ\c HS(@S) ein beziiglich ||- Hs vollstindiges System. Fiir
die Apprommatlon von r mittels (6) benstigt man zum einen die Stetlgkelt des Ope- -
rators 4 aus (5) in Hg(®) und die Existenz emer festen (hochstens von ¢’in (3) ab-
hiingigen) Konstanten L > 0 mit |[(I — A4) ks = L ||k]s fiir alle k € Hg(®). In den
folgenden Abschnitten wird A unter verschiedenen Voraussetzungen an € betrachtet, i

~ und daraus werden SchluBfolgerungen fiir die Art der Konvergenz von x\aherungs-
16sungen gegen f abgeleltet ,

2. Eigenschaften von" A bei einer Kurve von beschriinkter Drehung

- "Essei € in diesem Abschnitt eine Kurve von beschrinkter Drehung ohne Spitzen ;
(vgl. dazu (2, 6, 19] und [‘3' Kap. I §3 6]). Nach [2: Satz 16.1] gllt

" (i) A ist fiir jedes g € R stetlg be7ughch [-Hs-
Demnach folgt als zweite Elgenschaft von 4:

(ii) Fiir hirirsichend kleines g€ (0, 1) gilt fiir alle’h € Hs(®) mit einer nur von qab-’
* hingigen festen Konstanten L > 0 die Abschétzung [(I — 4) klls = Lljk|is. -

Damlt ist ersichtlich, wie / a.pprommlert werden kann. ’\/Ian setzt

1

fN(z)—z+Zﬂ‘”’w.(z (€ ® NeN),



~

(1+q)Re[h(z)]—f— fRe[h ]]m(

’

‘

- . - - R

wobei {w,}ve\ das in der Emleltung erklarte Vollstandlge System ist. Dle Koefﬁznen-

_ ten /3 B werden hlerbel durch o
Zﬂ-‘”’w - Zﬂ‘”’A(w) - b

bestlmmt Dann ergibt sich wie in [8: Abschmtt 3] wegen (1) und (ii) die Konvergenz

= Min

N\

”/‘v — f||5 0. Jedoch ist die Voraussetzung ,,q hinreichend kléin* sehr einschran- -

kend Die F\lstenz von f ist mit anderen Methoden (siehe z.-B. [12] und dort zitierte
thcratur) fir jedes-g€ (0, 1) bewicsen worden. Auch' besitzt diese Abblldung fiir

alleg € (0,.1) eine Bedeutung in der geometrischen Funktionentheorie und bei ¢ einigen.

“Problemen der mathematischen Physik (siehe dazu [10—12]). Wiinschenswert. wire

‘aber ein Beweis fir die Konvergenz von /‘ gegen funter dlesen allgememen Voraus- .

sct/ungen an G fiir g € (O 1). B o

v

3 Konvergenzbewels fiir hmrelchend glatte ]\un en

7

" In dlesem Abschmtt sei € eine glatte Jordan- “Kurve. Uberdlcs moge die Tangente an

‘€ noch Hélder-stetig sein, d. h., es existieren Konstanten L” > 0iind «.€ (0, 1) mit

7 (8) = 2(s) S L sy — Sl fur alle s, und s,. Dabei sel s, die Bogenlange und -

2'(s) die Ableltung der Parameterdarstellung der Kurve § nach s. Dér Operator A ist

" dann wledcr fiir alle rcellen q stetlg (siehe (1) im 2. Abschmtt) Man benotlgt noch dle

Gultlgkelt von 3

N ||([—A)h||s>L”hlls VhEHs(@) R )

mit einer nur von ¢ abhang:gen Konstanten L> O Dazu betrachtet man auf (S,' ana-'

]ytlsche Funktionen & und setzt
/

RN ‘ . LY

Vog=Ud Ak, N O R

" Dannist g noch auf ¢ stetlg (s1che [9 Abschmtt ‘3]) Es genugt (7) fur auf(LS analyt,lsche

Funktionen A (E Hy($®)! ) zu zeigen (snehe z. B. (3: Kap. III, Satz 1.9ff.] und dort"
zitierte. Literatur). In Analogic zu [14] wird eine Intcgralglelchung, fiir Re £ aus (8).

hergeleltet Addiert man zu (8) noch.0 = gk(z) — A[R(2)] (z € ®), so folgt
ST ey R

(14 ) he) - 2R =g) (€ ®) o @)

(swhe [14 I‘ormel (18)]) Hleraus erglbt sich

N

T

« ) = _Pl_e{[mz)] e ®)

,\ -
! \

(siehe [14' ‘Formel (20)] ). Mit Hllfe von [2: .Sat/ 14.2] laBt sich das noch i In der Form

" ‘ - l

hfz(s)] +que (h[2(0)]) K(s, ) dt = Re { q[z(s)] o -(10)

“mit dem Neumannschcn Kern K(s, {) schrelben (siehe [3: S 3ff] J)abcl bedeutet T

- die Lange von €, und der. hler stehende lntegralopcrator ist fiir glatte Kurven €in |

Lg((S) H: f |H(z)|? |dz| < 'oo kompakt (dazu wird auf [2: Satz 14.3] ver\v1esen)

Wegen 0<gq < 1 erglbt sich, daB (10) mit Hnlfe der Neumannschen Relhe auflosba,r '
1st vgl [.3 Kap 1,§3.1)). Daraus fo]gt die. E\lst:emr e,mer von'q €:(0, 1) abhanglgcn '

12; >

i~

\ . Eine Liniennérm zur Konsf_,ruktidn‘ quasikonf. Abb. ' ‘(79
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' Koﬁstanten L; > 0 mit ) » s
' ! r L |

f |Re h[z(s)]l ds SL, f lRe{ [g(s)]}|2ds S (11,)

.0 0

' . -

fur alle h und ¢ aus (8) Mlttels (9) und‘ 11 ) ergibt sich wegen der Stetxgkelt von A
- die Abschitzung [[hlls < L, [iglls mit einer ‘nur von ¢ € (0,'1) abhingigen Konstanten
L2 > 0. Damit lst (7). bew1esen Zusammenfassend hat man das folgende Ergebms e

"‘Satz 1: Es sei © eine glatte Jordan-Kurve mit Holder -stetiger Tangente Dze Abb?l- .
dung / daus (2) und (%) 163t sich durch: Funktzonen /A mit-

/ /;

fﬂ@ﬂz+Zﬂ”W@ WGN RERRE T
approxwuenn uobez Ix (z) (z € ®) durch .

@)~z =A@l =Min” T

besezmmt wird, ||fx — flls = O0.gilt und das Funktzonensystem {y),} veN N IIS((C\J) wllslun- -
 dig bezuglzch Il |'§ ust ) ‘ o e
4. Konver«'om go%n den Koefhm'ntm von z—l : o L LT

~ . - c . .

In dlescm Abschnitt soll eine ander@arhgc Vorausset/ung an (5,' erhoben werden, so.
© daB wenigstens der Realteil des Koeffizienten bei z~'in der La.urent-EnthcklungD von
fx aus (12) gegen Re-a; aus{(2) konvergiert. € sei der Einfachheit, halber eine aus ‘end-
lich vielen abgeschlosbenen analytischen Bogen bestehende Jordan-Kurve, wobei die
emgeschlossenen Winkel zwischen-den Bogen von Null-verschieden sein mogen. Be:
_kanntlich (siehe [13: FuBnoté auf S. 271}) 1st / in fast allcn Punktcn von §§ analytisch.
Ls gelte nun noch die Vorau%setzung

fvwwm<w S SRRV uu

} und dle Funktlonen f\ seien-auf @ fitr- alle N € ]N analytlsch Es sei O](A) der Koeffi-

‘zient bei z-1 in der Laurent-Entw lcklung bei z = oo von fy aus.(12). Nun gilt wegen

(2) und (12) - . o ~

%Wme:T;qk—ffM@—mWﬂM‘Mm (15) -
. . B 27 ) 7 N
Es'blclbt 2 zelgen daB das ]ntegral auf der lechtcn Selte hler fir N — 00 g,cgen \ull o
strebt fx soll nach wie vor duwh o : .
: \ ! ‘ . . “ . ; .
I/A(Z) -z A[/ (2)lls = Min = MN . \ o (16)

bestimmt werden. M y konverglert fir N — cowegen der\Vollstandlgkelt; von {y,}uex

&
N

und der Stetlgkclt von A -gegen Null. Wegen der Sprungrelatlon fiir das Cauchy- o

Jntegral steht in (16)

fm@—mwywwszﬁ*n R o,
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wobeli ‘ﬁ;v eine im Inneren von € analytische ¥ unktion mit stetigeﬁ 'l'{andwerten auf
€ ist. Da f — gf ebenfalls innerhalb von § analytlsch ist, folgt aus (15) und (17) dle,
Beziehung . , e

. . N i .
CoRe (™ — ay) - : L

e

=1 _l‘qg Re 2—; f Uste) — avia) + Ox@1dIf(z) ~ aft2)]
‘ ¢ o

‘ Do s
Damit ergibt sich .
[Rc o' —

‘

R .‘ ,47,2(1 f|/~(z - ‘I/A(z) ; .,v(z)|2 de

‘Hieraus folgt sofort wegen (14) und M\ — 0 fiir N-<» oo, daB Re (le“v’ — (xl) -0
1st Im vorliegénden Fall kénnte man v o ' .

o wE=G—a) N S sy

J-12

o
@ - o®@ d—z

‘

1

wiihlen, wobei 2, sich innerhalb von € befindet. Dleses Funktlonensyst,em ist.in Hg(®) p
vollstindig (siehe [3: Kap. III Sat/, 1.9ff.] und dort 71t1erte Literatur). Dann ergibt

sich der folgende A -

Satz 2: Ks sei ® von einer stiickweise (mulyuschen Kurve okne Nullwinkel berandet.
Auﬁerdem gelle /ur die Abbzldung faus (2) und (3) noch f ]f (z)|2 ds < co: Da,nn ist.

der Reallezl von, & aus (2) (ler G’renzu,ert der Folge {Re 0‘1(N)}A21; u,obez le“v’ aus

) N ' . - -
stz ) =2+ 2o ~2)7 (ze®) - ’ T (19)
r=1 N .. .
“durch T T S ;
Ifx(2) — 2.~ Alfx(2)]ls = Min ’ (20)
emdeutzg fiir 7edes NeN bestzmmt wird. Dabei bezezclme k) einen /eslen Punkt aus dem: '
Inneren von €. : ‘

: Bemerk ungen: 1. Dic Chamktensnerung (13).firr fv kann als lincares Glcnchungssystem
.in Re 8,19 und Im B,!M aufgefaBt werden. Das ergibt sich durch Zerlegung der komplexwertigen
Funktion auf der linken Seite, von '(13) in Real- und Imaginirteil. Auch die. Charaktensncrung
(20) 1aBt sich auf analoge \Velse in ein lineares Gluchungssystcm iiberfithren.

2. Fir dxe Funktloncn , aus (18) gllt Jf .,/ @)° dz dy < oo fiir alle v € N. Demnach erglbt-

(O .
smh aus dcn Uber]cgsungen in 17: Abschnitt 4] fir ](,de% N €N (IIL Urmlmchung !

I. — 4) [2:' y,y;,(z)]} : (Ix (Iy g L, ff
y=1

)mlt, einer nur von g€ (0 1) abhiingigen l\onstanten L3 > Q. Dle y, €C konnen dabel beliebig -
gewihlt werden. Wegen (21) und der lincaren Unabhunglgkelt, der ¥ gllt J :

1l

Damit erhilt man die Eigcntiim]iéhkcit, daB die &, aus (19)'durch (20) fir jedes N €N ein-
deutig bestimmt sind, aber nur dic Konvergeirz von Re ;'™ durch (14) gésichert ist. =~ .. 1,

27 7, (2)

v=1

dz dy - 21y

(1 — 4) [2_.1%%(2)]

ds =0 & yv:= 0 furlullc v.f ’ -

i
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v . S .
- 3. Es soll noch auf-di¢ Bedeutung von' Re «, hingewiesen werden. Betrachtet man alle
quasikonformen Abbildunggn der Vollebene, die in @ konform sind mit der Entwicklung’

R - . ‘ : (22)-
z 2 . . - ‘

bei 2 = oo und nach @° noch eine (1 g)/(1 — ¢)-quasikonforme Fortsetzung gestatten, so ist
Re &, (oz1 aus (2)) der Maximalwert fiir Re a, aus (22). Man kann also mit Hilfe von Satz 1 bzw.
Satz 2 ein Verfahren zur Approximation dieses Maxnma]“ ertes ableiten. Dle Extremalitat von '

.Re «y wird z. B. in [12] he\uesen . - : s

\

a Ein Béispiel "

Im fo]gcnden sel § dle Quadra.thme mit den E(,kpunkten bei 1 — i, 141, —1 + 1

.und —1 — i. Zur Berechnung von fy wurden die Ansatzfunktionen y,(z) = 2z~ (v € N).

verwendet. Diesc haben den Vorteil, da8 sich A(y,} exakt, d. h. ohne numerische

. ‘Quadratur, berechnen 14Bt. Aufgrund der Symmetrie von € zur reellen Achse reichen

reelle Linearkombinationen der Ansatzfunktionen fiir die Approximation von f(z) = z

aus (siche dazu auch [8: Abschnitt.3]). Wie in [8] ergibt sich fiir die Koeffmenten
o, M aus (19) mit Hilfe der Charaktenslerung (20) die Benehung

Lo~ L . ) .

N, A . N AN
(X & [ — A) @) = A) (z79)]ds = [ b(2)[(I — A) (z#)] ds

‘v=l . G‘ N ) [y ¢ . L " v ’ (23)
(k=1,2,..,N). . ‘ ' -

.. Die Koeffizientenmatrix dieses ]mearen Gle:chungssystems ist reell, symmctl isch und
positiv definit (siehe dazu auch Bemerkungen 1 und 2 im vérigen Abschnitt).

Das Olelchungssysbem (23) wurde fiir verschiedene Werte von ¢ gelést. Die dazu
nétigen Rechnungen bestanden aus zwei gréBeren Abschnitten. Zuerst wurden unter -
Benutzung der Symmetrien des Quadrats die Funktionen

.

L s
(= —1,1,2, .. N). ’
fur dlskrete Werte von z bestlmmt Mit Hilfe dlesel Werte wurden .
fz"A[Lz"‘]'ds, : fA[z"] A[z #)ds * (v, w=-1,12.., N) S
N ¢ - . . . ~

mittels GauBscher Quadratnr (snehe / B. [20: Kap 3.5]) naherungswelse berechnet '
Den SchluB dieses Abschmttcs bildete die . (e\akte) Bcrechnung von fz 2 ¢ ds
(r,u=12, N) [

© Zu Beginn des zweiten Abschnittes wurden die Koeffmentenmatrl\ und dié rechte
Seite von (23) aus den zuvor. bestimmten Integralen berechnet. Danach erfolgte die
Lésung von (23) mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens (siehe [20: Kap. 4.3]). Zum SchluB, .
wurden noch “untere und obere Schranken fiir «, aus (2) bestimmt (sxehc [15]) So -
“ergaben sich unter andercm folgende Werte. '

/
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iq ' untere Schranke-fir o; o,V o obere Schranke fiir «,
0,01 0.012681 . 0012678~ - 0.012796

0.02 - 0.025265 .. 0023358 - 0.025722

090 - .. 1.189589 , . - 1208252, - 1.270483

095 . 1287310 . . . 1284067 . ., 1.332531 .

o . . . - o . :

N — 49 ’ _ . -

qg untere Schranke fiir oy o™ . -  obere Schranke fiir «,.
001 .. 0012681 0.012695 -+ 0.012796 ;o
£ 0.90 . . 1.189589 . 1.213510 1.270483 s -

095 . © 1.287310 1.290200  1.332531

0.96 - 1.307798 , 1.305736. ° - 1.344781

-~

Die hler angefuhrten Ergebmsse zeigen schon\daB die berechneten Werte fur oM

- nicht immer zwischen den entsprechenden Schranken liegen. ‘Diese Schranken sind

fiir ¢ — 0 und ¢ — 1 jeweils scharf, so daB die Emschauung der Genauigkeit der be-
rechneten Werte insbesondere fiir ¢ nahe -bei 0 bzw. nahe bei 1 erfolgen kann. Ein
Grund fiir die recht grofie Abweichung von «, (¥ hegt in der ungeniigenden AngepaBt-
heit der Ansatzfunktionen 2z’ (v € N) an die Quadratllme In den Ecken des Qua-
drats ist die Funktion f aus (2) und (3) nicht mehr analytisch (siche [8: Abschnitt 6]),

"so dal smgulare (d. h. besser an €. angepalite) Ansatzfunktionen verwendet werden

~

sollten. Solche Uberlegungen wurden in [22] angestellt (siehe auch-[4: Kap. I, § 5.C3] ~

‘und dort zitierte Literatur). Ein anderer Ausweg ist in [8] mit der Verwendung von

- konformen ‘Abbildungen von & auf {w: [w| > 1} eingeschlagen worden: Dort wurden

- (allerdings mit einer anderen Norm als |- |is) genauere Naherungswerte fiir o, bestimmt. |

Es soll noch gezelgt werden, daB sich Satz 2 fiir den eben ‘betrachteten Fall der
Quadratlinie anwenden laBt. Nach [22: Kap. I, §5. A] lassen sich Real- und Imaginiir-
teilivon f (aus’(2) und (3)) in einen smgularen und einen glatten Anteil zerlegen. Der
singulire Anteil in dem in & gelegenen Teil einer hinreichend kleinen Umgebung einer -

. Quadratecke hat dabei die Form (siehe [22: Kap. I, § 5.B]) 0%(C, sin xp + C,.cos x¢)

- §5.B,] im Fall der Quadratecke 2/3 < x < 1 fiir alle ¢q € (0, 1). Der glatte Anteil

" in Polarkoordinaten g:(Abstand zur betreffenden Ecke des Quadrats) und @.(der dazu-

gehonge ‘Winkel) mit Konstanten €, und C,. Fiir x ergibt sich nach [22: Kap. 1,

- besitzt sogar iiber & quadratisch integrierbare zweite Ableltungen Hieraus und. aus’

2/3 < x < 1 folgt dle Gultlgkelt von (14) fur alle g € (0, 1), d. h., Satz 2 ist anwend-

“bar. . : . . . N

Die hier angefuhrten Werte o, ¥ sind in der Tat besser als die Ergebnissc’ der Rcchnung mit
der’ Bergman Norm |[‘]|g, ||h|]B ff [k (z)|* dzx dy. Man 16st mit dncscr Norm (1m Quadratfall)

 diq Aufgabe | 4(z) — 2 — A[] A(z)/]n,, — Min mitf ) = 2 + 5 &M, ce

v=1
Dabei wurden fiir N = 49 fiir & stets kleincre Zahlen als ‘o™ bei der Rec hnung mit der
Szegs-Norm fiir ¥ = 33 erhalten. Dabei der Berechnung von &,( die untere Schranke fiir «,

_zum Teil unterschritten wurde, kann man schlie8en, daB die Ergebnisse mit der Szegd-Norm
-auf jeden Fall teilweide besser sind als die Ergebnisse mit der Bergman-Norm. = -~

~
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Bei der Rechnung mit der Bérgman-\"orm treten neben der llﬁgenﬁgcndcn AngepaBtheit
der Ansatzfunktionen noch weitere Erschwernisse ‘auf. Zwar laBt sich das Integral in ||-{|g in
das Kurvenmtegra.l (1/2i) fh(z) h’(z) dz umwzmde]n doch bezahlt man diese Vereinfachung

‘ I
da.mlt, daB dies fir bk = A(z—') (v E N) ein uneigentliches Riemannsches Integral ist. Bei seiner

numerischen Berechnung erwiesen sich verschiedenc “Newton-Cotes-Formeln (wie z. B. die -

Simpson-Regel) als zu ungenau. Brauchbare, aber eben relativ schlechte Ergebnisse wurden
durch dié¢ Benutzung der GauBschen Quadratur erzielt, l‘vlie es dér Vergleich von o,'® und &,
zeigte. Auch hinsichtlich des Aufwands schneidet’die Rechnung mit der'Szegd-Norm bessler ab.
Bei dér Rechnung mit der Bergman-Norm fiir ¥ = 49 betrug die Rechenzeit 8, min 32 §, und
der Spexcherp]atzbedarf war 118 K. Die Rechnung mit der Szego-Norm erforderte fir N =33

, nur 2 min 6 s Rechenzeit und 86 K Speicherplatz. Die angegebenen Zeiten bezielien sich auf

die’ Bercchnung von quasikonformen Abbijldungen fiir 28 verschiedene Werte.von ¢. Dié Rech-
niingen wurden auf dem EC 1040 des Organisations- und’ Rechenzentrums dcr Martin- Luthcr-
Universitit Ha]le—Wlt;tenbcrg ausgefuhrt . Lo T

6 Abschluﬁbemerkungen :

Beim Vergleich der Ergebnisse be1 diesen ‘\Tormen erhebt snch ganz allgemem die:

- . Frage, ob.diesé Normen in einer Beziehung zueiriander stehen. Fiir konvexe Jordan-

‘Kurven (d. h., das Innere von ¢ ist konvex) laBt sich 7e1gen daB - o
f|h(z|?ds<L4ff|hz)|dxdy AT L L (24)

'

mit einer festen Konstanten L4 > 0 fiir alle k mit h(oo) 0 ist, fiir, dle da.s Integral”

auf der.rechten Seite von (24) endlich ist. Dieses Ergebnis unterstreicht die Bedeu- )

tung konvexer'.Kurven, wie es schon in [5, 16] festgestellt wurde. Zum Beweis von'
(24) betrachtet man- den Fall € ={¢:1¢] =13. Wegen h(L) = Z(SC (ICl > 1)
N

’ gilt (C = ¢ + 117) . T
\\'_ e 12 ds —2n2|5 2 und fj ) drdn =nz )19, |2
N : ]:|=1 2 {2 .

Damit ist (24) fiir dle Emheltskrelslmle bewiesen (L, = 2) Bildet man das AuBere
des’ Einheitskreises schlicht und konform auf ¢ ab, wobei co fest bleiben moge, so

ergibt sich mit der Abbildung z = z(C) . ) N
f|h Jeds — [ M 2@ ds o
. Ki=1 - Ty
und - ’
ff k' (2) |2 dx dy = [f Idb[z ]/dCI2 d&dn. ) -
1i>1 . ’

.Da € eine konve\c Kurve ist, besitzt |2'(¢)] eine von C unab}}anglge obere Schranke

fiir |¢] > 1 (siehe [16: § 3] und [18: S.48]). Somit ist (24) bewiesen. Es ist auch klar,
daB (24) fiir analytische (nicht notwendig konvexe) Jordan-Kurven giiltig ist. |
Hingegen existiert keinie von der Funktion & € Hy(®) unabhingige: Konstante

. Ls > 0 mit ff ]h’(z)]2 dx dy SLsf [h(z)|2 ds fir alle Funktlonen k€ Hy(®) mit

h{co ) =0. Da7u betrachtet man als Gegenbeispiel - die Funktionen A(z) = [{(2)]~"
(» € N), wobei ¢{ = C( z) eine schlichte konforme Abblldung von @& auf {¢: 1L > 1)
mit- dem Fixpunkt oc sei. Hier geniigt es, daB € eine rektifizierbare Jordan-Kurve

- ist.~Daher sind die Szegé- und die Bergman-Norm fiir keine rektifizierbare Jordan-

Kurve € -dquivalent. Aus diesem Grund lassen sich die Konvergenzbeweise im 2. und -

3. Abschnitt-dieser Arbeit letztlich nicht aus den entsprechcnden Uber]egungen fiir
die Bergman -Norm in [7-— 9] ah]extcn ) . \

~ r .
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