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Die Arbeit befal3t . sich mit der Konstruktion konformer Abbildungen /	/(z), die zusätzlich 

die Differentialgleichung h(z) q) mit ein'er gegebenen Konstanten q (O'< q < 1) im 
Innereri einer Kurve erfüllen. Die Funktio'n / kann di,rch eine Folge {/} approximiert werden. 
Diese konvergiert gegen / in einer Norm, die von G. Szego eingefuhrt wurde und di6 Quadrat -
wwzel aus einern Kurvenintegral langs istAuBerdem •werden eine andere Art der Konverenz 
und ein Beispiel betraehtet.	 S 

Pa6oTa 1 nocuHIieHa ioncrpyxinu HouopMHor0 oT06paHeIIHn =//(z), 0Topoe y1oBJleT-

	

• BopHeT Ju14)()epeHIMaJlhIIoMy ypanueHulo /j'(z)	q7	C JaIIHof HOCTORUHOfi q (0 < q < 1)	• 
BuyTpH' KpuBofl . l)yIIHW19i / HBIHeTcR npeeio uelcoTopofl lIocJ1eoeaTelbHocT1l {/y. 
'l'a cxOHTCn R / no iope HneJwHHofi 1'. Cere ii aeTca KBajpaTH1•IM lopHeM M3 IcoilTypilOrO 
llHTerpaila BJ011b . RpoMe Toro, inwrl Bit A cxolulMoeTM K / n OhIH llpuMeppaccMaTpll-
BaloTcH.	-. -.	 '•	 . .	 .	 . . 

The paper deals with theconsthietion of conformal ma pings = /(z) which fulfil in addition 

the differential -equation /1 (z) = q/(z) with a given constant q (0 < q < 1) in the interior of, 
a curve . The function / can be approximated by a'sequence {f }. This sequence converges to 
fin a ndrm introduced by G. Szego, whiéh is the, square root of a l contour. integral over 
Furthermore, another kind of convergence to / and an example are considered. 

' 1. Einleitung
5-, 

Bei .der Berechnung von konformen Abbildu'ngen mit Hilfe ihrer Etrema1eigen-' 
schaften werden vershiedene Normen fur analytisehe Funktionen benutzt (siehe [3: 
Kap. III]). In dieser Arbeit wird die Szcgo-Noith Vhs,  

	

IhhhIs	(f j h(z)J	dzI112,  

fur die Approximation einer quasikonform , fortsetzbaren konformen Abbildl!ng ver-
endet. Sic it von G. SzEGö in [211 eingeführt worden. }Iierbei ist eine rektifiiier-

'bare Jordan-Kurse und h eine im AuBeren von analytische Funktion,.fiir, die . das 
inegra1 in (1) noch endlich ist.  

Es soil die fQlgende quasikonfôrme Abbiid'ung / = /(z) der Vollebene auf sieh


	

pproNirnicrt werden: Sie'sei im -Auf3ren 'von	konform mit der Etitwicklung - 

	

/(z) = z +	+— +	 ' (2) 

in eihe' 'Umgebung von co und genfige im inneren 1vonV der Diffeientialgleiàhung 

•	 S	

, / ) =1)	'5;	 ,	 -	 -.	 •	'	 ' (3) 
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-. mit einer vorgegebenen Zahi q E (0, 1). Dies ist äuivaIent zu (siehe (7: Abschnitt 21 
oder [8: Abschnitt 2])	-	-	 - 

-	

1(z) -S z = -	f/-- d (z . auBerhalh von CS).	 (4) 

Dabei ist CS mathenatisch positiv orientiert. Fiihrt man mit r(z) = 1(z) - z'und b(z) 
S	

= 

_(q/2ji)f /(C - z) thzwei neue Funktionenr und b und mit

 
'A[X(z)] -• - (q/2xi)f	/( - z) d	 S	 (5) 

(z jeweils auBerhaib iron (E) den Operator A eifl, SO ist wègen (4) für r die Charakteri-
sierung	S 

Mr	A(r) -- bjjs	Mm	 (6) 
naheliegend. Tm T..hiterschied zu [7, 8] wird hier die 'Szego-Norm benutzt. Bei- der 
Approximation Von konformen Abbildungen-hatte sich (siehe [3: Kap 111, § 3.3, a)]) 
nämlich ergeben, daB mit ihr eine schnellere Konvergenz gegen die konforme Abbil-
dung zu beobachten war als bei Benutzung der Bergman-Norm I• (siehe [1]), 

-	IIhIB.(.ff Ih'I 2 dxdy\ h / 2 (z=x±iy) 

für das im Inneren von CS gelegene Gebiet 58. 

- Man führt nun den folgenden Hilbert-Raum IJ(03) cm (seine Untersuehung fin-
detrnan in [3: KapI JIT, § 1.1] und 17: Kap. TV, §7]): 03 sei das'von CS berandete 
Gebiet in der Vollehene mit oo E GJ und H5(() mögc alle in 0 analytischenFunktio-
nen It enthalten, deren (nicht notwendig stetigen) Randwerte auf CS noch uber CS 
quadratisch integrjerbar sind, so daB II us aus (1) siehfur eine Norm in	eignet. 

-: Des weitereri bezeichné {}EX "(i) ein beziiglich I1IIs vollstandiges System. Für 
die Approxiñiation von r mittels (6) b'enotigt man zum einn dip Stetigkeit des Ope-
rators A aus (5) in Ii() und die Existenz einer festen (höchsteris von q'in (3) ab-

• hangigen)Konstanten L > 0 mit j (I - A)h.Ius L IIhMsfiir alle h € H5 (3). In den 
folgenden Abschnitten wird A unter verschiedeneri VoraUssetzungen an CS hetrachtet, 
und daraus werden SchluBfolgerungen für die Art der Konvergenz von Naherungs-
Iosungen gegen / abgeleitet.  

2. Eigensehaften vonA bei ciBer Kurve von besehränkter Drehung
I -

Es sei CS in diesem Abschnitt eine Kurve von beschränkter Drehung ohne pitzen 
(vgl. dazu [2, 6, 19] und [3: Kap. I, § 3.6]). Nach [2: Satz 16.1] gilt	 S 

(i) A ist für jedes q € IR stetig bezuglieh flUs.	
S	 - 

Demnach folgt als zweite Eigenschaft von A:	 S	 - 

(ii) Für hirIrichend kleines q.€ (0, 1) gilt für aIle'h E Hs(0J) mit einer nurion qab. 
hängigen festen Konstanten L >0 die Abschatzung 1(1 - A) hM5	LIjhIJs. 
Damit ist ersichtlieh, vie / pproximiert werden kann. Man sett	-	S 

- 

IN (z) =z +fi.(z). (z E 0, N€ ),	 -	
S

.7
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wobei{,,}€N das in der Einleitung erklärte volistandige System ist. Die Koeffizien-
ten fl*Y werden hierbei durch	- 

•	 N	 N 

Efi(N)ip._ Zfl,'A ( v,) - b = Mm 
S -	-	.•	-	-	-. 

bstimnt. Dann ergibt sich vie in [8: Abschnitt 3] wegen (i) und (ii) die Koivergenz1 1
liLy - Ills - 0. Jedoch ist die Voraussetzung ,,q hinreichend klein" sehr einschrn-

• kend. Die Existenz von / ist mit anderen Methoden (siehe z.-B. [12] und dort zitierte 
Literat.ur) für jedes q'E (0, 1) bewiesen worden. Auch besitzt diee Abbildung für 
alle,q € (0,1) eine Bedeutung in der geometrischen Funktionentheorie und bei èinigen. 
Problemen der mathematisehen 'Physik (siehe cazu [10— 12]). Wünschenswert. ware 
aber ein Beweis für die Konvergenz i-on /y'gegen /-uriter diesen a11geminen Voraus-
setzungen an für q E (0,1). 

3. KonvergenzbeweisJur hinreichend glatte Kurven . —	 -	 I	 •	 - 

In diesem Absehnitt seii eine glatte JordanKurve. Uberdies möge die Tahgenle an 
(Y noch Holder stetig sein, d h , es eistieren Konstanten L > 0 und a, € (0 1) mit 
z (s i ) - Z '( 92)1 < L s - s,1 1 fur 'die s l und 82 . Dabei sei s die Bogenlange und 

.z'(s) die Ableitung der Parameterdarstellung der Kurve nach s Dr Operto.r A ist 
dann wieder fur alle reellen q stetig (siehe (i) im 2 Abschnitt) Mm benotigt noeh die 
Giiltigkeit von  

11( 1 —,A) h iis, L iihj is	Vh € H)	s	•.	 .	 -.	 ( 7) '. 
mit einer nur ',on q abhangigen Konstanten L> 0 Dazu betrachtet man auf ana 
lytische Funktionen h mid setzt  

g=(I—A)h	 / ( 8) 
Dann ist g noph auf. stetig (siehe [9: Alschnitt 3]). Es genügt, (7)für auf analytische 
} unktionen h (€ J1s(i) ! ) iu ieigen (siehe /.:B.  [3 Kap III Sat', 1 9ff] und dort 

- zitierte.Literatur). In Analogic zu [14] wird einC Jntegralgleichung für Re  áus (8)  

	

• hergeleitet. Addiert man zu (8) noch0 = qh(z) - A{h(z)] (z E	so folgt	-	0 

(1+ q) h(z) - 2A (Re [h(z)]} = g() (z €	)	•. 	•	()• 
(siehe [14: Formel (18)]). Hieiais ergiht sich	•	•'	-

dc 
+ q) Re [h(z)] 

+1-f 
Re [h(')] 

lm (--) = 
Re [g(z)] (z ' E (J) 

(siehe [14: '}ormeI (20)]). Mit Hilfe von [2: Satz 14.2] läBt sich das nbeh in der Form 
'1'	'	 •	 - 

Re (h[z(s)]} + q  Re h[z(t)]} K(s, 1) di = Re {q[z(s)]}	 (10) 

• • - 'mit dem Neumannschen Kern K(s 1) schreiben (siehe [3: S. 3ff.]). i)abei bedeuet T 
• die Lange von , und derhierstehende Integraloperator ist für glatte Kurven E in - 

•	L2 (ç) = JR: f J{(z)1 2 dzl <'} kompakt (dazu wird auf [2: Satz 14.3] verwiesen).	• . , 

Wegen 0 < q < 1 ergibt sich, dalI- (10) mit Hile der Neumannschen Reihe auflosbar 
ist (vgl. [3 -Kàp. I, § 3.1]). J)araus.foigtdieExistenz einer vn'qE . (0, 1) abhangigen 

12 *	 •	 •	•	•	 -	.
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Konstanten Li > 0 mit	 S	

0 

fiRe {h[*)]) 12 ds	L 1 fI Ee {q[z(s)]} 2 ds	 -	 (11) 

für alleh und g au (8). Mitt1s (9) und(11) ergibt sich wegen der Stetigkeit von A

- die Abscliitzung iihs : L2 Ii9Hs mit einer nur von q E (0,1) abhangigen Konstanten


L2 > 0. Damit ist (7). bewiesen. Zusammenfassend hat man das folgende Ergebnis. 

Satz 1 Es	(S e2ne glatte Jordan Kurve mzt Hol&r stetiger Tangente The Abbil 
dung / óTus (2) und () la/t .szch durch Punittzonen IN. mil	 / 

/(z) =z+ p(z) (NE N)	 (12) 

approxz)iierfl n.obe /(z) (z E (NI) durch  

•	 iiLv(z)	ACh(z)]IIs	Mn	.	 (13) 

bestzmmt wzrd if - fMs —> 0 gilt und das Funktionensystem { }	in HM) vollstui 
•	dig bezi4'lich	i6t,	 S	 - 

4 Konver,,nr ggui den I{oeftiinntcn '4on 
-	 5-	

0•	 '	S	 - 

• In diesem Ahsehnitt soil eine andersartige Vorausset'iung an (S erhohen werden, so. 
daB wenigstens der Realteil des Koeffiiienteri hti z' in der I aurent-Enticklung von 
IN aus (12) gegen Re 1 aus-(2) konvergiert. (S sei der Einfachheit halber eine aiis end 
lich vicien ábgeschlossenen aiialytischen BOgen bestehende Jordan-Kurve, wohei die 
eingeschlossenen Winkel zwischen- den Bogen von Null-versehieden sein lnögen. Be-
kanntlieh (siehe [13: FuBnot6 6uf S. 271]) ist fin fast alien Punkt-en von analytisch. 

- •	

• • Es gelte nun noch die Voraussetzung-  

•	

•	 f f'(z) 2 dz <o,	•	 -	 •0	 •	0	
(14) 

(S	 I 

und die Funktionen f seien auf(S fur alle iV E IN 'waiytisch Fs sei (') der Koeffi 
• .	 zient bei z içi der Laurent-Entwieklung bei z = _- von / aus.(12). Nun gilt wegen 

(2) und (12). -.	 .	
•	 S 

Re (aj(N) - i) -
	'	

2 I [/(r) - qf)] d[f(z) - q]	(15) 
•1—q-	27iJ	- 

(S	 • 

Esleibt zu zeigen, daB das Tntegralauf der rechten Seite hir für N -^ oc gegen Null

-. strebt. f . sdll nach wie vôr durch	 S	

0 

if(z) - Z - A[f(z)1iis	Mm =	 (16) 

•	

•	 Iestimrnt werden. M konvergiert für N — oowegen der, Vollstãndigkeit.von {r}E 
•	und der Stetigkeit von Agen Null. Wgen'der Sprungrelation für das Cauchy-

integral steht in (16).	
• 

f If(z) - q/(z) -- 'iv(z)i 2 ds = M ,	 (17) 
(S	 .	 S 

/	S	
5	

0
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wobei Ojv eine im Inneren von analytische Funktion mit stetigen Randwerten auf 
ist. Da / - qf eben.falls innerhaib von analytisch ist, , folgt aus (15) und (17) die. 

•	Beziehung.	 ..	 .	. 
Re  

• . "	
= 1	q2 

Re	[Lv(z)'— q(z)±	(z)]d[/(z,— q7}	- 
-	/	 - 

Damit ergibt sich	 . 

[Re	- )P.	 . 

f/(z) —q7;) - v(z)V d f /(z) - qi	
Tz 

•	L-Iieraus folgt sofort wegen (14) und	0 fur N - -* oc, daB Re	-	0

ist.. Im.vorliegnden Fall konnte-màn  

(z - Zn)'. (v E iN)	 -	.	(18 
vählen, wobei z0 sich innerhaib von befindet. Dieses Funktioneusystém.ist.in H5() 
vollstindig (siehe [3: Kap. 111, Satz 1.9ff.] und dort zitierte,Literatiir). Dann ergibt 
sich der'folgencle	 .	.	 - 

Satz 2: Es sci 3 von einer stückweise anal ylische'n Kurve 0/inc Nuliwinkel beraridel. 
Auf3eñlem gelte für die Abbildung /aus (2) und (3) npch f /'(z)1 2 ds <'oo: Danil ist. 

der Realteil von, a, a'u. (2) der Grenzwert der, Folge {Re x j (N) } NL- I , wobet ai(N.) aus 
N	 .	 .. 

	

z -f- f(z - 10)-' (z € ())	 . ( 19) 

durch	.	 '•	 n	 •	 r 
•111N(Z) - z.- A [/ .v(z)]J = Mm	 ..'	 (2Q) 

• - eindeulig /ür ledes N E IN bestinimi wird. Dabei bezeichne z0 einen /estm Punkt ausdem' 
Inneren. von  

Bemeikungen: 1. Die Charakterisierung (13),fiir /,' kann als lincares Gleichuiigssystem 
•

	

	in Re fl(N) und Irn (N) aufgefaBt werden. Des ergibt sich durch Zerlegung der. komplexwertigen

Funktion auf der linken Seite von (13) in Real- und Imaginarteil. Auch die, Charakterisicrung 
(20) 1iBt sich iiuf analoge Weise in cin ilneares Glcichungssystcm überführen.	•	. 

2. Für die Funktionen tp, aus (18) gilt Jf 'p'(z)I 2 dx dy < oo für nile v € N. Demnach ergibt. 
1	 ' 

sich aiis den :Uber]cgungen in [7: Abschnitt 4] , für jedc . N € N die Ungleichung 

ffHF' - 4)	yip (z)]} dxdy 1 ffYE  p (z) dxdy	 (21) 

imit 'einer nur von q € ( 0, 1) abhiingigen'Konstanten L3 > 0. Die y, E C können dabci beliebig 
gewiihlt werden. Wegen (21) und der iineareii Unabhangigkeit der 'p, gilt 

r —	1N
 

]12 
J (I - .4)	'y'p(z)	ds , = 0	' y,= 0	für alle y .	 -. 

Damit erhält man die Eigentumlihkeit, daB cue (N) aus (19)durch (20) für jedes N EN cm. 
deutig bestimmt sind, aber nur die Konorgetrh von Re CI(N) durch (14) gdsichert ist. '
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3. Es soil noch, auf- die Bedeutung von Re a l hingewiesen werden. Betrachtet man aile 
quasikonformen Abbildungen der Voliebene, die in üJ konform sind mit Ider Entwicklung 

Z	z2	
(22)

--

bel z = 00 und nach O c noch eine (1 '-f- q)/(1 q) -quasikonforme Fortsetzung gestatten, so 1st 
Re oc, (cx i aus (2)) der Maximalwert für Re a aus (22). Man kann also mit Hilfe von Satz 1 bzw. 
Satz ein Verfahren zur Approximation dieses Maximaiwertes ableiten. Die Extremalität von 
• Rea,wird z. B. in [12] bewiesen.	 - S 

5. Ein Beispiei 

- Tm folgenden sei die Qoadratlinie mit den Eckpunkten bei 1 - i 1 + i - I + i 
und —1 - i. ZurBerechnung Von . wurden dieAnsatzfunktionen p(z) = z' (v E IN). 
verwendet. Diese habeI den Vorteil, daB sich A() exakt, d. h. ohue niimerische 
Quadratur, bereehnen lãBt. Aufgrund der Syinmetrie von zur reellen Aehse reichen 
reelle Linearkombinatiorien der Ansatzfunktionen für die Approximation von /(z) - z. 
aus (siehe dazu auch [8: Abschnitt.3]). \Vie in [8] ergibt sieh für die Koeffizienten 

	

aus (19) mit Ililfe der Charakterisierung (20) die B&i.iehung	.	5 

V	 -	
5 

E &(N) f. [ ( I - A) (z')] [(I - A) (z P )] ds = f b(z)[(I - A) (z-)] ds -	-	
S	

-	
( 23) 

	

•	 (=1,2,...,N).
 

Die Koeffizientenmatrix dieses-linearen Gleichungssystems ist reel!, symrnetriseh und 
positiv defiijit (siehe aazu auchBemerkunen 1 und2 im vOrigen Abschnitt). 

	

•	
pS Gleiehungssystem (23) wurdefiir versehiedene Werte von q gekst. Die dazu 

	

•	notigen Rechnungeri bestaideti aus zwei groBeren Absehnitten. Zuerst wurden tinter 
Benutzung der Symmetrien des Quadrats die Funktionen 

-1  f 	z)d	(	— 1,1,2, ...;N) 
- -(S	 - 

-	 S 

für diskrete Werte von z bestirnmt.. Mit Hilfe dieser Werte wurdeti - 

f z'A[z']ds,	
f 

A[z 1] A[z] do (v, It = - 1, 11, 2, ..., N)	- 
-	

S 

•	mittels GauBsehér Quadratur (siehe z. B. [20: Kap. 3.5])naherungsweise berechnet. 
Den SchiuB dieses Absehnittes bi11ete die (exakte) Berechnung von f z'z'ids 

:	(v, 1u = 1, 2,	.,•N).	
S	 • .

	 -	

• 
(S 

Zu Beginn des z'eiten Absehnittes wiirden die Kóeffizientenniatrix und die iechte 
Se ite von (23) aus den zuvor. hestimmten Jntegralen hereehnet. Danach erfolgte die 

•	Losung von (23) mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens (siehe [20: Ka. 4.3]). Ziim Schutil 
wurden noch untere und obere Schranken für x, ãus (2) hestimmt (siehe [151): So' 

	

•	ergaben sieh unter anderem folgende Werte.	- 

S	 •	 •	 -	 -,	 -	 'S



.	
Eine Liniennorm zurKônstruktion quasikonf. Abb. -	183 

	

-	 S	- 

•	N=33	- 

•	q	 untere Schranke-für a, a, 11"	'obere Schranke für 

0.01	0.012681	.	0.012678	0.012796	."	S 

0.02	. 0.025265	 0.025358	0.025722	-
0.90	. 1.189589	 - 1.208252.	1.270483	 . 

	

•	0.95	1.287310	.	. 1.284067	.	1;332531  

N=49	-	- . "	.	 .	 •'	 - 

q	 intere Sehranke für x 1 •c1	.	-	oberè Schranke für a,- 

0.01	-	. 0.012681	 0.012695	0.012796 
0.90	.	. 1.189589	 1.213510	1.270483 
0:95 .	1.287310	 1.290200	1.332531 
0.96	1.307798	 1.305736	1.344781	 -, 

Die hier angefuhiten Ergebnisse zeigen schon,- dalI die bei'echneten Weite für 1(N) 

nicht immer zwischen den,entsprechendeu Schranken liegen.;Diese Schranken sirid 
für q - 0 und q - 1 jeweils scharf, so dalI die Einschatzung der Genauiglseit dër be-

	

•	rechneten Werte insbesondere für q nahe-bei 0 bzsv. .nahe-bei 1 erfolgen kann. Em 
Grund für die recht grolle Abweiehung von 1(N) liegt in der ungeriügenden AngepalIt-

• heit der Ansatzfunktionen z' (v E IN) an die Quadratlinie. In den Ecken des Qua-' 
drats ist die Funktion / aus (2) und (3) nicht mehranalytisch (sihe [8: Ahschnitt 6]), 

• so dalI singulare (d. h. besser an(LangepaBte) Ansatzfunktionen verwendet werden 
• soliten. Soiche Uberlegungen wurden in [22] angestellt (siehe auch-L4: Kap. 1, § 5.C1 

'und dort zitierte Literatur). Ein anderer Ausweg ist in [8] mit der Verwndurig von 
konformen -Abbildungen von 03 auf {w: Iwl > l} eingeschlagen woiden Dort wurden 
(allerdings mit einer anderen Norm als II Is) genauere Naherungssverte fur bestimmt 

Es soil noch gezeigt werden, dalI sich Satz 2 für den eben 'betraehteten Fail der 
Quadratlinie anwenden lälIt. Nach [22: Kap. I, § 5. A] lassen sich Real- und Inaginiir-
teilvon / (aus(2) und (3)) in einen singularen und einen glatten Anteil zerlegen. Der - 

•, sin°uläre Anteil in dem in J geiegenenTeii einer hinreichend kleinen EJmgçbungeiner, 
Quadratecke hat dabei die Form (siehe [22: Kap. T, § 5.B]) o(C 1 sin	± C2.cos )


• in Po1arkoordinaten(Abstand-zur betreffenden Ecke des Quadrats) tind (der dazu-
gehorige Winkel) mit K,ônstantn C 1 und C2 . Für x.5ergibt 'sich nach [22: Kap. i; 

• § 5.B 1 J im Fail der Quadratecke 2/3 < x < 1 für alle q E (0, 1). Der glattO Anteii 
' besitzt sogar fiber G quadratisch integrierbare zveite Ableitungen. Hieraus undaus 

2/3< < 1folgt die Giiltigkeit von (14) für alle q E (0, 1), d. h., Satz 2 istanwend-
har.	•	.	 -.	.	- 

•

	

	Die hier angeführten Werte	') siud in der Tat besser als die Ergebnise der Rechnung mit 

der Bergman-No'rm IIIIB 11 h 115 2 = If' Ik'(z )1 2 dx dy. Man lost mit dieser Norm (im Quadratfall) 

03	 N	 - 

• die, Aufgabe! If .v(z) - z -.A[1.(z)f]II 11 = Min mit/ X(Z) = z + Z ( N )z	•	 • - 

Dabi wurden für N	49 für &1(N) stets klecnere Zahien , als	bel der Rechnung mit der

-s Szego.Norm für N = 33 erhiilten. Dabci der Berechnung von 1(N) die untere Schranke für 

zum Ted untersèhritten wurde, kann man schlieBen, daB die Ergebnisse mit der SzegO-NOrm 
• auf jeden Fall tcilweisè besser sind als dieErgebnisse mit der Bergman-Norm.	- 

	

-	 .	•	 S	 •	 •	 •	 •	 •	 S	-
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Bci der Rechnung mit der Bergman-Norm treten neben der ungenugcndcn AngepaBtheit 
der Ansatzfunktionen noch weitere Ershwernisse auf. Zwar IäBt sich das Integral in 11-JI B in 
das Kurvenintegral (1/2i) f h(z)h'(z) dz umwandeln,- doch bezahit man these Vereinfachung 

¼damit daB dies für h = A(z 1) (v € IN) em uneigentliches Riemannsches Integral ist. Bei seiner 
numerischcn Berechnung erwiesen sich verschiedenc 'Ncwton-Cotes-Formeln (wie z. B. die 
Simpson-Regel) als zu ungenau. Brauchbare, aber eben relativ schlechte Ergebnisse wurden 
durch die Benutzung der Caul3schenQuadratur erzielt, ie es derVergleich von 1(N) und (N) 

zèigte. Auch hinsichtlich des Aufwands schneidet'die Rechnung mit drSzego-Norm beser ab. 
Bei der Rechnung mit der Bergman-Norm für N = 49 betrug die Rechenzeit 8,min 32 s, und 
der Speicherplatzbedarf war 118 K. Die Rechnung mit der Szego-Norm erforderte für N = 33 
nur 2 min 6 s Rechenzeit und 86 K Speicherplatz. Die angegébenen Zeiten beziehen sich auf 
die Berechnung von quasikonformen Abbildungen für28 verschiedene Werte.von q. Di Rech-
nuñgen wurdn auf de M*  EC 1040 des Organisations-ynd'Rechenzentrums der Martin -Luther-

• Universität Ha11e-Wittenberg ausgefiihrt.	 - 

6. AbsehluObemerkungen 

Beim Vergleich der 1rgebnisse bei diesen Normen erhebt sich ganz aligemein die 
• Fige, obdiesê Normen in einer Beziehung zueinandei- stehen. Für konvexe Jordan- 

•	 -	 -Kurven (d. h., daslnnere von gist konvex) 1.0t sichzeigen,.daB 

f h(z) 2 ds. 1.14 ff Ih'(z)1 2 dx dy	 (24) 

•

	

	 ,. mit einer festen Konstanten L4 > 0 für a11h mit h(oo) = 0 ist, für die das Integral' 

au  der.rechten Seite von (24) endlich is. Dieses Ergebnis unterstreicht die Bedeu-

•	:tung konvexerKurven, wie es schon in [5, 161 festgestellt wurde. Zum Bweis von 
•	(24) betrachtet man den Fall	= {4: I = 1). Wegen h() =	&(I4i > 1) 

•	gilt (=	+ in)	 •1 

f 1!1(^) 
1 
12 ds = 2x I6I 2 utid II h'()I d d,? =	I62. 

/ •	
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Damit ist (24) für die Einheitskreislinie hewiesen (L4 = 2). Bildet man das AjiBere 
desEirTheit .skreises schlicht und knform auf 0 ab; wobei no fest bleiben moge, SO 

ergibt sich mit der Abbildung z	z()	 • 

f 1h(z) ds = f h[z()] z()I 2 ds 
(S	 -	1 

und	 -. f  I h'(z)2dxdy = f 	dh. [z()]1d I 2ddn .	 - 
-	-,	151>1 

• Da eine konvexe Kurve ist, besitzt Iz'()l eine von C unablngige obere Schranke 
für J > 1 (siehe [16: §3] und [18: S.48]). Somit ist (24) bewiesen. Es ist auch kiar, 
daB (24) für analytische (nicht notwendig ]onvexe) Jordan-Kurven giiltig ist. 

•	
.	 Hingegeñ existiert keiñe von. der Funktion h E H5() unabhängigc- Konstante 

L5 > 0 mit ff . Ih'(z) 2 dx dy	L5 f 1h(z)1 2 dà für alle Funktionen h .E H5 (0) mit 
(S	•'	 (5. 

h(no), = 0. Dazu betrachtet man als C4egcnbeispiel- die Funktionen h(z) 
(v E N), wobei 4 -= (z) ei.ne schlichte konforme Abbildung von J auf (: K I > 1) 
mit-dem . Fixpunkt oo'sei. Hier genugt es, daB pine rektifizierbareJordan-Kurve 

• ist.Daher sind die Szego- und die Bergman-Norm fur keine rektifizierbare Jordan-
Kurve aquivalent. Aus diesem Grund lassensich die Konvergenzbeweise Im 2. und 
.3. Abschnitt-dieser Arbeit letztlich nicht aus den entsprechenden Oberlegungen fur 
die Bergman-Norm in [7-9] ableiten.	• 

•	 •	 .	 I. 
•	 •	 N
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