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Expliziil:e'Liis'ungen einer Klasse nichtlinearer partieller Differént-ialgleichungen
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Fiir eine die.Gleichung 'vc_)ri Boussinesq umfassende Klasse nichtl'inearer'pa'rtiellér Differential-'
gleichungen wird die vollstindige Losung eines Anfangswertproblems in expliziter Form mittels

der WeierstraBschen p-Funktion angegeben.
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For a class of nonlidez}r partial differential equations comprising the equation of Boussinesq

the complete solution of an initial value problem is, given in explicit form by means of the

Weierstrass p-function. I =
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Unter den in der mathematischen Physik vorkommenden ‘nichtlinearen 'p‘a.rtiellczxi

Differéntialgléichungén'fﬁr eine reellwertige Funktion v = v(z; t) (2,t € R), in denen

" 'Schrédinger-Gleichung -und der Gleithung von Korteweg-de Vries von Wichtigkeit

By

~von Boussinesq heift.

" Gleichungen der Form : , i .
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" die unabhingigen Variablen nicht-explizit vorkommen, sind neben der (nichtlinearen).
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érhilt durch die Transformation v — ¢, (6v — ¢,/2) die Gestalt (1).. .

. . Gleichungen dieses Typs treten: auf bei der ‘?Beha;ndlung von Wérmeleit;ulugs- und

Elastizitdtsproblemen fester Materie sowie bei der Untersuchung hydrodynamischer’

iVorgiinge in kompressiblen Fliissigkeiten. . ‘ _ Lt

Bei der Untersuchung nichtlinearer’ partieller Differentialgleichungen stehen all-
gemejnere Losungsmethoden’ zumeist "nlicht zur Verfiigung, oder allgemeinere Lo-
sungsansitze erfordern einen kaum zu-bewiltigenden” mathematischen Aufwand.

Reihenansitze filhren beispielsweis€ durchwegs auf recht verwickelte Rekursions-
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beziehungen. So sind bei der Behandlung nichtlinearer particller Differential-
gleichungen der Physik vielfach spezielle, von der jeweiligen physikalischen Problem-
stellung abhéngige Losungsverfahren .erforderlich und angemessen, um einen be-
friedigenden Einblick in den physikalischen Charakter der Lésungen zu erhalten.
Die Gleichungen (1), (2) besitzen Lésungen der Form v =»(¢) mit & =2 —¢ -
(bzw. & = x + 1): Offenbar ist v genau dann eine Lésung von (1), wenn v eine Lésung
“der Differentialgleichung : - ‘
d®[di? =62 ¢, - . 3,

©ist. Jede derartige Losung von (1) ist dann auch eine Lésung von (2). Im folgenden
werden (abgeséhen von einem elementaren Fall) simtliche Loésungen von (1) der”
Form » = v(¢) explizit mittels der WeierstraBschen p-Funktion angegeben. Auf-
+ grund der zur Verfiigung stehenden umfassenden Theorie der. p-Funktion wird"
hierdurch eine eingéehende, fiir die jeweilige Fragestellung ‘zweckmiBige  Unter-
_suchung-der Lésungen erméglicht. Eine in der Umgebung von (x,, ¢,) definierte .
Lésung v = v(z — ¢} von. (1) ist somit eindeutig festgelegt durch »(&,), v'(£,) mit
TV &=z = t). Da mit v(z — ¢) auch v(x — ¢ + const) Losung von (1) ist, kann man’
sich auf den Fall £,-= 0 beschrinken. - . : - . -
Sei g, 1= +2¢, g3o=4a® — ag, — 2 mit «, f € R. Die Losung v = v(&) von (3)
mit v(0) = «, v'(0) = B, v(£) == «, ist eine Lésung der Differentialgleichung v'2 = 443"
. < §2v — g3, -wie durch Multiplikation von (3) mit »' und anschlieBende Integration
folgt. Der elementar integrictbare Fall ¢, = 27g,? sei stets ausgeschlossen. Mit p(z)
werde dann die durch g,; g; cindeutig bestimmte und fiir reelles z reellwertige Weier-
straBsche p-Funktion bezeichnet, (2w,, 2w,).’sei ein primitives Periodenpaar. Be-
kanntlich gilt ' . . N '

p'(252 = 4p(2)* — ¢p(2) —Ags - zeQ); - o W

‘das Poly'nom P(u) := 4ud — gz'z}, — g, -hat‘die (voneinander verschiedenen) Null- _
- stellen ‘p(w,), p(w,), Plw;F w,) (eine oder alle reell). Sei ug:= p(w) (w € {ty, @,,
- @1+ @,}) die gréite reelle Nullstelle von P(u) mit uy < « (mari beachte: P(x) = f2).
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Dann ist, im Falle 8 % 0, P(u) > 0 fir u, < v < «, und es seiy : = f P(u)"12du> 0.
. ) ] : W U L
Da gemiB (4) die Umkehrung von w = p(z) durch z = o + | P(w)~12 dw gegeben
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1st, gilt p(w + 1) = «. Durch. Anwendung des Additions-Theorems

1 (p’(Z) — P'(%)

Pe+ 0=\ e =0

. -
) —p@) —pQ) fir =w -
_ folgt wegen p'(w) = 0

( Pz + @) = 14(p'@(p(2) — %)) — p(2) — . ~ )

1Also 1st p(z" + w) fiir z € R reellwertig und (\vegexl P(z) = p(—=)) gerade. Es folgt N

\ plo—m=po+n=a, plo—n=—pw+n. . (6)
. Unter ‘Beachtung von u, < p(z + w) < p('q)\l—{— n) fir 0 < z <5 erkennt man
Pz + @) > 0fiir0 < z < n,sodain Verbindung mit der-aus (4) und (6) folgenden
Beziehung p’(w + 7)* = 4a®— gox — g5.= 2 schlieBlich p'(w + ) = # im Falle
B > 0 sowic p'(w — %) =g im Falle 8 < 0 folgt. Mit 9 : = 7. 8ign B falls # 4= 0 und
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7;0 =0 sonst gllt gemaB (4) fiir dle fur ~§ € R reellwertlge Funktion v = v(&)
P(§ + 710 + @)

VI = 4R — g — gur 0(0) = & v(0) =,

S0 Ada}B sich nach Differentiation 2"'(¢) = 6v(£)? + ¢, v(0) = «, v’(0) = B ergibt. Nach
Anwendung von (8) fiir z = 2 — ¢ + 7y erhilt man’insgesamt folgenden

N -
)

. Satz: Die Losung v =v(x — ¢t) der Dz//erentzalglezchung (1) dze der Bedmgung
Cv(0) =50 '0) =8 (oc B € R) geniigt, ist gegeben durch

\b(x—l)i:p(x/‘—t-f—no/—}- wy . ' . O N
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