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Explizite Lösungen einer Kiasse nichtlinearer partieller Difiereutialgleiehungen 

H. HEROLD 
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Für eine dieGleichung von Boussinesq umfassende Kiasse nichtlinearer partiel1r Differential-' 
gleichungen wird die vollstandige Lo sung eines Anfangswertproblems in expliziter Form mittels 

	

• der WoierstraI3sehen'p.-Funktion angegeben.	 S 

Jia HeIoToporo iiiacca HeilIlHeüHbIx H4(I)epeuLlMaJ1hHalx ypaBlleHu(t B acTHux npthl3- 
oJ1b!x, Bi{J11O4I0I1C0 ylaBHeII tie _Bycc1IHe, jaec nomoe peweHBe 3aa q Io Howu- B 

fisuofi 4rnpMe nocpeJcTaoM p-4}uI. 

	

yHuH Beflepw'rpacca.	-	-	 S 

For ii class of nonlinear partial differential equations comprising the equation of Boussinesq 
the complete solution of an initial value problem is,given in explicit form by means of the 
Weierstrass p-function.	 --	'	 S 

Unter den in der mathernatisehen Physik vorkommenden -nichtlinearen 'partiellén 
Differentialgleichungen für eine reejlwertige Funktion v	v(xç t) (x,t, E IR), in denen 
die iinabhLngigen Variablen nichtexpliit vorkOmmen, siiid neben der (nichlinearen)

S
 Schrodinger-Gleichung und der,Gleièhung von Korteweg-de Vries von Wichtigkeit 

•	Gleichungen der Form  
•	 2v	av	-  

S	 (a,6EIR,c+O)	 (1) 

•	sowie	 .-	 S	 -	 (	 S 

(

2v	Sv	 i+j	2v	'	
S

- - - - -) 

a +	(--- - 6
1,2)  = 0	(z	IN0),	 (2)

a2_ L92V 

((z i)  

	

— (0,0)  ), wobei der peLlaa -	- --	
. 

	

d S	IIIl	 +	- 6v) = 0 Gleichung 
von, Bdv,ssinesq,heiBt.	 - X 	X	•X - 

 

	

Bemerkung: Jede Differentialgleiehung der Form	 - 

S	 '	
2J	2v	a2v	-- 

 
)C1 +___cv2_ c3v_c4 =o	(c,EIRC2*0) 

erhalt dureh die Transformation v –c(6v - 63/2) die Gestalt (1).	- 

S	 '	 - - 
G1eihungen dieses Typs treten auf bei der -Behandlung von Warmeleitungs- und 

E1astizitätsprOt1emefl fester Materie sowie beider Untersuchijng hydrodynaniischer 
rVorgange in kompressiblen Fli.issigkeiten.	I 
• Bei der ljntersuchung nichtlinearer partieller Differentialgleichungën stehen all- 
gemejnere LosungsmethOdefl' zumeist'riicht zur Verfiigung, oder allgemeinere"Lo-	S

sungnsätze erfàrdern einen kaum zu - bewaltigenden mathematisehen Aufwand. 
Reihenansatze führen beispielsweise' durchwegs auf recht vervickelte Rekursions-
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beziehungen. So sirid bei der Behandlung nichtlinearer partieller Differentia4-
gleichungen 'der Physik vielfach spezielle, von dèr jeweiligen physikalischen Problem-
stelluñg abhãngige Losungsverfahren erforderlich und angemessen, urn einen be-
friedigenden Einblick in den physikalischen Charakter der Losungen zu erhalten. 

Die Gleichungen (1), (2) besitzen Losungeq der Form v = v() mit = x '— I 
(bzw. E = x ± 1 ) : Offenbar ist v genau dann cine Lösung von (1), wenn v eihe Losung 
der Differentialgleiehung  

d2v/d2 
= 6v2 +c	 -	 -	(3) 

ist, . Jede drartige Losung von (1) ist dann auch eine .Losung von (2). Im folgenden 
werden (abgesehen von einem elementaren Fall) sämtliche Isungen ion (1) der 
Form v = v(s) explizit 'mittels der Wei'erstraf3schen p-Funktion angegeben. Auf-
grund der zur Verfugung stehenden timfassenden Theorie der, p-Fuiiktion wird 
hierdurch eine eingéhende, für die jeweilige Fragestellung zweckmal3ige' Unter-
suchung der Losungen ermoglieht. Eine in der Umgebung von (x 0 , 's)- definierte 
Losung v = v(x - I) von (I) ist somit eindeutig festgelegt durch v( 0), v ' ( 0) mit 

'= x0 - 10. Da mit v(x - I) auch v(x - + ,const) Losung von (1) ist, kann mail 
sieh auf den Fall '= 0 beschränkeri.  

Sei 92 = - - 2c, g•= 4a3 _' 92	fl mit ct, E JR. Die Losung.v = v() von (3) 
- mit v(0) = , v'(0) = , v()	x, ist eine Losung der Differentialgleichung v12 = 4v3'

- 92v - 93 , wie durch Multiplikation von (3) mit v' und ansehlie13erde Integration 
folgt. Der eIemeitar integrierbare Fall g2 = 27932 sei stets ausgesehiossen. Alit p(z) 
werde dann die durch 92; 93 eindeutig bestimmte und für'reelles z reellsvertige Weir,- 
straBsche p-Funktion bezeichnet, (2a 1 , 2w2 )Jsei em primitives Peripdenpa.ar. Be-, 
kanntlieh gilt	 S	

-	 S 

• ,
	p'(z)2 = 4p(z)3 - g2p(z) - 9	(z E C);	 (4) 

	

'das Polynorn P(u) = 4U3'- 92u —S	hat I die (voneinander versehiedenen) Null- - 
stellen -p(wj),p(w2), p(w 1 --- (02) (eine oder alle reell). Sei u0	p(w) (c)E {i, 62, 
W1 + w2 }) die graBte reelle Nulistelle von 1'(u) mit u0	(mai beachte: R(x) = 

Dann ist, im Falle == 0, P(u) > 0 für u0 <u a, und es sei = f P(u)_112 du> 0. 
wu	

S 

Da gemaf3 (4) die Umkehrung von w = p(z) durch z = co ± f. P(w) h 1 2 dw egeben 
ist, gilt p(w + ) = o.c. DurehAnwendun des Additions-Thebens 

- -
 

Az	)'= —p(z)—p(C)fUr Cco= 

•	- folgt wegen p'(w) = 0	 - 

(z + w) = 1/4(p'(z)/(p(z)	uo))2	(z) - U.  

,Also ist p( + w) für z E JR reellwertig und (wegen p(z) .= p(—z)) gerade. Es folgt 

p(w - ) = p(w + 'j) = ,	p'(w - ) = —p'(w +	-.	(6) 
- Unter Beachtun'g von u0 <p(z + (o) <p(w + ) für 0 < z < 17 erkennt man 

p'(z + cu) >,0für 0 <z < q, so daf3 in Verbindung mit deraus (4) und (6) folgenden 
Beziehung p'(w ± 4)2 = 43,_ 92 - 2 schuief3lich p'(w + ) = fl iin Falle 
fi > 0 sowie p'(w - j) = fi im Falle < 0 folgt. Mit . ,10 : = 77 sign falls 9 0 und 

-	0
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110 = 0 sonst gilt gemaB (4) fur die für - € IR reellwertige Funktipn v	v() 

•	 v')2	4t)3 —92v(— 93 ,	v(Q) = , v'(0) =	 • 

so daB sich naph Differentiation "() -_ 6v()2 + c, v(0) = 0, , v'(0) = ergibt. Nach 
Anwendung von (5) für z = x - t +!loerhält maninsgeamt folgenden 

Satz: DM Los-und v = . v(x - 1) der Di/ferenhialgleichung (1), die der Bedingung 
• v(0) = x, v'(0)	fi (tx, fi E IR) geniigl, isi gegebem durch -	 •	- 

•	 v(x - 0: = p(x, £ + o,+ W 

- 1 1 p'(x - £ + 1))	
\2	 -	- 

•	•	4kp(x—t+10)—u0)) 
—p(x—t+7o)—uo: 

•	 •	 -	
5, 
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